Prvocisla

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 5.PROSINCE 2022

Prvodislem rozumime prirozené ¢islo vétsi nez jedna, které je délitelné jen jedni¢kou a sebou samym.

ULoHA 1. (3 BODY)
Dvojka slavi narozeniny a na oslavu si pozvala prvnich osm lichych prvoéisel (tedy 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19 a 23). Pomozte dvojce rozesadit vSech osm hosti okolo kulatého stolu tak, aby byl rozdil
kazdych dvou sousednich ¢isel celo¢iselnou mocninou dvojky.

ULOHA 2. (3 BODY)
Zirafa pfinesla Michalovi pfirozené é&islo n > 3. Michal si poté pro vSechna licha prvoéisla p < n
zapsal ¢islo n — p a zjistil, ze mu vychdzi saméa prvodisla. Urcete, kterd n mu mohla zirafa pfinést.

ULoHA 3. (3 BODY)
Ben, Peto a Zdenék si kazdy mysleli prvocislo. Zjistili, ze souéin jejich myslenych ¢isel je devate-
nactkrat vétsi nez jejich soucet. Urcete, jaké vSechny trojice prvocisel mohli mit na mysli.

ULOHA 4. (5 BODD)
Naleznéte vSechny trojice prvodéisel p, q, r takové, ze p* 4+ ¢* + r* — 3 je také prvocislo.

ULoHA 5. (5 BODD)
Matous vyrabi posloupnost prirozenych ¢isel. Jako pocatecni ¢len zvoli néjaké pfirozené a; > 2 a
poté opakuje nasledujici kroky: jako p, oznaci nejmensiho prvociselného délitele ¢isla a,, a nasledné
spocte an4+1 = an + ﬁ. Dokazte, ze at uz Matous zvolil a; jakkoliv, od néjakého indexu K budou
vSechna n > K splnovat an+3 = 3an.

ULoHA 6. (5 BODD)

2
Urcete, pro ktera prvocisla p jsou ’%1 i pTH druhé mocniny celych ¢isel.

ULOHA 7. (5 BOD)
Venda nasla prvoéislo p a pFirozené éislo n > 2 takova, ze p — 1 je nasobkem n a zaroven je n® — 1
nasobkem p. Dokazte, ze alespon jedno z Cisel p — n a p + n muselo byt druhou mocninou celého
cisla.

ULona 8. (5 BOD®)
Bud p prvodéislo. Dokazte, Ze souéin’

p—1

H kafpfl

k=1

je prirozené ¢islo.

5
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Prvocisla

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Dvojka slavi narozeniny a na oslavu si pozvala prvnich osm lichych prvocisel (tedy 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19 a 23). Pomozte dvojce rozesadit vSech osm hostu okolo kulatého stolu tak, aby byl rozdil
kazdych dvou sousednich cisel celoc¢iselnou mocninou dvojky. (Martin Raska)
RESENT:

Uloha mé dvé mozna feseni. Prvnim feSenim je cyklicky posloupnost

1 3 5 13 17 19 23 7,

kdy rozdily mezi sousednimi ¢isly jsou 8, 2, 8, 4, 2, 4, 16, 4. Druhym feSenim je
5 3 11 13 17 19 23 7

s rozdily mezi sousednimi ¢isly 2, 8, 2, 4, 2, 4, 16, 2.

POzZNAMKY:
Naprosta vétsina Feseni byla v poradku a ve velké ¢asti z nich byly nalezeny i obé moznosti.
(Anna Marie Minarovic¢ova)

Uloha 2.

Zirafa piinesla Michalovi p¥irozené ¢islo n > 3. Michal si poté pro vsechna licha prvocisla p < n

zapsal ¢islo n — p a zjistil, Ze mu vychazi sama prvocisla. Urcete, ktera n mu mohla Zirafa piinést.
(Magdaléna Misinov4)

RESEN(:

Uloha mé jediné riesenie n = 10, ktoré zadaniu vyhovuje, pretoze prvocisla mensie alebo rovné 10

sit3,5a7aplatil0—7=3,10—5=5a 10 — 3 = 7. VSimnime si, ze ak n > 10, potom si Michal

urcite zapisal ¢isla n — 3, n — 5 a n — 7. Pozrieme sa na ich zvysky po deleni 3. Plati

n—3=n (mod 3),
n—5=n—2 (mod 3),
n—7=n-—1 (mod 3).

Kedze &islo n moze dévat po deleni 3 jedine zvysky 0, 1 a 2, jedno z &iseln —3, n—5an—7
je urdite delitelné 3. Avsak pre n > 10 st ¢éisla n — 3, n — 5 a n — 7 vécsie ako 3, z ¢oho vyplyva, Ze
ak je niektoré z nich delitelné 3, uz nejde o prvoéislo. Preto ziadne n > 10 nevyhovuje zadaniu.

Uz nam staci overit iba 3 < n < 10. Kedze si Michal zapisal n — p pre vSetky prvocisla p < n,
tak ak by bolo n prvodislo, tak by si pre p = n zapisal aj n — n = 0, ¢o nie je prvodislo, a preto
n # 3, 5, 7. Ak by bolo n tvaru p + 1, potom n — p = 1, ¢o opét nie je prvoéislo, z ¢oho vyplyva
n # 4, 6, 8. Uz nam staci iba rozobrat pripad n = 9, ktory nevyhovuje, pretoze pre p = 5 plati
9 — 5 =4 a to nie je prvocislo.

Zadaniu tak vyhovuje jedine n = 10.



POZNAMKY:

Vicésina rieSeni postupovala podobne ako vzorové rieSenie. Niektoré riesienia iSli tym smerom, zZe
hladali prvodisla, ktoré mozu odéitat od n tak, aby vyslo &islo s poslednou cirfrou 5, ktoré je bud
prvodislo 5, alebo éislo delitelné ¢islom 5. (Michal Pecho)

Uloha 3.

Ben, Peto a Zdenék si kazdy mysleli prvocislo. Zjistili, Ze soucin jejich myslenych &isel je devate-

nactkrat vétsi nez jejich soucet. Urcete, jaké vsechny trojice prvocisel mohli mit na mysli.
(Marian Poljak)

RESENT:
Ozna¢me myslend prvocisla pi, p2 a p3. Na jejich pofadi nezalezi. Potom dostavame ze zadani
rovnost

p1-p2-p3 =19 (p1 + p2 + p3).

Na levé strané je soucin tii prvocisel, a jelikoz cislo 19 déli pravou stranu, musi jedno z téchto
prvocisel byt 19. Bez ijmy na obecnosti p; = 19. Potom lze rovnici vydélit ¢islem 19 a upravit

p2 - p3 =19 + p2 + ps,
p2-p3 —p2 —p3+1=20,
(p2 —1)(p3 — 1) = 20.

Staci se tak podivat na mozné rozklady ¢isla 20 na dva Cinitele. Prvni moznost je 20 = 20-1, potom
pro p2, p3 dostavame hodnoty 21 a 2, kde ale 21 neni prvocislo. Dalsi moznost je 20 = 10-2, potom
pro p2, p3 dostavame hodnoty 3 a 11, coz jsou prvocisla. Ziskdvame tak jako mozné feSeni trojici
prvocisel 19, 11 a 3. Posledni moznost rozlozeni na cinitele je 20 = 5-4, pak ale dostavame hodnoty
6 a 5, které opét nevyhovuji, jelikoz 6 neni prvocislo.

Jediné mozné feseni tedy je, Ze si Ben, Peto a Zden&k mysli prvoéisla 19, 11 a 3.

POZNAMKY:

Vetsina feSeni postupovala obdobné jako to vzorové. Néktefi fesitelé se po vydéleni ¢islem 19 na
rovnici divali modulo 3, dosli tak spravné k zavéru, Ze jedno z prvocisel je délitelné Cislem 3 a tim
paddem mu musi byt rovno. Vétsina feSeni si odnesla plny pocet bodu. Mensi pocet bodu si pak
odnesla feseni, ktera sice uvedla vysledek, ale ne kompletni postup, a neukazala tak, ze neni zadné
jiné vyhovujici FeSeni. (Klarka Grinerova)

Uloha 4.
Naleznéte vSechny trojice prvoéisel p, q, r takové, ze p* 4+ q* + r* — 3 je také prvocislo.
(Marian Poljak)

RESEN(:
Necht s = p* + ¢* + r* — 3, kde s je prvoéislo.

Nejprve se podivejme na paritu s. Jelikoz s > 24 424 424 — 3 = 45, musi s byt liché prvodéislo,
jelikoz jediné sudé prvoéislo je 2. To oviem znamena, ze p* + ¢* + r* musi byt sudé, a tedy pravé
jedno, nebo vSechna tfi z prvocisel p, ¢q, r museji byt suda.

Dale se podivejme na s (mod 3). VSechna ¢&isla mohou dévat pfi déleni tfemi pouze zbytky 0,
1, 2. Pro jejich ¢tvrté mocniny pak plati

14 =2% =1 (mod 3),

0* =0 (mod 3).
2



Muzeme si vSimnout, ze ¢isla nedélitelnd tifemi, tedy ¢&isla davajici zbytky 1, 2 po déleni tiemi,
maji po umocnéni na étvrtou zbytek 1. Cisla davajici zbytek 0 pii déleni tfemi maji po umocnéni
na ¢tvrtou opét zbytek 0. Pfedpokladejme, ze zadné prvocislo z p, g, r neni 3. Potom ovSem

prt4+q¢t+r1—3=14+14+41-3=0 (mod 3).

Toto by nemohlo nastat, pokud by s bylo prvocislo, jelikoz s > 3, tedy s nemize byt délitelné
tfemi. Alespon jedno z cisel p, ¢, r tedy musi byt 3.

Nakonec se podivejme na s (mod 5). VSechna ¢isla mohou davat pti déleni péti pouze zbytky
0, 1, 2, 3, 4. Pro jejich ¢tvrté mocniny pak plati

1*=2t=3*=4*=1 (mod 5),
0* =0 (mod 5).

Jak vidime, vSechna ¢isla se zbytky 1, 2, 3, 4 po déleni péti davaji po umocnéni na ¢tvrtou zbytek
1, zatimco d¢isla se zbytkem 0 davaji opét zbytek 0. Pfedpokladejme, ze zadné prvocislo z p, g, r
neni 5. Potom ovsem p* +¢*+7* -3 =1+1+1-3 =0 (mod 5), coz nemtiZe nastat, jelikoz s > 5,
tedy nemuze byt prvocislo. Alespon jedno z ¢isel proto p, g, r musi byt 5.

Jak jsme ukazali, alespon jedno z p, q, » musi byt rovno 2, 3, 5. To ovéfime dosazenim

s=pt4+qt+rt—3=2"4+3%+5* -3 ="19,

coz je skuteéné prvocislo. Tudiz feSenim je trojice {p, q,7} = {2,3,5}.

POZNAMKY:
Vétsina fesSeni byla spravna. Nékteri fesitelé oduvodnili mnozinu zbytka ¢tvrtych mocnin po déleni
péti ¢i tfemi pouzitim Malé Fermatovy véty, nebo si vyraz upravili na

P-DE+1)P*+1)+(@-D@+1) (P+1)+ @ —-DE+1) (P +1),

a pak fesili jeho délitelnost. (Vendula Onderkové)

Uloha 5.

Matous vyrabi posloupnost prirozenych cisel. Jako pocatecni ¢len zvoli néjaké prirozené a1 > 2 a
poté opakuje nasledujici kroky: jako p, oznaci nejmensiho prvociselného délitele ¢isla a,, a nasledné
spocte an41 = an + Z—Z Dokazte, ze at uz Matous zvolil ay jakkoliv, od né&jakého indexu K budou
vSechna n > K spliiovat an+43 = 3an. (Maté&j Dolezélek)

RESEN(:
Nejprve dokazme, ze alespon jedno c¢islo v posloupnosti je sudé, konkrétné a; nebo as. Pokud je a;
liché, jsou licha vSechna prvocisla, kterd jej déli, takze i p1 a Z—i jsou lichd a ag = a1 + % je sudé.
Alespon jedno z ¢&isel a1, az je tedy sudé.

Toto sudé ¢islo muzeme zapsat jako a,, = 29b, kde b a g jsou kladna celd ¢isla a b je navic liché.
Vsichni prvociselni délitelé lichého cisla b jsou vétsi nez 2, takze py, =2 a

i1 =290 +2971p =3. 297 1p,

Nejvyssi mocnina, ve které 2 déli am+1, se tedy zmensi o 1. Opakovanim tohoto kroku (g — 1)-krat
ziskame clen posloupnosti ay, ktery je délitelny 2, ale uz ne 4, tedy existuje liché pfirozené ¢islo ¢
takové, ze ax = 2c.

Dale dokazme, ze pro n > K plati an+3 = 3an. Pro kazdé a; = 2¢, kde ¢ je liché (tedy i pro
ag ), plati nasledujici:



2 je nejmensi prvocislo, takze p; = 2 a a;+1 = 2c+ ¢ = 3c. Liché ¢ nemize byt délitelné mensim
prvocislem nez 3, takze p;+1 = 3 a a;4+2 = 3c+ ¢ = 4c. To je sudé, z cehoz plyne p;12 = 2 a
aj43 = 4c + 2c = 6¢. Pro a; délitelné 2, ale ne 4 tedy plati

3
Tit1 = 5, ai+2 = 2a; a a;+3 = 3a;.

Specialné je a;i3 opét délitelné 2 ale ne 4, takze a;44 = %ai = 3ai4+1 a a;4+5 = 6a; = 3ai42.
Dohromady tak dostdvame, Ze ay+3 = 3an plati pro vSechna n € {i,i + 1,7 + 2}.

Vime, Ze néjaké ax je délitelné 2 ale ne 4, takze indukci stejnd podminka plati pro vSechna
ax 431, kde [l je celé nezdporné cislo. Z predchoziho odstavce diky tomu plati an+3 = 3an pro n ve

tvarech K + 31, K + 3l + 11 K + 3l + 2, takze skute¢né a,+3 = 3ay pro vSechna n > K.

POzNAMKY:

Vétsina FeSeni byla spravné a postupovala velmi podobné jako vzorové feseni, body jsem strhaval

vétsinou za ditkazové nedostatky. (Tomas Flidr)

Uloha 6. )

Urcete, pro ktera prvocisla p jsou pTH il ; L druhé mocniny celych cisel. (Matéj Dolezalek)

RESEN(: )

Mé¢jme takova a a b, ze pTH =a? a pTH = b2. BUNO miizeme piedpokladat, Ze a a b jsou

nezaporna. To proto, ze pokud a < 0, vezmeme misto n€j nezadporné —a. Vsimnéme si, ze musi platit
2

p > b > a. Prvni nerovnost plyne z 2p? > p? +1 = 2b2 pro p > 1, druha z b? = pTH > %‘H =a?,

jelikoz p > 1.
Upravou rovnosti vyse dostavame p + 1 = 2a? a p? + 1 = 2b2, jejich rozdilem pak je

p?4+1—p—1=2b% —24?,
plp—1)=2(0b+a)(b—a).

Jelikoz p je prvocislo, musi délit jeden z ¢initelt na pravé strané.

Pokud p | 2, jisté p =2 a p%rl = %, coz neni druhd mocnina celého ¢isla. Tudiz p = 2 neni
mozné. Z nerovnosti vyse navic plyne p > b —a > 0, tedy p nedéli b — a. Zbyva proto jedina
moznost, a to p | b + a. Navic z nerovnosti vime 2p > b + a, tedy dokonce p = b + a. Z toho uz
plyne p — 1 = 2b — 2a.

Rozdilem poslednich dvou rovnosti ziskdme 1 = 3a — b, z ¢ehoz dostavame b = 3a — 1 a nasledné
p=4a—1.

Dosadime-li do rovnosti definujici a, ziskame = a2, tudiz 2a = a2, takZe a = 2 nebo
a = 0. V prvnim ptipadé snadno dopocteme p = 7, ve druhém p = —1, coz zjevné neni mozné.

(4a—1)+1
2

2
Zkouskou jesté ovérime, Ze p = 7 opravdu vyhovuje. Vskutku, % =225 % = 52. Je to
tedy jediné FesSeni.

POZNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala podobné jako vzorové feseni, odecetla rovnice a pravou stranu rozlozila

na soucin. Lisila se ovSsem tim, jak elegantné zvladla dospét k samotnému vysledku. Dost lidi

zapomnélo ovérit pripad p = 2. Za to jsem body nestrhéval, ale pozor na takové drobnosti.
Néktefi Fesitelé pouze vyzkouseli nékolik malych prvoéisel a prohlasili, ze 7 vyhovuje. Uloha

ovsem vyzaduje i dikaz, ze je to opravdu jedind moznost. Proto jsem za samotny vysledek nedaval

z4dné body. (Véclav Janacek)



Uloha 7.

Venda nasla prvodéislo p a piirozené ¢islo n > 2 takové, Ze p — 1 je ndsobkem n a zéroven je n® — 1
nasobkem p. Dokazte, Ze alespon jedno z Cisel p — n a p + n muselo byt druhou mocninou celého
¢isla. (Marian Poljak)
RESEN(:

Zadani nam dava dvé podminky

nlp-1,
pln—1=m+1)n-1D0>+n+1)(n%—n+1).

Cislo p si lze z prvni podminky vyjadfit jako p = nk + 1, kde k € N.
Z vlastnosti prvocisel vime, ze déli-li prvocislo soucin, pak alespon jeden z Cinitelit musi byt
danym prvocislem délitelny, tedy

pln+1 \% pln—1 \Y pln?4+n+1 Y pln?—n+1.

Pro k = 1 dostavame p = n + 1, vidime, ze p | n® — 1 ap—n =1 = 12. Pro k > 1 dostavame
p=nk+1>n+1>n—1, tedy musi platit p | n2 & n + 1. Navic

nk+1|n?+n+1 < nk+1|n?4tn+l-nk—1=n(n+1-k),

kde prvocislo nk 4+ 1 a &islo n jsou jisté nesoudélné, tedy dostavame nk+1|n+1— k.
Pro n+1—k # 0 musi platit [n &1 — k| > nk + 1. Z podminky nk + 1 | n? £ n + 1 dostavame,

Ze
ntn+1>nk+1 < nntl)>nk < ntl>k,

tedy 0<|ntl—kl=n+l-—k.
Tuto nerovnost pak dosadime a ziskdme

mntl—kl=ntl—-k>nk+1 <= n(l—k)>1F14+k>k>0.

My ovsem vime, ze plati 1 — k < 0, tedy jsme dosli ke sporu, z kterého mtuzeme usoudit, ze
n+t1l—k=0nebolik=nx1.

Pro k =n+ 1 dostavame p +n =n(n+1) + 1 +n = (n + 1)? a nasledné pro k = n — 1 mame
p—n=n(n—1)+1—n=(n—1)2, timto je dikaz hotov.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a postupovala obdobné jako ve vzorovém feSeni. Nékterd feseni
zapomnéla dostateéné zduvodnit, pro¢ k = n & 1. Kdyz p déli n? &+ n + 1 nemusi hned platit, ze
p=n?+n+1. (Denisa Hanuskova)

Uloha 8.

Bud p prvoéislo. Dokazte, ze soucin®

p—1
H k?kfpfl
k=1

Jje prirozené ¢islo. (Zdenék Pezlar)
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TRIKOVE RESEN{:
Oznac¢me soucin ze zadani jako Sp. Dale si jej napiseme jako
12.24.36...(p—1)2(-1)  (1.22.33...(p— 1)-1)?
(1-2---(p—1)ptt ((p—Dhpt

Citatel tohoto zlomku je druhd mocnina vyrazu, ktery miizeme p¥irozené zapsat nasledovné:

(1 -1)- (2 G-1) (3 G-D) - (p-1-1=
) -1 -1! E-D!' (p-1)
) 1! 2! =2 (p-1"

Soucin S, jsme tedy prepsali na vyraz, ve kterém se vyskytuje spousta faktoriald. Upravujme Sp
déle:

=(p-1

—1)! —1)! —1)! —1)1\2 —_nr \2
B ((p* nt- (pu " (pzz s Ezfzgl ‘ 25713!) (ugﬁu(;f)l)!) ((p—1NHr—1

= O ECE Ea (IR R PR

Co nam podil s mnoha faktoridly pfipomina? Kombinacni ¢isla! Sparujeme tedy faktoridly ve jme-
novateli nasledovné:
g - =D ~ -1! = (p-1!
P -1 20-(p—2! (p—1)-1

To je skoro to, co chceme. Ke spokojenosti nam ale chybi faktor p, proto si ho do kazdého soucinu
doplnime:

-1
SRS S NS S N DU — 0]
P -1 p 20-(p-2)0 p (P11 2L op

Kazdy z ciniteli v pravé ziskaném soucinu je prirozené cislo, protoze pro kazdé prvocislo plati
P | (i) Tudiz i samotny soucin S;, je prirozené cislo.

PociTaci RESENI, VOLNE PODLE JAKUBA STEPA:

Pokud nepfijdeme na (velmi trikové) fesSeni vyse, nejsme jesté v koncich! Mizeme se totiz obrétit
na zdanlivé jednoduchou myslenku — abychom dokazali, ze S, je pfirozené cislo, staci ukazat, ze se
kazdé prvoéislo q vyskytujici se v rozkladu? Sp ukéze v nezdporné mocniné. Zapiseme si Sp jako

pﬁl 2k

k=1
((p—1)hyp+t’
Abychom se mohli poprat s Sp, piipravme si nejprve néjakou ,munici“. Jako g-valuaci raciondlniho
¢éisla vg(a/b) ozna¢me rozdil exponentt pfislusicich prvoéislu ¢ v rozkladech ¢isel a a b. Napiiklad

v5(100) = 2 a v3(1/9) = —2. Pfipomenime zndmy vzorec pro ureni g-valuace faktoridld, tzv.
Legendretv vzorec, platny pro libovolné N € N:

=35

i
=1 q

Sp =

Zafixujme nyni néjaké prvocislo ¢ < p. Potom g-valuace jmenovatele S, je rovna

|

P+ Dvg(p—D) =(@+1)D {p: 1

=1 q

2Prvoéisla délici jmenovatel uvazujeme v zédporné mocning.
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-1
Nyni se zamysleme nad g-valuaci citatele Sp. Zjevné ji mizeme zapsat jako 2 Z kvg(k). To lze

interpretovat tak, ze pro kazdé i > 1 pfispéji do souctu jednou vSechna ¢isla pod p, JQ]IChZ g-valuace
je alespon i, takovych cisel je Vq;iJ‘ Potom kazdé éislo k bude zapoéitané presné vg(k)-krat.

Muzeme tak psat:

S5 _gggtqiﬂiqmw<L;;1J+1>:iqivwp_IJH)

T 7
i=1 t=1 =1 i=1 q q

Nasim cilem je ukdzat, ze g-valuace Citatele je alespon tolik, co g-valuace jmenovatele. S tim
cilem na mysli si uvedeme lemma ohledné necelé ¢asti>

vySe napsané ¢islo.

Lemma. Pro prvocislo p a pfirozené ¢islo k { p plati

{L_l}<1_g.
k - k

Dikaz. Necelou ¢ast zlomku L;l muzeme opé€t napsat jako zlomek se jmenovatelem k a Citatelem
¢ < k. Nemuze se stit ¢ = k — 1, jelikoz k 1 p, takze ¢ < k — 2. O

Diky tomuto tvrzeni odhadnéme dolni celou ¢ast z pq—fjl nésledovné:

p-ti_p-t Jpiloptl
q q ¢ ) ¢
Plati tedy nerovnost

Sl (5 )£

=1

oo

Jerl (p +1)Z{pflJ’

¢ oLl e

coz je pfesné g-valuace jmenovatele Sp. Exponent ¢ v Sp je tedy nezdporny pro kazdé prvocislo
q < p. Jelikoz S;, je délitelné pouze prvocisly mensimi nez p, uz vyplyva zaveér, ze Sp je vskutku
pfirozené. Jsme doma.

Poznamka. Z prvniho uvedeného feseni plyne, ze pro libovolné n € N je souéin

n n—1

H p2k—n—1 _ H (Z)

k=1 k=1
prirozené cislo.

POZNAMKY:

Vétsina Gispésnych feSeni se ubirala smérem druhého vzorového feSeni, vyzdvihnu zde proto feSeni

Michala Janika, Dominika Rigasze a Ivana Zemlicky, ktefi se vydali trikovou cestou kombinaénich

Cisel. Neuspésna feSeni z vétSiny argumentovala tim, ze se kazdé cCislo se zdpornym exponentem

pokrati s Ciniteli s exponentem kladnym. Nikdo mé timto argumentem bez uziti valuaci nepresvédcil.
(Zdenék Pezlar)

3 Neceld ¢dst ¢isla x je ¢islo {z} € [0,1) splaujici x = {z} + |z].
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