Funkce

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 3.DUBNA 2023

Funkce f: A — B pfifazuje kazdému prvku a € A néjaky prvek f(a) € B.

ULoHA 1. (3 BODY)
Klatra, Lenka, Majda a Natka maji kazda svoji oblibenou funkci, kterd kazdému z ¢isel 1, 2, 3, 4
prifazuje realné cislo.
o Klatra rekla Lence: ,Toz, moje funkce je lepsi nez ta tvoje! Nasla jsem tfi rizna cisla
z mnoziny {1, 2, 3,4}, ve kterych je moje funkce vétsi nez ta tvoje.“
e Na to Lenka odvétila: ,,To je sice pravda, ale ta moje je ve tfech rtiznych ¢islech vétsi nez
ta Majdina“.
e Majda se ohradila: ,,J4 by mohla fict to stejné o Nat¢iné funkci.*
e Nacez Natka prohlasila: ,A ji tiez o tej Klatrinej.“
Mohly mit opravdu vSechny divky pravdu?

ULOHA 2. (3 BODY)
Matéj nasel funkci f : R — R, kterd pro vsechna = € R spliuje £(2023 — z) = f(2023 + x). Cislo k
nazveme koten, pokud f(k) = 0. Matéjova funkce mé pravé 2023 rtznych realnych korent. Urcete
jejich soucet.

ULOHA 3. (3 BODY)
Funkce f : R — {0,1} spliiuje f(z) = 1 pro celociselnd = a f(z) = 0 pro z, kterd nejsou cela.
Napiste ptredpis funkce f vyuZivajici pouze proménnou z, celd &isla, operace +, —, -, / (s¢itani,

odéitani, nasobeni, déleni) a funkci dolni cela ¢astl!.

ULOHA 4. (5 BODD)
Pro realna &isla a a b plati, Ze oba kvadratické polynomy z2 + ax + b, 2 + bx + a maji kazdy dva
ruzné realné koreny. Dale méa soucin téchto polynomi pravé tii riazné reilné kotreny. Najdéte soucet
téchto tii kofent.

ULoHA 5. (5 BODD)
Najdéte vSechny funkce f : R — R, které pro vSechna z,y € R spliuji

flz+y) +zy = f(z)f(y)-

ULOHA 6. (5 BODD)
Najdéte vSechny funkce f: R — R, jez pro vSechna x,y € R spliuji

F(z=)?) = (f(@2))* = 22f(y) + .

L Dolni celd ¢dst |x] redlného éisla x je nejvétsi celé &islo nepfevysujici .



ULOHA 7. (5 BODD)
Najdéte vSechny funkce f : N — N, které pro vSechna a,b € N spliuji rovnost

S fQa)--)) +ab= f(a)f (D).
———

F(b)-krat

ULoHA 8. (5 BODD)
Rozhodnéte, zda existuje funkce f : R — R spliujici f(f(x)) = 22 — x — 2023 pro viechna realné x.



Funkce

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Klatra, Lenka, Majda a Natka maji kazda svoji oblibenou funkci, ktera kazdému z cisel 1, 2, 3, 4
prifazuje realné cislo.
e Klatra fekla Lence: ,,Toz, moje funkce je lepsi nez ta tvoje! Nasla jsem tfi ruzna cisla
z mnoziny {1,2, 3,4}, ve kterych je moje funkce vétsi nez ta tvoje.“
e Na to Lenka odvétila: ,,'To je sice pravda, ale ta moje je ve tfech riiznych cislech vétsi nez
ta Majdina“.
e Majda se ohradila: ,, Ja by mohla fict to stejné o Natciné funkci.“
e Nacez Natka prohlasila: , A ja tiez o tej Klatrinej.“

Mohly mit opravdu vSechny divky pravdu? (Josef Minafik)
RESEN(:

Oznac¢me Klatfinu, Lenc¢inu, Majdinu a Nat¢inu funkci postupné k, ¢, m, n. Abychom ukéazali, ze
mohly mit vSechny divky pravdu, staci najit takovou ctverici funkci, kterd spliuje zadani. Uvazme

k1) =1, k(@) =2  k(B3) =3 k@4)=4.

Pro Lenéinu funkci pak potfebujeme, aby ve tfech rtznych ¢&islech platilo k(i) > £(i). Takova je
tfeba funkce

1) =4, 2)=1, £3)=2,  (4)=3.

Obdobné najdeme

n(l) =2, n(2) = 3, n(3) = 4, n(4) =1.
Takova ¢tverice funkci spliiuje zadani, a vSechna dévcata tak mohla mit pravdu.

POZNAMKY:
Témér vSechna feSeni byla spravné a postupovala obdobné, tedy nasla konstrukci ¢tyt funkci spl-
nujicich zadani. (Klérka Grinerova)



Uloha 2.

Maté&j nasel funkci f : R — R, kterd pro vSechna z € R spliiuje f(2023 — z) = £(2023 + z). Cislo k
nazveme koten, pokud f(k) = 0. Matéjova funkce m4 pravé 2023 ruznych realnych koreni. Urcete
Jjejich soucet. (Matéj Gajdos)

RESEN(:
Zacneme, jak se fikd, od kofene problému. Predstavme si, ze chytime do rukou néjaky kofen k,
ktery se rovna 2023 + b. Umime pak najit néjaky jiny kofen? NejspiSe ano. Vime, Ze

F(k) =o.

7 toho ziskdme

£(2023 4 b) = £(2023 — b) = 0.

tedy 2023 — b je kofen. Pokud je b nenulové, ziskali jsme dalsi kofen. Podivime se nyni na soucet
obou kofentl. Ten je (2023 + b) 4+ (2023 —b) = 2-2023. Celkem je 2023 kotent, tedy jelikoz vSechny
kofeny kromé 2023 maji nékoho do paru, ziskdme 1011 dvojic se souc¢tem 2 - 2023 a 2023. Coz je
v souétu 20232

POZNAMKY:

Reseni tlohy se sesla spousta a drtiva vétsina z nich byla spravna. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)
Uloha 3.

Funkce f : R — {0,1} spliuje f(z) = 1 pro celociselnd = a f(z) = 0 pro z, kterd nejsou cela.
Napiste pfedpis funkce f vyuzivajici pouze proménnou z, celd ¢&isla, operace +, —, -, / (s¢iténi,
odéitani, nasobeni, déleni) a funkci dolni celd &4stl. (Magdaléna Misinova)
RESEN{:

Napriiklad funkce f : R — {0,1} dana pfedpisem

f(@) = [lz] —2] +1

spliiuje zadané pozadavky. Staci si uvédomit, ze vyraz |z] — x nabyva hodnot v intervalu (—1,0)
pro vSechna redlna z. Zejména |xz| — z je rovno 0 pravé tehdy, kdyz z je celoéiselné. Pokud je x
necelé ¢islo, pak vyraz |x| —  nabyva hodnot z intervalu (—1,0), a tedy dolni celd ¢ast ||| — x|
musi byt —1. Tim padem ||z| — 2] 4+ 1 je pFedpis pro funkci f, kterad splituje zadani.

POZNAMKY:

Vétsina Fesitel nasla podobnou variantu predpisu jako je ve vzorovém feseni. Dalsi moznd spravna
feseni jsou napiiklad f(z) = |z] + |—z] + 1 nebo f(z) = {ﬁij-ﬁ-lJ
se dalo najit alespon jedno realné cislo, pro které predpis nesplnoval zadani, ¢i pro které vubec
nefungoval (napf. nékolikrat se vyskytlo déleni nulou). (Diana Bergerova)

. Body se strhavaly, jestlize

L Dolni celd ¢dst |x] redlného éisla x je nejvétsi celé &islo nepfevysujici .
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Uloha 4.

Pro reélné éisla a a b plati, Ze oba kvadratické polynomy z2 + ax + b, 22 + bx + a maji kazdy dva
riizné realné kotreny. Dale ma soucin téchto polynomi pravé tii rizné realné koreny. Najdéte soucet
téchto tii kofenu. (Magdaléna Misinova)
RESEN(:

Ze zadani vime, ze sou¢in polynomi (polynom 4. stupné) ma pravé 3 realné koreny. Oba polynomy
tedy museji mit jeden spole¢ny kofen (jelikoz kazdy z nich mé pravé dva rtzné realné koteny).
Nazvéme tento spolecny kofen z;. Tento kofen musi byt i kofenem rozdilu téchto dvou polynom,
z ¢ehoz dostavame

0=22+azs+b—a2 —bxs —a=2z5(a—b)— (a—b).

Jelikoz a # b (kdyby a = b, oba polynomy budou shodné a jejich souéin bude mit maximalné 2
rizné kofeny), dostdvame tak s = 1. Oznaéme druhy kofen prvniho polynomu z1 a druhy kofen
druhého polynomu x2, pouzijme Vietovy vzorce:

—a=zs+x1 =1+,
b=zsx1 = 21,
—b=zxs+x2 =14 121,

a=TsT2 = T2.
Vyjadfeme nyni pomoci 1. a 4. vztahu soucet kofend x1 a x2:
x1+x2o=—-1—a+a=-—1.
Z tohoto dostavame, zZe soucet vSech tii kofenu je

Ts+x1 +x2=1—1=0.

PozNAMKY:

Ulohu méla vétsina Fesiteltt spravné. Uloha byla vétsinou feSena pouzitim Vietovych vzorct, jako
ve vzorovém feseni, ¢i ipravami vyrazi. Jedno spravné reseni ovsem pouzivalo vyjadreni kofenu
pomoci vzorecku s diskriminantem. Bohuzel i néktera Spatné feSeni téchto vzoreckt vyuzivala. Dalsi
chyba, ktera se ve $patnych fesenich objevovala, bylo chybné pouziti Vietovych vzorci. Pro soucin
polynomi opravdu plati, Ze soucet vsech kofeni se rovnd —(a +b), ovSem nas zajimal pouze soudet
tii rozdilnych kofenti. Nakonec bych chtéla podotknout Ze za spravny vysledek jsem povazovala
nejen 0, aleil+a+ba—-1—a—b. (Anna Marie Minarovi¢ové)

Uloha 5.
Najdéte vSechny funkce f : R — R, které pro vSechna z,y € R splnuji

flz+y) +zy = f(x)f(y)-

(Matéj Dolezalek)



RESENI:
Ulohu vyFesime substituéni metodou a ukazeme, ze jedinymi funkcemi, které vyhovuji zadani, jsou
f(@)=z+1a f(z) =—x+ 1 pro véechna z € R.

Funkce f(z) ma spliiovat danou funkciondlni rovnici pro vSechna z,y € R, tedy plati i pro
libovolné z a y = 0. Pak

f(z) = (=) £(0),
f@)(f(0)—1)=0
neboli f(0) =1V f(z) =0 pro kazdé = € R.
Plati-li f(x) = 0 pro vSechna x € R, pak dostdvame spor, nebot napf. pro £ = 2 = y méme

f@) +4=f2)73
4 =0.

Tudiz plati £(0) = 1.
Necht z = 1, y = —1, potom obdrzime f(0) — 1 = f(1)f(—1) = 0. To potom znamen4, ze
fAQ)y=0vf(-1)=0.

Za prvé bud f(1) = 0. Néasledné pro dvojici z = z — 1, kde z € R, a y = 1 plati
flz=14+1)+2-1=f(z-1)f(1) =0,
fz)=1-=z

Provedeme zkousku pro prévé nalezenou funkci f(z) =1 — a:

fz+y) +ay = f(2)f(y),
(I-—z-y) +zy=>1-2)(1-y),
l-z—y+azy=1—2—-y+zy.

Funkce f(z) =1 — x tedy vyhovuje zadani.
Za druhé bud f(—1) = 0, pak pro dvojici z = z+ 1, kde z € R, a y = —1 plati

fz4+1-1)—2—-1=f(z+1)f(-1) =0,
f(z)=2z+1.

Nalezli jsme druhou funkci f(z) = z + 1. Nezapomerime provést zkousku:

fle+y) + 2y = f(2)f(y),
(I+z+y)+ay=>1+2z)(1+y),
l1+z+y+ay=14+z+y+2ay.

Jediné funkce vyhovujici zadané funkcionélni rovnici jsou tedy f(z) =z +1a f(z) =1—=z.

POZNAMKY:
Vétsina doslych feseni postupovala obdobné a byla spravné. Mezi Casté chyby patfilo opomenuti,
ze rovnice f(z) = f(x)f(0) méa dvé feseni: f(0) =1 a f(z) = 0 pro vSechna z € R. Dale nesmime
zapomenout na zkousku, kterd je u substitu¢ni metody nutnou podminkou.

(Denisa Hanuskova)



Uloha 6.
Najdéte vSechny funkce f : R — R, jez pro vSechna z,y € R spliuji

fl@=9y)?) = (f(2)* = 22f(y) +y*.
(Natélia Bédtorova)
RESENT:
Nejdiive dosadime z = y = 0, tim ziskdme rovnici f(0) = f(0)2, ze které také plyne, Ze bud
f(0) = 0, nebo £(0) = 1. Po dosazeni z = 0 a y € R mame f(y?) = (f(0))? + y? a protoze y bylo

libovolné realné ¢islo, dostavame pro vechna kladné redlnd x nutné funkéni predpis f(z) = =+ f(0).
Dokéazeme totéz pro zaporna x. Zvolme x > 0 > y a postupné upravme rovnici:

fll@—9)?) = (f(2))* = 22f(y) + >,
(@ —9)% + £(0) = (z + £(0))? — 2¢f (y) + 7,
? =22y +y% + f(0) = 2® + 22f(0) + £(0)* — 22f(y) +¢*,
—2zy = 22£(0) — 2z (y),
) =y +f(0).
V poslednim kroku jsme vydélili rovnici nenulovym ¢islem 2z, coz byla ekvivalentni tprava. Tedy
pro vSechna € R (pro nulu trividlné) mame nutné funkéni pfedpis f(z) = x + f(0) a spolu

s podminkou f(0) = (f(0))? dostéavame funkce f(z) = = a f(z) = x + 1. Dosazenim do rovnice
ovéfime, ze obé tyto funkce rovnici spliuji.

POZNAMKY:

Resitelé vétsinou postupovali obdobné nebo vyuzili jiné tpravy, které taky vedli k cili. Mnozi své
feSeni vSak nedotdhli do uplného konce. (Natélia Bétorova)
Uloha 7.

Najdéte vsechny funkce f : N — N, které pro vSechna a,b € N spliiuji rovnost

fUFCf(a) ) +ab= f(a)f(D).
———
f(b)-krat
(Matéj Dolezalek)
RESEN(:
Dokéazeme, ze jedinou vyhovujici funkci je f(n) = n + 1 pro vSechna n € N.
Pro opakovanou aplikaci funkce budeme pouzivat nasledujici znac¢eni pomoci exponentu:

@) = f(fC- f() )
——

n-krat

Zadani tak v tomto znaceni ¥ika f1(®)(a) 4 ab = f(a)f(b) pro viechna a,b € N.

Predpoklddejme, ze mame funkci f splitujici zadani. Dosazenim (a,b) = (n,n) dostadvame
™ (n) = (f(n))? — n? pro libovolné n € N. Hodnota f/(")(n) je ptirozené &islo a specidlng
FF(n) > 0. Tedy (f(n))? —n? > 0, z &eho# uz plyne f(n) > n, nebot n i f(n) jsou kladn4 &isla.

Dosazeni (a,b) = (z,y) dava rovnost f7*)(y) + 2y = f(z)f(y). Podobné dosazenim (a,b) =
(y, z) ziskdme ffW)(z) + yz = f(y)f(z). Porovnanim téchto dvou rovnosti obdrzime

ff(Z)(y) — ff(y) (z)
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pro vSechna z,y € N. Konkrétné pro volbu (z,y) = (a, f(a)) dostdvame
FH@+ @) = ) (f(a)) = fF (@) (q)

pro libovolné n € N.
Aplikaci nerovnosti n < f(n) pro n € {a, f(a), f(f(a)),...} dostaneme sérii nerovnosti

a< f(a) < f(f(a) < f(f(f(a))) <--

Rovnost ff(@)+1(a) = ff(£(9))(a) tak uz nutng implikuje f(f(a)) = f(a) + 1.

Oznaéme N = f(1). Z pfedchozi rovnosti indukei plyne f(n) = n + 1 pro vSechna n > N.
Skute¢né dosazeni a =1 dava f(N) = N + 1 a dosazenim a = n méme z indukéniho predpokladu
f(n) =n+1rovnost f(n+1)= f(f(n))=f(n)+1=n-+2.

Dosazenim (a,b) = (N, n) do zadani nyni uz pro libovolné n € N plati

(N +1)f(n) = f(N)f(n) = Nn+ f/")(N) = Nn+ N + f(n),

kde rovnost ff(")(N) = N + f(n) plyne z f(n) = n+1 pro viechna n > N. Odtud u# jednoduchou
tupravou dostdvame, ze musi platit f(n) =n + 1 pro vSechna n € N. Zkouska

O @) +ab=a+ f(b) +ab=ab+a+b+1=(a+1)(b+1) = f(a)f(b)
potvrzuje, ze tato funkce skuteéné vyhovuje zadani a dikaz je timto hotov.

ALTERNATIVN{ RESENT (PODLE JAKUBA STEPA):
Stejné jako v prvnim Feseni plati f(n) > n, I (n) = (f(n))? —n? a fF@)(y) = fFW ().

Pro a € N polozme b = ff(4)=1(qa). Pak f(b) = f/(®)(a) = (f(a))?—a?. Dosazenim (z,y) = (b, a)
do rovnosti f(®)(y) = /W) (z) plati

FU@)?=a? gy = @) (pF@=1(q)) = p2F(@)=1(g).

Stejnou argumentaci jako v prvnim feseni z tohoto plyne (f(a))?—a? = 2f(a)—1, coz je ekvivalentni
(f(a) — 1)2 = a?. Nutné uz tedy musi platit f(a) = a + 1 pro véechna a € N a zkouskou se
presvédcime, Ze tato funkce vyhovuje zadéani.

POZNAMKY:
Kli¢ovd myslenka FeSeni je v dosazeni (z,y) a (y,z) a dokdzani nékterych z vlastnosti zadané
funkce (f(n) > n, f je prostd, rostouci, na N\ {1}, ...). Dosl4 feSeni se s tim popasovala rtiznorodé

a vétsinou spravné. Jako dilezité upozornéni za zminku stoji, ze z rovnosti f(f(a)) = f(a) + 1
v prvnim feSeni hned neplyne f(n) = n + 1 pro vSechna n € N, ale pouze pro n z oboru hodnot

funkce f. Také je na konci feseni tfeba udélat zkousku. (Martin Raska)
Uloha 8.

Rozhodnéte, zda existuje funkce f : R — R spliujici f(f(z)) = 22 — x — 2023 pro vsechna realna
T. (Josef Minafik)
RESEN(:

Dokéazeme, ze takova funkce neexistuje.

Predpokladejme, Ze funkce ze zadani existuje. Dosazenim zjistime, ze f(f(1/2023)) = —1/2023
a naopak f(f(—v2023)) = v/2023. To znamend, Ze kdyz zalneme s hodnotou /2023 a budeme
funkci f poustét opakované, budou se vysledky pro néjaka a, b vyvijet takto:

V2023 ——— a
b +— —/2023
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Vidime, ze kdyz na a pustime ¢tytikrat f, dostavame opét a. Uz vime, Ze takové pravidlo splnuji
¢isla v/2023 a —+/2023, dale tak najdeme vSechny moznosti.
Ma platit f(f(f(f(a)))) = a. Dosazovanim z rovnosti v zadéni upravujeme na:

f(f(a)? = f(f(a)) — 2023 = a,
(a® —a —2023)% — (a? — a — 2023) — 2023 = q,
(a? —a —2023)2 —a? =0,

coz rozlozime na soucin
(a? — 2a — 2023)(a? — 2023) = 0.
Tedy bud a = £1/2023 (o téchto moznostech uz vime), nebo a = a® — a — 2023 = f(f(a)) = b:
e Pokud a = v/2023, tak vidime, Ze f(1/2023) = a = /2023, ale f(1/2023) = f(a) = —+/2023.
e Pokud a = —/2023, tak je b = f(f(a)) = v2023. Vidime, ze f(v/2023) = a = —/2023, ale
F(\/2023) = £(b) = +/2023.
e Pokud a = b, tak vidime, ze f(a) = —v/2023, ale f(a) = f(b) = v/2023.
Ve vsech pripadech dostaneme, ze by dosazenim jedné hodnoty do funkce mélo vyjit vic hodnot,

takze vhodna funkce ze zadani neexistuje.

POZNAMKY:

Neékteri resitelé to dokazovali bez konkrétnich hodnot a pak bylo potfeba dokazat, Zze rovnice
F(f(f(f(a)))) = a ma dost feSeni, coz dva Fesitelé neudélali a pak jsem strhaval bod. Nejjed-
nodussim zpusobem, jak tuto ¢ast vyftesit, bylo podle mé feSeni vypsat, klidné i nalezend néjakym
programem. (Matous Safranek)



