Kombinatoricka geometrie 2

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 6. UNORA 2023

ULona 1. (5 BODU)
Fila tvrdi, Zze v roviné nalezl konvexni mnozinu A s nésledujici vlastnosti: pro jakékoli pfirozené
n lze k A pridat pravé n riznych bodu nelezicich v A tak, aby i po pfidani téchto bodua zustala
konvexni. Rozhodnéte, zda skutecné existuje mnozina s touto vlastnosti, nebo to Fila popletl.

ULOHA 2. (5 BOD®)
V roviné lezi dvé disjunktni kone¢né mnoziny bodi A a B, pficemz sjednoceni A a B tvori mnozinu
bodt v obecné poloze. Majda nakreslila neprotinajici se lomenou éarul s vrcholy pravé v bodech
mnozin A a B. Potom se podivala, v jakém pofadi ¢ara prochazela body mnozin A a B: za kazdy
bod mnoziny A si zapsala ,,A“ a za kazdy bod mnoziny B si zapsala ,,B“. Dokazte, ze at uz byly
body rozmistény jakkoliv, dovedla Majda nakreslit lomenou ¢aru tak, aby se v jejim zapsaném
textu nikde neobjevily retézce ,ABA“ ani ,BAB“.

AABABBAAB

ULOHA 3. (5 BoD)
Méjme konvexni mnohostén A v prostoru. Pepa by rad zvolil bod O uvniti A tak, aby platilo,
ze kdykoliv pfimka prochézejici bodem O protina hranici mnohosténu A v bodech X, Y, pak je
splnéna nerovnost

Dokazte, ze Pepa takovy bod vzdy dovede najit.

! Lomend édra je tvofena nékolika na sebe navazujicimi tseckami. Vrcholy lomené ¢ary rozumime
koncové body tusecek, které ji tvori.



Kombinatoricka geometrie 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Fila tvrdi, Ze v roviné nalezl konvexni mnozinu A s nasledujici vlastnosti: pro jakékoli pfirozené

n lze k A prFidat pravé n riuznych bodi nelezicich v A tak, aby i po pridani téchto bodi zustala

konvexni. Rozhodnéte, zda skute¢né existuje mnozina s touto vlastnosti, nebo to Fila popletl.
(Josef Minarik)

RESENI:
Nejprve si pfipomenme, co znamend, ze mnozina A bodu v roviné je konvexni. To je pravé tehdy,
kdyz pro kazdé dva body U,V € A je celd tsecka UV také v mnoziné A.

Ukazeme, ze Fila mohl mit pravdu. Tedy Ze A s takovymi vlastnostmi existuje. Je to napfiklad
otevieny kruh. Necht tedy A je mnozina vSech bodt kruhu, které nelezi na hrani¢ni kruznici.

Jisté je A konvexni. Pokud zvolime U a V € A, bude tsecka UV celd uvnitf kruhu, tedy cela
v A.

Zbyvé ukazat, ze muzeme k A pfidat n bodu (pro libovolné n) tak, aby mnozina ztistala konvexni.
K tomu nam staci pridavat libovolné body lezici na hraniéni kruznici A. Mnozinu A s témito
pfidanymi body znac¢me A’.

Ovéime, e i tato novd mnozina A’ je konvexni. Zvolme rtizné U,V € A’.

Podivejme se na pfimku UV. Ta protne hrani¢ni kruznici A’ ve dvou bodech, nazvéme je X
a Y. Nepochybné tsecka UV je podmnoZinou tisecky XY . Vnitiek XY je cely v A’. Tedy jediné
body tsecky UV, které by v A’ mohly nebyt, jsou pravé X a Y.

Ovsem X je bodem UV pouze tehdy, kdy X = U nebo X = V. A v takovém ptipadé jisté
X € A’. Obdobné pro Y.

Tedy cela tsecka UV je v A’ a A’ je konvexni.

Tim jsme ukazali, Ze otevieny kruh mé pozadované vlastnosti.

POZNAMKY:

Skoro vsechna feseni byla pékna a spravna. Par fesiteld bojovalo s definici konvexnosti. Obecné
,byt konvexni“ a ,nemit tthel vétsi nez 180°“ nejsou stejné véci, to plati jen pro mnohothelniky.
Vice se muzete docist v seridlu. (Véclav Janacek)

Uloha 2.

V roviné lezi dvé disjunktni kone¢né mnoziny bodu A a B, pricemz sjednoceni A a B tvori mnozinu
bodii v obecné poloze. Majda nakreslila neprotinajici se lomenou ¢aru' s vrcholy pravé v bodech
mnozin A a B. Potom se podivala, v jakém poradi ¢ara prochazela body mnozin A a B: za kazdy
bod mnoziny A si zapsala ,A“ a za kazdy bod mnozZiny B si zapsala ,,B“. Dokazte, ze at uz byly

! Lomend édra je tvofena nékolika na sebe navazujicimi tseckami. Vrcholy lomené ¢ary rozumime
koncové body tusecek, které ji tvori.



body rozmistény jakkoliv, dovedla Majda nakreslit lomenou c¢aru tak, aby se v jejim zapsaném
textu nikde neobjevily Fetézce ,ABA“ ani ,BAB*.

AABABBAAB

(Josef Minafik)

RESENI:

Konvexni obal sjednoceni A a B ozna¢ime K. Silnou indukci ukézeme, zZe lomenou ¢aru ze zadani
umime najit, at zaéneme v libovolném bodu na K. Pokud méme jen jeden nebo dva body, tvrzeni
zjevné plati. Piepokladejme, Ze jich mame vic a vezméme libovolny bod X na K. Oznaé¢me K’
konvexni obal (AU B) \ {X}. Protoze v této mnoziné jsou alespoil dva body a vSechny body jsou
v obecné poloze, miZzeme vybrat sousedni body Y a Z na K’, aby usecky XY a X Z neprotinaly
K’

Pokud Y nalezi do stejné mnoziny jako X, muzeme s nim X spojit a pouzit indukci na
(AU B)\ {X}, za¢inat budeme v Y. Protoze XY neprotina K’, mizeme k lomené ¢are, kterou
dostaneme z indukce, pfidat XY a nebude se protinat. Kdyby ve vzniklé posloupnosti pismen byl
fetézec ,BAB*“ nebo ,ABA“, bud by neobsahoval prvni pismeno, coz nelze z indukce, nebo by
obsahoval prvni pismeno, coz nelze, protoze posloupnost zac¢ind dvéma stejnymi pismeny. Tudiz
pfidanim X do posloupnosti, kterou dostaneme z indukce, neptidame ,,BAB* ani ,,ABA“.

Obdobné budeme postupovat, pokud Z nalezi do stejné mnoziny jako X a Y do ni nenalezi.

Zbyva piipad, kdy Y i Z nalezi do opa¢né mnoziny ne% X. ProtoZe Y a Z sousedi na K,
trojuhelnik XY Z je kromé usecky YZ mimo K’. PouZijeme-li tedy indukei na (AU B) \ {X,Y}
se zaCatkem v Z a pridame-li ke vzniklé lomené c¢are tsecky XY a Y Z, vyslednad lomenné ¢ara
se opét nebude protinat. Kdyby ve vzniklé posloupnosti pismen byl fetézec ,,BAB*“ nebo ,ABA“,
bud by neobsahoval prvni dvé pismena, coZ nelze z indukce, nebo by zacinal na prvnim nebo
druhém pismenu, coz nelze, protoze druhé a tfeti pismeno jsou stejné. Tudiz pridanim X a Y do
posloupnosti, kterou dostaneme z indukce, neptidame ,BAB“ ani ,ABA“. Tim je dikaz hotov.

PozNAMKY:

Vétsina feSeni si spravné tipla, Zze budeme pouzivat indukci a budeme zacinat na konvexnim obalu.
Vybér Y a Z se ukazal byt vétsim ofiskem. (Magdaléna Misinova)
Uloha 3.

Méjme konvexni mnohostén A v prostoru. Pepa by rad zvolil bod O uvniti A tak, aby platilo,
ze kdykoliv pfimka prochézejici bodem O protind hranici mnohosténu A v bodech X, Y, pak je
splnéna nerovnost

Dokazte, ze Pepa takovy bod vzdy dovede najit. (Magdaléna Misinov4)



RESENT:
Pro pfehlednost budeme v tomto feseni hranici mnohosténu A znacit jako Aj a sjednoceni jeho
hranice s vnitikem jako A, .

Vsimnéme si, ze podminka ze zadani je ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni: kdyz zvolime libo-

volny bod X € Aj a oznac¢ime Y druhy prisecik pfimky XO s Ay, bude platit % < %.
Nyni uvazme stejnolehlost s koeficientem % se stfedem v X a oznaéme ji Sx. Nerovnost

%;gg < 3 je splnéna pravé tehdy, kdyz O € Sx (Au). Bod O splituje zadéni pravé tehdy, kdyz

Oe [ Sx(Auw),
XeAy,

neboli kdyz lezi v priniku vSech obrazi mnohosténu Sx (A, ). Pokud se nam tedy podaii dokazat,
ze je dany prunik neprazdny, iloha bude vyfesena.

Mnoziny Sx (Av) jsou nastésti konvexni, omezené a uzaviené, protoze A, tyto vlastnosti ma
a zadna z nich se nemuze ztratit zobrazenim mnoziny ve stejnolehlosti. Mizeme pouzit nekone¢nou
Hellyho vétu. Potfebujeme ukézat, ze pro libovolné 4 body P,Q, R, S € A}, plati

SP(AU) n SQ(A'U) n SR(A'U) n SS(AU) 7é 0.

DokéZzeme, ze t8zisté t&chto ¢ty¥ bodt, tedy bod T = i(P +Q+ R+ S), lezi v daném priniku.
Ukazeme-li T € Sp(Ay), T bude ze symetrie lezet i ve zbylych tfech mnozindch. Kam nam stej-
nolehlost Sp zobrazi néjaky bod Z? Bude to na bod Sp(Z) = P + %(Z — P). Kdyz nyni zvolime
Z = %(Q + R+ S), dostaneme

3 1 1 1 3
Sp(Z)=P+ —(Z—-—P)=P+ - -R+-S—-P=T.
p(Z) +4( ) +4Q+4 + 1

Protoze Z je konvexni kombinace @), R, S a mnohostén A je konvexni, urcité plati Z € A,, a proto
T=8p(Z) € SP(AU).

Tim jsme dokazali, ze kazdé Ctyfi obrazy se protinaji, takze se podle Hellyho véty protinaji
vSechny, a tloha je vyfeSena.

POzZNAMKY:
Pfiblizné polovina feseni se vydala stejnym smérem jako to vzorové a pouzila Hellyho vétu. Zbyla
uspésna feseni si vSimla, Ze jako O miiZeme zvolit téZisté mnohosténu A. (Josef Minafik)



