Kombinatoricka geometrie 1

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 5.PROSINCE 2022

ULona 1. (5 BODU)
V roviné lezi shodné mnohotihelniky A a B tak, ze kazdy vrchol A lezi uvnitf nebo na obvodu B.
Musi vSechny vrcholy A a B splyvat?

ULOHA 2. (5 BoD®)
V roviné je n modrych a n ¢ervenych pfimek, pfi¢emz zZadna dvojice z nich neni rovnobézna.
Dokazte, zZe existuje kruznice, na niz lezi pravé 2n — 1 boda z modrych pfimek a pravé 2n — 1 boda
z Cervenych ptrimek.

ULOHA 3. (5 BoD)
Pro n > 4 nazveme vnitini! diagonalu n-thelniku délici, jestlize se po smazani jejich koncovych
vrcholi obvod n-thelniku rozpadne na dvé ¢asti, z nichz kazda ma alespon % — 1 vrcholi. Dokazte,

ze kazdy n-uhelnik mé délici diagonalu.

IDiagonalu nazyvime vnitini, jestlize az na krajni body lezi celd uvniti mnohotihelniku.



Kombinatoricka geometrie 1

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENI{
Uloha 1.

V roviné lezi shodné mnohouhelniky A a B tak, ze kazdy vrchol A lezi uvnitf nebo na obvodu B.
Musi vSechny vrcholy A a B splyvat? (Majda Misinova)
RESEN:

Vrcholy obecné splyvat nemusi. Protipfikladem mtize byt ¢tverec s vyfiznutymi tupotahlymi troju-
helniky na protéjsich stranach jako na obrazku.

POZNAMKY:

Mnoho fesitelt se snazilo tvrdit, ze vrcholy splyvat musi. Obvykle argumentovali rovnosti obsahi.
To ovsem funguje jenom pro konvexni mnohothelniky. Konstrukce protiptikladu byly rizné, casto
podobné vzorovému Feseni. (Pepa Minafik)

Uloha 2.

V roviné je n modrych a n cCervenych primek, pricemz zadna dvojice z nich neni rovnobézna.
Dokazte, ze existuje kruznice, na niz lezi pravé 2n — 1 bodu z modrych primek a pravé 2n — 1 bodu
z Cervenych piimek. (Majda Misinova)

RESENI:

Nejprve si rozmyslime, co po néas tloha vlastné chce. Kdyby se kruznice protinala s kazdou primkou
dvakrat a neprochéazela by zadnym pruseéikem, lezelo by na ni 2n bodt z modrych pfimek a 2n
bodu z Cervenych. Nasim cilem bude najit jednu modrou a jednu Cervenou pfimku, jichz se bude
kruznice dotykat. Zbylé by méla protinat ve dvou bodech.

Ze viech n2 dvojic tvofenych modrou piimkou a ¢ervenou piimkou vybereme tu dvojici, ktera
svird nejmensi thel. Nasi dvojici pfimek oznac¢ime m a c¢. Hledanou kruznici umistime do jednoho
ze dvou tupych thlid mezi m a c. Oznacme tento thel ¢. Ukazme, ze kazda dalsi zadana primka
protind ramena ¢ pravé jednou.

Pro spor predpokladejme, Ze je néjakd pfimka p protinajici ramena dvakrat v bodech X a Y.
Oznadéme priseéik m a ¢ jako A. Potom ostry tthel mezi m a ¢ je roven |[<AXY| + |<AY X|, oba
tyto thly tedy museji byt mensi nez ostry tthel mezi m a c. At uz je p ervena nebo modra, m a c
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nesviraji nejmensi thel ze vSech dvojic ¢ervend pfimka a modra pfimka, coz je spor s tim, jak jsme
si je vybrali.

a+ B

Kazdé dvé zadané pifimky se protinaji. Takze kdyby p neprotinala ramena ¢ ani v jednom
bodé, musi protinat dvakrat ramena opac¢ného thlu. Potom dostaneme spor uplné stejné, jako
v predchozim pripadé.

Timto jsme skoro hotovi. Myslenka zbytku feseni je zkonstruovat kruznici ,dostatecné daleko®,
aby protinala vSechny pfimky kromé m a c pravé ve dvou bodech a neprochéazela zadnym pruiseci-
kem.

Vsimnéme si, ze zadané primky maji pouze konecny pocet pruseciki. Umime tedy pfimkou
rozdélit thel ¢ na dvé ¢asti, z nichz jedna bude nekone¢nd a v ni i na jeji hranici nebudou zadné
pruseciky zadanych pfimek. Umime zafidit, aby nase kruznice byla mimo trojuhelnik, ktery tato
pfimka vytina v Ghlu ¢ (bude to napftiklad kruZnice pfipsana tomuto trojuhelniku). Tim zafidime,
ze kruznice nebude prochézet zadnym prusecikem dvou zadanych p¥imek.

Ukazme, Ze je splnéna i prvni podminka, tedy ze kazda pfimka mimo m a ¢ protinad kruznici
ve dvou mistech. Ozna¢me body dotyku nalezené kruznice s rameny ¢ jako D a E. Necht pfimka
p protina jedno z ramen ¢ v bodé X. Z konstrukce kruznice lezi X mezi A a D nebo mezi A a E.
Protoze pfimka p protind vnitiek trojuhelniku ADE, musi protinat jeho obvod ve dvou bodech.
Jeden z nich je X, takze druhy musi byt uvnit usecky DE, jinak by p znova protinala ramena .
Cely vnitfek DFE lezi uvnitt kruznice, takze p protind jeji vnitiek a musi protinat také jeji obvod
ve dvou bodech.




POZNAMKY:
Uvédomit si, ze kruznice se ma dvou pfimek dotykat a zbylé protinat, a zkusit néjaky extremalni
princip zvladli témér vSichni fesitelé. AvSak najit spravny extremélni princip uz bylo problematic-
t&jsi. Castou chybou bylo snazit se hledat ,nejhorngjsi“, ,nejspodnéjsi“, ,nejlevéjsi“ nebo ,nejpra-
vEjsi“ primku, coz ale neni dobfe definované a kromé toho to nefunguje.

Alternativni feSeni, které je ale v podstaté stejné jako vzorové, je predstavit si, ze se na primky
divame ,z velké dalky“. Potom se pfimky protinaji vlastné v jednom bodé. Tento pfipad je uz

snadné vyftesit. (Magdaléna Misinov4)
Uloha 3.
Pro n > 4 nazveme vnitinil diagonalu n-tuhelniku délici, jestlize se po smazani jejich koncovych

vrcholii obvod n-tihelniku rozpadne na dvé ¢asti, z nichz kazda ma alespori % — 1 vrcholi. Dokazte,

ze kazdy n-uhelnik ma délici diagonalu.

(Majda Misinova)

RESENI:
Ze seridlu vime, ze kazdy mnohouhelnik ma aspon jednu triangulaci. Uvazme tedy libovolnou
triangulaci naseho mnohothelniku, ukdzeme, Ze vyhovuje néktera z jejich thlopfic¢ek. V seridlu jsme
si také ukazali, ze kazd4a triangulace tvori strom, jehoz vrcholy jsou trojuhelniky a hrany vedou
mezi trojahelniky sdilejicimi stranu. Oznac¢me strom odpovidajici nasi triangulaci 7' a vSimnéme
si, ze mé n — 2 vrchola.

Nyni predpokladejme, Ze ve stromé T existuje vrchol v, po jehoZz odstranéni se T rozpadne na
¢asti o velikosti nejvyse ﬂ = "—72. Vrcholy stromu 7" maji stupen nejvyse 3, takze po odstranéni

v by jedna z Casti méla aspon ‘T‘T_l = "Tfa = § — 1 vrchold. Uvazme hranu vedouci z v do
nejvétsi casti, ta odpovida néjaké diagonale v puvodnim mnohouhelniku. Oznac¢me ji d. Diagonala

d je délici. Na jedné strané od d je aspon g — 1 trojahelniki triangulace, takze tam také je aspon

2 — 1 vrchold. Zaroven je na této strané nejvyse "772 vrcholi, takze na té druhé od d je vrcholu

3
aspoﬁn—Q—"T%:%—l>%—1.

Zbyva nam dokazat existenci vrcholu v s pozadovanou vlastnosti. Takovému vrcholu se rika
centroid, protoze je v jistém smyslu ,uprostied” stromu. Dikaz jeho existence neni obtizny. Kazdou

IDiagonalu nazyvime vnitini, jestlize az na krajni body lezi celd uvniti mnohotihelniku.
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hranu stromu 7' orientujme tak, aby ukazovala ve sméru, kde je vice vrcholi. Jestlize je v obou
smérech vrchold stejné, mizeme ji orientovat libovolné. Strom T m4 |T'| vrchold, ale jenom |T| — 1
hran, takze z néjakého vrcholu v nemuze vést zddnéd hrana (vSechny musi byt orientované smérem
k nému). To znamend, %e po odstranéni v se T' rozpadne na ¢asti, z nichz z4dnd nemd vice nez
polovinu vrcholt.

POZNAMKY:

Pfiblizné polovina spravnych feseni postupovala jako to vzorové za pouziti triangulace a vrcholu
nebo hrany ,uprostfed“ stromu. Zbytek bud vyuzival indukci nebo z mnohotthelniku postupné
odfezaval mensi mnohouhelniky. (Pepa Minarik)



