StrasSidla

1. PODZIMNI{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 10. RIJNA 2022

ULona 1. (3 BODY)
Carodéjnice Klarka rozlamala &tvercovou tabulku ¢okolady o délce strany 1 na 12 shodnych troja-
helnikt a 4 shodné ¢tverce jako na obrazku. Urcete obsahy jednotlivych dilkt.

ULOHA 2. (3 BODY)
Vodnik Pepa chce rozmistit svych Sest hrnickt s dusickami na rovném dné rybnika tak, aby kazdé
tfi z nich tvorily vrcholy rovnoramenného trojuhelniku. Najdéte zpusob, jak toho mize docilit.

ULOHA 3. (3 BODY)
Hrobar Radecek je hrdym spravcem obdélnikového hibitova, na némz je rozmisténo 2x8 ¢tvercovych
hrobi. Kazdou noc o pilnoci chodi od jedné z kratsich hibitovnich zdi k té druhé, pficemz vzdy
muze vstoupit pouze na hrob, ktery s tim, na némz zrovna stoji, sousedi stranou nebo vrcholem.

Radecktv hibitov vSak neni jen tak ledajaky — v kazdém hrobu diima jeden upir. Pfi kazdém
uplinku se néjakad skupinka upiri rozhodne, Ze pfi soumraku oteviou své hroby a vydaji se tryznit
smrtelniky. S tsvitem se pak vsSichni upifi vrati do svych hrobt a opét je zaviou.

Radecek se pii svych noc¢nich obchuizkdch neodvazuje vkrocit na otevieny hrob. Urcete, pro
kolik raznych skupinek upiri, ktefi vylezou z hrobi, jesté Radecek zvladne projit hibitovem. Na
obrazku je priklad jedné situace, kde srafované ¢tverecky znaci oteviené hroby, mezi nimiz Radecek
dovede projit.

v

ULOHA 4. (5 BODD)
Bil4 pani Hedvika strasila nékolik noci na hradé, bezhlavy rytif Danik strasil o sto noci vic nez
Hedvika. Zjistili, Ze pocet noci, kdy strasila Hedvika, je kladny a mé lichy pocet déliteli. Totéz
plati o poétu noci, kdy strasil Danik. Zjistéte, kolik noci mohla Hedvika strasit (a dokazte, ze to
jsou vSechny moznosti).



ULoHA 5. (5 BODD)
Vlkodlak Fila sezral kladna celd ¢isla «, y, n spliiujici rovnost \/z + /y = v/n. Dokazte, ze existuje
celé ¢islo a > 1, jehoz druhd mocnina déli ¢islo n.

ULOHA 6. (5 BoD)
Na sachovnici 12 x 12 se seslo nékolik gorgon se zavienyma ocima, priCemz kazda stoji na jiném
policku. Gorgona muze vidét pravé gorgony stojici ve stejném Fadku nebo sloupci (i pokud mezi
nimi stoji dalsi gorgony). Pokud dvé gorgony oteviou oéi a navzajem se vidi, obé& zkameni. Zjistéte,
kolik nejméné gorgon se na Sachovnici musi sejit, abychom nehled€ na jejich rozestaveni vzdy mohli
vybrat sedm z nich, které mohou vSechny naraz oteviit o¢i a nezkamenét. Nezapomerite také ukazat,
ze mensi pocet gorgon nestaci.

ULOHA 7. (5 BODD)
Tajemny hrad Rypak ma hradby ve tvaru kruznice a sochu, kterd lezi v néjakém bodé uvniti této
kruznice. Duchové Marian a Michal si kazdy vecer vyberou dvé tétivy kruznice, po nichz budou
poletovat a strasit navstévniky hradu. Vzdy vsak vybiraji takové tétivy, které jsou navzajem kolmé
a protinaji se pfesné v soSe. Dokazte, Ze soucet druhych mocnin délek téchto tétiv je vzdy stejny,
nehledé na to, kterou konkrétni dvojici tétiv si Marian s Michalem vyberou.

ULoHA 8. (5 BODU)
Majda se snazi vyvolat TeMné VelePraSe podle pfiruc¢ky cerné magie, kterou nalezla v knihovné.
Uz ma na zemi nakreslenou kruznici, jejiz kazdy bod je obarven jednou z 2022 barev. Dalsi krok
obfadu vyzaduje, aby nasla lichobéznik, jehoz vrcholy lezi na této kruznici a maji vSechny stejnou
barvu. Dokazte, Ze se ji to muze vzdy podafit bez ohledu na to, jak jsou body kruZnice obarveny.



StrasSidla

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Carodéjnice Klarka rozlamala ¢tvercovou tabulku ¢okolddy o délce strany 1 na 12 shodnych troju-
helnikii a 4 shodné ctverce jako na obrazku. Urcete obsahy jednotlivych dilki.

(,madam Verca“ Hladikovd)

RESEN(:

Vsimnéme si, Ze nejdelsi strana v trojuhelnicich se na strané velkého ¢tverce nachazi dvakrat. Jeji
délka je tedy % Prostfedni ¢tverec, tvofeny ¢tyfmi malymi ctverci, ma vSechny strany spolecné
s nejdelsi stranou néjakého trojuhelnika, ma tedy také délku strany % Strana prostfedniho étverce
je dale tvofena dvéma stranami malych ¢tverecki, které tudiz maji délku strany %. Obsah kazdého
malého ¢tverecku je proto (i)2 = % Obsah celé ¢okolady je 1, tedy obsah vsech trojuhelnickt
dohromady je 1 — 4 - % = %. Vydélenim vyrazu celkovym poétem trojihelnikii dostaneme obsah

kazdého trojihelniku: 35 = 5. Kazdy dilek, at uz étvercovy nebo trojithelnikovy, mé tudiz

1
obsah is-

ALTERNATIVNI RESEN{:
Pokud si kazdy c¢tverecek rozpulime uhlopti¢né a kazdy trojihelnicek podle vysky na preponu,
dostaneme 32 shodnych trojihelnickd, z nichz kazdy ma obsah é Kazdy dilek se sklada ze dvou
téchto trojuhelnickt, tedy vSechny dilky maji shodny obsah %6.
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POZNAMKY:
Seslo se velké mnozstvi spravnych reseni, ke spravnému vysledku vedlo i mnoho jinych postupiu.
Neékolik fesitelt se pokouselo dokéazat i to, ze trojuhelnikové dilky musi byt pravouhlé a rovnora-

menné, aby mohly byt takto usporadany, coz se nikomu nepovedlo, ale body jsem za to nestrhéaval.
(Benedikt Bares)

Uloha 2.

Vodnik Pepa chce rozmistit svych Sest hrnickti s dusickami na rovném dné rybnika tak, aby kazdé
tfi z nich tvorily vrcholy rovnoramenného trojuihelniku. Najdéte zpusob, jak toho miize docilit.
(Josef Minafik)

RESEN(:

Nejprve si uvédomme, ze jakékoli dva body na dané kruznici tvori s jejim stfedem rovnoramenny
trojihelnik. Toho mtzeme vyuzit i pfi nasi konstrukci. Vyhovuje pak rozmisténi péti hrnickt do
vrcholi pravidelného pétithelniku a Sestého do stfedu kruznice jemu opsané.

POZNAMKY:
Velka vétsina resiteld tlohu vyfesila spravné konstrukci ze vzorového feseni. Néktefi fesitelé zapo-
mnéli zminit, ze pétithelnik musi byt pravidelny. (Vendula Onderkové)



Uloha 3.

Hrobai Radecek je hrdym spravcem obdélnikového hibitova, na némz je rozmisténo 2x8 ¢tvercovych
hrobiti. Kazdou noc o piilnoci chodi od jedné z kratsich hibitovnich zdi k té druhé, pricemz vzdy
muze vstoupit pouze na hrob, ktery s tim, na némz zrovna stoji, sousedi stranou nebo vrcholem.

Radeckuv hrbitov vSak neni jen tak ledajaky — v kazdém hrobu diima jeden upir. Pri kazdém
uplnku se néjaka skupinka upirti rozhodne, ze pfi soumraku oteviou své hroby a vydaji se tryznit
smrtelniky. S tsvitem se pak vsichni upifi vrati do svych hrobu a opét je zaviou.

Radecek se pri svych nocnich obchuzkach neodvazuje vkrocit na otevieny hrob. Urcete, pro
kolik riznych skupinek upirti, kteii vylezou z hrobi, jesté Radecek zvladne projit hibitovem. Na
obrazku je priklad jedné situace, kde Srafované ctverecky znaci oteviené hroby, mezi nimiz Radecek
dovede projit.

v

(Josef Minafik)
RESEN(:
Rozdélime si hibitov na 8 sloupct 2 x 1. Radecek muze z libovolného hrobu v jednom sloupci
prejit na libovolny zavieny v dalsim. Tedy RadeCek miize celym hrbitovem projit praveé tehdy,
kdyz je v kazdém sloupci minimalné jeden hrob zavfeny. V kazdém sloupci mame 3 pripustné
varianty pro pruchod: oba dva hroby zaviené, nebo prvni hrob otevieny a druhy zavieny, nebo
prvni hrob zavieny a druhy otevieny. VSechny sloupce jsou na sobé nezavislé, tedy podle pravidla
kombinatorického souc¢inu dostdvame poéet 3% = 6561 moznych ruznych skupinek upiri.

JINE RESENI (SCITANI MOZNOSTI):
Stejné jako v predchozim piipadé si uvédomime, Ze pro pruchod staci zavieny jeden hrob v kazdém
sloupci. Je zde 8 sloupcii, dohromady tedy Radecek pro priichod potfebuje minimalné 8 (vhodné
usporadanych) zavienych hrobii. Na FeSeni pfijdeme sou¢tem skupinek pro 0 az 8 otevienych hrobii.
Spocitejme, kolik je rtiznych skupin upirt pfi n otevienych hrobech, kde 0 < n < 8.
JelikoZ nemohou byt dva oteviené hroby v jednom sloupci, musi byt n otevienych hrobu pravé
v n sloupcich. Nejprve tedy potfebujeme vybrat n sloupcu z 8, coz dava (i) moznosti.! V kazdém
sloupci s otevienym hrobem dostavame dvé moznosti pro otevieny hrob (horni, nebo spodni pole),
tj. dalsich 2™ moznosti. Tedy pro pocet riznych skupin u pravé n otevienych hrobu plati, Ze se
rovna <i> - 27

Celkovy pocet ruznych skupinek upirt je

8

8
Z <k> 228 =1 416 + 112 + 448 + 1120 + 1792 + 1792 + 1024 + 256 = 6561.
k=0
POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna. Chyby, pokud se vyskytly, spoc¢ivaly vétsinou v urceni spatného

postupu pro ziskani poét skupinek upirti u druhého feseni.
Cést Fesiteltl v feSeni nezapoéitavala moznost skupiny, pokud v ni nebyl zadny nebo jen jeden
upir. Za to jsem body nestrhavala, ale i prazdna skupina, tedy prazdna mnozina upiri, je skupinou.
(Markéta Hanuskové)

1Symbol (Z) = (717"7,;),16, je oznaceni pro kombinac¢ni ¢islo, které udava pocet kombinaci, tj.

zpusob, jak vybrat k prvka z n prvkové mnoziny.
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Uloha 4.
Bila pani Hedvika strasila nékolik noci na hradé, bezhlavy rytit Danik strasil o sto noci vic nez
Hedvika. Zjistili, ze pocet noci, kdy strasila Hedvika, je kladny a ma lichy pocet déliteli. Totéz
plati o pod¢tu noci, kdy strasil Danik. Zjistéte, kolik noci mohla Hedvika strasit (a dokazte, Ze to
Jsou vSechny moznosti). (Josef Minafik)
RESEN(:
Ze zadani vime, ze poéty noci, kdy Hedvika i Danik stra$ili, maji lichy pocet délitelti. Co znamena,
ze Cislo mé lichy pocet délitelu?

Je-li d délitel ¢isla n, musi i % byt délitelem é&isla n. Kazdému déliteli d, ktery spliuje d < v/n,

Ize jednoznaéné piifadit ¢islo 7, pro které plati 5 -d =n a % > /n. Ma-li byt pocet déliteli lichy,
musi existovat délitel d splnujici % = d, neboli d = y/n € N. Lichy pocet délitelt maji pouze druhé

mocniny celych kladnych cisel.
Oznacéime h? pocet noci, kdy strasila Hedvika, a d? pocet noci, kdy strasil Danik. Ze zadani
vime, ze
d? = h? + 100,
d? — h? = 100,
(d — h)(d+ h) = 100.

Z nerovnosti d2 > h2 plyne d > h, proto plati d — h > 0. Souéin (d — h)(d+ h) je poté soudinem
dvou prirozenych Cisel, ktery je roven 100, coz ma jen pét moznosti pro Cinitele:

100=1-100=2-50=4-25=5-20=10-10.

Nejprve si vSimneme, ze d — h < d + h. Déle plati, ze soucet d + h a d — h je roven 2d, neboli je
sudy. Soucet dvou ¢isel je sudy, scitame-li dvé licha nebo dvé suda cisla. Navic ale vime, ze jejich
soufin je sudy, tedy nutné musi byt oba ¢initelé sudi.

Z péti predchozich moznosti souéinu (d — h)(d + h) nadm zbyla pouze jedina: 100 = 2 - 50, tj.
d—h =2 ad+ h = 50. Soustavu dvou rovnic o dvou neznamych nyni dofesme:

d+ h = 50,
d—h=2,
2d = 52,
d = 26,

h=50—d=24.
Nyni uz jen zjistime pocet noci:
h? =242 = 576,
d? = 26% = 676.
Bil4 pani Hedvika tedy na hradé strasila 576 noci.
JINY DUKAZ CHARAKTERIZACE LICHEHO POCTU DELITELU:
Je-li prvoéiselny rozklad é&isla n = pi! - - - ppi*, pro pocet délitelt ¢isla n plati vztah

(ri+ (2 +1) - (rm +1),

protoze kazdy délitel n vznikne soucinem jednotlivych déliteld cisel p:i, kterych je vzdy r; + 1.
Pozadujeme-li, aby tento souéin byl lichy, musi byt 1isi vSichni ¢initelé, a tedy 2 | r; pro kazdé i.
Odtud jiz vidime, ze pouze druhé mocniny celych ¢isel maji lichy pocet délitelu.

Dale postupujeme jako v prvnim feseni.



POZNAMKY:

Vétsina Fesitelt postupovala obdobné jako ve vzorovém feseni. Bod jsem strhavala, pokud v fe-
Seni chybéla argumentace, pro¢ pouze druhé mocniny maji lichy pocet délitelt. Velka ¢ast resitelt
prochazela moznosti rozkladu &isla 100. Cisla 576 a 676 nalezli nékteti vypsanim si fady druhjch
mocnin a hledanim, ktera ¢isla maji rozdil 100, coz samoziejmé lze, ale plny pocet ziskali pouze
s dostateCnym odivodnénim, ze jina ¢isla nevyhovuji. V pripadech, kde resitel dostatecné neodu-

vodnil, pro¢ 576 je jediné feSeni, jsem strhévala 1 nebo 2 body. (Denisa Hanuskova)
Uloha 5.

Vlkodlak Fila sezral kladné celd c¢isla x, y, n spliujici rovnost \/x + /y = \/n. Dokazte, Ze existuje
celé ¢islo a > 1, jehoz druha mocnina déli ¢islo n. (Josef Minafik)
RESEN(:

Umocnénim rovnosti ze zadédni dostaneme

T+ 2\/zy+y=n.

Protoze x, y, n jsou pfirozend, musi byt vyraz 2,/Ty celym cislem. Zaroven xy je pfirozené a z toho
jiz plyne, ze /Ty je n&jaké pfirozené ¢islo k, nebot odmocniny z prirozenych ¢isel jsou bud pfirozené,
nebo iracionalni. Potom musi zy = k2.

Necht d je nejvétsim spoleénym délitelem z, y. Pak miizeme psat ¢ = da, y = db pro né&jaka
nesoudélna a, b € N. Protoze /Ty = k, musi Vd2ab = k, takze dv/ab = k. Pravé strana je piirozena,
takZe i dv/ab musi byt pfirozené, stejné tak d je piirozené. Cislo vab tedy nemiize byt iracionalni,
a proto obdobné jako v prvnim odstavci uz vime, ze Vab je prirozené, tedy ab musi byt ¢tvercem.

Protoze a a b jsou nesoudélnd, nesmi ve svém prvociselném rozkladu sdilet zadné prvocislo. Pak
jiz musi byt a i b Ctverci samy o sobé€, protoze se jejich rozklady neshoduji v zadném prvocisle,
a kazdé z prvocisel v rozkladu ab musi byt v sudé mocniné, aby ab bylo ¢tvercem. MuZeme proto
psat a = u?, b = v?, takie x = du® a y = dv?. Po dosazeni do rovnosti /z + VY= /n dostavame

uVd+vVd =vn

a po vytknuti v/d a umocnéni
d(u+v)% =n.
Takze (u+ v)? déli n a zarovei je u + v jisté ptirozens.
Zbyvéa ukazat, ze u + v > 1. Staci si uvédomit, ze u i v jsou pfirozena cisla, proto musi v > 1
av > 1, tedy pro soudet plati u+v > 2 > 1. Cislo (u+v) je tudiz hledanym a, jeho# étverec déli n.

ALTERNATIVNI RESENT:

Predpokladejme pro spor, ze n neni délitelné druhou mocninou zadného pfirozeného ¢isla kromé

jednicky. Pak musi nutné prvociselny rozklad ¢isla n obsahovat veskera prvocisla v prvni mocniné,

pokud by obsahovalo n&jaké prvoéislo p ve vy$si mocniné k > 2, pak by p* | n, takze i p2 | n.
Druhé odmocnina z kladného ¢isla nabyva vzdy kladnych hodnot, tudiz /y > 0. Protoze plati

VI + /Y =+/n, musi \/z < \/n, a tedy i < n, nebot druha odmocnina je rostouci funkei.
Umocnénim rovnosti \/y = 1/n — y/z na druhou obdrzime

y=mn—2v/nx+x.

Ze stejnych diivodii jako v prvnim vzorovém feseni musi byt \/nz pfirozené ¢islo, tedy nz je druhou
mocninou néjakého prirozeného cisla.

Necht p je prvocislo délici n. Protoze v rozkladu n na soucin se vyskytuji vSechna prvocisla
v prvni mocniné, musi p délit i x, aby rozklad souc¢inu nz obsahoval p v sudé mocniné a odmocnina
z néj byla pfirozena. Tudiz x obsahuje v prvocéiselném rozkladu kazdé prvocislo, které se vyskytuje
v prvociselném rozkladu n, takze musi > n. To je ale spor s nerovnosti x < n, ke které jsme dosli
ve druhém odstavci. Proto n musi byt ndsobkem néjakého ¢tverce vétsiho nez jedna.
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POZNAMKY:
Vétsina doslych spravnych feseni se ubirala cestou prvniho feseni, dikaz sporem byl mezi feSenimi
vzacnéjsi.

Neékter{ Fesitelé rozebrali jen specidlni pfipady vyjadfeni z, y (Casty byl dtikaz, Ze jen pro pii-
rozend +/x, \/y tvrzeni plati), pfipadné dosli k vyjadienim z = du?, © = dv?, ale jiz nezdivodnili,
pro¢ jina volba rovnici v zadani nevyhovuje.

Neékteri fesitelé jenom zkusili dosadit za x, y a n vhodné ¢isla, a pak ukazali, Zze dané konkrétni
n je opravdu nasobkem néjakého ctverce. Rad bych proto odkazal na ¢lanek Jak resit dlohy ko-
respondenéniho semindie? (https://prase.cz/info/Jak.pdf) pro nové fesitele PraSatka — v ném je
hezky shrnuto, jak by mélo takové spravné feseni vypadat. (Matéj Gajdos)

Uloha 6.
Na sachovnici 12 x 12 se seslo nékolik gorgon se zavienyma ocima, pricemz kazda stoji na jiném
policku. Gorgona miize vidét pravé gorgony stojici ve stejném fadku nebo sloupci (i pokud mezi
nimi stoji dalsi gorgony). Pokud dvé gorgony otevfou o¢i a navzdjem se vidi, obé zkameni. Zjistéte,
kolik nejméné gorgon se na Sachovnici musi sejit, abychom nehledé na jejich rozestaveni vzdy mohli
vybrat sedm z nich, které mohou vSechny naraz otevrit o¢i a nezkamenét. Nezapomerite také ukazat,
ze mensi pocet gorgon nestaci. (Terka Kudcerova)
RESEN(:
Musi se sejit nejméné 73 gorgon.

Je potteba dokazat dvé véci. Jednak, kdyz je gorgon 73, je mozné z libovolného rozestaveni vzdy
vybrat sedm, které nezkameni, a jednak, kdyz jich je 72, to neni mozné vzdy. To udélame prvni.

Kdyz je gorgon jen 72 nebo méné, vejdou se vsechny do Sesti fadki Sachovnice. Jakkoliv pak
vybereme sedm z nich, musi v jednom fadku byt vybrané alespon dvé, ty se uvidi a zkameni.
Tudiz kdyz jich je 72 nebo méné, neni zaruceno, ze muzeme vybrat sedm, aby nezkamenély. Tim
je dokazano, ze jich méné nez 73 nestaci.

Kdyz je gorgon aspon 73, rozdélime si Sachovnici na 12 ,,prodlouzenych diagonal“. Prodlouzena
diagonala je jako normalni diagonéala, ale na konci tabulky pokracuje z druhé strany. Na obrazku
jsou policka ocislovana podle toho, do které prodlouzené diagondly patii.

112(3(4|5|6|7[8]|9(10{11|12
12{1]2|3(4|5|6|7[8|9]10(11
11{12{1|2(3|4|5|6|7|8]9 |10
10({11]12| 1|2 |3|4|5|6|7|8|9
9[10(11{12{1|{2|3|4|5|6|7|8
819(10{11(12{1|2|3|4|5|6|7
71819(10(11{12{1|2|3|4|5|6
6(7(8]9|10(11{12|1|2[3|4|5
5(6|7|8[9(10{11|12] 1|2 |3 |4
4156 |7[8|9|10(11{12|1|2 |3
3[4(5|6(7(8]9]|10(11|12(1 |2
2(3(4|5|6|7[8]9](10{11]|12|1

Na prodlouzené diagonéle je 12 policek a zadna dvé z nich nejsou ve stejném Ffadku ani ve stejném
sloupci. Kdyz tedy vybereme gorgony jen z jedné prodlouzené diagonaly, nezkameni. Jelikoz je
gorgon 73 a prodlouzenych diagonal jen 12, musi byt dle Dirichletova principu? na jedné diagonale

2Neznate-li Dirichlettiv princip, vézte, ze se nejedna o nic slozitého. Myslenka je takova, Ze
kdybychom na prodlouzené diagonaly méli davat gorgony, aby jich na zadné nebylo 7, pak bychom
uz se 72 gorgonami museli mit v kazdé 6. Se 73. gorgonou jich na nékteré prodlouzené diagonale
musi byt alespon 7.



aspon 7 gorgon. Muzeme tedy z této diagondly vybrat 7 gorgon, které oteviou oéi a nezkameni.
Tim je dokdzano, Ze jich sta¢i 73, at jsou rozmisténé jakkoliv.
Dokéazali jsme, ze jich stac¢i 73, a ne méné. Tedy nejmensi pocet gorgon, které se musi sejit, je 73.

POZNAMKY:
Vétsing fesitelt se podafilo ukazat, e 72 gorgon nestaéi. Za to jsem daval 2 body. Uplnych feseni
bylo podstatné méné a vétsina postupovala uvedenym zpusobem. Néktefi zvladli chytfe vybirat
gorgony podle toho, kolik vidi jinych gorgon v fadku nebo ve sloupci, a dokazat, Ze jim gorgony
zbudou. Spousta Fesitelti vSak argumentovala tim, ze davat gorgony do fadkii/sloupct je nejhorsim
pripadem. Nejhorsi pfipad to vlastné je, ale fesitelim se to nedafilo dokazat, protoze se spoléhali
na nepfesné intuitivni argumenty. Klonim se k nazoru, ze kdyby to nékdo dokazal, mél by dukaz
shodny s Uplné jinym dukazem, takze doporucuji pracovat rovnou bez ,nejhorsiho pripadu®.
(Matous Safranek)

Uloha 7.
Tajemny hrad Rypak ma hradby ve tvaru kruznice a sochu, ktera lezi v néjakém bodé uvnitf této
kruznice. Duchové Marian a Michal si kazdy vecer vyberou dvé tétivy kruZnice, po nichz budou
poletovat a strasit navstévniky hradu. Vzdy vsak vybiraji takové tétivy, které jsou navzajem kolmé
a protinaji se presné v sose. Dokazte, ze soucet druhych mocnin délek téchto tétiv je vzdy stejny,
nehledé na to, kterou konkrétni dvojici tétiv si Marian s Michalem vyberou.

(Magdaléna Misinovd)

RESEN(:
Oznaéme si sochu P a jednotlivé tetivy AB a CD. Dalej nech S je stred kruznice a M, N stredy
tetiv AB a CD.

C
N ¢

.

D

Plati |AB|? + |CD|? = 4 - (|IMBJ|? + |NC|?). Viimnime si, ze MS a NS st osami tetiv, a
preto MS L AB a NS L CD. Z toho vyplyva, ze trojuholniky SMB a SNC su pravouhlé a
%e PMSN je obdlznik. S pouzitim Pytagorovej vety pre trojuholniky SMB a SNC dostévame
IMB|? = |SB|? — |SM|? a |[NC|? = |SC|? — |SN|?. Plati preto

|AB|® + |CD|* = 4- (IMBJ* + [NC|?),
=4-(|SB|?> — |SM|* + |SC|? — |SN|?).
7



Vsimnime si, ze |SB| = |SC| = r, kde 7 je polomer kruznice. Kedze PM SN je obdlznik, trojuholnik
NMS je pravouhly a z Pytagorovej vety vyplyva |[SM|2+|SN|? = [MN|?, ale |M N| = |SP|, pretoze
ide o uhlopriecky PMSN. Teda |SM|? 4 |SN|? = |SP|?. Spolu tak dostavame
|AB> + |CD|* = 4- (ISB|® — [SM|? + |SC|*> — |SN|?),
=4.(2r2 —|SPP).

Polomer kruznice a vzdialonost sochy od stredu |SP| st konstantné, preto je konstantny aj sudet
|AB|? + |CD|?, bez ohladu na konkrétnu volbu dvojice tetiv.

PozNAMKY:

Vacsina rieseni bola podobnd vzorovému alebo mali asponn podobnd myslienku. Medzi najcastejsie
chyby patril predpoklad, ze sa socha moze nachadzat len na obvode kruznice. (Michal Pecho)
Uloha 8.

Majda se snazi vyvolat TeMné VelePraSe podle piirucky cerné magie, kterou nalezla v knihovné.
Uz ma na zemi nakreslenou kruznici, jejiz kazdy bod je obarven jednou z 2022 barev. Dalsi krok
obradu vyzaduje, aby nasla lichobéznik, jehoz vrcholy lezi na této kruznici a maji vsechny stejnou
barvu. Dokazte, ze se ji to miize vzdy podafit bez ohledu na to, jak jsou body kruznice obarveny.

(Josef Minarik)

RESENT:

Uvazme na kruZnici pravidelny N-thelnik M = A;As ... Ay pro N = 2-20222 + 1. Budeme hledat
lichobéznik pouze mezi vrcholy tohoto N-thelnika. Jelikoz N je liché, tak osa kazdé thlopricky
A;A; prochézi néjakym vrcholem M, coz znamend, Ze takovych os existuje pouze N. Dvé tétivy
jsou rovnobézné, pravé pokud jsou jejich osy shodné, tedy pokud prochézi stejnym vrcholem.

V nasem N-tuhelniku existuje podle Dirichletova principu k > [ﬁ-‘ = 4045 bodu stejné barvy,

napiiklad ¢ervené.3 Dvojic ¢ervenych bodu je
k
9 > 4045 - 2022 > N.

Z Dirichletova principu prochéazi néjaké dvé osy usecek z Cervenych bodu stejnym vrcholem M
a jsou tak shodné. Prislusné usecky zjevné nesdili koncové body, a proto tyto ¢tyfi koncové body
tvori lichobéznik. A jsme doma.

3Vyraz [z] znadi horni celou édst x, tedy (to jediné) celé &islo spliujici [z] — 1 < z < [z].
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JINE RESEN{:

Uvazme na kruznici 20222923 4 1 navzdjem rtznych pravidelnych 2023-tihelnikii. Pocet obarveni
vrcholt 2023-thelnika 2022 barvami je 20222023 proto z Dirichletova principu existuji mezi nagimi
mnohothelniky dva, které jsou shodné obarvené. Mezi jejich 2023 body existuji dva se stejnou
barvou a tyto ¢tyfi body tvori vrcholy lichobéznika.

POZNAMKY:

Vsechna uspésna feseni si tlohu zjednodusila na koneény pocet bodt a vyuzila Dirichletav princip.
Ostatni feSeni zpravidla prohlasila, Ze jedna barva je zastoupena mezi body kruznice nekonecné
mnohokrat a ze z toho jiz je zjevné, ze néjaké Ctyfi tvori rovnoramenny lichobéznik — coz neni.
Prace s nekoneénem je obtizna a je potieba argumentovat opravdu opatrné! (Zdenék Pezlar)



