Prameéry

1. JARN{ SERIE TERMIN ODESLANf: 6. UNORA 2023
Jsou-li dana realna disla x1,x2,...,x,, potom jako jejich aritmeticky prumér oznacujeme cislo
%(ml + 22+ -+ xy). Jsou-li x1,x2,...,2, navic kladnd, pak jako jejich geometricky primér
oznacujeme cislo ¥/xr1xa - - Tp,.

ULoHA 1. (3 BODY)

Pét shodnych pulkruznic s primérem d je pfilozeno na primku tak, jak ukazuje obrazek. Urcete d,
znate-1i délky tsecek zvyraznénych na obrazku. (Obrazek je pouze orientalni a nezobrazuje piesné
délky.)

12 12
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ULOHA 2. (3 BODY)
Je dano prirozené cislo n. Urcete geometricky primeér jeho kladnych déliteld.
ULona 3. (3 BODY)
Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2, ...,2023. Radek mize v jednom kroku smazat dvé ¢isla a misto

nich napsat jejich aritmeticky primér. Muze postupovat tak, aby nakonec zbylo na tabuli jako
jediné ¢islo 2?7 A muze postupovat tak, aby nakonec zbylo ¢islo 10007

ULOHA 4. (5 BODD)
Rekneme, Ze neprazdnd koneénd mnozina p¥irozenych &isel je sladkd, je-li aritmeticky priimér jejich
prvku celociselny. Pro prirozené ¢islo n oznacme jako s, pocet vsech sladkych podmnozin mnoziny
{1,2,...,n}. Dokazte, ze s, — n je sudé &islo.

ULOHA 5. (5 BoD)
Necht a1, az2,...,an je permutace ¢isel od 1 do n. Dvojici indexii ¢ < j nazveme veselou, pokud
aritmeticky primeér cisel a; a a; neni roven zddnému ay, pro k spliujici ¢ < k < j. Dokazte, Ze pro
kazdé prirozené Cislo n existuje permutace, v niz je kazda dvojice indexii ¢ < j vesela.

ULOHA 6. (5 BoD)
Jsou déna redlna ¢isla z, y, z takova, ze 1 # = # y # 1, a oznacime
2 2
z—x Tz —
a1:y7, a2:7y, az=z+y+z
1—=2 1—y
Vite-li navic, Zze a1 = a2, urete hodnotu %, kde A(k, ¢, m) znadi aritmeticky pramér &isel

k, £, m.



ULOHA 7. (5 BODD)

Diana dostala posloupnost celych ¢isel ai,a2,...,ar a rozhodla se, Ze ji postupné prodlouzi na
nekonec¢nou posloupnost: V kazdém kroku uvazi svou dosavadni posloupnost ai,...,an a zvoli
nejmensi prirozené ¢islo m < n takové, ze aritmeticky primeér cisel am,am+1,...,an—1,0n je

celociselny. Nasledné za ay 1 zvoli tento aritmeticky pramér. Dokazte, ze od néjakého indexu t uz
budou vSechna a; pro i > t stejna.

ULoHaA 8. (5 BODD)
Trojici redlnych ¢isel a < b < ¢ oznacime jako péknou, je-li b aritmetickym primeérem a a c. Anicka
obdrzela 2k + 1 rtiznych realnych &isel, mezi nimiz nalezla alespoii k2 p&knych trojic. Dokazte, Ze
dovede tato redlna ¢isla rozdélit na dvé disjunktni aritmetické posloupnosti.



Prameéry

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Pét shodnych pulkruznic s prumérem d je prilozeno na piimku tak, jak ukazuje obrazek. Urcete d,
znéate-li délky tsecdek zvyraznénych na obrazku. (Obrazek je pouze orientacni a nezobrazuje pfesné
délky.)

22 16 22

(Marian Poljak)

RESEN(:
Pozrieme sa na hornt éast, kde sa nachadzajt 3 polkruznice s priemerom d a dve asecky dizky 12.
Dizka ¢ uréena priemermi tychto polkruznic a tseckami je rovna

{=3d+2-12 =3d+ 24.

Tato dizku £ vieme uréif aj tak, Ze sa pozrieme na spodni ast. Tam sa nachadzaju 2 polkruz-
nice s priemerom d, dve tsecky dizky 22 a jedna tsecka dlzky 16. DIzku £ vieme preto vyjadrit

nasledovne:
0=2d+2-22+ 16 = 2d + 60.

Z tychto dvoch rovnosti dostavame, ze plati 3d + 24 = ¢ = 2d + 60, a teda priemer polkruzZnic je
d = 36.

POzNAMKY:

Vsetky rieSenia boli spravne a vicSina z nich postupovala ako vzorové riesenie. (Michal Pecho)
Uloha 2.

Je dano prirozené cislo n. Urcete geometricky primér jeho kladnych déliteli. (Matéj Dolezalek)
RESEN(:

Uvazme mnozinu vSech kladnych délitela cisla n. Potom pro kazdé i takové, ze i déli n, existuje
prave jedno j, ze i - j = n. Potom i j je délitelem n.
Pokud n neni druhou mocninou pfirozeného cisla, plati, Ze i a j jsou vzdy razna. Délitelé n tak
tvori dvojice (4, j) takové, Ze jejich soucin je roven n. Neétvercové ¢islo tak mé sudy pocet déliteli,
1



ktery oznacime 2k. Soucin téchto délitelt je potom n*, protoze kazda dvojice dé&litelt prispiva
nasobkem n a téchto dvojic je k. Geometricky prumeér téchto 2k éisel je tak H/nk = Vn.

Pokud je n druhou mocninou pfirozeného éisla, potom ma délitele y/n, ktery v mnozing délitela
nemé dvojici. Ostatni délitelé tvori dvojice jako v predchozim ptipadé. Délitelu ¢isla n je tak 2k +1
a jejich soucin je n* - \/n. Geometricky pramér je tak

YT —

Geometricky priamér vsech kladnych délitelt ¢isla n je tak roven /n.

PozNAMKY:
Vétsina doslych feSeni byla zcela spravné, nékterd z nich opomnéla ptipad, kdy je n ctvercové.
Neékolik feSeni si s timto okrajovym pripadem poradilo malym trickem — pouzitim druhé mocniny
soucinu vsech déliteli. Potom kazdy délitel mél svij doplnék, se kterym daval soucin n.

(Klarka Grinerové)

Uloha 3.

Na tabuli jsou napsana cisla 1,2, ...,2023. Radek muze v jednom kroku smazat dvé Cisla a misto
nich napsat jejich aritmeticky prumér. Mize postupovat tak, aby nakonec zbylo na tabuli jako
jediné ¢islo 27 A miize postupovat tak, aby nakonec zbylo ¢&islo 10007 (Radek Olsék)

RESEN(:
Cisla 2 i 1000 dostat mtzeme. Zavedme si primérovani seshora. Udélejme primér 1. a 3. nejvétsiho
¢isla, ¢imz ndm vznikne 2. nejvétsi ¢islo. Nyni mame dvé 2. nejvétsi ¢isla, jez zpriumérujeme na jedno.
Ted budeme prumérovat vzdy dvé nejvétsi ¢isla posloupnosti, potom bude platit, Ze dvé nejvetsi
éisla jsou o 1 mensi, nez byla dvé nejvétsi &isla pivodné, tzn. (n — 3,n —2,n — n — 3,n — 1).
Analogicky miiZzeme zavést primérovani zezdola.

Abychom se dostali k ¢islu 2 budeme priamérovat seshora.

1,2,...,2020, 2021, 2022,2023 — 1,2,...,2020,2022,2022 —

— 1,2,...,2020,2022 — 1,2,...,2019,2021 — ... — 1,2,4 — 1,3 — 2.

Pro ¢islo 1000 vyuzijeme primeérovani seshora i zezdola.
1,2,3,4,...,2020,2021, 2022,2023 — 2,2,4,...,2020,2022,2022 —

— 2,4,...,2020,2022 — 3,5,...,2019,202 — ... — 998,1000,1002 — 1000,1000 — 1000.

POZNAMKY:

Velk4 ¢ast feseni byla spravné. Ta feseni, kterd spravné nebyla, bud méla spravné uvahy, ale néjaké
drobné nepfresnosti, chybéla v nich odpovéd na druhou otézku s ¢islem 1000, nebo bylo pomoci
néjakych chyb v uvahach dokazovano, ze se k néjakému z Cisel dostat nejde. U spravnych feSeni
byl postup pro ¢islo 2 v podstaté vzdy stejny. Pro ¢islo 1000 se objevilo vice postupt. Prvni je
uvedeny ve vzorovém feseni. Druhym bylo prevedeni na posloupnost 2,4, ...,1996, 1998, nasledné
zprumérovani v8ech prvkia (vzdy prvni a posledni prvek) na 1000 a dale zprimérovani vSech 1000
na jedno cislo 1000. Tretim zpusobem bylo pouziti magie, kterd prekvapivé fungovala. Dale se
jako dikaz obcas objevovalo, ze v takovéto posloupnosti ¢isel se mizeme dostat primérovanim na
jakékoliv z nich, kromé nejvétsiho a nejmensiho. (Anna Marie Minarovi¢ovd)



Uloha 4.
Rekneme, ze neprazdna konec¢na mnozina prirozenych éisel je sladkd, je-li aritmeticky primér jejich
prvku celoc¢iselny. Pro pfirozené ¢islo n oznac¢me jako s, pocet vsech sladkych podmnozin mnoziny

{1,2,...,n}. Dokazte, Ze sp —n je sudé dislo. (Marian Poljak)
RESENT:
Nejprve si povS§imnéme, ze jelikoz budou vSechny prvky mezi €isly 1, ..., n, bude mezi nimi i jejich
aritmeticky prameér.

Rozdélme si nyni sladké podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} na tii skupiny:

(1) V prvni skupiné budou jednoprvkové podmnoziny. Jelikoz aritmeticky primér jednoho
éisla je ¢islo samo, vSechny jednoprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} budou sladké
a v této skupiné jich tudiz bude n.

(2) Do druhé skupiny vlozime vSechny sladké podmnoziny, které maji alesponi dva prvky a ne-
obsahuji svtij aritmeticky primér. Tedy muze tam byt naptiklad mnozina {1, 3}, ale nikoliv
mnozina {1, 2, 3}.

(3) Do treti skupiny umistime zbylé sladké podmnoziny, tedy ty, které obsahuji svij arit-
meticky primér a maji alesponi dva prvky. (Dokonce musi mit alesponi t¥i prvky, nebot
aritmeticky primér kazdych dvou riiznych prvka bude vzdy od obou ruzny.)

Vsimnéme si, Ze takto jsme opravdu rozdélili vSechny sladké podmnoziny beze zbytku (nebot
v prvni skupiné jsou vSechny jednoprvkové, a jelikoz aritmetické pruméry sladkych podmnozin jsou
celodiselné, viceprvkové mnoziny jisté pramér bud obsahuji, nebo ne).

Jak uz jsme vySe zminili, v prvni skupiné je presné n prvkd, tedy s, — n je pocet sladkych
podmnozin v druhé a tieti skupiné dohromady. Chtéli bychom, aby byl sudy, hodilo by se, kdyby
se prvky v nich daly néjak sparovat (neboli bychom chtéli dokdzat, ze v obou skupindch bude
mnozin stejné).

Vsimnéme si, ze pridame-li do mnoziny z druhé skupiny jeji pramér, aritmeticky prameér noveé
vzniklé mnoziny se nezmeéni:

a1 +az2+---+a;
i
aitaz+---+a;+p i-pt+p
i+1 i+l

Vezméme si zobrazeni, které kazdé mnoziné z druhé skupiny pfifadi mnozinu ze tfeti skupiny

se stejnymi prvky a aritmetickym primeérem navic. Kazd4 mnozina z druhé skupiny je sladka, pak

:p7

bude sladka i mnozina, kterd je jejim obrazem.

Ziejmé muzeme obdobné zkonstruovat jednoznacné urcenou sladkou mnozinu z druhé skupiny
odebranim aritmetického pruméru z mnoziny ze tfeti skupiny. Jediny problém by nastal, kdybychom
po odebrani priméru méli mnozinu o méné nez dvou prvcich, coz vSak nenastane nikdy, nebot
vSechny mnoziny ze tieti skupiny maji alespon tfi prvky.

Mame tedy zobrazeni, které kazdé mnoziné z druhé skupiny pfifadi jednozna¢nou mnozinu z tfeti
skupiny, a i zobrazeni k nému inverzni, které kazdé mnoziné z tieti skupiny pfifadi jednoznacnou
mnozinu z druhé.

Ziskali jsme tedy bijekci mezi témito skupinami, takZze vime, Ze maji stejny pocet prvka. Tedy
Sn — n je opravdu sudé cislo.

POZNAMKY:
Naprosta vétsina fesitelt dospéla ke spravnému zavéru. Mnozi postupovali obdobné jako ve vzo-
rovém feseni, mnohdy vsak dokazali pouze jeden smér zobrazovani mnozin na sebe. Jelikoz stacilo
opacny smér pouze okomentovat, strhavala jsem za to pouze jeden bod. Jinad feSeni v zobrazeni
mnozin prohazovala prvky a; a n — a; a pocitala prekryvajici se mnoziny.

(Adéla Karolina ,, Ada“ Zackova)



Uloha 5.

Necht ai,ag,...,an je permutace ¢isel od 1 do n. Dvojici indexti i < j nazveme veselou, pokud

aritmeticky priimér cisel a; a a; neni roven zadnému ay, pro k spliujici i < k < j. Dokazte, Ze pro

kazdé prirozené cislo n existuje permutace, v niz je kazda dvojice indexti i < j vesela.
(Magdaléna Misinova)

RESEN(:

Budeme postupovat indukci. Zacneme tim, ze tvrzeni dokadzeme pro n = 1. V tomto pfipadé ma

permutace pravé jeden prvek, a je tedy zfejmé vesela.

Nyni dokazeme indukéni krok. Predpokladejme, ze n > 1 a z induk¢éniho predpokladu existuje
hezka permutace cisel {1,...,k} pro libovolné k < n. Diky n > 1 plati 5] < [5] < n, tudiz
muzeme uvazit veselou permutaci by, ..., bL%J ¢isel od 1 do L%J a veselou permutaci cy, ..., cra
¢isel od 1 do [5]. Uvazme potom posloupnost

(a1,az,...,an) = (2b1,2b2,...,2bL%J,2c1 ~1.2e3—1,..., 212 —1).

Ukézeme, ze tato posloupnost je veselou permutaci ¢isel od 1 do n. Skutec¢né se jedna o permu-
taci, nebot kazdé sudé cislo mezi 1 a n je tvaru 2k pro jednoznacné dané celé 1 < k < |5 | a kazdé
liché ¢islo je tvaru 2l — 1 pro celé 1 <[ < (%], takze se v posloupnosti nejprve objevi vSechna suda
éisla (prvni polovina), a pak vSechna licha (druha polovina).

Zbyva tedy ovérit veselost nasi permutace. Zvolime-li prvek a; z prvni poloviny a prvek a;
z druhé poloviny, pak jejich soucet musi byt lichy, takze jejich aritmeticky primér neni cely, a
nemtize tak byt roven zadnému aj pro ¢ < k < j. Pokud jsou oba prvky a;, a; zvoleny z prvni
poloviny, potom plati i < j < [5] a a; = 2b;, a;j = 2b;. Kdyby existoval index k takovy, ze
i<k<jaag=%(a;+a;), tak bychom kviili aj, = 2b,, méli i by = (b; + b;), coi je oviem spor
s veselosti by, ..., bL% 1- Analogicky mitizeme vyloucit i pfipad, kdy obé éisla lezi ve druhé poloviné
posloupnosti, tentokrat skrze vyjadreni a; = 2C¢—L%J —1proi> L%J

Rozborem tii pripadi jsme tedy dokazali, ze kazda dvojice indext ¢ < j je veseld, takze i cela
vyslednd permutace je veseld a indukéni krok je dokoncen.

POZNAMKY:

Vétsina feseni postupovala obdobné. Bohuzel mnoho feseni mélo dikaz vystavéno ponékud ne-

stastné a casto se jednotlivé argumenty slévaly do sebe. Obcas nékterd tvrzeni nebyla dostatecné

oduvodnéna. To se tyka obzvlasté toho, Zze se permutace opravdu nerozbije pfi nasobeni a séitani.
Bodovani bylo nésledujici:

e 1 az 2 body za popis algoritmu k sestrojeni vhodné permutace,
e 3 body, pokud se fesitel pokusil dokazat korektnost daného algoritmu a pfislusy dukaz byl
spravny z vétsi casti,
e 4 body, pokud dany diukaz obsahoval jen drobné chyby,
e 5 bodu za Uplné feseni.
(Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 6.
Jsou dana redlna ¢isla x, y, z takova, ze 1 # x # y # 1, a oznacime
2 2
z—x Tz —
al:y77 a2:7y7 a3 =z +y+ =z
1—=2 1—y

Vite-li navic, Ze a1 = asz, uréete hodnotu %, kde A(k, ¢, m) znad¢i aritmeticky priimér cisel
k, ¢, m. (Natélia Bétorova)



RESENT:
Zo zadania vyplyva

ap — a3z = a2 —as,

VP iyt =T iy,
1—=x 11—y
yzfm27x7y72+m2+xy+xz o xzfy27m7y7z+xy+y2+yz
1—=z N 1—y ’
zy+rzt+yz—(z+y+z2) aytrztyz—(z+y+2)
1—=2 N 1—y ’
Ak by bol ¢&itatel nenulovy, tak ﬁ = ﬁ, ¢o je spor s predpokladom z # y. Nutne je potom
zy+zrz+yz=x4+y+zaa —a3z =0=az — a3, a teda a1 = a2 = as.

Ak a3 = 0, tak
0= (x+y+z)2 :x2+y2+z2+2(:cy+xz+yz) :x2+y2+z2+2(z+y+z) =22 +y% + 22,
z ¢oho vyplyva, ze © = y = z = 0, ale to je opit spor s predpokladom = # y, teda ag # 0. Nakoniec

A(a,az2,a3)

=3.
Az,y,2)

S

POZNAMKY:

Mnohi riesitelia postupovali podobne alebo vyuzili iné upravy a triky, ktoré tiez viedli k spravnemu
rieSeniu. Pri niektorych tpravach bolo treba overovat, ¢i nedelime nulou, a na to vela riesitelov
zabudlo. Malokto na zaver overil, ¢i je vobec vyraz z tlohy definovany, teda ¢i x +y+ z # 0, ale za

to som nakoniec body nestfhala. (Natélia Bédtorova)
Uloha 7.

Diana dostala posloupnost celych ¢isel ai,as,...,a) a rozhodla se, Ze ji postupné prodlouzi na
nekonecnou posloupnost: V kazdém kroku uvazi svou dosavadni posloupnost ai,...,an a zvoli
nejmensi prirozené cislo m < n takové, ze aritmeticky prameér cisel am,Gm+1,--.,0n—1,0n je
celociselny. Nasledné za an41 zvoli tento aritmeticky primér. Dokazte, Ze od néjakého indexu t uz
budou vsechna a; pro i > t stejna. (Marian Poljak)
RESEN(:

Kdyz Diana zvoli ¢islo m, vznikne ¢islo a1 jako prameér ¢isel am, am+1,... ,an, tedy

am + am+1 + ...+ an
n—m+1 '

Gn+1 =

Vsimneme si, ze kdyz k témto ¢islim pridame jejich primeér a, 1, zistane primeér stejny:

am+tami1tetan

am +amg1+ ... Fan +angr  momt1) =l an g
n—m-+2 o n—m+4 2

-~ (n—m+1)-ant1 + ant1
o n—m+2
_(n=m+2)-any1
o n—m-+2
_(n-m+2)anpr
o n—m-+2 = Andtt

5



Z toho lze vyvodit dvé véci. Zaprvé, ze kdyz Diana zvoli dvakrat za sebou stejné m, pfipise
k posloupnosti dvakrat stejné cislo. Zadruhé, ze je takovy prumeér opét celociselny, takze m vyhovuje
Dianiné podmince. Z ¢ehoz plyne, Ze kdyz hleda nejmensi m, zvoli bud stejné jako v pfedchozim
kroku, nebo mensi.

Posloupnost zvolenych m je tak nerostouci, ale m muze nabyvat jen kone¢né mnoha hodnot (od
1 do k, protoze prvni m je od 1 do k a dalsi m jsou nejvyse tolik, pfiéemz m musi byt alespori 1).
Diana proto muze m snizit jenom kone¢nékrat a potom uz zustane porad stejné. A jak jsme vidéli
vyse, pokud zvoli dvakrat za sebou stejné m, pripise dvakrat stejné Cislo, takze jakmile bude volit
stejné m porad, bude psat porad stejna cisla.

POZNAMKY:

Naprosta vétsina Feseni byla spravna. Obcas nebyla moc jasné rozliSena zminéna dvé pozorovani,
za coZ jsem body nebral. Par fesiteli se vydalo trochu jinou cestou a dokézalo, ze jakdkoliv zména
m je mozna jen konecné dlouho, coz dovedlo byt zamotané. (Matous$ Safranek)

Uloha 8.

Trojici realnych ¢isel a < b < ¢ oznacime jako péknou, je-li b aritmetickym primérem a a c. Anicka
obdrzela 2k + 1 riznych realnych éisel, mezi nimiz nalezla alesponi k? péknych trojic. Dokazte, Ze
dovede tato redlna Cisla rozdélit na dvé disjunktni aritmetické posloupnosti. (Radek Olsék)
RESEN(:

Aniééina ¢isla ozna¢me jako

T <Tpt1 < <T1<z<21 < < Tp—1 <Tg

a jejich mnozinu jako X = {z_g,...,xk}-
Nejprve ukézeme, Ze vice nez k? péknych trojic mezi prvky X byt nemtize, z Gehoz také vyplyne,
jak tyto trojice museji vypadat. Uvazujme nejprve néjaké x_j4;, kde ¢ = 0,1,...,k — 1, coz

znamena, ze bereme prvek ,z nizsi pulky“ mnoziny X. Pokud v pé&kné trojici (a,b,c) je b = _j44,
pak musi byt a nizsi nez x_j ;. Pritom, jakmile je a urceno, je tim jednozna¢né urcena celd trojice.
Takze x_j4; se mize vyskytovat jako b nanejvys v tolika péknych trojicich, kolik je v X nizsich
prvki — tedy nanejvys i-krat. Obdobné se muze zp_;, kde ¢ = 0,1,...,k — 1 (prvek ,z vyssi
pulky“ X), vyskytnout jako b v pékné trojici nanejvys i-krat, zatimco prostiedni prvek zg se miize
vyskytnout nanejvys k-krat. Dohromady tak nemiiZzeme mit vice nez

(k— 1)k (k—1)k
g Rt =

O+1+4-+(k—-1)+k+(k-1)+ - +1+0= k?

péknych trojic.

To, Ze tento nejvyssi mozny pocet pé€knych trojic skutecné nastal, znamena, Ze vSechny mozné
pékné trojice skutecné byly pékné — tedy x_j4; tvoil néjakou péknou trojici s kazdym nizsim
prvkem a z_; tvoii néjakou pé€knou trojici s kazdym vyssim prvkem. Konec¢né zo musi byt obsazeno
jasné, ze se musi uspotfadat do trojic tvaru (x_, zo, Tk—;), takZze bude platit 229 = x—p, + —zn
pro kazdé n =1,2,... k.

Nyni si X BUNO zkraslime. Na aritmetickych priimérech, a tedy ani na péknych trojicich, se
nic nezméni, pokud celou X posuneme o konstantu. Muzeme tedy BUNO uvaZovat zo = 0, coz
znamena r_, = —&n pron = 1,2,..., k. Celd mnozina X je tedy symetrickd podle nuly, takze
nam bude stacit divat se predevsim na jeji kladnou ¢ast. Podobné se nic nezméni, pokud celou X
pfenasobime nenulovou konstantou, takze mtizeme BUNO uvazovat z1 = 1.

Daéle se zaméfme na mezery mezi po sobé jdoucimi ¢isly, tedy z;4+1 — x;. Pro i > 0 musi
z nagich pfedchozich pozorovani existovat péknd trojice tvaru (x;,z;, z;4+1) pro n&jaké j < i. To
vSak znamend x; — T; = T;41 — Ty, tedy i

Ti—Ti—1 < T —Tj = Tip1 — Ty
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Jinymi slovy, kdyz jdeme smérem k nule, mezery mezi po sobé jdoucimi prvky X se nezvySuji.
Pokud jsme si tedy BUNO zvolili 21 — 29 = 1 — 0 = 1, v8echny mezery musi byt alespoti 1.

V nésledujicim kroku dokonce nahlédneme, Ze jediné mozné délky mezer jsou 1 a 2. Pro mezeru
tésné u xo to samoziejmé plati. Dale se podivdme na mezeru z; — z;—1 proi € {2,...,k}. Cislo x;
musi tvofit hezkou trojici s b = x1, takze pro jisty index j mame z; —x1 = 21 —x;, coz se vzhledem
k z1 = 1 upravi na x; = 2—x;. Jelikoz k ¢ > 2, mame x; > 2 (vSechny mezery jsou alespoii 1). Tedy
z; < 0. Pokud nastane rovnost z; = 0, znamenalo to z; = 2 a ¢ = 2. TakZe mezera xo — x1, kterou
jsme zkoumali, skutecné neméla jinou délku nez 1 ¢i 2. Dale tedy mtzeme predpokladat z; < 0,
takze j < 0. Diky symetrii x—,, = —zy pak vime, Ze v X méame také ¢islo z_; = —x; = z; — 2.

To znamena, Ze ¢islo o 2 nizsi nez x; je prvkem X, takze mezera x; —x;_1 nemuze byt vyssi nez 2.
Nemuze byt také mensi nez 1, protoze 1 je nejkratsi mezera. Konecné, kdyby bylo z; — x;—1 = d
pro né&jaké d € (1,2), nutné by to znamenalo z;_2 < z; —d—1<z; —2 < z; —d = z;_1, takze
Ti2 < r_j < x;—1, coz neni mozné, protoze r; 2 a x; 1 jsou po sobé jdouci prvky X. Jelikoz
jsme tedy vyéerpali vSechny ostatni moznosti, nutné musi byt z; — z;—1 € {1,2}. Toto jsme ovéFili
pro ¢ > 0 a ze symetrie musi totéz platit i pro ¢ < 0.

Shriime nase poznatky o X. Zac¢neme-li v z9g = 0 a pijdeme v X nahoru ¢i dold, budeme
nejprve skakat vzdy o 1 a pozdéji mozna délka skoku vzroste na 2. Pokud tedy x; — z;—1 = 1
proi=1,...,a a nasledné z; —x;_1 =2 proi =a+1,...,k, muzeme z X vybrat aritmetickou
posloupnost s diferenci 2 v podobé

A={T 1, T k41, -, T—a—1,T—a,T—a+2,--+rTa—2;Ta,Ta+1,- s Th—1,Tk ]}

Podle parity ¢isel k a a budto v této mnoziné bude lezet xg, anebo z_; a x1 — na tom ndm
nezalezi. Timto zptusobem pokryjeme celou ¢ast X s mezerami 2 a nékteré prvky z té casti, kde jsou
mezery 1. Pfesnéji z Casti s mezerami 1 vybereme kazdy druhy prvek, takze zbude opét aritmeticka
posloupnost s diferenci 2 zac¢inajici prvek x_q4+1 a koncici prvkem x4—1.

Pokud by se stalo, ze a = k, pak je uz sama X aritmetickou posloupnosti s diferenci 1, kterou
snadno rozdélime na dvé stfidajici se aritmetické posloupnosti s diferenci 2.

POzZNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala v zasadé stejné jako to vzorové. Nékteri mylné tvrdili, Zze Ani¢éina ¢isla
musi byt uspofadana v jediné aritmetické posloupnosti. Nicméné to, ze aritmetickd posloupnost da
spravny pocet péknych trojic, nijak neimplikuje, Ze nearitmetickd posloupnost jich da ostfe méné.
To je ostatné dosvédceno napt. pro k = 2 pétici ¢isel —3, —1, 0, 1, 3. (Matéj Dolezalek)



