Matematicka indukce Il — V rytmu algoritmii

Mily ptiteli,
vitdme Té u tfetiho a posledniho dilu seridlu o matematické indukci. Tentokrat se podivdme na
algoritmy, které vyuzivaji indukci. Re¢ bude o tom, jak najit nejvyssiho spoleéného délitele dvou
¢isel, jak najit spoleéné kofeny polynomt, ale zabrousime i do oblasti diofantickych rovnic. Poté se
podivame na ptiklad z trochu jiného soudku, nebot prozkoumdame zpisoby sefazeni balicku karet
podle jejich hodnoty. Zaveérecna kapitola je spiSe k zamysleni nad tim, jak urcit, zda algoritmus po
néjakém case dobéhne.
Podnétné cteni Ti preji
autofi

O smyslu algoritmizace

Algoritmus je proces nebo postup, ktery po koneéné mnoha krocich dospéje k néjakému zavéru,
nejcastéji k vyreseni zadané ulohy. Jednotlivé kroky jsou jednozna¢né zadané a casto jednoduché
na provedeni. Zaroven je dany algoritmus v jistém smyslu univerzalni, tedy dokaze vytesit vice iloh
podobného druhu.

Etymologické okénko. Ptivod slova algoritmus sahd do 9. stoleti. Nazev je odvozen od jména
perského matematika Al-Chorezmiho, ktery zavedl pocitédni s arabskymi éislicemi (tehdy nazy-
vané indickymi) a polozil zédklady algebry. Puvodni slovo algorismus znamenalo pouze poéitani
v desitkové soustavé. Pozdéji se pod vlivem feckého slova arithmos zacala pouzivat zkomolenina
algoritmus. Vyznam, pod kterym jej zname dnes, vsak slovo ziskalo az v 19. stoleti.

Algoritmy vsak byly znamé jiz starym Babylonantim 2500 let pfed nasim letopoc¢tem. Stafi
Rekové zas pouzivali naptiklad Eratosthenovo sito pro hledani prvoéisel nebo Eukleidtv algoritmus,
ktery si predstavime i v tomto dilu.

Proc¢ jsou algoritmy uzitecné? Ve statistice slouzi k analyze dat a také k rozpoznani téch dat,
ktera maji n€jaky reprezentativni vyznam, naptiklad pii jejich roztiidéni do takzvanych clustert.
V aplikované matematice jsou algoritmy pouzivany pro hledani pfibliznych feSeni matematickych
modelt skutec¢ného svéta. Nicméné i v Cisté matematice maji algoritmy svij vyznam — napiiklad
pro dukaz existence FeSeni. Sila algoritmu spociva také v jejich jednoduchosti a repetitivni podstaté,
¢ehoz dokazi pocitace vyuzit pro extra rychlé nalezeni feseni. Lidé oproti tomu nejsou tak efektivni
v provadéni rucnich opakovanych vypoctl, ale umi napsat program, ktery to za né udéla v fadu
milisekund!

Délici algoritmus

Umluva. V priibéhu budeme pracovat s pfirozenymi &isly No = {0,1,2,...} jako jsme je defino-
vali v pfedchozim dile. Podotknéme, ze nulu zde povazujeme za pfirozené ¢islo.
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Meéjme dvé pfirozend ¢&isla m, n, kde n je rizné od nuly. Jiz ze zékladni skoly vime, jak se déli
se zbytkem. Pti déleni se zbytkem hleddme pfirozend ¢isla q a r, kde r je mensi nez n, pro kterd
plati

m=qn-+r.

Je tato operace déleni dobfe definovana? Existuje vzdy pravé jeden vysledek, tedy pravé jedna
dvojice ¢&isel ¢ a r? Neni to na prvni pohled ziejmé!, proto si to pojdme dokazat:

Véta. Necht m, n jsou dvé pfirozena ¢isla, kde n # 0. Potom existuje pravé jedna dvojice pfiro-
zenych cisel q a r takovych, ze m =qn+r ar <n.

Diikaz. Nejprve ukdZzeme existenci. Postupujme indukci podle m. Necht
S = {m € Ng; m = gn + r pro néjakd ¢,r € Ng,r < n}.
Vsimnéme si, ze 0 € S, nebot 0 = On + 0. Nyni predpoklddejme, ze m € S. Potom m = gqn +r a

r < n, tedy
m+1l=qgn+r+1.

Jelikoz r < m, tak r + 1 < n (jsme v pfirozenych ¢islech). Tedy bud r + 1 = n a dostdvame
m+1=(¢g+1)n+0,

nebo r + 1 < n a potom
m+1=gqgn+ (r+1),
kde r + 1 < n. V obou pfipadech plati m + 1 € S, tedy dle principu indukce (tfetiho Peanova
axiomu) mame S = Np.
Nyni ukdZeme, Ze dand q a r jsou jednoznacna. Méjme
m=gn+r=¢n+r,

kde r,7" < n. Potom
gn <m < (q+1)n,

gdn<m< (¢ +1)n.

Z toho dostavame gn < (¢’ + 1)n, a jelikoz n > 0, tak ¢ < ¢’ + 1, tedy ¢ < ¢/, protoZe pracujeme
s pfirozenymi éisly. Obdobné dostaneme ¢’ < ¢, takZe dohromady ¢ = ¢’. A z pfedpokladu pak
plyne rovnost zbytki » = m — gn = m — ¢’n = r’. Tedy dvojice &isel q a r je opravdu jednoznacna.

O

Pfirozené se muZzeme ptat, co se stane, kdyz budeme délici algoritmus aplikovat opakované.
Pojdme to spolec¢né probadat.
Necht a, b jsou dvé prirozend ¢isla. Potom dle déliciho algoritmu existuji g1 a r1 < b takova, ze

a=qb+r1.
Pokracujme dal a aplikujme délici algoritmus na ¢isla b a ry.
b= gor1 +r2,
T1 = q3T2 + T3,
T2 = Q473 + T4,

r3 =q5T4 + 15,

Ti = qit2Ti+1 + Tit2.

INapiiklad pti déleni se zbytkem v okruhu Gaussovijch ¢isel Z [i] neni zbytek jednoznacny, takze
to rozhodné neni samoziejmost! O Gaussovych ¢islech se muzes docist v prvnim dile minulého serialu
Teorie nejen cisel 1.



Napted nékolik pozorovani:
Pozorovani prvni. V kazdém kroku mame dle déliciho algoritmu zaruéend €isla g; 42 a riy2 <
ri+1, dokud neni néjaky zbytek roven nule, protoze nulou délit nemizeme (viz délici algoritmus).
Pozorovani druhé. Ziskali jsme klesajici posloupnost b > 7y > 19 > 713 > - -

Pozorovani tieti. Proces se po néjakém cCase vzdy zastavi.

Cvideni 1. Rozmysli si, e tfeti pozorovani vyplyva z prvniho a druhého pozorovéni a z Ulohy 3
v predchozim dilu.

V nasledujici kapitole se k tomuto procesu vratime a prozkoumame jeho dalsi zajimavé vlast-
nosti!

Eukleidiv algoritmus

Pamatujes si, jak jste ve skole hledali nejvyssiho spole¢ného délitele dvou ¢isel? Postup byl nésle-
dujici: nejprve obé ¢isla rozlozime na soucin prvocisel a poté hleddme, kterd prvocisla maji oba
rozklady spoleéné. Avsak to jsme to trochu uspéchali — jak napfiklad vime, ze lze pokazdé prvoci-
selny rozklad najit, a pokud ho ndhodou najdeme, jak vime, Ze je jen jeden? To nadm nas postup
trochu komplikuje, skoro to vypada, ze by dvé ¢isla mohla mit vice riznych nejvétsich spole¢nych
délitelua!

Abychom si tento problém vyjasnili, potfebujeme nejdfiv presné zadefinovat potfebné pojmy.

Definice. Necht m, n jsou pfirozena &isla, kde n je rtizné od nuly. Potom ¥ikdme, ze n déli m,
pokud existuje pfirozené &islo k takové, ze m = nk. Tuto skuteénost zapisujeme jako n | m.

Vsimnéme si, ze kazdé Cislo (kromé jedni¢ky) mé alespon dva délitele, jednicku a sebe sama.
Neéktera ¢isla jsou vyjimecna tim, ze je uz dal délit nelze.
Definice. Necht p je pfirozené ¢islo. Potom p je prvoéislo, jestlize p méa pravé dva rtazné délitele.

Poznamka. Poznamenejme, ze ¢islo 1 podle definice neni prvoéislo. Pro¢ to tak je? Neni za tim

aby jednicka prvocislem nebyla.

Pokud cislo d déli m a soucCasné déli i n, potom rikdme, Ze d je spolecny délitel Cisel m a n.
Cislo 1 je tak pokazdé spoleénym délitelem. Pokud je to zaroveii jediny spole¢ny délitel, fikame, ze
Cisla m a n jsou nesoudélnd.

Vratme se nyni k nejvyssimu spole¢nému déliteli.

Definice. Ptirozené ¢islo d je nejvétsim spolecnym délitelem ¢isel m, n, pokud plati nasledujici
dvé podminky:

(i) d je spoleény délitel m a n,

(ii) pokud c je dalsim spole¢nym délitelem m a n, pak c | d.
Potom piSeme d = NSD(m, n).
Poznamka. Rozmysli si, ze tato definice je ekvivalentni s tim, Ze d je nejvétsi ze spoleénych
délitela.
Poznamka. S nasi novou definici mizeme Fict, ze ¢isla m a n jsou nesoudélna pravé tehdy, kdyz
NSD(m,n) = 1.

Prisel Cas vratit se k opakovanému pouziti déliciho algoritmu, kterym jsme koncili pfedchozi
kapitolu. Vyzbrojeni novou terminologii mizeme ucinit dalsi pozorovani:
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Pozorovani &tvrté. Pokud proces skonéi u rjy2 = 0, dostdvame rovnost r; = ¢j4+17i+1, z ¢ehoz
plyne, ze r; 41 déli r;. O fadek vys mame rovnost

Ti—1 = Qi+17Ti + Ti+1,

tedy prava strana je délitelnd c¢islem r;41, protoze r;41 déli r;. Proto je i r;—1 na levé strané
délitelné r; 1. Takto postupujeme porad nahoru a iterativné dostavame, ze cislo r; 1 déli jak b,
tak a, a tudiz je spoleCnym délitelem vychozich dvou ¢isel.

Za chvili ukdzeme jesté mnohem silnéjsi tvrzeni, a sice ze r;1 1 je nejvétsim spolecnym délitelem
Cisel a a b.

Toto opakované pouziti déliciho algoritmu ma svij vlastni nazev — Eukleiduv algoritmus. Vy-
sledkem Eukleidova algoritmu je praveé ¢islo r;11, tedy posledni nenulovy zbytek.

Véta. Necht a a b # 0 jsou prirozend ¢isla. Potom Eukleidiv algoritmus generuje nejvyssiho
spolecného délitele cisel a a b.

Dikaz. Nejprve si pfipomenme znaceni jednotlivych ¢lent v algoritmu:

a=qb+ry,
b= qar1 + 72,
1 =q3r2 + 13,
2 = Q473 + T4,

r3 = Q574 + 75,

Ti = Qit+2Ti+1 + Ti42,

Kdyz v dikazu pouzivame algoritmus, méli bychom si polozit nasledujici otazky:
(1) Dobéhne algoritmus nékdy, tedy zastavi se proces po néjakém case?
(2) Pokud se zastavi, vyhodi ndm pozadovanou odpovéd (v nasem piipadé nejvétsiho spoleé-
ného délitele)?
(3) Jak rychle algoritmus konverguje, tj. jak rychle se blizi ke spravné odpovédi?

Prvnim krokem dilkazu je ukazat, ze se algoritmus zastavi, coz je soucasti Cviceni 1. Necht
rit+2 je prvni zbytek roven nule. Chceme ukazat, Ze 7,41 neboli pfechéazejici zbytek je nejvyssim
spole¢nym délitelem déisel a a b.

Druhy krok jiz mame témér za sebou: ve ¢tvrtém pozorovani jsme nahlédli, ze r;11 je spolecnym
délitelem a a b.

Nyni bychom radi dokazali, Zze se jedna o nejvyssiho spole¢ného délitele. Budeme postupovat
podle nasi definice. Necht tedy d je dalsim délitelem a a b. To znamena, Ze existuji pfirozena c¢isla
« a 3 takova, ze

a=ad a b= fAd.

Jelikoz a = q1b + r1, tak r1 = (o — q18)d, takze d dé&li r1. Induktivné dostavame, ze d déli i dalsi
zbytky vcetné predposledniho, tedy d déli r;1. Potom dle definice 7,41 je nejvyssim spolecnym
délitelem a a b. O
Cviceni 2. Najdi nejvyssiho spoleéného délitele ¢isel 3570 a 323 nejprve pomoci rozkladu na
soucin prvocisel a poté pouzitim Eukleidova algoritmu.
Cvic¢eni 3. Ukaz, ze ¢isla 19891 a 2022 jsou nesoudélné.
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Délici algoritmus a Eukleidiv algoritmus lze pouzit i pro dva polynomy. Misto zmensujicich se
zbytk vSak potfebujeme néco jiného, co se bude pfi kazdé iteraci snizovat, coz zaruci, ze algoritmus
nékdy dobéhne. Toto ,néco“ je pak stupen polynomu.

Uloha 1. Vyslov tvrzeni podobné délicimu algoritmu pro polynomy s realnymi koeficienty a dokaz
jej.
Eukleiduv algoritmus pak funguje Gplné stejné i pro dva polynomy. Vyzkousejte si to na tloze!

Uloha 2. Najdi mnohoé¢len nejvyssiho mozného fadu, ktery déli 23 — 922 — = 4 105 a zaroveii
2
x* — 9x + 14.

Uloha 3. Najdi vSechny spole¢né koreny polynomt 24 + x3 — 2122 —x +20 a 3 — 22 — 22z + 40.

Nyni prichézi na fadu otédzka, jak efektivni Eukleiduv algoritmus je. Kolikrat je obecné tieba
iterovat délici algoritmus, nez se dostaneme k vysledku? Pocet operaci muzeme shora odhadnout
podle velikosti b: jelikoz b > r1 > 79 > -+, tak zbytek nula dostaneme nanejvys po b aplikacich
déliciho algoritmu.

Avsak je mozné dosdhnout i presnéjsich odhadu!

Vé&ta. Necht a > b > 0 jsou dvé piirozena éisla. Predpokladejme, ze Eukleidiiv algoritmus pro
a a b sestava z N krokid. Potom nejnizsi hodnota, které miize a (resp. b) nabyvat, je Fibonacciho
¢islo? a = F(N +2) (resp. b= F(N +1)).

Véta. Pocet iteraci v Eukleidové algoritmu nikdy nemuze prekrocit pét krat pocet cifer cisla b.

Tato véta ukazuje, ze horni mez poctu iteraci roste tmérné poctu cifer ¢isla b, coz ukazuje na
logaritmicky rist. Rist je méfitkem toho, jaka je cena algoritmu, tedy kolik kroki proces potiebuje,
nez se zastavi, vzhledem ke vstupnim hodnotam, v tomto pripadé hodnoté ¢isla b. Je ziejmé, ze ¢im
vétsi Cisla do Eukleidova algoritmu vhodime, tim déle muze iterativni proces trvat. Rist potom
vyjadiuje konkrétni vztah mezi velikosti vstupu a cenou.

Dukaz téchto vét presahuje odbornost tohoto textu, pfesto je zminujeme pro zajimavost. O téch-
to vlastnostech algoritmu pravdépodobné Eukleides nevédél, protoze naptiklad druhé z vét byla
dokazana az v roce 1844.

Diofantické rovnice

Ukéazeme si zajimavé pouziti Eukleidova algoritmu pii feseni diofantickych rovnic. Diofantické rov-
nice jsou rovnice, jejichz feseni hleddme pouze v oboru celych ¢isel Z. Takova rovnice muze napiiklad
vypadat takto:

Bz + 7y =2,

kde z,y € Z. Zkuste dosadit (z,y) = (5, —9). Jak ale na toto Feseni prijit? Existuje obecny postup?
Nejsou mozna i jiné feSeni? Jak najit vSechna feSeni?
Zkusme pouzit Eukleiduv algoritmus na koeficienty proménnych:
13=1-7+6,
7T=1-6+1.

Dobra, to nam feklo jen to, co uz jsme davno védéli: ze ¢isla 13 a 7 jsou nesoudélna. Bodejt, vzdyt
jsou to prvodisla. AvSak muzeme z toho ziskat vic ...

2Fibonacciho é&isla jsou definovana rekurzi F(0) =0, F(1) =1a F(n+1) = F(n) + F(n — 1)
pro n > 1. Vice o Fibonacciho ¢islech najdes v prvnim dilu serialu.
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Postupujme pozpatku, z druhé rovnosti vyjadiime 1 = 7 — 1 -6 a z prvni nerovnosti pak
6 =13 —1-7. Dohromady dostavame
1=7-6=7—-(13-7)=(-1)-134+2-7.
Staci tuto rovnost vynasobit dvéma, abychom dostali
2=(-2)-134+4-7,

takZe jsme zkonstruovali dalsi feSeni nasi rovnice, a to (z,y) = (—2,4).

Cviceni 4. Pomoci Eukleidova algoritmu najdi jedno celodiselné reseni
27x — 15y = 21.

Umime tedy generovat alespoii jedno feseni (pokud néjaké existuje). Dokonce plati i néco silnéj-
siho: pokud existuje jedno FeSeni, tak jich uz nutné existuje nekonecné mnoho. Nez se vSak pustime
do jejich hledani, zkus si vyfesit nasledujici cviceni, kterd té€ nasméruji na cestu k nalezeni odpovédi
na otazky v uvodu kapitoly.

Cviceni 5. Ukaz, Ze rovnice
T2x — 117y = 42
nema celociselnd feseni.
Cviceni 6. Necht a a b jsou nesoudélné pfirozena ¢isla. Najdi vSechna celoéiselnd feseni (z,y)
rovnice
ar+by =0

a ukaz, ze jina feSeni nejsou.

Mozné uz na zékladé svych pozorovani pii feSeni predchozich cviceni zvladnes sim (sama)
dokéazat nasledujici vétu:

Véta. Piedpokladejme, zZe (xo,yo) je FeSeni diofantické rovnice ax + by = ¢, kde a,b,c € Z jsou
dané konstanty. Potom (x,y) Fesi tuto rovnici pravé tehdy, kdyz © = xo + xp a y = yo + yn, kde
(zh,yn) je (n&jakym) feSenim homogenni rovnice

ax + by = 0.

Dikaz. Tvrzeni, které chceme dokazat, je ekvivalence, takze musime dokazat oba sméry implikace.
Nejprve tedy predpoklddejme, ze (x,y) Fesi (nehomogenni) rovnici ax + by = c. Jelikoz (zo, yo)
je také Fesenim, tak
O=c—c
(az + by) — (azo + byo)
= a(z — x0) + by — yo).

Pokud tedy polozime z;, = x —z¢ a Yy, = y — Yo, tak (zp,yn) je FeSenim homogenni rovnice. Potom
(z,y) = (zo + zn, yo + yn) ma pozadovany tvar.
Nyni ukdZzeme opac¢nou implikaci, a sice ze (z,y) = (zo+2xn, Yo+yn), kde (zp, yp) Fesi homogenni
rovnici, je FeSenim (nehomogenni) rovnice ax + by = c¢. Mame
az + by = a(xo + =) + b(yo + yn)
(amo + byo) + (azp + byn)
c+0

=cC

a jsme hotovi. O



Dobré, vime tedy, Ze sta¢i najit jedno feSeni (zo,yo), a pak nejenze (z,y) = (o + r, Yo + yn)
je fesenim, ale navic vSechna dal$i feSeni maji nutné tento tvar! To ndm patfi¢né zuzuje vybér a
za chvili ndm to umozni ukézat, Ze jsme nalezli vSechna FeSeni.

Nyni pojdme prozkoumat, co jsou zaé ta feSeni homogenni rovnice. Dobr4 zpréava je, ze jsi uz
vétsinu prace odvedl(a), protoze jsi jisté poctivé vyfesil(a) Cviceni 6. Dilezité je podotknout, ze
ve Cviceni 6 jsi vytesil(a) homogenni rovnici pro a a b nesoudélné. Nastésti je tu ,easy fix“: Pokud
jsou a a b soudélna, prosté vydélime celou rovnici jejich nejvétsim spoleénym délitelem. A pokud
jim neni délitelné &islo ¢, tak uz diky Cviceni 5 vime, Ze potom rovnice nema feseni (v oboru celych
éisel) — staci zobecnit tvrzeni pro rovnici ax + by = ¢, kterd nemd feSeni, pokud ¢ neni délitelné
nejvétsim spolec¢nym délitelem cisel a a b.

Reseni diofantické rovnice si miizeme piedstavit i graficky. V roviné R? s osami z a y jsou body
s celoCiselnymi souradnicemi pravé miizové body celociselné miizky. Nalezeni jednoho konkrétniho
feSeni (zo,yo0) odpovidd jednomu bodu mfizky. Potom feSeni homogenni rovnice uréuje, kterym
smeérem se vydat z tohoto bodu. VSechna feseni pak lezi na jedné pfimce, kterd prochazi nékterymi
miizovymi body, a tyto body jsou hledana feseni rovnice.

Y

(z0,y0)

—9 1

Na obrazku je konkrétni feseni (zo,y0) = (—2,4) rovnice 13z + Ty = 2, od kterého se vydame
smérem homogenniho feSeni. V tomto pfipadé pri¢itaAme nasobky vektoru (7, —13).

Uloha 4. Najdi vSechna feseni diofantické rovnice
321z 4+ 17y = 1.
Uloha 5. Najdi vSechna celoéiselna Feseni rovnice
2022z + 312y = 18.

Uloha 6. Odvod Bézoutovo lemma: Pokud a a b jsou nenulova pfirozena &isla, potom existuji
celd cisla s a t takova, ze
as + bt = NSD(a, b).

Uloha 7. Necht a, b a ¢ jsou pfirozena &isla takova, Ze ¢ déli ab. Ukaz, Ze pokud NSD(a,c) = 1,
tak ¢ deli b.

Uloha 8. Nechf a, b a c jsou takova pfirozena ¢isla, ze NSD(a,c) = 1 = NSD(b, ¢). Dokaz, ze
potom NSD(ab, c) = 1.



Jak co nejrychleji seradit balicek karet?

V této kapitole se zaméfime na ryze prakticky problém: mame sefadit karty v balicku vzestupné
podle jejich hodnoty a chceme to provést co nejefektivnéji.

Intuitivni pristup je brat postupné karty z balicku a umistit je na spravné misto do fady.
Predstavme si, ze v balicku jsou karty s hodnotami 3, 7, 2, 4, 5 v tomto potradi. Vytdhneme trojku,
poté sedmicku polozime napravo od ni, pak vytdhneme dvojku a umistime ji nalevo od trojky,
potom ¢tyfku dame mezi trojku a sedmicku a nakonec pétku vlozime mezi ¢tyfku a sedmicku. Tak
jsme cisla sefadili jako 2, 3, 4, 5, 7.

Tomuto pristupu se fika razeni vkldddnim. Pokud ma tento algoritmus provést pocitac na n prv-
cich, hodi se védét, kolik jednotlivych operaci musi v nejhor§im mozném piipadé provést. Operacemi
myslime jednotliva porovnavani dvou prvki. V kazdém kroku vezmeme jednu kartu z nesefazeného
balicku a postupné ji porovndvame s prvky v sefazené fadé. Za¢neme zprava (od nejvétsiho): pokud
je vkladané karta vétsi nebo stejna, umistime ji napravo a jsme hotovi, je-li vSak nizsi, pokracujeme
porovnanim s kartou nalevo, a tak dale. V nejhor§im pfipadé musime kartu porovnat se vSemi jiz
vylozenymi kartami. Pro n karet tedy musime provést nanejvys

0+14+2+3+4+--+(n—1)

o

jednotlivych porovnéni. Ze to je v souctu n(anl)7 to si miizes dokazat (napt. indukci®), pro strué-
nost to vSak zde nahlédneme jen pomoci obrazku:

1 2 3 n—1

Tedy v nejhor$im mozném piipadé musime provést fadové n2 operaci — to je kvadraticky rist,
coz je pro objemné balicky karet opravdu hodné.

Razeni vkladanim, pii kterém v kazdém kroku do n — 1 jiz sefazenych karet piiddme n-tou na
spravné misto, vSak neni jediny pristup k feseni naseho problému.

Dalsim moznym zpusobem je 7azent vybérem. Proces probiha tak, Ze z nesefazené rady vybereme
nejnizsi prvek a umistime ho na prvni misto v sefazené fadé. Toto opakujeme s druhym nejnizsim

3Viz prvni dil seridlu.



porovname prvni dva prvky v fadé a z nich vezmeme ten nizsi, ktery porovname s nasledujicim
prvkem v fadé, a z téchto dvou opét vybereme ten nizsi. Obdobné pokra¢ujeme az na konec fady,
kdy ndm zbyde ten tplné nejnizsi prvek. Hledame-li tedy nejnizsi prvek z fady o n prvcich, musime
provést n — 1 porovnani. Celkem tedy Fazeni vybérem pracuje v

n—1)4+m-2)+-+2+1

krocich. To uz vime, Ze je dohromady % kroki. Tedy razeni vybérem trva stejné dlouho jako
fazeni vkladanim! Rist je opét kvadraticky.

Pro zajimavost si pfedstavime jesté jeden pomérné neefektivni zptsob fazeni, a tim je bublinkové
fazeni*. Nejprve porovname prvni a druhy prvek na zacatku fady a pfipadné je prohodime, pokud je
prvni prvek vétsi nez druhy. Déle porovndme druhy a tfeti prvek a pfipadné jejich poradi prohodime.
Takto projdeme celou fadu, v kazdém kroku se soustfedime pouze na dvojici sousednich prvka.
Pravdépodobné po tomto prvnim projeti fadou nejsou prvky ve spravném potadi. Proto tento
proces opakujeme znovu a znovu, dokud neni fada sefazena.

Samoziejmé se nabizi otdzka, zda nebudeme nédhodou ,,probubléavat* nasi fadou donekonecna.
Zastavi se algoritmus nékdy? Pripadné jak pozna, ze se ma zastavit?
dém prochéazeni fadou o jeden krok snizit. Postupné tedy zafixujeme posledni ¢islo, pak predposledni
a induktivné dojdeme k zavéru, ze potfebujeme projet fadou nanejvys (n — 1)-krat. Takze algorit-
mus se po néjakém cCase zastavi. Navic se muze zastavit i dfiv, pokud jej naprogramujeme tak, ze
se muze zastavit uz tehdy, kdyz projede fadou a zadné dva prvky neprohodi. V nejhorsim mozném
pfipadé vSak musi postupné udélat (n — 1) probubléni fadou, tedy celkem

m—1)4+m-2)+ -+2+1

jednotlivych porovnani. Dostali jsme opét stejnou odpovéd — kvadraticky riist. Neni to frustrujici
— vyzkouseli jsme jiz tfi rizné zpusoby fazeni a nedostali jsme nic lepsiho nez kvadraticky rast?
Nastésti existuji i efektivnéjsi fazeni. Pojdme se na jedno podivat.

Predstavme si, ze mame dvé hromadky karet, v nichz je dohromady n karet, které jsou jiz
sefazené. Dokazeme je nyni spojit dohromady? Jisté, otazkou je spis§ jak rychle, tedy v kolika
krocich.

Cviéeni 7. Vymysli zplsob, jakym bys spojil(a) dva jiz sefazené bali¢ky do jednoho sefazeného.
Z kolika kroku (porovnavani) se Tvij algoritmus sklada?

Chceme sefadit cely balicek, misto toho si vSak predstavime, ze Fadime dva mensi balicky, které
poté spojime.

Poznamka. Vsimnéme si, ze predchozi algoritmus fazeni vkladanim je vlastné specialnim pti-
padem tohoto spojovani dvou balickti dohromady, kdy jeden balicek ¢itd n — 1 karet a druhy jen
jednu.

Toto jo zékladni myslenka algoritmu typu rozdél a panuj. Dany problém rozdélime na mensi
Casti, které lze vyresit, a tyto Casti pak spojime. Jak vyfeSime ty mensi ¢asti? Znovu vyvoladme
nas algoritmus — rozdélime je na jesté mensi ¢asti, které vyresime! Takto pokracujeme dal, délime
na mensi a mensi ¢asti, az se dostaneme k tém, které lze néjak trivialné vyfesit (v nasem piipadé
je trividlni jednotkou bali¢ek o jedné karté, ktery je rovnou srovnany). Brzy zjistime, Ze tento
rekurzivni pristup je rychlejsi nez fazeni vkladanim.

Definujme P(n) jako pocet kroki, kolik potiebuje algoritmus rozdél a panuj na sefazeni n karet.
Pro jednoduchost predpokladejme, Ze n je mocnina dvou, abychom mohli bez obav délit bali¢ek na

4To nejlepsi video najdes pod timto odkazem: fhttps://youtu.be/lyZQPjUT5B4.
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pulky. V trividlnim pfipadé pro n = 1 mame P(n) = 0. Pro n > 1 pak dostdvdme rekurzivni relaci
P(n):2~P(g> tn-1,

coZ znazornuje to, Zze bali¢ek rozdélime na ptlky, které zvlast vytresime v P (%) krocich a poté je
spojime dohromady v n — 1 krocich®. VyfeSenim této rekurzivni rovnice dostaneme pocet krokii
algoritmu v zavislosti na n.

Uloha 9. Pomoci indukce (nebo jinak) ukaz, ze P(n) < nlogyn pro n = 2%, kde k je ptirozené
Cislo.

Tedy pocet krokti v tomto algoritmu roste nanejvys jako nlog, n, coz je pro velkd n o mnoho
lepsi nez fazeni vkladanim!
Uloha 10. Razeni vklddanim si lze také predstavit jako rekurenci. Napis jaké vztahy spliiuje

piislusné P(n) a indukeci ukaz, Ze feSenim je opravdu @

Halting problem

Dostaneme-li néjaky algoritmus, vzdy bychom si méli polozit nékteré dulezité otazky. Ku prikladu
vyse jsme zkoumali rychlost algoritmu, tedy kolik krokt potfebuje, nez dospéje k vysledku. Avsak
moznda nejdulezitéjsi otazkou je, zda se algoritmus vubec nékdy zastavi. U Eukleidova algoritmu
a u bublinkového fazeni jsme dokazali, Ze po né€jakém case se proces vzdy zastavi. Existuje vSak
obecny postup, kterym by slo dokézat, ze se algoritmus zastavi ¢i nezastavi?

Problém zastaveni zni takto: Mame pfed sebou algoritmus a néjakou jeho vstupni hodnotu
(naptiklad dvé éisla, jejichz spoleéného délitele hledame). Vlozime-li do algoritmu tuto vstupni
hodnotu, zastavi se nékdy nebo pobézi donekoneéna? A ted pojdme o troven vys — zkusme navrh-
nout obecny postup, ktery by pro dany algoritmus ukéazal, zda se zastavi. To znamené navrhnout
algoritmus, ktery toto rozhodne.

Bohuzel (nebo nastésti) se o to pokouset nemusime — nemélo by to cenu:

Véta. Neexistuje zadny algoritmus, ktery by byl vzdy schopen spravné rozhodnout, zda se jiny
algoritmus viibec nékdy zastavi pii zadaném vstupu.

Dukaz. Naznacime jen zakladni myslenku stojici za dikazem, nebudeme zde zabihat do detaili.
Dukaz vyuziva takzvanou diagondlni metodu, kterd se Casto objevuje v teorii mnozin a muzes ji
znat tfeba z Cantorova diikazu, ze redlné ¢isla jsou nespocetnd mnozina.

Pro spor pfipustme, Ze existuje algoritmus Halt(7, ¢), ktery pro dany vstup ¢ rozhodne, zda se
dany algoritmus T zastavi. Tedy Halt(T,t) = 1, pokud T zastavi pfi vstupu ¢, a Halt(T,t) = 0,
pokud proces T pfi vstupu t pobézi donekonecna.

Umluva. Pokud do algoritmu vlozime vstup, ktery s nim neni kompatibilni, pfedpokladame, ze
algoritmus vyhodi chybovou hlasku a zastavi se.

Nyni definujme diagonélni funkci Diagonal(s) takto:
Diagonal(s) =1, pokud Halt(s,s) =0,

zatimco v opa¢ném piipadé, kdy Halt(s,s) = 1, se proces Diagonal(s) zacykli v nekoneéné smy¢ce.

Poznamka. Podle nasi tmluvy vysSe definice ddva smysl. Existuji algoritmy, které na vstupu
prijimaji jiny algoritmus. Proto je mozné dat do Haltu jako vstup jiny algoritmus, a pokud jej Halt
nezvladne zpracovat, prosté se zastavi.

5Viz Cviceni 7.
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Je to vcelku zvlastni funkce, protoze vyuziva algoritmu Halt pro rozhodnuti, zda algoritmus
s zastavi ,sdm na sob&“. Nyni toto paradoxni odkazovani na sebe sama pojdme pozvednout na
vy$si aroven — zeptejme se, co se stane, kdyz do Diagonal vlozime jako vstupni hodnotu algoritmus
Diagonal.

Jsou pouze dvé moznosti:

(1) Pokud Diagonal(Diagonal) = 1, znamena to, ze Halt(Diagonal, Diagonal) = 0, tedy pro-
gram Diagonal nikdy nezastavi, je-li vstupem Diagonal. To je ale ve sporu s tim, ze
Diagonal(Diagonal) = 1, tedy Ze Diagonal sdm na sobé zastavi (a vyhodi hodnotu 1).

(2) Pokud Diagonal(Diagonal) nikdy nezastavi a zacykli se v nekoneéné smycce, musi platit
Halt(Diagonal, Diagonal) = 1. To znamend, Ze algoritmus Diagonal po néjakém case za-
stavi, je-li na vstupu sdm Diagonal. To je vSak spor s pfedchozim pfedpokladem, ze se
Diagonal(Diagonal) zacykli v nekone¢né smycce.

V obou pripadech dojdeme ke sporu. Néjaky predpoklad, ktery jsme v prubéhu pouzili, tedy
nebyl pravdivy. A protoze jediné tvrzeni, jehoz pravdivost jsme pfedpokladali, je to, ze existuje
algoritmus Halt, tak nutné zadny takovy algoritmus neexistuje. Tim je ditkaz hotov. O

Tuto vétu dokéazal v roce 1936 anglicky matematik Alan Turing. O Turingové praci na rozlusténi
Enigmy (pfistroje, kterym Némci za druhé svétové valky Sifrovali tajné zpravy) se mizes dozvédét
napfiklad ve filmu Kéd Enigmy (The Imitation Game) z roku 2014.

Ne vzdy lze rozhodnout, zda se algoritmus zastavi, pfipadné sice vime, ze se zastavi, ale az po
neprimérené dlouhé dobé, pricemz priblizny vysledek dostaneme uz za kratsi ¢as. V praxi proto na
vstupu Casto zadavame, kolik iteraci ma algoritmus provést, ¢i jak presny vysledek potfebujeme
(naptiklad pfesnost na ¢tyfi desetinnd mista).

Podékovani a rozlouceni

Gratulujeme, Ze ses docetl(a) az sem! Véfime, Ze ses pfi ¢teni dozvédél(a) néco nového a hlavné ze
Té nékterd Cast seridlu podnitila k zamysleni a hledani odpovédi na otazky, které Ti vyvstaly na
mysli. Pfejeme mnoho zdaru pfi feseni seridlovych tloh!

Zaroven bychom radi podékovali vSem orgtm, ktefi se na seridlu podileli, a Ze jich nebylo
poskrovnu. Zejména dékujeme Hedvice za jazykové korektury a uzitecné postiehy, Matéjovi za
TrXnickou podporu, krasné obrazky a dalsi ndpady a Radovi za odborné korektury. Podékovani
patfi také Lence a Radkovi, ktefi pro vas pripravili ¢okoLeanovou vyzvu. A samoziejmé dékujeme
vSem orgim, ktefi poméhali s vybérem a opravovanim uloh.
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Navody ke cvicenim

2. Nejvétsim spole¢nym délitelem je ¢islo 17. Ktery zptusob byl v tomto ptripadé rychlejsi?
3. Pouzij Eukleiduv algoritmus k zjisténi, Ze jejich nejvyssi spole¢ny délitel je 1.
4. (z,y) = (-7,-14).
5. Jaky je nejvétsi spoleény délitel cisel 72 a 1177
6. Uprav rovnost na axr = —by a podivej se na to, ¢im jsou jednotlivé strany délitelné. Jakého
tvaru jsou pak z a y?
Odpovéd je £ = nb a y = —na, kde n je celé &islo.

7. Daéava smysl vzdy porovnat nejmensi dvé karty, z kazdé hromadky jednu, a tu nizs$i umistit na
nasledujici misto v nové fadé. V nové fad€ je potom n karet, tedy probéhlo n — 1 porovnavani.

Navody k dlohdam

1. Tvrzeni: Necht a(z) a b(z) jsou dva polynomy. Potom existuje pravé jedna dvojice polynomu
g(x) a r(z) takova, ze a(z) = q(z)b(z) + r(x), pfiCemz stupen r(x) je ostie nizsi nez rad b(z).
Diikaz je obdobou diikazu déliciho algoritmu pro prirozend cisla.

2. Nejprve vydél prvni mnohoclen druhym, poté pokracuj v duchu Eukleidova algoritmu.

3. Pomoci Eukleidova algoritmu najdi nejvétsiho spole¢ného délitele 2 + = — 20. Kofeny tohoto
kvadratického polynomu jiz snadno spocitas.

(z,y) = (8 — 17n, —151 + 321n), kde n € Z.
(z,y) = (75 — 52n, 486 + 337n), kde n € Z.
Pouzij Eukleiduv algoritmus pozpatku.

Pouzij Bézoutovo lemma.

® NS NR

Pouzij Bézoutovo lemma, rovnosti vynasob a uvaz, co musi spliovat jakykoli spoleény délitel
ab a c.

9. Pouzij indukci podle k.
10. P(1)=0a P(n)=P(n—1)+n.
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