Matematicka indukce Il — Recept na pfirozena
Cisla

Mily priteli,

vitame Té& u druhého dilu seridlu o matematické indukci! Mozna sis vSiml(a), ze vétSina cviceni
z minulého dilu poéitd s pfirozenymi éisly. Casto jsme chtéli dokazat, Ze néjaké tvrzeni plati pro
vSechna pfirozend ¢isla. Uz samotny princip indukce je definovany na pfirozenych ¢islech. Proto
si v tomto dile polozime otazku, co jsou to vlastné ta prirozena ¢isla, a podivime se na né aplné
od zékladu! Za¢neme axiomy, které definuji pfirozena éisla, a pouze na jejich zdkladé odvodime
operace na prirozenych ¢islech, jako je sc¢itani ¢i nasobeni.

Tento dil se od prvniho dilu lisi tim, ze pfi Cteni je tfeba mnohem vic abstraktniho mysleni a
pochopeni nékterych zcela novych koncepti. V textu najdes jednu velmi dilezitou vétu, nazvanou
véta o rekurzi, kterou posléze vyuzijeme k definovani operaci na pfirozenych cislech. Jeji diukaz je
pomeérné technicky a nevadi, pokud se budes misty ztracet, pro pochopeni dalsiho textu nutny neni.

Podnétné cteni Ti preji

Kéta a Ittihad

Uvod

Bih stvoril prirozend c¢isla, vsechno ostatni je lidskeé dilo.
- Leopold Kronecker (1823-1891)

Odbo¢me nyni zdanlivé od tématu indukce a polozme si otdzku: Co jsou to pfirozena cisla?

Mizeme je vyjmenovat: 1, 2, 3 a tak dale, kazdé dalsi Cislo je o 1 vétsi nez to pfedchozi. Jenze
tento seznam nam nic nefekne o jejich vlastnostech — jak funguje séitani ¢i ndsobeni pfirozenych
¢isel? Mame-li dvé pfirozena ¢isla, umime je porovnat? Co vic, nelze vypsat vSechna prirozena cisla
— vime tedy, jak vypadaji a jak se chovaji velmi vysoka ¢isla? Je tento seznam opravdu nekoneény?

K samotnému vyjmenovani pfirozenych ¢isel jsme potfebovali frazi ,a tak dale“. V minulém dile
jsme zjistili, Ze na argumentu ,a tak dale“ vlastné stoji cely ditkaz matematickou indukci. Celou
dobu jsme ovSem mlcky predpokladali, Ze vSechna prirozena c¢isla lze takto induktivné pokryt,
zadnou zaruku, Ze to jde, jsme vsak nedostali!

Aby nasSe dukazy nestdly na zavadéjicim a nejasném ,a tak dale“, zahrneme matematickou
indukci prtmo do definice pfirozenych cisel.

Nejprve vSak zavedeme nékolik uzite¢nych pojmu.
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Funkce

If you are wandering down in Cornmarket and you bump into a second-
hand function dealer and they try to sell you a function with only the
rule part and not the domain or the codomain, please walk away! They’re
a dodgy, unscrupulous function dealer and you should not trade with them.

— Vicky Neale (University of Ozford)

Definice. Zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B je cokoli, co kazdému prvku a mnoziny A priradi
pravé jeden prvek mnoziny B. Ten pak znaéime f(a).

Zobrazeni muze byt zadano néjakym pravidlem, napfiklad zobrazeni, které kazdému redlnému
&islu x ptifadi jeho obraz 2. MiZeme ale narazit i na zobrazeni z mnoziny {1,3,7} do mnoZiny
{2, 3,4,10}, které jednicce pfifadi 10, trojce pfifadi 4 a sedmicce pfifadi 10. Navic mnoziny A a B
ani nemusi byt mnoziny ¢isel, ale napf. mnoziny trojuhelnikt v roviné, zvifat v zoo, zaku 3.B atd.

Termin cokoli v pfedchozi definici se muze zdat ponékud véagni. Zobrazeni neboli funkci mu-
zeme presnéji definovat pomoci mnozin — predstavme si, ze nase funkce sparuje prvky mnoziny A
s prvky z B. Vy¢tem usporadanych dvojic (a, f(a)) pak funkci f jasné popiSeme. MnozZinu vSech
usporadanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B nazyvame kartézskym soucinem a znacéime ji A X B.
To inspiruje nésledujici definici:

Definice. Necht jsou A a B mnoziny. Funkce f: A — B je takova podmnozina f mnoziny A x B,
pro kterou plati

(i) pro vSechna a € A existuje b € B takové, ze (a,b) € f,

(ii) tento prvek b je prévé jeden, tedy pokud (a,b) € f a soucasné (a,c) € f, potom b = c.

Poznamka. Dulezité je, ze funkce f vzdy ,chodi spole¢né“ s mnozinami A a B! Je dtlezité uvést,
odkud a kam funkce posila prvky.!

Ukézeme si to na ptikladu funkce f: R — R dané piedpisem f(x) = 2. Zde bychom funkci
popsali pomoci uspofadanych dvojic (x,22) pro kazdé = € R. Tyto dvojice miiZzeme znazornit
grafem funkce, ktery znate ze skoly — kazdy bod paraboly odpovida jedné z dvojic. Mezi dvojicemi,
které popisuji nasi funkei, by byly napfiklad (0,0), (1,1), (2,4), alei (—1,1) nebo (-5, 25).
Cviéeni 1. Kolik existuje funkci z mnoziny A = {1, 2,3} do mnoziny B = {0,1}?

Podotknéme, ze neni nutné, aby vSechny prvky mnoziny B byly pouzity. Stejné tak neni nutné,

aby byly prvkiim mnoziny A pfifazeny rizné prvky mnoziny B. To vede k nésledujicim definicim:

LViz citat vyse.



Definice. Necht f: A — B je funkce. Potom:
(i) f je ma, pokud pro kazdé b € B existuje a € A takové, ze f(a) = b.

(ii) f je prostd, jestlize pro vSechna x,y € A plati, ze pokud f(z) = f(y), tak nutné z = y.

,4

—

A B

A

(iii) f je bijekce, pokud je zaroven prostd a na.

A f B

Peanovy axiomy

Mathematical induction is a definition, not a principle.
— Bertrand Russell (1872-1970)

Nasim cilem v této kapitole bude definovat pfirozena ¢isla. Velmi zajimavé a mozna na prvni pohled
zarazejici je to, ze pfirozend c¢isla definuje pravé moznost délat na nich indukci. VSechny dalsi
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vlastnosti, jako je zpusob podéitani s pfirozenymi ¢isly nebo jejich poradi, potom z této vlastnosti
vyplyvaji.

Bude se nam hodit pracovat i s nulou jako pfirozenym ¢islem, proto rozsifme mnozinu N na
mnozinu pfirozenych cisel s nulou, kterou oznac¢ime Ng. Ve zbytku textu budeme nulu povazovat
za prirozené Cislo.

Prirozena cisla po sobé nasleduji. Za¢neme nulou, pokazdé pricteme 1 a opakujeme. Tuto vlast-
nost chceme zahrnout do definice.

Zavedeme proto funkci s: Ng — N, kterou nazveme ndslednik?, jez bude vystihovat to, Ze jedno
¢islo nésleduje po jiném, tedy s(1) = 2, s(2) = 3 a podobné.

Zamysleme se nad tim, co bychom od této funkce chtéli, aby nam definovala pfirozena ¢isla.
Zaprvé, ¢islo 0 neni naslednikem zadného c¢isla. Zadruhé, zname-li naslednika néjakého ¢isla, je toto
¢islo uz jednozna¢né uréeno (neboli dvé rtiznd ¢isla nemohou mit stejného naslednika). Zatteti, tato
funkce musi mit ur¢itou vlastnost, kterou vyuzijeme pfi indukci. Pfi ditkazu matematickou indukci
jsme nejprve ukazali, ze tvrzeni plati pro 0 a poté jsme dokazali, ze plati-li pro n, tak plati i pro
n+ 1. Tim byl dtikaz zavrSen — tvrzeni plati pro vSechna pfirozend ¢isla. Néco podobného vyslovme
v jazyce mnozin, vzdyt pfirozend &isla jsou také mnozina:

,Predpokladejme, Ze S je podmnozina Np, kterd obsahuje nulu a pro kterou plati, ze pokud
n € S, tak i s(n) € S. Potom S = Np.“

Ukaze se, ze pouhé tyto tfi vlastnosti naprosto sta¢i k jednozna¢né definici pfirozenych cisel!

Predstavime Peanovy aziomy, které pro definovani mnoziny pfirozenych cisel zavedl italsky
matematik konce 19. stoleti Giuseppe Peano.

Peanovy axiomy. Predpoklddejme, ze existuje mnozina Ng a funkce s: Ng — Ng takova, ze:

(1) Funkce s neni na: existuje prvek 0 € Ng takovy, Ze pro zadné n € Ng neplati s(n) = 0.

(2) Funkce s je prosta: je-li s(m) = s(n), potom m = n.

(3) Je-li S podmnozina Ng takovd, ze 0 € S a pro vSechnan € Ng platin € S = s(n) € S,
potom S = Np.

Poznamka. Vsimnéme si, ze s: Ng — Ng znamena, Ze pro pfirozené ¢islo n plati, Ze jeho néaslednik
s(n) je také pfirozené ¢islo, tedy mnozina No je uzaviend na operaci s.

Nic ndm nezarucuje, ze dand mnozina skutecné existuje, proto vezmeme jeji existenci jako axiom
neboli tvrzeni, které povazujeme za pravdivé a nedokazujeme jej. Je to jako mustek, od kterého se
musime odrazit, chceme-li viibec néjak dal v matematice pracovat.

Axiom. (existence pfirozenych &isel) Existuje mnozina No a funkce s: Ng — No, které spliuji
Peanovy axiomy vyse.

Z 2. axiomu plyne, Ze rtizné ¢isla maji rizné nasledniky. Proto pokud ¢islo méa predchudce, pak
je jen jeden. Kterd ¢isla ovsem maji predchtidce maji?

Tvrzeni. Pro kazdé n € Ng rizné od 0 existuje pravé jedno m € Ng takové, Zze n = s(m).

Dikaz. Chceme ukazat, Ze pro libovolné n € Ny je bud n = 0, nebo n = s(m) pro néjaké m € Np.
Vyuzijeme k tomu tfeti Peantv axiom a indukci, a to tak, Ze sestrojime mnozinu S obsahujici ta
¢éisla n, pro ktera to plati, a pak ukdzeme, ze S = Np.

Necht S = {n € Np; n =0 nebo n = s(m) pro n&jaké m € Ng}. Jisté plati, ze 0 € S. Nyni
pfedpokladejme, Ze ¢islo n je v S, a pokusme se ukazat, ze potom je i s(n) v S. Co lze Fict o ¢islu
s(n)? Jisté s(n) = s(m) pro n&jaké m € Ny, konkrétné pro m = n. Tedy s(n) € S. Podle tietiho
Peanova axiomu pak plati, ze S = Ng, coz jsme chtéli ukazat. O

2 Anglicky je to successor, a proto ji znacime s.
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Aritmetika

Oznaceni prirozend c¢isla ziejmé pochézi z lidské zkuSenosti — jiz starovéké civilizace pouzivaly
prave cisla 1, 2, ... k pocitani kazdodennich véci, méreni délek a porovnavani mnozstvi. Tato
Cisla se prosté pouzivala k zachazeni s prirozené se vyskytujicimi jevy. Napf. zaporna cisla do
tohoto konceptu nepatfila, nebot nelze mit méné nez nic (zdporné mnozstvi lidé jesté neuvazovali),
o raciondlnich, iracionalnich ¢i komplexnich ¢islech ani nemluvé.

Prirozend ¢isla se tedy vyvinula jako éisla pouzivana k pocéitani. K tomu budeme potiebovat
dveé zakladni operace, s¢itani a nasobeni.

Uvazme nejprve séitdni. Mé&jme dva kosiky jablek, v jednom 10 a ve druhém 7 kusi ovoce.
Predstavme si, ze zatim neumime sc¢itat z paméti. Jak zjistime, kolik jablek mame dohromady?
Nejprve spocitame jablka v prvnim kosiku, 1, 2, ..., 10, poté bereme do ruky jedno jablku z druhého
kosiku po druhém a pokracujeme pfitom s vyjmenovavanim c¢isel 11, 12, ..., 17. Navic vime-li,
jak pficist ¢islo 7, potom umime pfiéist i ¢islo 8 — prosté pfidame jedno jablko. Na zakladé této
zkuSenosti bychom radi definovali s¢itani takto:

m+(n+1)=(m+n)+1.

Jedna se o rekurzivni definici — vime-li, jak pfi¢ist n, tak vime i to, jak pricist n 4 1.
Potfebujeme ovsem jesté néjaky zakladni kdmen, od kterého se odrazime. Tim pro nas bude
pri¢itani nuly, tedy vlastnost, ze nepfidame-li zadné jablko, pocet jablek se nezméni.

m+ 0 =m.

Je tu ovSem jisty zadrhel: Zaprvé, abychom k ¢islu m pricetli n+1, potfebujeme jiz znat hodnotu
m + n. Tu mizeme ziskat postupnym pfic¢itdnim jednotek k ¢islu m, dokud se nedostaneme na
hodnotu n. To je intuitivni ptistup, v nasi definici podle Peanovych axiomt ovSem neni feceno, zda
se takto vibec nékdy dobereme c¢isla n.

Abychom dali rekurzivni definici pevny ramec a zaroven se vyhnuli slovnimu spojeni ,,a tak déle,
dokud nenarazime na n“, dokdzeme si nasledujici vétu pro obecny pfipad, kterou poté aplikujeme
ve vhodnych podminkéach.

Véta. (o rekurzi) Méjme mnozinu X a funkci f: X — X. Necht ¢ € X. Potom existuje pravé
jedna funkce ¢: Ng — X takova, ze

(1) ¢(0) =¢,
(2) ¢(s(n)) = f(e(n)) pro kazdé n € Np.

Poznamka. Funkce ¢ ndm tedy fikd, kolikrat jsme aplikovali funkci f na prvek ¢, jednd se
o opakovanou kompozici funkce f. Mame

e(n) =f"(c) = F(f(--f(e)---))-
———

n-krat

Chceme ukazat to, ze takovad funkce existuje a Ze je jen jedna (pro dané f a c). Kdyz pozdéji
nahradime f funkci s, potvrdime tak, ze rekurzivni definice s¢itani davd smysl neboli ze je dobre
definovand.

Dikaz. Nejprve se ohlédnéme a vzpomenme si, co je to funkce. Funkci jsme si zadefinovali jako
mnozinu uspofadanych dvojic, kterad spliuje dva pozadavky: kazdy prvek vstupni mnoziny je v né-
jaké dvojici a tato dvojice je jedinecna.



My navic potfebujeme, aby funkce ¢ spliiovala body (1) a (2), tedy aby byla takovou podmno-
zinou Ng x X, ze

(1) (0,¢) €,
(2) pokud (n,z) € ¢, tak také (s(n), f(z)) € ¢.

Podmnozin spliujicich body (1) a (2) (které vSak nemusi byt funkce) je mnoho, napft. i celd
mnozina Ng X X. My ukazeme, Ze ta, kterou hleddme (tj. ktera bude zaroven funkci), je pranikem
vSech podmnozin spliiujicich body (1) a (2). Jinymi slovy to znamen4, ze naSe hledand podmnozina
je nejmensi mozna.

Necht ¢ je priinikem vSech podmnozin U C Ng x X, pro které plati

(1) (0,¢) €U
(2) pokud (n,z) € U, tak také (s(n), f(z)) € U.

Nejprve ukazeme, ze se jedna o funkci. To znamena ukazat, ze pro kazdé n € Ny existuje pravé
jedno x € X takové, ze (n,x) € . UkdzZeme to pomoci indukce, tedy s vyuzitim tfetiho Peanova
axiomu.

Necht S = {n € Ng; (n,z) € ¢ pro néjaké = € X} je mnozina vSech pfirozenych ¢isel, pro kterd
existuje n&jaka funkéni hodnota x. Podle prvni podminky je 0 € S. Nyni pokud n € S, tak existuje
z € X, pro které (n,z) € ¢, a proto podle druhé podminky také (s(n), f(z)) € ¢. Jelikoz f(z) € X,
ziskdvame s(n) € S a induktivné podle tfetiho axiomu pak S = Np.

Tedy pro kazdé n € Ny existuje alespon jedna dvojice (n,z). Chceme ukazat, Ze tato dvojice je
jen jedna, coz bude znamenat, ze ¢ definuje funkci. K tomu vyuzijeme podminku, Ze ¢ je prunikem
vSech podmnozin No x X, které spliuji (1) a (2).

Necht T' = {n € Nop; (n,x) € ¢ pro pravé jedno z € X} je mnozina vSech pfirozenych &isel, pro
néz existuje jedinecna funkéni hodnota x. Ovérime, ze T' = No.

Nejprve ukdzeme, ze 0 € T. Pro spor pfedpokladejme, Ze existuje d # ¢, pro které (0,d) € ¢.
Uvazme mnozinu ¢* = ¢ \ {(0,d)}. Potom (0, c) € ¢*, a pokud (n,z) € ¢*, tak (s(n), f(z)) € ¢*.
To plati, protoze (s(n), f(x)) rozhodné neni odebranou dvojici (0, d), jelikoz 0 # s(n) pro zadné
n € Np. Jenze ¢* C ¢ spliiuje podminky (1) a (2), coz je ve sporu s pfedpokladem, Ze ¢ je prinikem
vSech takovych podmnozin. Tedy 0 € T'.

Obdobné ukazeme, ze pokud n € T, tak také s(n) € T. Predpokladejme tedy, Zze (n,x) € ¢ pro
jedno jediné z € X. Potom podle (2) plati (s(n), f(x)) € ¢. Pro spor necht existuje y # f(z) takové,
ze (s(n),y) € ¢. Sestrojme tentokrat * = ¢ \ {(s(n),y)}. Potom (0,c) € ¢*. Mé&jme (m, z) € ©*.
Chceme ukézat, ze potom (s(m), f(z)) € ¢*. Bud m = n, potom z = z a vime, ze (s(m), f(z)) ve
* lezi. Nebo plati m # n. V tom pfipadé (s(m), f(z)) € ¢*, protoze (s(m), f(z)) € ¢ podle (2)
a zarovenn s(m) # s(n) podle 2. axiomu, takze jsme tuto dvojici nemohli vyhodit jako (s(n),y).
V kazdém pripadé pro ¢* plati (2), coz je spor s tim, Ze ¢ je nejmensi podmnozinou spliiujici body
(1) a (2).

Z toho plyne, ze pokud n € T, tak také s(n) € T. Potom podle tfetiho axiomu 7" = Np.

Dokéazali jsme, ze takto sestrojené ¢ je funkce, ktera spliiuje podminky véty o rekurzi. Navic
tato funkce je jen jedna. Pfedpokladejme totiz, ze mame jinou funkci 1, ktera také fesi nase zadani.
Potom je z definice nasSe sestrojena funkce ¢ podmnozinou . Ale z funkce nelze uz nic skrtnout,
jinak by nebyla definovana na celém oboru, a proto ¢ = t. Tim jsme hotovi. O

K ¢emu ndm véta o rekurzi bude? Uz dfive jsme natukli, Ze soucet dvou ¢isel mizeme definovat
pomoci opakovaného pfi¢itani ¢isla 1. Dosadme za f funkci naslednik s a za ¢ n&jaké pocatecni
¢islo. Potom funkci ¢ muzeme chapat jako operaci ,pficti to k danému ¢islu c¢“. Druhd cast véty
o rekurzi se pak pfemeéni na tvrzeni ,nejprve vzit naslednika ¢isla n a poté ho pricist je stejné, jako
nejprve pricist ¢islo n a poté vzit naslednika souctu“. Pokud tedy za f vezmeme funkci naslednik
s, pak ndm véta o rekurzi rika, ze soucet, kterého se takto dobereme, je pravé jeden. To je dulezité,
protoze kdyz definujeme operaci, musime se ujistit, Ze nam ta operace vyhodi pravé jeden vysledek.

Poznamka. Pro lepsi pochopeni toho, co se mysli pojmem ,dobfe definovana operace“, zabrou-
sime do poc¢itani modulo 3. Nejde o nic jiného, nez Ze ¢islo n nahradime jeho zbytkem po déleni 3.
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Toto &islo pak zna¢ime n3.? Napf. 323 = 23 a 43 = 13. Pfedstavme si, #e bychom radi definovali
mocnéni modulo 3. Intuitivné zkusime definovat

(m3)"3 = (m")s,

tedy ze vezmeme-li dvé ¢isla m a n, pak dostaneme stejny vysledek, kdyz nejprve vezmeme zbytky
téch ¢isel a umocnime, jako kdyz nejprve umocnime a potom vezmeme zbytek. OvSem potom

13 =43 = (2%)3 = (23)% = (23)%3 = (2%)3 = 323 = 23,

coz je zjevny nesmysl — umocnénim ¢isla 23 postupné na ¢isla 23 a 53 jsme dostali rizné vysledky,
pritom vsak 23 = 53, a tedy bychom méli ziskat stejny vysledek. Toto se stalo pravé proto, ze nase
operace nebyla dobfe definovana.

Nyni mtzeme definovat mnohé rekurzivni operace na prirozenych ¢islech pro dané m € No.

(1

Séitdni am: Ng — No.

Operace séitani je definovana rekurzivné takto:

am(0) =m,

am(s(n)) = s(am(n)).

Budeme pouzivat bézné znaceni aum (n) = m-+n, a proto predchozi dvé rovnosti 1ze prelozit
jakom+0=mam+(n+1)=(m+n)+1.

K tomu, aby bylo s¢itani dobfe definované, jsme vyuzili vétu o rekurzisc=ma f = s.
Ndasobeni pum: No — Np.

Nasobeni rekurzivné definujeme pomoci

pm(s(n)) = pim(n) +m.

Tentokrat jsme ve vété o rekurzi polozili c =0 a f(z) =z + m.

Nésobeni zapisujeme jako obvykle uy, (n) = mn. Pouzitim tohoto zapisu na predchozi
dvé rovnice dostaneme m -0 =0 a m(n + 1) = mn + m.

Vsimnéme si, ze k samotné definici ndsobeni jsme potfebovali mit uz zadefinované
séitani.
Mocnéni mm: Nog — Np.

Mocniny definujeme rekurzivné pomoci

7m(0) =1,

Tm(s(n)) = mmam(n).

Zde jsme polozili ¢ =1 a f(r) = rm.

Bé&zns zapisujeme 7y, (n) = m™, a mocnéni je tedy definovano podle m® = 1 am("+1) =
m-m™.

Opét si uvédomme, Ze v definici predpokladdame, Ze nasobeni je uz definovano.

3Toto znacdeni neni obecné moc rozsifené.



Méame definované zakladni operace na prirozenych d¢islech a je ¢as dokazat néktera zakladni
»pravidla“ pro jejich pouzivani. Tyto zdsady bézné pouzividme. A nyni nas vlastné ceka ukazat, ze
tato pravidla nejsou ve své podstaté pravidla, nybrz disledky Peanovych axiom!

tak rekurzivni definice s¢itani a nasobeni

(al) m+0=m, (a2) m+(n+1)=(m+n)+1,
(p1) m0 =0, (12) m(n+1) = mn + m.
Diukazy zakladnich pravidel vyuzivaji indukci neboli tfeti Peantiv axiom. Ukazeme si to nejprve
na prikladu.

Tvrzeni. Plati

d) 1m =m.
Dikaz. (a) Pouzijeme indukci podle m. Necht S = {m € Ng; 0+ m =m}.
Potom 0 € S, nebot 0+ 0 = 0 podle (al). Dale pokud m € S, tak
0+(m+1)=0+m)+1=m+1
podle (a2), tedy m +1 € S. Z 3. axiomu potom plyne S = Ny, a tedy 0 + m = m pro vSechna
m € Np.
() Bud S ={m € Np; 1+m =m+ 1}. Potom

1+40=1 podle (al)
=0+1 podle (a),
takze 0 € S.
Predpoklddejme, ze m € S. Potom
1+(m+1)=(1+m)+1 podle (a2)
=(m+1)+1 podle indukéniho predpokladu,

atedy im+1 € S. Podle tfetiho axiomu pak dostavame S = Ng, neboli 14+m = m+ 1 pro vSechna
m € Np.
Cviéeni 2. Dokaz si sam (sama) body (c) a (d). O

Asociativita
Tvrzeni. Pro vSechna m,n,p € Ny plati
(m+mn)+p=m+(n+p).

Ukéazeme, ze operace + je asociativni, coz ve volném prekladu znamend ,zapomente na zavorky“.
Diky této vlastnosti pozdéji budeme moct psat prosté m + n + p a budeme védét, Ze nezalezi na
tom, zda nejprve seCteme m a n a potom pri¢teme p, nebo zda k m pricteme soucet n + p.
Dikaz. Dikaz provedeme indukci podle p. Méjme libovolna, avSak pevné stanovend ¢isla m a n.
Necht

S={peNo; (m+n)+p=m+(n+p)}
8



Potom 0 € S, protoze
(m+4+n)+0=m+n podle (al)

=m+ (n+0) podle (al).
Nyni jestlize p € S, potom

(m+n)+(p+1)=((m+n)+p)+1  podle (a2)
=(m+(n+p)+1 podle indukéniho predpokladu
=m+((n+p)+1) podle (a2)
=m+(n+(p+1)  podle (a2),

takze p+1 € S.

Potom tieti axiom Fikd, ze S = Np, a tedy (m +n) +p = m + (n+ p) pro vSechna m,n,p € Np,
jak jsme chtéli ukazat. O

Poznamka. Vsimnéte si, ze pro prvni ¢ast diikazu jsme potfebovali pouze («al), kdezto pro
indukéni krok jsme jiz vyuzili (a2).

Komutativita

Tvrzeni. Pro vSechna m,n € Ng mame

m+4+n=n-+m.

To, ze je operace + komutativni, znamena, ze mizeme prohodit pofadi s¢itanci. Zda se to jako
jasna véc — jako vystraha, pro¢ je potfeba to dokazat, ndm poslouzi ptiklad operace, ktera neni
komutativni, napfiklad od¢itani nebo déleni, zde na poradi zalezi!

Dikaz. Pouzijeme indukci na n. Méjme m € N a sestrojme mnozinu
S={neNg; m+n=n+m}.
Nyni podle (al) a (a) vime, ze 0 € S. Déle pokud plati m +n = n + m, tak

m+(n+1l)=(m+n)+1 podle (a2)

=Mm+m)+1 podle indukéniho predpokladu

=14+ (n+m) podle (b)

=14+n)+m diky asociativité s¢iténi

=(n+1)+m podle (b),
aproton+1 € S. Z tfetiho Peanova axiomu pak vyplyva, ze S = Np, a tedy pro vSechna m,n € Ny
plati m +n = n 4+ m, ¢imz jsme hotovi. O
Poznamka. Znovu si vsimnéme, které predchozi vlastnosti jsme pouzili. Tentokrat jsme potre-
bovali také (a) a (b), na rozdil od diikazu asociativity, a také byla zapotfebi asociativita samotna.
Proto byva vyhodné najit vhodné poradi pro dokazovani tvrzeni, na coz jesté narazime.
Distributivita

Tvrzeni. Pro vSechna m,n,p € Ny plati

m(n + p) = mn + mp.
9



Distributivité nasobeni pfes s¢itani casto fikdme ,roznasobeni zavorky“. I tato vlastnost je
dokazatelna na zékladé tii Peanovych axiomd.

Dikaz. Budeme postupovat indukci podle p. Pro dand m,n € Ng ozna¢me
S = {p € No; m(n +p) = mn + mp}.
Nejprve ukdzeme, ze 0 € S. Mame

m(n+0) =mn podle (al)
=mn+0 podle (al)
=mn + m0 podle (ul).

Nyni pfedpokladejme, ze p € S. Potom

mn+ (p+1)=m((n+p)+1) podle (a2)
=m(n+p)+m podle (u2)
= (mn + mp) + m podle indukéniho pfedpokladu
=mn + (mp+m) diky asociativité
=mn+m(p+1) podle (u2),
a tedy p+ 1 € S. Podle tfetiho axiomu pak mame, ze S = Np, a tedy pro vSechna m,n,p € Np
plati distributivni zakon. O

Poznamka. Poznamenejme, Ze k diikazu jsme kromé rekurzivnich definic séitdni a nasobeni po-
trebovali také asociativitu, kterou jiz méame dokazanou.

Nasobeni

Zbyva ndm ukéazat asociativitu a komutativitu nasobeni.

Uloha 1. Ukaz, #e pro vSechna m,n,p € Ny plati m(np) = (mn)p.
Diukaz nasledujiciho tvrzeni je o néco duvtipnéjsi a zajimavéjsi.

Tvrzeni. Pro vSechna m,n € Ny plati komutativni zakon mn = nm.

Dukaz. Méjme pro dané m € Ng
S = {n € Ng; mn = nm}.
Podle (c¢) je 0 v S. Nyni jestlize n € S, tak

m(n+1)=mn+m podle (u2)

=nm-+m diky komutativité.

Nyni pfijde ta hustokrutopfisna ¢ast. Hodilo by se ndm, kdybychom mohli vytknout m ,dozadu,
to bohuzel jesté nevime. OvSem vzhledem k tomu, Ze jsme uz ukazali vytykani ,,dopfedu“ neboli
distributivitu, mizeme se pravem domnivat, Ze pujde néco obdobného i opa¢né. Klicem k tomu je
dalsi indukce. At
T ={m € Ngo; nm+m = (n+1)m}.
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Zjevné 0 € T'. Dale pokud m € T, tak

nm+1)+(m+1)=(nm+n)+(m+1) podle (u2)

=nm+n+m+1 diky asociativité mtizeme rozpustit zavorky
=nm+m+n+1 diky komutativité s¢itani lze preusporadat cleny
=(mm+m)+ (n+1) diky asociativité miizeme zavorkovat, jak chceme
=Mmn+1)m+(n+1) podle indukéniho pfedpokladu

=(n+1)(m+1) podle (u2).

Tedy m+1 € T a podle tfetiho axiomu 7' = Ng. Koneéné tedy dostavame, ze m(n+1) = (n+1)m,
atedy n+1 € S. Podle tretiho Peanova axiomu potom S = Ng a mn = nm pro vSechna m,n € Ny,
jak jsme chtéli ukazat. O

Porovnavani

Kromé s¢itani a nasobeni muzeme prirozend ¢isla také porovnavat. Jak definujeme, ze a je mensi
nebo rovno b7 MuzZeme se na to podivat tak, ze sefadime pfirozena ¢isla do fady podle toho, jak po
sobé ndsleduji, a fekneme, Ze a je mensi nebo rovno b, pokud je a v fadé dfive (nebo nastejno) nez
b. Jenze pokud jsou ¢isla a nebo b velmi vysokd, tak bychom se k nim také nemuseli za lidsky zivot
dopracovat. Zkusme jiny pohled, feknéme, ze a < b, pokud je rozdil b — a také prirozenym cislem.
Avsak rozdil jsme jesté nedefinovali, navic se dostavame k definici kruhem, kdy rozdil b — a dvou
prirozenych ¢isel mizeme vibec definovat jen tehdy, kdyz a < b, protoze zaporna ¢isla vlastné jesté
nezname. Tento zadrhel vSsak muzeme snadno obejit tak, ze definujeme a < b pravé tehdy, kdyz
existuje prirozené ¢islo r takové, Ze b = a + r. Cislo r je tu tim nezdpornym rozdilem.

Definice. Definujme relaci < na mnoziné pfirozenych ¢isel Ny takto:
a <b <= existuje r € Ng spliyjici b =a 4 7.

Tato definice nam umoznuje dokazat nékolik zakladnich pravidel pro porovnavani pfirozenych
¢isel. Uvadime je jako cviceni.
Cviceni 3. Ukaz, ze pokud pro pfirozena ¢isla a, b a ¢ plati a < b a b < ¢, potom a < c.
Cvicéeni 4. Ukaz, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati n < n.
Uloha 2. Ukaz, ze pokud a < b a soudasné b < a, pak nutné a = b.

V predchozich tfech cvicenich a tloze jsme postupné ukazali tfi vlastnosti porovnavani priroze-
nych cisel, které definuji usporaddni:

Definice. Uspordddni je relace R na néjaké mnoziné, ktera je:

(1) Tranzitivni: pro vSechna z,y, z z dané mnoziny plati: jestlize Ry a yRz, potom i zRz.

(2) Reflexivni: pro vSechna z z dané mnoziny plati Rz neboli z je v relaci samo se sebou.

(3) Antisymetrickd: pro vSechna z,y z dané mnoziny plati ,jestlize xRy a soucasné yRz,
potom z = y“.

Tedy relace < na pfirozenych ¢islech je relaci usporadani.

Navic si vSimnéme dvou dalsich zajimavych vlastnosti. VSechny prvky mnoziny prirozenych cisel
jsou vzajemné porovnatelné, to znamend, ze pro kazda dvé ¢isla a a b plati bud a < b, nebo b < a
(nebo oboji, viz vlastnost antisymetrie). Tuto vlastnost rozhodné nemaji vSechny mnoziny a relace:
vezméme napftiklad relaci C ,,byt podmnozinou®.
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Cviéeni 5. Uvaz relaci ,,byt podmnozinou“ C na potenéni mnoziné P(A) = {0, {a}, {b}, {a,b}}
mnoziny A = {a,b}. Najdi dva prvky mnoziny P(A), které mezi sebou nejsou porovnatelné, a dva
prvky, které porovnatelné jsou.

Mnozina pfirozenych ¢isel je jesté k tomu takzvané dobrfe usporddand, coz znamena, ze kazda
neprazdna podmnozina Ng ma nejnizsi prvek.
Definice. Nejnizsi prvek je takovy prvek x, Ze pro vSechna y z dané mnoziny plati =z < y.
Tvrzeni. Kazdd neprazdna podmnozina pfirozenych ¢isel ma nejnizsi prvek.
Dukaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Pro spor pfedpoklddejme, ze S C Ng je neprazdnd podmnozina,
ktera nemé nejnizsi prvek. Definujme S* = {n € No; zadné z ¢isel 0,1,...,n neni v S}. Nasim
cilem bude ukazat, ze S* = Ny, tedy ze S je prazdnd mnozina, coz je spor.

Nejprve si véimnéme, ze 0 € S*, nebot jinak by 0 byla v S a pak by S méla nejnizsi prvek.

Nyni pokud n € S§*, tak zadné z ¢isel 0,1,...,n neni v S, a proto ani n + 1 nemuze byt v S,
jinak by n 4+ 1 bylo nejniz§im prvkem S. Tedy zadné z ¢isel od nuly po n + 1 neni v S, a proto
(n+1) € 5*.

Dle tfetiho Peanova axiomu mame S* = Ny, coz je kyZeny spor. O

Cviceni 6. Rozhodni a zdavodni, zdali jsou nasledujici mnoziny dobfe usporadané:

(1) mnozina celych &isel Z,
(2) mnozina kladnych racionalnich é&sel QF,
(3) potenéni mnozina* P(A) mnoZiny A = {a,b,c}.

Uloha 3. Ukaz, ze kazda ostie klesajici posloupnost x1,x2,3,... piirozenych éisel musi byt
konecna.

Je mnozina prirozenych cisel jen jedna?

Zatim jsme v nasem povidani hovorili o jedné mnoziné ptirozenych ¢isel, ktera je definovana Peano-
vymi axiomy. VSechny vlastnosti aritmetiky a uspotradani pfirozenych ¢isel jsme dokézali pouze na
zakladé téchto axiomil. Ale co kdyz existuje jeSté jind mnozina, kterd spliiuje t¥i Peanovy axiomy,

Predpokladejme, ze takovd mnozina existuje, a nazvéme ji Nj spolu s funkci naslednik s*,
ktera spliiuje t¥i Peanovy axiomy. Potom muzeme stejnym zptsobem jako dfive odvodit pravidla
aritmetiky a usporadani. Pfedpokladali bychom, ze tato mnozina bude ,v podstaté stejna“ jako
Np, az na to, ze jeji prvky se mohou jinak jmenovat, ale chovat se budou stejné. To, jak se dany
objekt chova, je ale pravé to, o co ndm v matematice jde! Viibec ndm nezalezi na tom, co dany
objekt je, Casto to ani zjistit nemuzeme.

Proto zavedeme diilezity pojem, a to izomorfismus. Rikime, Ze dvé mnozZiny jsou izomorfni, po-
kud muzeme prvky jedné mnoziny prejmenovat, abychom dostali druhou mnozinu s tim, ze vSechny
aritmetické vlastnosti zistanou zachovany. V nasem pfipadé navic potfebujeme izomorfismus, ktery
zachovava i usporadani.

Nebudeme zde zabihat do detaildi, pouze zminime, zZe bijekce mezi Ng a N zachovava scitani,
nasobeni i uspofadani. (Tedy napiiklad u s¢itdni nezélezi na tom, zda nejdiiv dvé &isla seéteme
a potom dany soulet zobrazime tou bijekci (pfejmenujeme), nebo zda nejdiiv dvé éisla zobrazime
(pfejmenujeme) a poté tyto obrazy secteme.) To v8e 1ze dokdzat indukeci.

To znamena, ze pouhé t¥i Peanovy axiomy definuji pfirozena ¢isla jednoznacné!

4Potenéni mnozina je mnozina viech podmnozin dané mnoziny.
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Zavér

Gratulujeme Ti k pfecteni druhého dilu seridlu! Tento dil byl daleko vice technicky a rigorézni nez
dil pfedchozi. My doufame, ze si kazdy pfisel aspon v jednom dile na své. Axiomaticky pristup,
ktery jste méli moznost zazit v tomto povidani, je typicky pro studium ¢isté matematiky na vysoké
skole. Pokud Té to zaujalo a chce$ si o systémech ¢isel precist vic, viele doporucujeme publikaci
The Foundations of Mathematics (I. Stewart a D. Tall), ze které jsme jako autofi také Gerpali.

Prejeme Ti hodné zdaru pfi Feseni soutéznich tloh a tésime se na Tebe u pristiho dilu, tentokrat
o algoritmech.

Navody ke cvicenim

1. Podivej se na to, kolika zplisoby lze sparovat prvky A s prvky B. Pozor na to, ze musi§ pouzit
vSechny prvky A pravé jednou, ale prvky B se klidné muzou opakovat.

3. Rozepis definice.

4. Pouzij r =0 € Nog.

5. O {a} a {b} se neda fict ani {a} C {b}, ani {b} C {a}. Naopak prvky @ a {a,b} porovnatelné
jsou, nebot @ C {a,b}.

6. (1) Ne. (2) Ne. (3) Ne.

Navody k Glohdm

2. Ukaz nejprve implikaci ,,jestlize a +t = b+ t, pak a = b“.

3. Uvaz nejniz8i prvek mnoziny {z1,x2,z3,...} C Ng. Pokra¢uj sporem.
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