Matematicka indukce | — Padajici domina

Mily ptiteli,
v rukou drzis zbrusu novy PraSeéi seridl, ve kterém se dozvis néco o matematické indukci. Jedné
se o jednu ze zakladnich dikazovych technik, hned vedle pfimého dikazu nebo dikazu sporem.
Ditikaz, to je gré matematiky. A proto je to samoziejmé i zaklad tiloh matematického seminare. Bez
spravného dokazovani matematickych tvrzeni by se nam celd teorie rozpadla — jak bychom jinak
zajistili, aby bylo dané tvrzeni pravdivé? Moznost dokazovani je zaroven i krasna vlastnost mate-
matiky, protoze co jednou dokazeme, to je pak pravdivé a jasné a experimentem to nevyvratime,
jako je tomu u méné exaktnich véd.

Serial pro Tebe letos pisi Kafa Panesova a Ittihad. V pripadé zvidavych dotazt ¢i jakychkoli
nejasnosti se na nas nevahej obratit na kacka.panesova@gmail.com a ahmedittihad@hotmail.com.

Jak cist serial

Jednotliva témata jsme se snazili sefadit podle obtiznosti. Nicméné pokud se misty budes ztracet,
klidné né&jakou tu ¢ast presko¢ a vrat se k ni pozdéji — ¢asti na sobé& nejsou nijak vyrazné zavislé.

V ramci tohoto textu najdes i ptiklady k procviceni. Ty jsou nadepsané jako Cvi€eni nebo
Uloha. Cviceni jsou jednodussi, jejich feseni Ti zabere par minut a slouzi k osvézeni pravé zazité
teorie. Naproti tomu tlohy mohou byt slozitéjsi, jsou podobné soutéznim tloham v seminéfi a jejich
feSeni muze trvat déle. Na cvicenich ani tlohach dalsi obsah seridlu nijak nestavi, a proto muzes
¢ist dal, i kdyz je nevyfesis vSechny. Cviceni i tlohy maji na konci dilu ndpovédy a feSeni.
matematické olympiddy (fajnsmekti ji mizou zkusit vyTesit sami — napovime: zapottebi je indukcee).
Ta tloha neni jednoduchad a uvadime ji proto, abychom ukéazali, Ze i velmi slozitd Gloha muze
vyzadovat piekvapivé malo slozité teorie, ovSem hodné duvtipu! Pokud feseni Gplné neporozumis,
neveés hlavu, tato Cast neni zasadni — je to spiSe takovy bonus. Druhym bonusovym pokrocilym
tématem je pak Cauchyho funkcionélni rovnice.

Ke kazdé sérii prislusi tfi soutézni tlohy, na zdkladé tohoto dilu se tedy muzes pustit do uloh
1. seridlové série. Tésime se na Tvoje feseni!

Uvod

Jednoho obzvlast nezazivného odpoledne sedis ve svém pokoji a snazis se néjak zabit ¢as. VSimnes si
krabice s dominovymi kostkami, o kterou jsi léta nezavadil(a). A zacénes je stavét do fady. Se zvlastni
peclivosti dbas na to, aby rozestupy mezi dominy nebyly pftili§ Siroké. A po chvili jsou vSechna
domina dokonale sefazend a tvoii dlouhého hada. Pohlédnes na svij vytvor a jemné cvrnknes do
prvniho domina. A dalsi nasleduji . ..

Jak tento dominovy princip souvisi s nasim seridlem? Nejlépe si to ukaZeme na motivacni aloze.
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Piiklad. Ukaz, ze pro vSechna prirozena ¢isla n plati

n(n + 1)'

1424 =
+24+---+n 2

Vyzkousejme nejprve, zda to viibec plati pro nékolik nizkych ¢isel. Snadno vypocteme, ze pro
1, 2 i 3 rovnost plati. Navic nemusime pokazdé scitat znovu od 1 do n na levé strané — naptiklad
pro n = 4 vyuzijeme znalosti sou¢tu pro n = 3, tedy pouze sec¢teme 6 a 4. Obdobné pokracujeme
pro 5, pak 6 atd. Takto bychom mohli postupné ovéfit hypotézu pro vSechna ¢isla az do 100, do
1000, ..., nikdy ovSem nevyjmenujeme vSechna pfirozend ¢isla!

Kli¢em je provést krok, ve kterém ovéfime, ze hypotéza plati i pro ¢islo o 1 vyssi (jako jsme to
udélali pro 4, 5 a 6), jen jednou pro obecné pfirozené &islo.

Reseni. Piedpokladejme, Ze rovnost plati pro néjaké ptirozené éislo k. Tedy

1+2+---+k:@.
Potom pro k + 1 mame
k(k+1 k+1)(k+2
Lhod otk (kb= ETD N )+(k+1):%.

Coz je pfesné dané rovnost pro k + 1. Ukézali jsme, Ze pokud rovnost plati pro k, plati i pro k+ 1.
Dohromady s ovéfenim, ze vztah plati pro 1, dostdvame, Ze je platny i pro kazdé nasledujici ¢islo,
a tedy postupné pro vSechna prirozena cisla.

To, co jsme pravé predvedli, se nazyva vznesené diukaz matematickou indukci. Pro¢ pfesné to
funguje? Ted prichézi do hry nas pfimér s dominem. Indukcéni krok aneb to, jak jsme ukazali, ze
pokud rovnost plati pro k, plati i pro k + 1, vlastné odpovida peclivému rozestavéni domin, aby
nebyla moc daleko od sebe. Potom stac¢i jedno cvrnknuti do poc¢ate¢niho domina neboli zdkladni
krok, ve kterém jsme ovérili rovnost pro n = 1, a kazdé dalsi domino uz zcela jisté spadne. A nase
tvrzeni tak plati pro kazdé prirozené ¢islo.

Shriime si postup dikazu: Chceme ukazat, ze tvrzeni T(n) plati pro vSechna pfirozena &isla n.
Ditkaz matematickou indukci probiha ve tfech krocich.

(1) Ukazeme, ze tvrzeni plati pro n = 1.

(2) Predpokladame, ze T'(k) je pravdivé. S timto indukénim predpokladem ukazeme, Ze potom
je1T(k + 1) pravdivé.

(3) Potom tvrzeni induktivné plati pro vSechna pfirozena &isla.

Pocitame aneb co vSechno lze vyresit indukci

Mathematics presented with rigor is a systematic deductive science but
mathematics in the making is an experimental inductive science.
- G. Polya

Kdyz z pozorovaného konkrétniho jevu vyvodime obecny zavér, fikdme tomu induktivni mysleni.
Naproti tomu pomoci deduktivniho mys$leni jsme schopni dat dohromady obecné piedpoklady
a z nich usoudit na konkrétni logicky dusledek. Ackoli v matematickych dikazech nejéastéji nara-
zite pravé na dedukci, pravdépodobné ji predchéazely hodiny zkouSeni, pozorovani a pokusu zobec-
nit pozorovanou skutecnost. Podobného procesu si v§imni i u nasledujicich problémt. K odhaleni
vztahu bylo zapotfebi induktivniho mysleni a posléze k dikazu hypotézy pouzijeme dedukci ve
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formé dikazu matematickou indukci. Zde je nutné poznamenat, ze i pres ponékud nestastny ndzev
matematické indukce se jedna o dikazovou techniku, a tedy presny opak induktivniho mysleni.

Soucty

Uz jsme si ukazali, ze soucet prvnich n prirozenych c¢isel lze vyjadrit jako TL("T'H) Podivejme se na
dalsi zajimavé soucty.

Piiklad. Ukaz, ze
12492 4o pp2o Mot tD)
6
Reseni. Nejprve ovéfime hypotézu pro n = 1. Leva strana je prosté 1, prava strana je rovna
Rovnost tedy plati.

Nyni predpokladejme, Ze rovnost plati pro prirozené cislo k. Potom

1.2-.3
5 -

Kk +1)(2k + 1
1+~~~+k2+(k+1)2:%+(k+1)2

(k_i_l).k(zk:-i—l);-ﬁ(k-i-l)

2k% + 7k +6
:(k+1)A%

(k+1)(k +2)(2k +3)
6 )

coz je presné vyraz na pravé strané pro n = k + 1. Z matematické indukce pak plyne, Ze rovnost
plati pro vSechna pfirozena cisla.

Cvic¢eni 1. Dokaz, ze pro vSechna pfirozena ¢isla n plati
P+ 4+ 4nd=01+24+---+n)2
Cviceni 2. Zjednodus vyraz

1

1
T2 T

L
1-2 2.3

Ukaz, ze nalezenda rovnost plati pro vSechna pfirozena cisla.
Cviceni 3. Zjednodus soucet
1-2:34+2-3:44---+(n—1n(n+1).

Matematickou indukci nebo jinym zptisobem ovéf pravdivost svého Feseni.

Cviceni 4. Zjednodus vyraz
1-2942.21 43.22 ... 4 pn.2"7!

a oveér jeho platnost pomoci indukce nebo jinak.

Délitelnost

Definice. Méjme celd ¢isla m a n. Potom fikdme, ze m déli n, pokud existuje celé ¢islo k takové,
ze n = mk. Tuto skute¢nost zapisujeme m | n.

Priklad. Ukaz, Ze pro kazdé p¥irozené &islo n plati 6 | 2n3 + 3n2 4 n.
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Diikaz. Pro n =1 dostavame 2n3 +3n2 +n =243+ 1 = 6, coz je délitelné Sesti.
Predpokladejme nyni, ze hypotéza plati pro n = k. Potom

20k +1)3 +3(k+1)% + (k+1) = 2(k% + 3k + 3k + 1) + 3(k% + 2k + 1) + (k + 1)
= (2k3 4 3k2 4+ k) + 6(k2 + 2k + 1),

coz je dle indukéniho predpokladu délitelné Sesti.
Podle matematické indukce pak tvrzeni plati pro vSechna pfirozend ¢isla. O

Poznamka. Alternativné bychom mohli pfiklad fesit rozkladem na souéin n(n + 1)(2n + 1) a
pozorovanim, ze pravé jedno z téchto Cisel je sudé a pravé jedno je délitelné tiemi, jelikoz pokud
ani jedno z n, n + 1 neni délitelné tiemi, pak jejich soucet jisté je.

Uloha 1. Ukaz, e mezi libovolnymi 3*+1 &isly lze najit 3% &isel, jejichz soudet je délitelny 3.
Uloha 2. Ukaz, ze pro kazdé piirozené éislo n existuje &islo, jehoz dekadicky zapis obsahuje pouze

cifry 1 a 2 a které je délitelné 2.

Uloha 3. Nechf x je nenulové realné &islo a x + % je celé cislo. Ukazte, ze potom ™ 4+ ™" je

celé cislo.

Nerovnosti

Pomoci matematické indukce umime dokazat celou fadu zajimavych nerovnosti. Na jednu z nej-
znaméjsich nerovnosti si vSak pockame az do kapitoly o Cauchyho indukci.

Priklad. Ukaz, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati nerovnost

1 1 1 1
Vin)= —— 4+ —— 4+ 4 — > —.
() n+1 n+ 2 2n = 2
Dikaz. Pro n = 1 nerovnost zifejmé plati, resp. nastane rovnost.
V ramci indukéniho kroku ukizeme, ze soucet na levé strané roste s rostoucim n, a tedy je stale

vétsi nez % Rozdil

V(in+1)—V(n)

(ot o) - (ot t o)
n+2 n+3 2(n+1) n+l n+2 2n

1 N 1 1
T 2n4+1 2n+2 n+1
1 1

m+1 2n+2

je kladny, coz znamend, ze kazdy dalsi ¢len je o trochu vétsi.
Proto je-li V(n) vétsi nebo roven %, tak i V(n + 1) je vétsi nebo roven % Dle matematické
indukce tvrzeni plati pro vSechna n € N. O

Piiklad. Ukaz, zel
n! > 2"

pro vSechna pfirozend c¢isla n vétsi nebo rovna 4.

Reseni. 'V tomto ptipadé potiebujeme zakladni krok provést az pro n = 4. To jest 4! = 24 > 16 =
24, Dalsim krokem je piedpokladat, Ze nerovnost plati pro n = k. Potom vsak

(E+1)!'=(k+1)(k) > (E+1) -2~ > 2.2~ = ok+1,
Dukaz pak vyplyva z matematické indukce.
IFaktorial ptirozeného ¢&isla n je soudin pfirozenych éisel mensich nebo rovnych n, tedy n! =

nn—1)---3-2-1.
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Uloha 4. Ukaz, ze pro kazdé pFirozené n vétsi nebo rovno 3 plati nerovnost

2
VB+Vi+ - +vn< "I

Geometrie

Priklad. Méjme v roviné n pfimek, z nichz zddné dvé nejsou rovnobézné a zadné tii se neprotinaji
v jednom bodé. Na kolik oblasti pfimky déli rovinu?

Reseni. Tvrdime, ze odpovéd je 1 + % Pro nula primek tvrzeni zfejmé plati.

Predpokladejme, ze n primek rozdéli rovinu na 1 + % Casti. Zjistime, kolik oblasti pfibyde
nakreslenim dalsi pfimky. Protoze nova pfimka nesmi byt rovnobézna s zadnou z predchozich
primek a nesmi prochazet zadnym jiz nakreslenym prusec¢ikem, jisté protne kazdou stavajici pfimku
v pravé jednom bodé a celkem pribyde n prisecikti. To znamend, ze pribylo n + 1 tseki mezi
pruseciky, které rozdélily n 4+ 1 oblasti na dvé, celkem tedy ptibylo n + 1 oblasti. S pouzitim
indukéniho predpokladu je nyni oblasti celkem

n(n+1 n+1)(n+2
1+¥+(n+1):1+¢
2 2
a dukaz poté plati podle matematické indukce.

Cviceni 5. Mg¢jme v roviné n kruznic, které ji déli na nékolik oblasti. Ukaz, Ze lze jednotlivé
oblasti obarvit dvéma barvami tak, aby spolu nesousedily zadné dvé oblasti stejné barvy.

Uloha 5. Mgjme 2n bodt v roving, kde n je vétsi nez 1. Nékteré body spojime tiseckami, nakres-
lime celkem n? + 1 Gsedek. Ukaz, Ze jsme nakreslili alespoii jeden trojuhelnik.

Uloha 6. Ukaz, ze kazdy mnohotihelnik (ne nutné konvexni) lze rozdélit na trojtihelniky pomoci
uhlopfticek, které lezi uvnitt mnohothelniku.

Tradicni Glohy

Priklad. Mé¢jme n kanystrt s benzinem, rozmisténych po kruhové draze. Radi bychom si jeden
okruh objeli, bohuzel vSak mame prazdnou nadrz. Nastésti vime, Ze v kanystrech je dohromady
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pravé takové mnozstvi pohonné hmoty, kolik potfebujeme na jedno kolo a kolik se vejde do nadrze.
Auto mizeme umistit kamkoli na okruhu a doufat, Ze ndm benzin z jednoho kanystru vydrzi,
nez doplnime benzin z kanystru nasledujiciho. Nebo doufat nemusime? Ukaz, ze lze pokazdé, at je
rozmisténi kanystrii po draze jakékoli a at jsou jakakoli i mnoZstvi benzinu v jednotlivych kanystrech
(v sou¢tu davajici plnou nadrz), vybrat startovaci misto tak, abychom objeli cely okruh.

Reseni. Nejprve poznamenejme, Ze startovaci misto musi byt vzdy u néjakého z kanystrt, protoze
na zacatku je nase nadrz prazdna a potfebujeme doplnit benzin.

Pro n = 1 mame na draze pouze jeden kanystr, a ten tedy musi obsahovat benzin na celé jedno
kolo. Proto sta¢i umistit auto k tomuto kanystru a okruh pak hravé objedeme. Nasli jsme tedy
startovaci misto pro n = 1.

Nyni pfedpokladejme, ze pro n = k jsme pokazdé schopni najit vhodné startovaci misto. Je-1li na
draze k + 1 kanystra, ukdzeme sporem, ze vzdy se najde takovy, ze benzin z néj vystaci na dojezd
k dalsimu kanystru. Kdyby to totiz neslo, pak by zcela jisté nevystacil benzin ze vSech kanystru
dohromady na objeti celého okruhu, coz je pozadovany spor.

Pojmenujme tento kanystr K7 a kanystr po ném nasledujici K2. Predstavme si, ze bychom
odebrali kanystr K9 a benzin z néj bychom pfelili do kanystru Kj. Potom by na trati bylo k
kanystra a dle indukéniho predpokladu bychom nasli vhodné startovaci misto.

Rozmysli si, ze toto startovaci misto funguje i pro pfedchozi usporadani s k+ 1 kanystry. A jsme
hotovi.

Cviceni 6. Adam a Berta hraji hru podle nésledujicich pravidel. Maji n sirek a v kazdém tahu
1ze ubrat 1 az 4 sirky. Prohrava ten hrac¢, ktery uz nemiize tdhnout. Za¢ind Adam. Pro kterd n ma
Berta vyhravaci strategii?? Dokaz.

Uloha 7. V jisté zemi je kazda cesta jednosmérnd. Kazda dvé mésta jsou propojena pravé jednou
pfimou cestou. Ukaz, Ze mtizeme nalézt mésto, do kterého se lze dostat z kazdého mésta bud p¥imo,
nebo pres jedno jiné mésto.

Selhani indukce?

If we have no idea why a statement is true, we can still prove it by in-
duction. — Gian-Carlo Rota

Uvazme toto nepravdivé tvrzeni a jeho falesny dukaz.
Priklad. Vsichni koné na svété maji stejnou barvu.

Reseni. Indukci podle n dokdzeme tvrzeni ,Ve skupiné n koni jsou vsichni stejné barvy.“

Zakladni krok je trividlni — ve skupiné o jednom koni maji nutné vsichni koné stejnou barvu.
Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n = k, a uvazme skupinu k+1 koni {H1, Ho, ..., Hg41}.
Podskupina {H1, Ha, ..., H} ¢itd k koni, a proto podle indukéniho predpokladu maji vSichni
stejnou barvu. Stejné tak podskupina { Ha, Hs, . .., Hy11} obsahuje pravé k koni, a tedy jsou vSichni
téze barvy. Obé podskupiny pfitom maji spoleény prunik, proto jsou nutné obé podskupiny stejné
barvy. A tedy i vysledna skupina je jednobarevna! Tim jsme dokazali indukéni krok a z matematické
indukce vyplyva dokazované tvrzeni.

Toto je zcela jisté chybny zavér. TakZe s diikazem musi byt néco Spatné. Najdes co? Podivejme

se na jiny problém.

2Vyhravaci strategie znamena, 7e hraé¢ je schopen vyhrat, at jeho protihra¢ tahne jakkoli.
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Piiklad. Ucastnis se intenzivni letni Skoly, kterd se koné cely &ervenec. Tésné pied zacatkem
skoly vam profesor oznami, ze nékdy béhem pobytu vas cekd zvlastni prepadovy kviz. Den kvizu
bude vybran tak, Ze az prijde, nebudete to ¢ekat. Dokazes pfijit na to, kdy se test uskutecni?

Chvili o tom pfemysli§ a dojde Ti, ze kviz nemuze byt 31. ¢ervence, protoze je to posledni den
pobytu. Kdyby do té doby nepfisel, vsichni by c¢ekali, Ze to musi pfijit pravé posledni den. Ale to
znamena, ze test nemuize byt ani 30. Cervence, protoze jsme se jiz dopatrali toho, ze 31. nebude,
a tedy 30. je nyni posledni mozny den. Obecné pokud se nemiize konat od n-tého dne dal, mizes
(n — 1)-niho dne oc¢ekavat, ze test pfijde, a tedy test pfijit nemtze. Induktivné dojdeme k zavéru,
ze test se nemuze konat zadny den.

A pfece, néco na tomto argumentu nehraje. Napfiklad pfedpokladejme, ze kviz dostanete 13. Cer-
vence. Tento vybér by Té dozajista prekvapil, nebot jsi pravé usoudil(a), ze zadny kviz nebude.
Tedy to nakonec ptece jen byl prepadovy test!

Tomuto paradoxu se téz rikd ,paradox necekané popravy“, kdy je pfibéh vypravén z pohledu
vézné, ktery se dozvi o ,neéekané“ popravé. Je to vskutku zneklidiiujici paradox! Tady se ovsem do
jeho rozboru nebudeme nofit pfili§ hluboko. Jen poznamenéame, zZe profesortiv vyrok je velmi vagni
— abychom o problému mohli logicky uvazovat, potfebovali bychom pfesné stanovit, co znamena
byt ,,prekvapeny“ a ,védét“, ze se test musi dany den uskutecnit. Dostali bychom se do oblasti
filosofie, které se fika epistemologie.

Nastésti pro nas, ulohy, kterymi se zde budeme zabyvat, spadaji Cisté do matematiky a jeji
presnost zabranuje vzniku induktivnich paradoxu.

Vystrazny pripad

Zatim se mohlo zdat, ze ta skutecna prace pii dikazu indukci spoc¢iva v dokézani indukéniho kroku.
Az by se jeden mohl troufale domnivat, ze staci dokdzat indukéni krok, protoze prvni krok je prece
jasny. Ukazeme si, Ze bez zakladniho kroku to nejde.

Tvrzeni. VsSechna kladnd licha ¢isla jsou délitelna dvéma.

Dikaz. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna licha ¢isla az do n = k. Nasledujici liché
Cislo je k + 2. Dle indukéniho predpokladu je k délitelné dvéma, a proto i k 4+ 2 musi byt nasobek
dvou. Dle matematické indukce tvrzeni plati pro vSechna kladné liché ¢isla. O

Tvrzeni. Pro vSechna pfirozend ¢isla n plati, Ze 23 | 720+l 4 gnt2,

Duikaz. Zéakladni krok je jasny, takze jej pfeskocime. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n = k.
Potom

72k D+ 4 g(k+1)+2 _ yg . 72k+1 4 3. gk+2 _ 3. (72k+1 + 3k+2> 446 - 72kH1,

Oba scitance jsou dle indukéniho pfedpokladu délitelné 23, a proto je i kone¢ny soucet nasobkem
23. Dle matematické indukce tvrzeni tedy plati pro vSechna pfirozend ¢isla. O

Snadno ovéfime, ze ani jedno z pfedchozich tvrzeni neni pravdivé. Proto nepodceniujme zékladni
krok.

Indukce a jeji aplikace

Bernoulliho nerovnost
Véta. Meéjme realné cislo x vétsi nez —1 a prirozené cislo n. Potom

Q14+2z)" >1+nz.
7



Dukaz. Zvolme pevné redlné ¢islo x > —1. Pouzijeme indukci podle n. Nejprve ovéfime nerovnost
pron =1.Zjevné 1 +x > 1+ .
Nyni predpokladejme, Ze nerovnost plati pro n > 1. Potom

142" =1+2)"1+2)> (1 +nz)(l+zx).
Pouzili jsme indukeni predpoklad a také fakt, ze 1 + z > 0. Po roznasobeni dostaneme
14+ (n+ 1)93+n12,

coz je vétsi nez 1+ (n + 1)x.
Matematickou indukci dostavame Bernoulliho nerovnost pro vSechna pfirozena cisla. O

Cviceni 7. Ukaz, ze pro pfirozené ¢islo n plati

1 n
<1 + —) > 2.
n
Uloha 8. Uka#, e posloupnost {an},~;, kde an = (1 + %)n, je rostouci.

Binomicky rozvoj
Véta. Pro realné cislo x a pfirozené cislo n plati

n

Q+a) =Y (:) k.

k=0

Nejprve si rozmysleme, co tato véta vlastné ¥ikd. Leva strana je prosté (1 + ) umocnéno na n-tou.
Recké pismeno sigma ¥ na pravé strané je jen otdzkou notace. Sumu miizeme rozepsat:

S (1ot (2) (3) o (D) () (0)

tyto ¢leny scitame

Dale je treba objasnit, co znamena to zahadné (Z) Jedné se kombinacni c¢islo, které vyjadiuje,

5
2

jak z péti objektli vybrat neuspofddanou dvojici. Téch je (jak ukazuje obrazek nize) deset, tedy

5)
(3) = 10.

kolika zplsoby muzeme vybrat k objektt z mnoziny n objektu. Napriklad ) je pocet zpusobu,




Predstavme si, Ze vybirame k karet z balicku s n kartami a tahdme je po jedné. Pro prvni kartu
mame n moznosti, potom pro druhou zbyva uz jen n — 1 moznosti vybéru a tak dale, az vybereme
k-tou kartu ze zbyvajicich n + 1 — k karet. To dava

nn—1)(n-2)---(n+1—k)

moznosti. Musime si ovSsem uvédomit, Ze né€které skupinky po k kartach se opakuji — stejnou skupinu
urcitych k karet lze totiz vybrat v nékolika ruznych poradich. Kolik je téchto poradi neboli kolika
zpusoby umime sefadit k£ rtiznych karet? Na prvni misto mtzeme vybirat ze vSech k karet, na druhé
misto v poradi ndm jich zbyva jen k — 1 a tak déle, az se dostaneme na posledni misto, na které
uz vyzbyla jedina karta. Mame tedy

k(k—1)(k—2)---3-2-1

sefazeni k karet. Kazdou skupinku & karet z pytliku jsme tedy vybrali presné tolikanasobné! Proto
je pocet ruznych k-skupinek z n karet prave
nn—1)(n—2)---(n—(k—1))
k(k—1)(k—2)---3-2-1

Pro ulehéeni pouzivame zkraceny zapis pomoci faktoridlu3, kdy
Kl=k(k—-1)---2-1.

Konecné tedy muzeme psat

(n)7n(n—1)(n—2)~-~(n—(k—1)) n!

k k(k—1)(k—2)---3-2-1  (n—k)k

Nyni uz chapeme, co binomicka véta fikd, pojdme se tedy podivat na par prikladi.
Pro n = 2 dostavame znamy vzorec

(1+42)?=1+2z+2%
Neékteri moznéa ze skoly zndate vzorec pro tfeti mocninu
(142)3 =1+ 3z 4 322 4 2.

Koeficientim jednotlivych mocnin z se fikd binomické koeficienty. Binomické koeficienty tvori
tadky Pascalova trojuhelniku. Ten vznika tak, ze do horniho vrcholu napiseme 1 a potom kazdé
dalsi ¢islo je souctem dvou cisel nad sebou, jak ukazuje obrazek.

37 kombinatorickych dtivodé mame 0! = 1.



Pojdme si nyni binomickou vétu dokazat jak jinak nez pomoci matematické indukce!

Dikaz. Postupujme indukci podle n. Ovéfime hypotézu pro n = 1, mame

(o) +2)

Nyni predpokladejme, Ze rovnost plati pro né€jaké n. Potom

(1+a)

A+z)" =0 +2) 1 +2)"

takze rovnost plati i pro n + 1. V patém radku jsme pouzili rovnost (:) + (kil) = (:ji), ktera
je znazornéna i v Pascalové trojahelniku.

Dikaz poté vyplyva z matematické indukce. O

2(0)-(0)

Cviceni 8. Ukaz, ze plati

Trigonometrie

Trigonometrické funkce sinus a cosinus znas ze skoly. Tyto funkce jsou neskuteéné zajimavé a byla
by skoda, kdybychom se aspon lehce nepodivali na nékteré z jejich vlastnosti, které lze dokazat
indukci.

Priklad. Dokaz rovnost

sinx + sin 2z + - - - 4 sinnx =

kde x # 2km pro zadné k € Z.

Dikaz. Pro n =1 mame platnou rovnost

. sinz sin
sing = ———=

sin 2

2
10



V pribéhu indukéniho kroku budeme pouzivat znamé vztahy

sin(A + B) = sin Acos B +sin Bcos A,
cos(A 4+ B) = cos Acos B — sin Asin B.

Zvlasté pak plati
sin2A = 2sin Acos A,

cos2A = cos? A — sin? A.
V indukénim kroku predpokladejme, ze rovnost plati pro n = k. Potom

. k+1 . k
sin (72 I) sin <2$)

T
SlIl2

= sin (%x) sin (%x) + 2sin (mw> cos <@x)
sin £ 2 2
Jun(3).

sinz + sin2z + - - - + sinkz + sin(k + 1)z = +sin(k + 1)z

2

= @ . <sin (gm) +2€05(k+1

H x
s 2

=V

Nyni se zblizka podivejme na vyraz V v zavorkach. Dostaneme
k k+1
V = sin <7:6> +2COS< + x) sin <£>
2 2
—x | +2sin — | cos <fx> cos — — sin <fa:> sin —
2 2 2 2 2 2
k k
x| - (1—sin2 E) —sin | —x sin2g+2cos —x sinfcosE
2 2 2 2 2 2
9 T .9 .z T k
T - (cos — —sin 7)+2smfcosfcos —x
2 2 2 2 2
x| cosx +sinxzcos | —x
2 2
sin| —x+x .
2

Konec¢né tedy muzeme dat dohromady rovnost

Il
@,
5]

Il
@
5

I
0
=,
=}
T N7 NN N
[ ol | x

s (k2 s (k1
Sin (72 .’E) Sin (72 .’ﬂ)

in £
SlIl2

sinz 4 sin2z + - - - + sinkx + sin(k + 1)z =

jak jsme chtéli ukazat.
Podle matematické indukce pak rovnost plati pro vSechna n € N. O

Piiklad. Pro vSechna realnd ¢isla x a prirozena éisla n plati nerovnost
[sinnz| < n|sinzl.

Dukaz. Pron =1 tvrzeni zfejmé plati.
11



Podrobnosti nasledujiciho postupu si rozmysli v rdmci cviceni nize. Predpokladejme, Ze hypotéza
plati pro vSechna z € R a n = k. Potom

|sin(k + 1)z| = |sin kz cos = + sin z cos kz|
< |sinkz| - |cosx| + [sinz| - |cos kx|
< |sin kz| + |sinz|
< k|sinz| + |sinz|

= (k+1)|sinz|

a dle principu matematické indukce nerovnost plati pro vSechna n € N. O

Cviceni 9. Tato nerovnost neplati obecné pro jakékoli n. Je diilezité, Ze n je prirozené ¢islo.
Najdi protiptiklad, kdy nerovnost pro né€jaké n € R neplati. Kde v ditkkazu vyuzivame fakt, ze n je
prirozené cislo?

Cviceni 10. Rozmysli si, z éeho vyplyvaji jednotlivé nerovnosti v dtikazu predchoziho tvrzeni.

Cvicéeni 11. Ukaz, ze pro vSechna redlné c¢isla x rizna od 2k7m a vSechna pfirozena ¢isla n plati
identita
sin (215712)

2sin 2

1
5+cosx+cos2x+---+cosnz:
2

V hlavni roli silna indukce

Doted jsme se zabyvali pouze relativné pfimocarou indukci. Avsak nékteré problémy nelze rozlousk-
nout tak jednoduse! Potfebujeme na né o trochu silnéjsi louskacek. Proto v této sekci objevime
,tu pravou silu“ matematické indukce s pfiléhavym nazvem silnd indukce. V ¢em spociva jeji sila?
Odpovéd zni: v indukénim kroku. Pojdme se na to podivat podrobnéji.
Chceme dokazat, ze tvrzeni S(n) plati pro vSechna pfirozena éisla n.
(1) Ukazeme, ze S(0) je pravdivé.
(2) Zde prijde obména! Predpokldadame totiz nejen to, ze S(k) plati, nybrz ze plati vSechna tvr-
zeni S(0), S(1), ..., S(k). S timto silné&jsim pfedpokladem prokézeme pravdivost S(k + 1).
(3) A odmeénou nam je, ze dle principu silné matematické indukce plati tvrzeni pro vSechna
pfirozend cisla.
Rozmysleme si nyni, pro¢ to funguje. Miizeme viibec néco takového predpokladat? JistéZe ano
— vratime-li se k analogii s dominem, tak vyuzijeme faktu, ze prvnich n domin spadlo, abychom
dokézali, ze spadne i (n+1)-ni. Diikaz silnou indukci je dokonce ekvivalentni ditkazu béznou indukei!

Cviceni 12. Rozmysli si to jako cviceni.
Pro nasledujici ¢ast se ndm budou hodit Fibonacciho ¢isla.

Definice. Fibonacciho posloupnost F(0), F(1), F'(2), ... je definovana nasledujicim zptsobem:
(1) F0O)=0a F(1)=1.
(2) Pro pfirozené &islo n plati F(n+ 1) = F(n) + F(n —1).
Prvnich nékolik ¢leni Fibonacciho posloupnosti je tedy 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
Pojdme se nyni na silnou indukci podivat v akci.
Véta. (Zeckendorfova) Kazdé prirozené Cislo lze zapsat jako soudet riiznych Fibonacciho éisel,

z nichz zadna dvé nejsou ve Fibonacciho posloupnosti po sobé jdouci.

12



Podivejme se na nékolik zajimavych? &sel a zkusme je vyjadiit jako souéet Fibonacciho &isel,
ktera po sobé nenasleduji:

6=5+1
= F(5) + F(2),
28=21+542
= F(8) + F(5) + F(3),
496 = 377+ 89+ 21+ 8+ 1
= F(14) 4+ F(11) + F(8) + F(6) + F(2),
8128 = 6765 + 987 + 233 + 89 4 34 + 134+ 5 + 2
= F(20) + F(16) + F(13) + F(11) + F(9) + F(7) + F(5) + F(3).

Vsimni si, ze zadna dvé cisla v souctu po sobé v posloupnosti nenasleduji.

Dikaz. Dutkaz povedeme silnou indukci. Necht S(n) je tvrzeni, ze pfirozené ¢islo n lze zapsat jako
soucet Fibonacciho c¢isel, ktera nejsou po sobé jdouci:

Prvni krok je snadny, ¢islo 1 je samo o sobé Fibonacciho ¢islo. Déle predpokladejme, zZe tvrzeni
plati pro 1, ..., k neboli ze kazdé pfirozené ¢islo az do k lze zapsat jako soucet Fibonacciho ¢isel,
z nichz z4dnd dvé nejdou po sobé. Uvazme ¢&islo k + 1. Pak existuje Fibonacciho &islo F(z) pro
néjaké x € N takové, ze

0< F(z) <k+1< F(z+1),

tedy ze Cislo k + 1 lezi mezi dvéma Fibonacciho ¢isly nebo je rovno niz§imu z nich. Pokud nastane
rovnost, jsme hotovi, jelikoz k + 1 lze zapsat jako F(x). Pokud je k 4 1 ostfe vétsi nez F(x), potom
¢ =k+1— F(x) je pfirozené &islo nizsi nez k + 1, a tedy dle indukéniho pfedpokladu jej 1ze zapsat
jako

L=F(i1) + F(i2) + - + F(i5),

kde indexy 41, 42, ..., %; jsou rtizné a nejsou po sobé jdouci. Potom
k+1=F(i1)+ F(i2) + - -+ F(ij) + F(x).

Tvrdime, Ze Fibonacciho ¢isla v souctu jsou rizné a nenéasleduji po sobé. Dokdzeme to sporem.
Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze i3 < i2 < --- < ij. Protoze F(zx) je nejvétsi
Fibonacciho ¢islo, které je nizsi nez k + 1, tak je F(i;) jisté mensi nebo rovno F(z). Proto nam
staci ukazat, ze i; a = nejsou po sobé jdouci. Pro spor pfipustme, ze F(x —1) < F(i;). Potom vsak

k+1:F(Zl)+F(Zg)++F(’LJ)+F(J§)
> F(iy) + Fiz) + -+ F(z — 1) + F(x)
> F(x— 1)+ F(x)
=F(z+1),
coz je pozadovany spor. TakZe jsme nasli vhodna Fibonacciho ¢isla pro k+1, a tim jsme dle principu
silné indukce hotovi. O

Poznamka. VsSimni si, Ze k dikazu by nam nestacilo, ze S(k) plati. O é&islu £ totiz nic moc
nevime, jen to, Ze je mensi nez k + 1.

4P¥ijdes na to, &im jsou tato &isla zajimava?
13



Jesté vice Fibonacciho Cisel

Fibonacciho posloupnost ma mnoho krésnych vlastnosti. Zkus si nékteré z nich dokazat!

Cviceni 13. Ukaz, ze pro vSechna pro vSechna pfirozena ¢isla n plati

F(n—1)F(n+1)=Fn)?+ (-1)".

e . ) . F(n+1
Cvicéeni 14. Necht t; =1,ta =1+ %, t3 =1+ ﬁ, ... Ukaz, ze t, = 1(772:) ),
Poznamka. Posloupnost 1, ta, ... se postupné , pfiblizuje* feSeni rovnice t = 1+ % Tu muzeme
upravit na rovnici t2 — t — 1 = 0, jejim# kladnym kofenem je zlaty fez ¢ = 1"'2\/5. Proto se pomér

dvou po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel postupné blizi zlatému fezu.

Uloha 9. Ukaz, ze pokud m | n, tak F(m) | F(n).

Cauchyho indukce aneb cesta tam a zase zpatky

Ackoli neni nijak zévratné pouzivana, tato varianta matematické indukce ukazuje, jak flexibilni a
silnd dokaze indukce byt. Tuto metodu posléze pouZijeme pro dokdzani znamé AG-nerovnosti. Bez
vétsiho otdleni pojdme na to!
Chceme dokézat, ze tvrzeni C'(n) plati pro vSechna pfirozend cisla n.
(1) Provedeme zakladni krok: dokazeme C(1).
(2) Néasleduje indukéni krok, ktery tu ma dvé éasti.
Tam: Ukazeme implikaci , pokud plati C(k), tak plati i C(2k)“.
Zpatky: Ukazeme implikaci ,pokud plati C'(m), tak plati i C'(m — 1)“.
(3) Potom tvrzeni C(n) plati pro vSechna pfirozena ¢isla n podle Cauchyho indukce.
Indukéni krok tam zajistuje, Ze tvrzeni je pravdivé pro stile vétsi n, zanechava vSak znacné
mezery uprostied. O ty se postard indukéni krok zpatky.

AG-nerovnost

Znama a v olympiddach hojné vyuzivana nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem
ptrimo vybizi k dikazu matematickou indukci. Béznym zptsobem to ovSem nepijde!
Véta. (AG-nerovnost) Necht z1,z2,...,Tn jsou nezdpornd realnd ¢isla. Potom plati, Ze jejich

aritmeticky prumér je vétsi nebo roven jejich pruméru geometrickému:

T+ X2+ -+ 2Tn
n

> Yxi1x2- - Th.

Dikaz. Vsimnéme si, Ze pokud jsou vSechna ¢isla rovna 0, nerovnost automaticky plati. Proto
muzeme dale piedpokladat, Ze alespon jedno éislo je nenulové (a jejich soucet je tudiz nenulovy,
coz se hodi, az timto sou¢tem budeme délit).

Nejprve uvazme zékladni kdmen n = 2:

1+ T
% > Var1ar < (v1+32)? > dw132
<— :v% —23:1:v2+z% >0
= (v1—22)? >0,
14



coz plati vzdy, jelikoz druhad mocnina redlného ¢isla je vzdy nezaporna. Vsimnéme si také, Ze rovnost
nastane pravé tehdy, kdyz z; = x2.

Nyni se pustme do indukéniho kroku tam. Predpokladejme, Ze nerovnost plati pro k promén-
nych. Necht z1, 22, ..., 9i je 2k nezdpornych redlnych ¢isel. Mame

z1+xo+-FT Tp41t+Tr4at++Top
1+ T2+ -+ Tk L= ko Tkt !

2k 2
Yx1za Tk + §/Thi1%kt2 " T2k
- 2

\Y

\/{“/961562 T /T 1Tkg2 Tk

2/x1x2 - Tog.

Nerovnosti vyse vyplyvaji postupné z AG-nerovnosti pro k (indukéniho pfedpokladu) a AG-nerov-
nosti pro 2 (kterou jsme jiz ukazali).

Tedy plati-li AG-nerovnost pro k, pak plati i pro 2k. Zatim jsme tedy ukézali pravdivost ne-
rovnosti pro n = 2, 4, 8, 16, ... a zbyva ndm vyplnit mezery. K tomu poslouzi indukéni krok
zpatky.

Podle AG-nerovnosti pro m proménnych mame

1+ 224+ Tm
—— > Wrix2 - Tm-

m
Chceme ukdzat AG-nerovnost pro x1, 2, ..., Tm—1. Dosadme je do AG-nerovnosti pro m spolu
S Ty = % Potom

zit®at-F Ty 1
m—1 _T1+ T4+ Tm1

1tz + -+ Tm—1 +

m m—1

AG-nerovnost pro m pak fika

1+ 224+ Tmo1 ,,i/ 1+ Tmot
> Vwize Tmo1 .
m—1 m—1

Miuzeme obé strany umocnit na m, protoze vSechny proménné jsou nezaporné. Dostavame

_x1+x2+---+1m—1
m—1

<11+x2+---+xm_1

m
> X1x2 - Tm—1
m—1

5 1+t +Tm_1
m—1

Vydélime kladnym , ¢imz dostaneme

-1
z1+ a2+t em_1\"
2 T1T2 Tm—1,
m—1
coz nasledné odmocnime na pozadovanou nerovnost

1 tx2 4+ Tm-1
m—1

> moYEEs T

Dle principu Cauchyho indukce jsme hotovi. O

5Predpokladali jsme, Ze soudet je nenulovy.
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Indukce je pritelem chudého.
— staré bangladésské porekadlo

V této casti si ukazeme rafinované pouziti indukce na tloze z Mezindrodni matematické olympiady.

Uloha 10. Nechf a1, a2, ..., ant+1 jsou po dvou riizné piirozena &isla. Nechf M je mnozina
n piirozenych ¢&isel v intervalu (0, s), kde s = a1 +ag +- - - +an+1. Zaba skice po Ciselné ose, zacina
na bodu 0 a poté udéla n + 1 skokt doprava o délkach a1, az, ..., ap4+1 v néjakém poradi. Dokaz,
ze muze zvolit takové poradi, zZe nikdy neskoc¢i na zadné ¢islo z mnoziny M.

N N B

@
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Reseni. Budeme postupovat indukei podle n.

Zakladnim krokem je ovérit, ze tvrzeni plati pro n = 1. Mame ¢isla a1, a2 a jedno ¢islo m € M
z intervalu (0, a1 + a2), kterému se chceme vyhnout. Jelikoz jde jen o jedno &islo a ¢isla a1, ag jsou
ruzné, tak m miZe byt nanejvys jedno z téchto ¢éisel. Pokud je razné od obou, jsme hotovi, a pokud
je rovno jednomu z nich, zvolime jako prvni skok to druhé ¢islo, ¢imz se ¢islu m hravé vyhneme.
Tedy tvrzeni pro n = 1 plati.

Pro indukéni krok predpokladejme, ze n > 1 a ze tvrzeni plati pro 1, 2, ..., n — 1. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze a1 < --- < an+1. Necht m je nejmensi prvek M. Situaci
rozdélime na dva pripady.

Pripad 1: m < an+1

Nejprve piedpokladejme, Ze an+1 ¢ M. Potom muZeme pro zacatek poskocit o ay+1. Pfeskocili

jsme m a pouzili jsme jeden skok, zbyvaji tedy ai, ..., an a nanejvys n—1 ¢isel v M. Dle indukéniho
predpokladu toto jiz preskakat lze.
Nyni necht tedy an+1 € M. Uvazme néasledujicich n dvojic: (a1, a1+an+1), -- ., (@n,an+ant1).

Je-li n&jaké z éisel ve dvojicich v M, pak je i v M \ {an+1}, protoze a; < apt+1 < a; + an+1 pro
vechna 1 <i<n.V M\ {an+1} je ovSem jen n — 1 ¢lend, a proto existuje aspon jedna dvojice,
z niz ani jedno ¢&islo neni v M \ {an+1}. Oznaéme ji (ak,ar + an+1). Pokud zabka udéla prvni
dva skoky o délkach ay a ayn1, preskoci jednak m, jednak ay 1, coz jsou obé ¢isla z mnoziny M.
A pied zabkou nyni stoji kol vyhnout se n — 2 ¢islim mnoziny M \ {m, an+1} pomoci n — 1 skokii
délek a1, ..., ag—1, Ak41, ---, an, cozZ maé feSeni podle indukéniho pfedpokladu.
Pripad 2: m > an41

Tento pripad vyresime obracené. Predstavime si, ze zaba musi preskakat z ¢isla s = a1 + a2 +

-+ ap+1 k nule. Pokud najdeme takovou cestu, mzeme ji vzit i pozpatku a jsme hotovi.

Podle indukéniho predpokladu dokéaze zabka udélat n skokt o délkach ay, ..., an, aniz by skocila
na néjaké ¢islo z mnoziny M\ {m}. JestliZe se navic pfitom vyhnula i ¢islu m, tak jednoduse dosko¢i
posledni skok a jsme hotovi. Pokud néjakym skokem doskocila na ¢islo m, postupujme nasledovné:
dejme tomu, Ze na m doskoc¢ila skokem délky ajp. Potom prohodme v posloupnosti skokti aj a
an+1, pak zabka dopadne az za ¢islo m, to znamena blize k nule. Diky tomu, Ze m je nejmensi
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prvek M, vime, ze zadné dalsi nebezpecné ¢islo uz pred zabkou nelezi a zbylé skoky uz muzou byt
v libovolném potadi. Tim jsme vyfesili i tento ptripad.
Matematickou indukci pak dostavame, ze tvrzeni plati pro vSechna prirozena ¢isla.

Cauchyho funkciondlni rovnice

Nasi pout zdkoutimi matematické indukce zavrsime ditkazem svétoznamé Cauchyho funkcionalni
rovnice. Funkciondlni rovnice je rovnice, ve které je nezndmou pfimo funkce, tedy néjaky zobrazeni
z jedné mnoziny cisel do druhé.

Priklad. (Cauchyho funkciondlni rovnice) Necht f: Q — R je funkce, kterd pro vSechna z,y € Q
spliiuje

fle+y)=f=)+ fy).
Nalezni vSechny takové funkce.

Reseni. Nejprve si vSimnéme, %e viechny funkce tvaru f(z) = cz, kde ¢ € R, spliuji Cauchyho
rovnici. Odvazné tvrdime, ze tohoto tvaru jsou vSechna feseni Cauchyho rovnice.

Zkusime polozit kK = f(1) a hledat FeSeni rovnice, které bude zahrnovat k. Za¢neme tim, ze
polozime x = y = 0 a Cauchyho rovnice pak fika, ze f(0+0) = 2f(0), tedy f(0) = 0. Dale mizeme
polozit z =y = 1 a ziskat tak f(2) = f(1) + f(1) = 2k. Obdobné muizeme pokracovat pro z =2 a
y =1 a dostat F'(3) = 3k. Matematickou indukci lze dokazat, Zze f(n) = kn pro vSechna n € N.

Jak toto rozsifit na zaporna celd ¢isla? Dosadme do rovnice x = —n, y = n, kde n € N. Potom
7(0) = f(=n) + f(n), takze f(—n) = —f(n) = k- (—n). Dohromady tedy f(n) = kn pro vSechna
cela cisla n.

OvsSem stale jsme jesté nevycerpali cely defini¢ni obor funkce f, kterym jsou racionalni ¢isla Q.

Zkusme se odrazit od toho, jak bychom uré¢ili hodnotu f (%) Z rovnice vyplyva, ze
gehoz plyne f (1) = £.

1(3)+1(5)=rw=x
2

Inspirovani timto vidime, Ze pro racionalni ¢islo g, kde a p, g jsou cela ¢isla a ¢ > 0, mame

1)1 () () e 2) -

g-krat

N

atedyf(%):k-%.

Dosli jsme k zavéru, ze vsechny funkce f : Q — R, které splnuji Cauchyho rovnici, jsou tvaru
f(x) = kx pro néjaké k € R.

Je nezbytné podotknout, ze vybér definicniho oboru funkce f je extrémné dulezity a kriticky
pro feSeni ulohy. N&s postup fungoval, jelikoz jsme schopni pouzit indukci na N a poté ji rozsifit
na celou mnozinu Q. Kdybychom za definiéni obor vzali R, na$ postup by se zbortil na tom, ze
nemuzeme indukovat pres celé R. Ba co vic, Cauchyho funkcionalni rovnice v R za¢ne mit opravdu
podivné patologické Feseni!
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Zavérem

Gratulujeme k precéteni celého dilu! Doufdme, ze T¢é prvni dil obohatil jak novymi znalostmi, tak
zkuSenostmi v FeSeni matematickych tloh. V pristim dile se muzes tésit na rigorézni zdavodnéni,
pro¢ indukce funguje, na né€kolik axiomu a pfedevsim na odvozeni zakladnich aritmetickych pravidel
pouze na zakladé téchto axiomi!

My se na oplatku tésime na Tvoje feseni tloh 1. seridlové série a pfejeme mnoho Stésti.
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Navody ke cvicenim
Zacni od pravé strany.
Vyjde soucet niﬂ
. (n=1)n(n+1)(n+2)
Vyjde ~————"—"=".
Vyjde (n — 1)2™ 4 1.
Po pridani nové kruznice prebarvi jeji vnitrek.
Pro nasobky 5. Indukce na k, kde n = 5k.

Pouzij indukci podle n.

N

. Napf. pron = % a x = 7 nerovnost neplati. Fakt, Ze n je pfirozené, vyuziva z principu samotna

indukce!
10. (i) Trojuhelnikova nerovnost,

(ii) pro vSechna = € R je [cosz| < 1,

(iii) indukéni predpoklad.
12. Predstav si, ze mas dikaz silnou indukeci, kde S(n) je n-té tvrzeni. Vis tedy, jak ukézat, ze
plati-li S(0), S(1), ..., S(n), pak platii S(n+1). Zvol vhodné tvrzeni T'(n) tak, aby dikaz vypadal
tak, ze dokdzeme T'(n + 1) pouze s pomoci T'(n). Co musi byt dané tvrzeni T'(n)?
13. Pouzij indukei podle n. Vzpomen si na rekurentni definici Fibonacciho ¢isel.

14. Véimnisi, ze thy1 =1+ 2.

Navody k dlohdam

1. Pro zakladni krok se podivej na zbytky, které cisla davaji po déleni 3 a pouzij Dirichlettv prin-
cip. Indukéni krok aplikuj nékolikrat, dokud nedostanes aspon 5 skupin, jejichz soucet je délitelny
3k=1. Z nich vyber tii vhodné, jejichz soucet bude délitelny 3%.

2. Lépe se bude dokazovat silnéjsi tvrzeni, a to ze hledané ¢islo je n-ciferné.

3. Nékdy je tfeba v indukénim kroku predpokladat, Ze tvrzeni plati pro pfedchozi dvé ¢isla namisto

jednoho, tedy pro n a n — 1. Této Gpravé vSak musis pfizpusobit zédkladni krok a ovérit hypotézu

pron=1ipron=2.

4. Pokus se o indukéni krok T'(n — 1) — T'(n), pouzij substituci z = /n. Pro kterd n indukéni

krok funguje? Potom ovéf ru¢né pro zbyvajici malé n.

5. Ukaz ekvivalentni tvrzeni, a to ,,pokud mezi 2n body neni zadny trojuhelnik, tak jsme pouzili

nanejvys n? tseéek“. V jazyce grafti®: Graf s 2n vrcholy, ve kterém neni zadny trojihelnik, ma

nejvyse n? hran. V induktivnim kroku uvazte dva body spojené tseckou a zkoumejte, jak mohou

vypadat jejich vztahy ke zbylym 2n bodum.

6. Lze vzdy nalézt thlopiicku, kterd celd lezi uvnitf n-uhelnika? Potom pouzij silnou indukci (viz

kapitolu Silnd indukce).

7. Podle predpokladu jde mezi n mésty najit mésto A takové, ze do néj vede z kazdého mésta

primé cesta nebo cesta pres jedno jiné mésto. Rozdél mésta do dvou skupin podle toho, zda z nich

do A vede pfiméa nebo nepiim4 cesta. Poté pfidej mésto B a podivej se na cesty z né&j/do ngj.

_ 1
(n+1)2

9. Rozmysli si, Ze to znamend, Ze pro viechna n € N plati F(k) | F(kn), kde k je libovolné

prirozené ¢islo. Toto tvrzeni pak uz urcité rozlousknes indukci podle n.

n+1
8. Nerovnost ap < an41 uprav na (1 ) > nL-H a pouzij Bernoulliho nerovnost.

60 grafech si muzes predist v seridlu 34. ro¢niku Letem grafovym svétem.
lhrchive /34 /serial.pdf
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