Matematicka indukce 3

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.DUBNA 2022

ULona 1. (5 BODU)
Necht d je nejvétsi spoleény délitel ptirozenych &isel mi a ma. Dokaite, Zze pokud je n ptirozené
¢islo razné od nuly, je nd nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel nmy a nmea. V dikazu vychazejte
jen z definic a tvrzeni ze seridlu.

ULOHA 2. (5 BOD®)
Ukazte, ze pro kladna celd cisla a, b plati rovnost

NSD (2“ 1, 20— 1) — oNSD(ab) _ 1

kde NSD(z, y) je nejvétsi spoleény délitel ¢isel z, y.

ULOHA 3. (5 BoD)
Necht a a b jsou kladna celd ¢isla. Definujme tento algoritmus.

Zac¢neme s dvojici (a,b). Dokud a > 0, budeme provadét nasledujici krok:

(1) Pokud a < b, pak dvojici (a, b) nahradime dvojici (2a,b — a).
(2) Pokud a > b, pak dvojici (a,b) nahradime dvojici (a — b, 2b).

Pro jaké vstupni hodnoty se algoritmus po néjakém case zastavi?



Matematicka indukce 3

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Necht d je nejvétsi spolecény délitel prirozenych ¢isel mi a ma. Dokazte, Ze pokud je n pFirozené
¢islo riuzné od nuly, je nd nejvétsim spole¢nym délitelem cCisel nmi a nma. V diikazu vychazejte
Jjen z definic a tvrzeni ze seridlu. (Katefina Panesové)
RESEN(:

Bez tjjmy na obecnosti predpokladejme, ze m1 > ma. Pokud jsou obé ¢isla nulova, plati

NSD(nmi,nmz) = NSD(0,0) = 0 = n - NSD(0,0) = n - NSD(m1, mz2).

Poznamenejme, ze NSD(0, 0) = 0 vyhovuje definici, nebot nula je spoleénym délitelem nuly s nulou
a zaroven pro vSechny dalsi spolecné délitele trividlné plati, ze jsou déliteli nuly. Podobné vidime,
7e je-li pravé jedno z ¢&sel nulové, BUNO m # 0 a mo = 0, obdrzime

NSD(nm1,0) = nmi = n - NSD(m1,0).

Nadale predpokladejme, ze m1 a ma jsou obé nenulova. VSechny kroky Eukleidova algoritmu
pro c¢isla mj; a mg vynasobime ¢islem n a upravime, ¢imz ziskame
nmi = q1(nma) + nry,
nma = q2(nr1) + nra,

nr1 = gz(nre) + nrs,

nr; = gi+2(nrit1),
kde r;12 = 0 je prvni zbytek rovny nule, tedy r;4+1 = d. UkdZeme, zZe toto je pribéh Eukleidova
algoritmu pro ¢isla nmi1 a nmz. Diky tomu, ze n je pfirozené, plati nr1 < nmz a nrji1 < nrj
pro kazdé j > 0. Z jednoznacnosti déliciho algoritmu v kazdém kroku pak plyne, ze se vskutku
jednd o Eukleiduv algoritmus pro nm; a nms. Z toho uz nutné

NSD(nm1,nms2) = nriy1 = nd,

jak jsme chtéli ukazat.

PozNAMKY:
S tulohou si vesmés vsichni fesitelé poradili velmi dobfe. Néktefi zapomnéli zminit jednoznaénost
déliciho algoritmu a nerovnosti pro zbytky. (Katefina Panesova)



Uloha 2.

Ukazte, ze pro kladna cela ¢isla a, b plati rovnost
NSD (2“ 1, 2b 1) — oNSD(ab) _ 1

kde NSD(z, y) je nejvétsi spolecny délitel éisel z, y. (Katefina PaneSové)

RESEN{:
BUNO necht a > b, pak v Eukleidové algoritmu nalezneme &isla g a r takové, e a = gb+1 a r < b.
V exponentech provedeme analogii Eukleidova algoritmu:

20 _1=2e+" _1
:2qb+r_2r+2r_1
:2’“(2‘1"—1>+2*—1

:2Tq(2b—1)+2*—1,

kde § = ZZ;(I) 2b% Protoze 27 — 1 < 2 — 1, je 2" — 1 zbytek po déleni 2% — 1 &islem 2° — 1.

Pokud do Eukleidova algoritmu vlozime 2% — 1 a 2° — 1, p¥islusné zbytky #; jsou rovny 27 — 1,
kde r; je zbytek v i-tém kroku v Eukleidové algoritmu pfi vstupu a a b. Oba algoritmy se také
zastavi ve stejném kroku, nebof 740 = 0 = 2"i+2 — 1, tedy r;42 = 0, ale zaroven pokud r;4+2 = 0,
pak i 749 = 20 — 1 = 0. Pfedchozi zbytek

Fi41 = NSD (2@ —1, 20— 1) ,

zaroven ale
7:1_+1 — 9T+l _ 1 — 2NSD(a,b) _1.

Spojenim obou rovnosti je tvrzeni dokazano.

POZNAMKY:

Vétsina fesitelt se odvolala na Eukleidtiv algoritmus nebo si vystacila s délitelnosti a definici NSD.
Oba pfistupy jsou v poradku. (Hedvika Ranosova)
Uloha 3.

Necht a a b jsou kladn4 cel ¢isla. Definujme tento algoritmus.

Zacneme s dvojici (a,b). Dokud a > 0, budeme provadét néasledujici krok:

(1) Pokud a < b, pak dvojici (a,b) nahradime dvojici (2a,b — a).

(2) Pokud a > b, pak dvojici (a,b) nahradime dvojici (a — b, 2b).
Pro jaké vstupni hodnoty se algoritmus po néjakém case zastavi? (Katefina Panesové)
RESEN(:
Necht d = NSD(a,b), z = § ay = %. Ukézeme, ze se nas algoritmus zastavi pravé tehdy, je-li
soucet z + y mocninou dvojky.

Nejprve si rozmyslime, Ze se algoritmus zastavi pro dvojici (a, b), pravé kdyz se zastavi pro (z,y):
snadnou indukci ukdzeme, Ze pokud po k krocich algoritmu z dvojice (a,b) = (ao,bo) dostaneme
2k %) pricems
obé tato ¢isla jsou celd. Z toho vidime, zZe je ay = 0 ekvivalentni zj = 0 pro libovolné k € N, takze
se oba algoritmy zastavi po stejném poctu kroka.

2

éisla (ag, b), tak po k krocich z (z,y) = (zo,yo) dostaneme dvojici (zg,yx) =



Zkoumejme tedy, kdy se algoritmus zastavi pro dvojici nesoudélnych ¢&isel (z,y). Zaroven si
muzeme vSimnout, ze nas algoritmus zachovava soucet x + y, takze je jeho zastaveni ekvivalentni
tomu, Ze po Case dospé&jeme do dvojice (0,z + y).

Nyni indukci dle poc¢tu krokti ukdzeme, Ze pro vystup algoritmu po k krocich (zy,yx) plati, ze
NSD(zg,yx) déli 2: pro k = 0 tvrzeni plati diky vyse zminéné nesoudélnosti = a y.

Pro indukéni krok ndm staéi ukézat, ze NSD(zg, yx) déli 2NSD(zx_1,¥yx_1). BUNO piedpo-
kladejme, ze plati (zg,yx) = (2Tk—1,Yk—1 — Tr—1), Symetricky piipad se vyfesi analogicky. Z Eu-
kleidova algoritmu mame NSD(zy_1,yx—1) = NSD(zg_1,yx—1 — Tx_1), zarovei pro libovolna
pfirozend ¢isla m, n zjevné plati NSD(m, 2n) | 2NSD(m, n), takze

NSD(zk, yx) = NSD(2zk—1,Yk—1 — Tk—1) | 2NSD(2k—1,Yk—1 — Tk—1) = 2NSD(2k—1, Yk —1)-

Timto jsme tedy dokazali, ze NSD(zy,yy) déli 2%.

Predpokladame-li, ze se algoritmus zastavi po n krocich, pak musi platit (zn,yn) = (0,2 +y) a
NSD(Zn,yn) = x + y musi byt délitelem mocniny dvojky neboli mocninou dvojky, takze uvedenda
podminka je nutna.

Nyni pfedpokladejme, Ze zad¢indme ze dvojice nesoudélnych &isel (z,y), kterd spliuji « +y = 2™
pro pfirozené ¢islo n. Indukci na n ukazeme, ze se algoritmus po n krocich zastavi, takze je vyse
uvedena podminka zaroven i postacujici: pro n = 1 je jedinou vyhovujici dvojici (1,1), ze které
algoritmus pijde do (0,2) a zastavi se.

Pro indukéni krok si vSimnéme, Ze z nesoudélnosti musi pro n > 1 byt z, y rtzna licha cisla.
Zaroven diky rtznosti miizeme ze symetrie BUNO piedpokladat z < y. Po prvnim kroku se tedy
algoritmus dostane do dvojice (z1,y1) = (2z,y — z). Protoze maji x a y stejnou paritu, je rozdil
o) = (g, 450

o, T) je dvojici pfirozenych ¢isel se souctem z + L%

Zaroven z vySe odvozeného vztahu miizeme odvodit, Ze tato ¢isla budou nesoudélnd, nebot

y — @ sudy, takze ( — gn—1

y—

2NSD (m m) = NSD(z1,91) | 2NSD(z, y) = 2.

Z induk¢niho predpokladu se tedy algoritmus z dvojice (CC, %) zastavi po n — 1 krocich, takze

z pavodni dvojice (z,y) bude k zastaveni zapotfebi (n — 1) + 1 = n krokd, ¢imz je indukéni krok
dokoncen a méme hotovo.

POzZNAMKY:

Vétsina tispésnych feSeni se vydala podobnym smérem jako vzorové reseni. Nékolikrat se ale objevila
i feSeni, kterd pfimo indukci dle n dokazala, pro které dvojice se algoritmus zastavi po n krocich.
Takova feseni jsou mozna o trochu pfimocarejsi, ale obsahovala nékolik ne moc pé€knych vypoctu.
Nejcastéjsi chybou bylo, ze nebylo ukazano, ze podminka z + y = 2" je nutnd, nybrz pouze ze se
pro takové dvojice Cisel algoritmus zastavi. Podle toho, jak jednoduché bylo z uvedeného postupu
dukaz dokonéit, jsem za to strhaval dva az tfi body. (Danil Kozevnikov)



