Mnohouhelniky

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 6. PROSINCE 2021

ULona 1. (3 BODY)
Matéj ma hromadu rovnostrannych trojihelnikt o strané délky 1. Sklada je k sobé tak, ze sousedici
trojuhelniky se dotykaji vzdy celou stranou. Mohl takhle sestavit néjaky 67-uhelnik bez dér?

ULOHA 2. (3 BODY)
Hedvika vzala svij oblibeny pravidelny n-thelnik a nakreslila vSechny pravouhlé trojuhelniky, je-
jichz vrcholy jsou vrcholy Hedvi¢ina n-thelniku. Celkem nakreslila 1200 trojihelniki. Najdéte
vSechna mozné prirozena ¢isla n, pro kterd se toto mohlo stat.

ULoHA 3. (3 BODY)
Ukazte a zdivodnéte, Ze existuje Sestithelnik, ktery ma délky stran 1, 2, 3, 4, 5, 6 (ne nutné v tomto
poradi) a vSechny jeho vnitini uhly jsou stejné velké.

ULOHA 4. (5 BODD)
Pétithelnik PRASE ma vSechny strany stejné dlouhé a thly u vrcholu P a E jsou pravé. Oznacme
X prusec¢ik thlopficek PA a RE, dokazte | X A| = | X E]|.

ULOHA 5. (5 BoD®)
Na soustfedéni bylo n ucastniki a n orgl, kde n > 2. Kazdy z nich se postavil do jednoho vrcholu
pravidelného 2n-thelniku. V kazdém vrcholu stoji bud t¢astnik, nebo org. Potom na zem nakreslili
usecky; mezi kazdou dvojici acastnikii nakreslili modrou tsecku a mezi kazdou dvojici orgt cerve-
nou. Ukazte, ze pro libovolné redlné d je na zemi stejné modrych usecek délky d jako Cervenych
usecek délky d.

ULOHA 6. (5 BoD)
Meéjme ¢tverec ABCD o délce strany 1. Na stranach BC' a C'D lezi postupné body E a F spliujici
|[<<EAF| = 45°. Dokazte, ze obvod trojuhelniku ECF je 2.

ULOHA 7. (5 BoD)
Mnohotuhelnik nazveme péknym, pokud jsou délky jeho stran po dvou rizné, velikosti jeho vnitinich
uhli ve stupnich jsou cela ¢isla a 1ze mu opsat kruznici. Rozhodnéte, zda existuje pékny 19-thelnik
a zda existuje pékny 20-thelnik.

ULoHA 8. (5 BODD)
Majda a Pepa chtéji vydlazdit podlahy svych koupelen, které maji stejny tvar. Podlaha méa tvar
osmiuhelniku, jehoz vSechny vnitini thly jsou stejné. Pro vydlazdéni maji k dispozici téchto sest
typt dlazdicek, které musi byt orientované jako na obrazku (nesmi se otacet):
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Vsechny dlazdicky maji délku stran 1 a jsou to bud ¢étverce, nebo kosoctverce s jednim thlem
o velikosti 45°.

Majda a Pepa kazdy vydlazdili podlahu jinym vzorem. Ukazte, Ze oba museli pouzit stejné pocty
dlazdicek stejného typu. Vydlazdéni mizou vypadat napiiklad takto:




Mnohouhelniky

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Matéj ma hromadu rovnostrannych trojuhelniki o strané délky 1. Sklada je k sobé tak, ze sousedici

trojihelniky se dotykaji vzdy celou stranou. Mohl takhle sestavit néjaky 67-thelnik bez dér?
(Klara ,, Klatra“ Pernicova)

RESENI:
Ze Ctyt trojuhelnicka se stranou délky 1 1ze snadno slozit jeden se stranou délky 2. Ze ¢tyt takovych
zase slozime rovnostranny trojihelnik se stranou délky 4. Pokud to zopakujeme jesté Ctyrikrat,
ziskame rovnostranny trojuhelnik se stranou délky 64.

Kdyz potom budeme k jedné strané postupné od vrcholu lepit trojuhelnicky o strané délky 1,
s kazdym z nich vzroste pocet stran o 2. Po nalepeni 32 trojuhelnicka tak ziskdme 67-thelnik, jak
jsme chtéli.

32x
PozNAMKY:
Témér vsichni si s lohou poradili. Sesla se spousta ruznych péknych feseni. (Vaclav Janécek)
Uloha 2.

Hedvika vzala svij oblibeny pravidelny n-tithelnik a nakreslila vsechny pravouhlé trojiuhelniky, je-
Jjichz vrcholy jsou vrcholy Hedvicina n-thelniku. Celkem nakreslila 1200 trojuhelniki. Najdéte
vSechna mozna prirozena cisla n, pro ktera se toto mohlo stat. (Matéj Dolezalek)

RESEN(:

Jelikoz je Hedvicin n-uhelnik pravidelny, lze mu opsat kruznici k. Aby trojahelnik s vrcholy ve vr-

cholech n-thelniku byl pravouhly, musi jeho pfepona diky Thaletové vété byt primérem k. Treti
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vrchol potom smi byt libovolny ze zbyvajicich. Aby néktera thlopficka m-thelniku byla primé-
rem k, musi byt n sudé. Takovych thlopficek je potom % Ke kazdé uhlopfi¢ce muzeme zvolit n — 2
vrchold, u nichz bude pravy thel. Timto zptusobem jsme kazdy pravouhly trojuhelnik nasli pravé
jednou, protoze kazdy pravouhly trojihelnik mé pravé jednu preponu.

Hedvika nakreslila vSechny pravouhlé trojuhelniky s vrcholy ve vrcholech jejiho n-thelniku a
nakreslila jich 1200. Musi tedy platit

g - (n — 2) = 1200,

coz je kvadraticka rovnice. Jeji dva kofeny bud miizeme vypocitat pomoci vzorce, nebo si vS§imneme,
ze kofeny jsou —48 a 50 a dalsi uz existovat nemohou. Protoze n musi byt pfirozené, vyhovuje pouze
n = 50.

POzNAMKY:

Dosla spousta spravnych reseni. Nejcast€jsi chybou bylo neporadné precteni zadani, pii némz feseni

pocitalo, pro kterd n Hedvika nakresli alespori 1200 trojuhelnikt misto prdveé 1200 trojahelniki.
(Magdaléna Misinovd)

Uloha 3.
Ukazte a zduvodnéte, Ze existuje Sestithelnik, ktery mé délky stran 1, 2, 3, 4, 5, 6 (ne nutné v tomto
poradi) a vSechny jeho vnitini Ghly jsou stejné velké. (Terka Kuderova)

RESENf TROJUHELNIKOVOU MRIZKOU:

Na obrazku vidime jednotkovou trojuhelnikovou mfizku a v ni Sestithelnik, jehoz délky stran jsou
postupné 1, 6, 3, 2, 5, 4. Z vlastnosti trojahelnikové mfizky plyne, ze vSechny vnitini thly maji
velikost 120°.

RESENI POMOCI ROVNOSTRANNYCH TROJUHELNIKU:

Zacneme s rovnostrannym trojuhelnikem o strané délky 9 a odrizneme z jeho rohd rovnostranné
trojuhelniky o délkach stran 1, 2 a 3. Zbyde nam Sestitthelnik, jehoz délky stran jsou postupné 1, 6,
2, 4, 3, 5. Vnitini ahly rovnostranného trojahelniku maji velikost 60°, takze vSechny vnitini ahly
ziskaného Sestithelniku maji velikost 120°.



POZNAMKY:

Hledany sSestithelnik nalezla vétsina fesiteli bez potizi, horsi ale bylo ukéazat, ze ma skutecné
vSechny uhly stejné velké. Velkd cCast fesiteli pouze nasla néjaké nutné podminky, které musi
hledany Sestithelnik spliiovat, ale uz neukazala, ze jsou dostatecné. Dokazat, ze maji vSechny thly
spravnou velikost, $lo mnoha zpusoby. Kromé vyse popsanych metod bylo také mozné spocitat thly
pomoci analytické geometrie nebo pozadované vlastnosti nahlédnout s¢itanim vektoru.

(Josef Minafik)
Uloha 4.
Pétithelnik PRASE ma vsechny strany stejné dlouhé a tihly u vrchola P a E jsou pravé. Oznac¢me
X prisec¢ik uhlopficek PA a RE, dokazte | X A| = | XE|. (Josef Minafik)
RESEN(:

V ¢&tyttahelniku PRSE mame tii stejné dlouhé strany (RP, PE, ES) a dva pravé uhly mezi nimi
(«RPE a <PES), tedy se uz nutné jednd o ¢tverec. Proto i use¢ka RS mé stejnou délku jako
strany pétithelniku PRASE. Jinak feceno trojuhelnik RAS je rovnostranny.

Povsimneme si, Ze trojuhelniky PRA a ESA jsou rovnoramenné (|PR| = |RA|) a maji stejny
dhel u vrcholu R, respektive S, a to |[<PRA| = |[<PRS| + |[<SRA| = 90° + 60° = 150°(obdobné
pro |[<ESA|). Odtud

180° — 150°

|[<<RAP| = |<RPA| = |<SEA| = |<SAE| = — = 15°.

Daéle uz jen dopocteme |<XAE| = |[<SAR| — |<PAR| — |<EAS| = 60° — 15° — 15° = 30°.
Protoze ER je uhlopficka ve étverci, tak |[<RES| = 45°, tedy

|<XEA| = |<RES| — |<AES| = 45° — 15° = 30° = |<X AE|.
Trojuhelnik AXE je tedy rovnoramenny a plati | X F| = | X A|, jak jsme chtéli dokazat.
P R
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ALTERNATIVNI RESEN{:

Obdobné jako v prvnim feSeni odvodime, ze PRSE je ¢tverec a RAS je rovnostranny trojuhelnik.
Dale vime, ze |PR| = |RS| = |RA|, tedy body P, S, A lezi na kruZnici se stfedem v R. Ze vztahu
obvodového a stfedového thlu tak dostdvime |<PAS| = @ = 45°. A jelikoz RE je uhlo-
pricka, tak také |<<RES| = 45°. Podivame-li se na ¢tyfthelnik ESAX vidime, ze |ES| = |SA| a
|[<XES| = |<XAS]|. Cely ¢tyftahelnik je tak soumérny dle osy thlu u S, a tedy |XE| = | X A4|, jak
jsme chtéli.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feSeni byla uplné spravné a ubirala se jednim ze dvou vzorovych feSeni. Nékteri
tesili i pfipad, kdy bod A lezel uvniti ¢tyiruhelniku PRSFE, coz zadani nutné nepozadovalo, protoze
v takovém pripadé se uhlopficky PA a RE neprotnou jakozto hlopficky/usecky. Ale nebylo to
uplné jasné, a tak se omlouvdme, ze nam ze zadani utekla informace, ze je zadany pétiuhelnik
konvexni. (Lenka Kopfova)

Uloha 5.

Na soustredéni bylo n ucastnikii a n orgu, kde n > 2. Kazdy z nich se postavil do jednoho vrcholu
pravidelného 2n-thelniku. V kazdém vrcholu stoji bud ti¢astnik, nebo org. Potom na zem nakreslili
usecky; mezi kazdou dvojici ucastniki nakreslili modrou usecku a mezi kazdou dvojici orgu cerve-
nou. Ukazte, ze pro libovolné realné d je na zemi stejné modrych tusecek délky d jako cervenych
usecek délky d. (Radek Olsak)

RESENT:

Nejprve si vSimnéme, ze nas 2n-thelnik je symetricky. Tedy pokud z néjakého vrcholu vede k tsecek
délky d, vede z kazdého vrcholu k usecek délky d. Zafixovanim konkrétniho d ziskdme jednoznacéné
urceny pocet sousedu k jednoho vrcholu v dané vzdalenosti d:

(1) k=0, pak se dané tsecka v nasem 2n-thelniku vibec nevyskytuje,

(2) k =2, potom povede z kazdého vrcholu jedna tisecka délky d doprava a jedna doleva,

(3) k = 1 nastane, pokud tyto dvé usecky délky d splynou, tedy préavé pro d rovno priaméru
kruznice opsané daného 2n-thelniku a pro d =0

a jind k zfejmé nevyhovuji.

ODEBIRANI INCIDENCI:
Pripad k£ = 0 je trivialni, jelikoz mame nula modrych i ¢ervenych tsecek. Nyni rozeberme pripad
k = 2, ptipad k = 1 bude analogicky.

Diky tomu, ze z ucastniki i z orgti vede 2n hran, mame 2n incidenci hrana-tacastnik a 2n incidenci
hrana-org. Mame zde tfi typy hran: modré, cervené nebo bezbarvé, coz jsou ty, které maji oba konce
z rizné skupinky (orgové/ucastnici). Kazda modré tsecka obsahuje dva tcastniky, tedy spotiebuje
dvé incidence hrana-ucastnik, obdobné kazda Cervena dvé incidence hrana-org. Bezbarva hrana pak
spotfebuje jednu incidenci hrana-org a jednu incidenci hrana-acastnik.

Nazvéme pocet modrych hran m, pocet Cervenych hran ¢ a pocet bezbarvych hran b. Bezbarva
hrana odebere vzdy jednu incidenci obéma skupinkdam. Zbylé incidence se tudiz u tcastniki musi
vyskytovat v modrych hrandch a u orgi v Cervenych, v kazdé hrané jsou ale dvé incidence, tedy

pro spocitani po¢tu hran musime délit dvéma. Ziskavame tak m = % = ¢, mame tedy stejné
modrych a Cervenych hran.
V ptipadé k£ = 1 mame n incidenci hrana-org a n incidenci hrana-acastnik, takze podobné jako
n—b ~

v prvnim pripadé miZeme spocitat, ze plati m = *5= = ¢

PROHAZOVANT:

Idea za prohazovacim dikazem bude nésledujici: nejprve najdeme jedno rozestaveni ucastnikt
a orgu, pro které zadéani plati trivialné. V druhém kroku ukazeme, Ze dostaneme-li libovolné roze-
staveni, nezméni se prohozenim dvou sousednich osob rozdil mezi po¢ty modrych a ervenych tsecek
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délky d. Z naseho ,,dobrého“ rozestaveni pak pomoci prohazovani dostaneme libovolné rozestaveni,
takze pocCet modrych a Cervenych tiseCek musi byt i obecné stejny.

Prvni krok je tedy najit trividlni pfipad, pro ktery zadané tvrzeni plati. MuZeme si vybrat
ze spousty moznosti — naptiklad dat za sebe vSechny ucastniky a potom vSechny orgy. Tim nam
vzniknou dva shodné utvary, jeden z ucastnik, jeden z orgt, a tim paddem zde bude vSech tsecek
libovolnych délek stejné.

Druhy krok je ukazat, ze pokud prohodime dvé sousedni osoby, nezméni se rozdil poctii cervenych
a modrych tsecek. Pokud by osoby, které se snazime prohodit, byly ze stejné skupinky, nic se
nezméni, protoze vymeéna orga za orga ¢i ucastnika za ucastnika nezméni stav 2n-thelniku. Proto
nas zajima pouze pripad, kdy prohazujeme orga O s ucastnikem U. Jediné, co se tim zméni, jsou
usecky délky d sousedici s O a U.

Necht ma ucastnik U u sebe m modrych tsecek délky d a zbytek bezbarvych, zatimco org O
mé u sebe ¢ Cervenych usecek délky d a zbytek bezbarvych. Pocet ¢ervenych a modrych tsecek
délky d u vrchola U a O se tedy lisi o ¢ — m. Po prohozeni se u U zméni modré tsecky na bezbarvé
a bezbarvé na cervené, analogicky u O Cervené na bezbarvé a bezbarvé na modré. Novy pocet
modrych usecek délky d viaci U a O je tedy k — ¢ a pocet Cervenych je k — m. Tyto pocty se ale
opét lisi o (k —m) — (k — &) = é — m, coz jsme chtéli dokazat.

Pro d rovno délce strany ztustane hrana mezi U a O bezbarva. Pocet modrych tsecek délky d
viéi U a O bude tedy k — ¢ — 1 a pocet Cervenych bude k —m — 1, jejich rozdil zistane stale ¢ — m.

Nyni uz pouze staci fict, ze prohazovanim dvou sousednich osob umime dostat libovolné ro-
zestaveni orgu a ucastnika. Ocislujme si pozice naseho 2n-thelniku 1 az 2n, kde na zacatku jsou
na prvnich n pozicich Gcastnici a potom orgové.

Nyni se podivejme, na jakych pozicich maji byt ucastnici v kyzené konfiguraci. Vezméme si
nejvétsi pozici, kde ma byt ucastnik. Poté prohazujme n-tého ucastnika na tuto pozici smérem
k vétsim indextim. Jako dalsi krok vezméme ptedposledniho ti¢astnika ((n — 1)-tého) a prohazujme
ho na druhou nejvétsi pozici stejnym smérem. Vzdy tedy vezmeme ucastnika s k-tym nejvétsim in-
dexem v puvodnim rozestaveni a posleme ho na k-tou nejvétsi pozici ucastniku v kyzené konfiguraci
smérem k vet$im indexim. Takto prohazujme tcastniky, dokud kazdy nedorazi na svoje predepsané
misto. Vime, ze zadny k-ty ucastnik uz neovlivni svym prohozenim vyssi kamarady, protoze ti uz
jsou urcité na vyssi pozici, nez kam se on sdm snazi dostat. Pokud jsou spravné vSichni ucastnici,
jsou urceni i vSichni orgové, takze skute¢né umime dostat libovolnou konfiguraci a jsme hotovi.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni se dostala k témér plnému poc¢tu bodu a odpovidala vice méné prvnimu ¢i druhému
vzorovému feseni. Castou chybou bylo opomijeni pfipadu, kdy miizeme mit k = 1. A¢ je feSeni
analogické, ke kompletnimu feSeni bylo potfeba si uvédomit, ze takovy pfipad existuje.

(Filip Cerm&k)

Uloha 6.

Méjme ¢tverec ABCD o délce strany 1. Na strandch BC' a CD lezi postupné body E a F spliujici
|<<EAF| = 45°. Dokazte, ze obvod trojuhelniku ECF je 2. (Josef Minarik)
RESENI:

Protoze |AB| = |AD| = 1, mtzeme trojuhelnik ABE otocit tak, aby AB splynula s AD. Obraz
bodu E v tomto oto¢eni ozna¢me E’. Nasledné mame

|[<FAE'| = |<FAD| + |<DAE’| = |<FAD| + |<BAE| = 90° — |[<EAF| = 45°.

Proto z véty sus plyne, ze EAF = E'AF, ponévadz |AE| = |AE'|, |<FAE'| = |[<EAF| = 45° a
trojuihelniky sdili stranu AF'. Pak pro obvod trojuhelniku FFC plati

Ogrc = |CF|+ |CE|+ |FE| = |CF|+ |CE|+ |FE'| = |CF|+ |CE| + |FD| + |DE'| =
= |CF|+ |FD|+ |BE| + |EC| = |CD| + |BC| = 2,

coz jsme chtéli dokazat.



POzNAMKY:
Uloha mé& mnoho hezkych Feseni, dalsi hezké feseni plyne z nésledujiciho pozorovéni: Obraz bodu
C, resp. D, podle AFE, resp. AF, je pata kolmice v trojuhelniku AEF z vrcholu A.

Dalsi ¢asté feSeni (za mé méné p&kné) bylo vyjddieni BE, resp. DF, pomoci tangentu pfislus-
ného thlu u vrcholu A a dosazeni do Pythagorovy véty pro ECF'. (,madam Verc¢a“ Hladikovd)

Uloha 7.
Mnohotihelnik nazveme péknym, pokud jsou délky jeho stran po dvou riizné, velikosti jeho vnitinich
Ghli ve stupnich jsou cela Cisla a Ize mu opsat kruznici. Rozhodnéte, zda existuje pékny 19-tthelnik

a zda existuje pékny 20-thelnik. (Radek Olsak)
RESENT:
Ukéazeme, ze pekny 20-thelnik existuje, ale pékny 19-tthelnik nikoliv.

Posloupnost rtznych kladnych readlnych cisel z1,...,x, nazveme krdsnou, pokud se jeji soucet

rovna 360 a zaroven jsou é(wl +zit+1) pro 1 <i < nceld ésla (kde 41 = z1). DokdZeme nejprve,
ze pékny n-thelnik existuje praveé tehdy, existuje-li krasna n-tice.

Predpokladejme, Ze mame tétivovy n-thelnik AjAs... A, s kruznici opsanou k se stifedem S.
Oznaéme velikost orientovaného tthlu® <t(SA;, SA; 1) jako ;. Potom zfejmé musi platit

a1 +as + -+ an = 360°.

Zéroven je z véty o obvodovém a stfedovém thlu obvodovy thel odpovidajici (orientovanému)
oblouku A;A;1 roven %ai. Oblouku A;A;42 tedy odpovida obvodovy thel %(ai + ai+1). To
znamena, ze muzeme vyjadrit

1
|<IAZ'AZ'+1AZ'+2| = 180° — 5 (Oci + Oci+]_) .

Je navic ziejmé, ze délky |A; A;+1| jsou po dvou rtizné pravé tehdy, jsou-li odpovidajici stiedové
uhly «; po dvou riuzné. Jelikoz je i 180 — x celé pro libovolné celé x, tak jsme timto dokazali, ze
stfedové uhly pékného mnohotuhelniku a1, ..., a, tvori krasnou n-tici. Naopak méame-li krasnou
n-tici aq, ..., an, mizeme diky podmince aj + - -+ + a, = 360° zkonstruovat tétivovy n-uhelnik,

1Vice o orientovanych tihlech najdes napiiklad ve sbornikovém piispévku od Mirka Olsdka na
https://prase.cz/lib/398.



ve kterém odpovidaji tato ¢isla stfedovym thlim; z vyse uvedeného rozboru pak plyne, Ze je tento
n-uhelnik pékny.

Nyni ndm uz staci ukazat, ze krasna 20-tice existuje, ovSem krasna 19-tice nikoliv.

Pro spor predpokladejme, ze existuje krasna n-tice pro n = 19. Potom jsou i ¢isla

1 1 1

5(011‘+2 +ait1) — 5(011‘“ +a;) = 5(%42 — ;)
cela pro vSechna 1 <4 < 19. Z toho snadnou indukci pfes £ mizeme odvodit, ze bereme-li indexy
modulo 19, tak %(ai+2k — o) € Z pro vSechna i, k. Specidlné tedy plati

1 1
5(%420 — o) = §(C¥i+1 — o) €Z,

tudiz dostavame

1 1
a; = 5 (Oéi+1 + ai) — 5 (ai+1 — Oéi) € Z.

Celociselnost % (ai+1 + o) zaroven vynucuje to, ze vSechna «; musi mit stejnou paritu, takze
diky riiznosti o; plati?

a1 4 o2+ +aig>1+3+---+37=36L

To je ovSem spor s a1 + - - - + a19 = 360, takze krasna 19-tice neexistuje.

Pro n = 20 stac¢i zvolit o; = 7 — % pro1<i<19 a ag =360 — (a1 + -+ a19) = 179,5. Pak
snadno ovéfime, ze primeéry po sobé jdoucich ¢isel jsou celé: % (i + 1) = i pro 1 < i < 18,
% (a19 + @20) =99 a % (20 + 1) = 90, takZe nase 20-tice je skuteéné krasna.

POZNAMKY:

Vsechna spravna feseni postupovala viceméné stejné jako vzorak. Néktefi resitelé akorat kvapné
usoudili, Ze z %(ai + @i+1) € Z uz nutné plyne %ai € Z pro vsechna i, coz ovSem neni pravda ani
pro liché n. (Danil Kozevnikov)

Uloha 8.

Majda a Pepa chtéji vydlazdit podlahy svych koupelen, které maji stejny tvar. Podlaha ma tvar
osmithelniku, jehoz vSechny vnitini Ghly jsou stejné. Pro vydlazdéni maji k dispozici téchto Sest
typt dlazdicek, které musi byt orientované jako na obrazku (nesmi se otacet):

N O

VSechny dlazdicky maji délku stran 1 a jsou to bud &tverce, nebo kosoctverce s jednim thlem
o velikosti 45°.

Majda a Pepa kazdy vydlazdili podlahu jinym vzorem. Ukazte, ze oba museli pouzit stejné pocty
dlazdicek stejného typu. Vydlazdéni miizou vypadat napiiklad takto:

2Pouzivame znamy vzorec 1+ 3 + --- + (2n — 1) = n?, ktery lze dokazat napiiklad indukci.
7



(Josef Minafik)
RESEN(:
Na zacatek si rozmysleme, Ze pokud se dlazdicky dotykaji v alesponn dvou riznych bodech, tak uz na
sebe priléhaji celou jednou stranou (délky 1). Protoze jsou dlazdicky konvexni atvary, tak tyto dva
body dotyku musi lezet na jedné strané (jinak by se dlazdicky prekryvaly) — dotykaji se tedy kusem
jedné strany, bez jmy na obecnosti tfeba vodorovné. Pokud by délka dotyku byla mensi nez 1 (tj.
strany na sebe neptiléhaji celé), tak na kazdé z téchto stran zbyde n&jaky nepokryty vodorovny
kus. Na tento nepokryty vodorovny kus ale musi opét pfiléhat néjaka ¢ast vodorovné strany jiné
dlazdicky, jinak by vysledny utvar nebyl konvexni, protoze by u tohoto piekryvu byl nekonvexni
uhel. Takto jsme ale zase dostali dvé strany, které se neprekryvaji uplné, a celkové bychom takto
indukci mohli sestrojit nekonecnou posloupnost dlazdicek podél této vodorovné primky, coz je
spor s tim, Ze naSe podlaha ma pevnou konecnou velikost. Pokud se tedy nékteré dvé dlazdicky
netrivialné dotykaji, tak na sebe priléhaji celou jednou stranou. Podobné také na strany koupelny
musi dlazdicky priléhat vzdy celou stranou a ne pouze ¢asti. Z toho nam plyne, ze kazda strana
koupelny mé celociselnou délku, ktera je dana poctem dlazdicek, které na ni ptiléhaji. Zminme, ze
z toho, Ze vSechny uhly v osmithelniku tvoficim podlahu jsou stejné, plyne, Ze jeji protéjsi strany
musi byt rovnobézné. Déle vzhledem k tvarim dlazdicek a tomu, ze musi ke stranam priléhat, maji
tyto strany 4 dané rizné smeéry — svisly, vodorovny a dva Sikmé.

Nyni uvazme néjakou dlazdicku, kteréd priléha na dolni vodorovnou stranu koupelny. Tato dlaz-
dicka méa proté€jsi horni stranu taktéz vodorovnou a podle prvniho odstavce priléha touto stranou
na dolni vodorovnou stranu néjaké dalsi dlazdicky. Tato dalsi dlazdicka mé zase protéjsi horni vo-
dorovnou stranu a pfiléha na dalsi dlazdicku, atd. Celkové takto dostaneme posloupnost dlazdic¢ek
se dvéma vodorovnymi stranami. Ta se musi nékdy zastavit, nebot nase koupelna mé kone¢nou
velikost a kazdou dlazdickou zvétsime vzdalenost od dolni strany koupelny. Nutné se navic musi
zastavit na horni vodorovné strané koupelny, nebot horni vodorovna strana posledni dlazdicky
musi k nécemu priléhat — a pokud to neni dalsi dlazdicka, tak to musi byt nutné strana koupelny.
Tato posloupnost dlazdi¢ek nam tedy urcuje vydlazdénou cestu z dolni vodorovné strany koupelny
na protéjsi horni vodorovnou stranu koupelny. Pokud si oznacime n délku dolni vodorovné strany
koupelny, tak na ni pfiléha n raznych dlazdicek. Dostaneme tak n ruznych cest mezi dolni a horni
vodorovnou stranou koupelny (zadné dvé takovéto cesty navic jisté nemaji spole¢nou dlazdicku).
Dale z toho rovnéz plyne, Ze horni vodorovna strana koupelny musi mit délku n stejné jako ta
dolni (jinak bychom z né&jaké strany mohli zkonstruoval vice cest, coz by byl vzhledem k pfedchozi
pozorovanim spor). Podobné miizeme cesty mezi protéjsimi stranami koupelny konstruovat i pro
zbylé tfi sméry — a jejich pocet zavisi pouze na délkach stran osmithelniku. Nyni si mtzeme vzit dvé
cesty ruznych sméru (tj. mezi stranami riznych sméri). Ty se urcité musi nékde protnout (nebot
éasti okraje koupelny, na kterych zacinaji/konéi, jsou st¥idavé poloZeny) a urcité se protnou praveé
v jedné dlazdi¢ce. Nyni u¢inime dvé pozorovani. Zaprvé dlazdicka dand timto protnutim ma jasné
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dany tvar — musi mit dvé strany rovnobézné s jednim zvolenym smérem a druhé dvé s tim druhym
zvolenym (a kdyz se podivdme na zadané dlazdicky, tak kazda dvojice rtiznych smért uréuje pravé
jednu dlazdic¢ku). Druhé pozorovani bude, Ze tato konstrukce ndm dava bijekci mezi dvojicemi cest
ruznych sméri a vSemi dlazdickami na podlaze. Prinik dvou cest totiz jednoznacné urcuje dlaz-
dicku a naopak pro kazdou dlazdi¢ku umime zrekonstruovat pouzité cesty postupem z predchoziho
odstavce.

Spojenim ziskanych tivah miiZeme nyni spocitat pocet pouzitych dlazdi¢ek konkrétniho typu
(daného dvéma sméry stran — oznacme je a a b). Podle dokézané bijekce je totiz stejny jako pocet
pruseciki cest sméru a s cestami sméru b. Pocet cest sméru a je dan délkou strany osmithelniku
ve sméru a (oznacme tento pocet/délku ), podobné podet cest ve sméru b je ddn délkou strany
osmithelniku ve sméru b (oznac¢me y). (Implicitné zde pouzivame, ze protéjsi rovnobézné strany
osmithelniku maji stejnou délku a tato definice tak d4vé smysl.) Dohromady je tak pocet dlazdicek
naseho typu roven z - y. Tento pocet je tak zavisly pouze na tvaru osmithelniku, tedy musi pro
libovolné vydlazdéni vyjit stejné. Tim je tloha dokoncena.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feSeni postupovala stejné jako vzorové feseni, nebo alespon typicky pouzila klicovou
myslenku cest mezi proté€jSimi stranami osmithelniku. Je dulezité si uvédomit, ze ackoli jsou zaveéry
o priléhani dlazdicek z rozboru na zacatku dukazu intuitivné platné, nic ze zadani je negarantuje
a je tfeba je poradné dokazat. (Martin Raska)



