Matematicka indukce 2

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.UNORA 2022

V tloze 2 vychazejte z Peanovych axiomu a tvrzeni dokdzanych v serialu. Ve zbylych tlohdach
nemusite.

ULoHA 1. (5 BODD)
Ukazte, ze pro vSechna pfirozena ¢isla n, k > 1 plati rovnost

S _nn+1)(n+2)---(n+k)
Norr+D)(r+2)-(r+k—1)= P :

r=1

ULoHA 2. (5 BODD)
Definujme mocniny jako v druhém dilu seridlu pomoci

m® = 1, m

pro m,n € Ng. Pomoci indukce dokazte pro m,n,r € Ng vztahy
mn+r _ mnmr
- b
mn'r — (,r,l’ﬂ)’l‘7

(mn)" =m"n".

ULoHA 3. (5 BODD)
Necht jsou z1, 2 navzijem rizné kofeny rovnice z2 + px — 1 = 0, kde p je liché celé &islo. Dale
pro n € Ny ozna¢me

yn = ] + 5.

Ukazte, ze pro kazdé n € Ny jsou yp, a yn+1 nesoudélna celd cisla.



Matematicka indukce 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{
Uloha 1.
Ukazte, ze pro vSechna prirozena cisla n,k > 1 plati rovnost
n
nn+1)(n+2)---(n+k
Srr+ D) +2) - (r+k—1)= Ve t2) - (nth)
r=1 k + 1

(Katefina Panesova)

RESENT INDUKCH:
Budeme indukovat podle n. Nejprve ovéfime platnost pro véechny dvojice (n, k) = (1, k). Dosadime
tedy n = 1 do levé strany zadani

! R(k+1)  (k+ 1)

7glr(r—l—l)(r—&-2)~~-(?“—&-l<:—1):k!: il kel

Tudiz pro kazdou dvojici (n, k) = (1, k) tvrzeni plati. Nyni budeme postupovat indukei, tedy jako
indukéni predpoklad mame

" (r+k—-1)! (n+k)!
g r—1)!  (-Dl(k+1)

Budeme postupné upravovat levou stranu zadani pro n + 1. V druhé rovnosti pouzijeme indukéni
predpoklad, ¢imz ziskdme

n+1 n—1
(r+k71)!_n+k' (r+k-1)! (n+k)! (n+k)! B
Tz::l (r—1)! Tz:: (r—1! —  n (n—1!-(k+1)

(k+1) m+kN+n-(n+k)! (+E)!-(E+14+n) (n+k+1)!

B n!-(k+1) B nl- (k+1) S onl(k4+1)

To je pfesné leva strana pro n + 1, tedy tvrzeni je dokazano.

RESENf KOMBINATORICKYM NEPOCITANIM:
Dokazovany vyraz vydélime k! a pfepiSeme si ho do kombinacnich ¢isel. Po upravé chceme dokéazat

S =05,

Prava strana z definice pocita, jak vybrat n+ 1 micku z fady n + k micka. Leva strana pocita totéz
vyzkousSenim vSech n moznosti vybéru micku, ktery bude mezi vybranymi nejvic vpravo. Ten bude
r + k-ty pro n&jaké r od 1 do n, protoze se pred né&j jesté musi vejit k micka. Ze vSech (r + k — 1)
mickt pfed nim pak potfebujeme dovybrat zbylych k. Oba vyrazy se tedy rovnaji.

1



RESENI DISKRETNIM KALKULEM®:

V diskrétnim kalkulu si definujeme rostouci mocninu pomoci 2™ = z(z + 1)(z + 2)(z + n — 1).
Ta se v diskrétnim kalkulu chova podobné jako standardni mocnina ve standardnim kalkulu, tedy
Az™ = nz"~1. Uloha po nés chce spoéitat

n —

ir(r+1)(r+2)~-~(r+k—1):Zrk.
r=1

r=1

V diskrétnim kalkulu ma suma roli integralu, tedy podobné jako ve standardnim kalkulu pocitame
integral jako inverz derivace, muzeme v diskrétnim kalkulu sumu spocitat jako inverz diference.

Takze
n —
>

r=1

1

nk+
k+1’

coz jsme piesné chtéli dokazat.

POzNAMKY:
Indukci, podobné jako v prvnim vzorovém feseni, vyuzila vétSina resitelt. Jejich feSeni byla prevazné
spravna. Neéktefi si vSsak neuvédomili, ze indukci stacilo provést podle n a snazili se ji provadét

i podle k. (Radek Olsak)
Uloha 2.
Definujme mocniny jako v druhém dilu seridlu pomoci

ml =1, m"tl = mnhm

pro m,n € Ng. Pomoci indukce dokazte pro m,n,r € No vztahy

mn+7‘ — mnm'r7

nr

m — (mn)r

b
(mn)" =m"n".
(Katefina Panesovd)
RESENT:
Nejprve si pfipomenme definice s¢itani, ndsobeni a mocnéni, které plynou z véty o rekurzi dokazané
v seridlu:

(al) m+0=m, (a2) m+(n+1)=(m+n)+1,
(p1) m0 =0, (12) m(n+1) =mn+m,
(71) m® =1, (72) m"t = mmm.

Kromé téchto definic budeme pouzivat také vztahy

(a) 04+m=m,
b 1+m=m+1,
() O0m=0,
(d) 1m =m,

které jsme také dokazali v serialu.

1O diskrétnim kalkulu se lze vice dozvédét tieba v téchto sbornikovych piispévcich:
https://prase.cz/library/DiskretnyKalkulusMSz/DiskretnyKalkulusMSz.pdf
https://prase.cz/library /iKS-Kombildentity JL /iKS-Kombildentity JL.pdf .
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Nyni uz se mizeme vrhnout na ditkaz rovnosti m”T" = m"m”. Pouzijeme indukci podle r.
Necht
S = {r € No; m™*" = m™m" pro véechna m,n € No}.

Ovéfme, Ze nula patii do S. Plati

mnt0 = mn podle (al)
=0+4+m" podle (a)
=m"-04+m" podle (u1)
=m"(0+1) podle (u2)
=m"-1 podle (a)
= m"m° podle (71),

takze 0 € S. Nyni predpoklddejme, ze r € S. Potom

m D) — ()41 podle (a2)
=m™""m podle (72)
= (m"m")m podle indukéniho predpokladu
=m"(m"m) podle asociativity nasobeni
=m"m ™+ podle (72),

a proto i (r+ 1) € S. Z tietiho Peanova axiomu potom plyne, ze S = N, coz jsme chtéli ukazat.
Dale chceme ukazat rovnost m™” = (m™)". Opét pouzijeme indukci podle r. Definujme

S ={r € No; m"" = (m™)" pro vSechna m,n € Ng}.
Pro r = 0 plati
m"™ =m podle (p1)
= podle (71)
= (m")° podle (71),

a tedy 0 € S. Nyni pfedpokladejme, Ze r je v S. Potom pro r + 1 plati

m () = prrtn podle (u2)
=m""'m" podle prvni dokdzané rovnosti
=(m")'m" podle indukéniho pfedpokladu

= (m")"+! podle (72),
takze (r 4+ 1) € S. Z tfetiho Peanova axiomu mame S = Ny, tj. rovnost plati pro vSechna p¥irozena
Cisla.
Pojdme nyni dokéazat tfeti rovnost, a sice (mn)” = m"n", indukci podle r. Bud

S = {r € Ng; (mn)” =m"n" pro vSechna m,n € Ng}.

Nejprve si vSimnéme, ze

(mn)? =1 podle (71)
=1-1 podle (d)
=mOn0 podle (71),



z ¢ehoz 0 € S. Pokud r € S, tak plati
(mn)™ = (mn)" (mn) podle (72)
= (m"n")(mn podle indukéniho predpokladu

= (m"n")(nm podle komutativity nasobeni

I
3
-~
3

3
3
2

podle asociativity nasobeni

podle asociativity nasobeni

[
3
3
=
S
2
2
3

podle komutativity nasobeni

[
Ss
3
B
S

podle asociativity nasobeni

=m Tl podle (72),
a proto i (r + 1) nalezi S. Potom tfeti Peaniv axiom ¥iké, ze S = Ng neboli Ze rovnost plati pro
vSechna prirozena ¢isla 7, coz jsme chtéli ukazat.

PozNAMKY:

Ve vzorovém feSeni jsem pouzivala vzdy co nejnizsi mozny predpoklad: naptiklad rad€ji pouziji
vztah, ktery vyplyva z definice, nez vztah dokdzany pozdéji v seridlu, pokud je to jen trochu
mozné. Takto je dobfe vidét, ze dikaz urcité vlastnosti tfeba zavisi na asociativité, ale uz neni
potfeba komutativita, i kdyz bychom ji samoziejmé do dikazu uméli néjak ,nacpat. Ve Tvém
feseni vSak plné staci, kdyz pouzijes jakékoli tvrzeni jiz dokdzané v seridlu.

Resitelé ¢asto zapominali zdiivodnit, co z ¢eho vyplyva. Protoze smyslem tlohy bylo napsat
opravdu formalni dikaz jako v seridlu, byla jsem na tohle spiSe pfisna. Nejcastéjsi chybou bylo
nezminéni vyuziti asociativity v prvni rovnosti, proto jsem ji ve vzoraku vyznacila tucéné. Celkové
mam z doSlych feseni radost, vétSina byla velmi péknéd a dobfe pouzivala tvrzeni jiz dokazand
v serialu. (Katerina Panesové)

Uloha 3.
Necht jsou 1, 2 navzdjem rizné koreny rovnice x2 + px — 1 = 0, kde p je liché celé é&islo. Déle
pro n € Ng oznacme

Yn = o7 + 5.

Ukazte, ze pro kazdé n € Ng jsou yn a yn+1 nesoudélna cela cisla. (Katefina Panesové)
RESEN(:
Z Vietovych vztaht dostaneme
z1 + 22 = —p,
r1 -1 = —1

Vsimnéme si, ze pro n > 2 plati
Yn =27 + 28 = (21 + 22) (:r’f_l + zg_l) —z132 (a:T_z + m§_2> = —PYn—1+Yn-2,

¢imz jsme ziskali rekurentni vzorec pro y,. PouZitim indukce ted nejprve dokadZeme, Ze vsechna v,
jsou cela:
(1) yo i y1 jsou celd, protoze yo = 2 a y1 = —p, coz je ze zadani celé.
(2) Predpokladame, ze yn—2 i yn—1 jsou celd. Vzhledem k rekurentnimu vzorci pro y, a tomu,
ze soucet i soucin celych C¢isel je stale celym cislem, je i y, celym cislem.
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Indukci vyFesime i nesoudélnost po sobé jdoucich yy,:

(1) yo i y1 jsou nesoudélnd, protoze yo = 2 a y1 = —p, coz je liché, protoze p je ze zadédni
liché. Liché cislo ale z definice neni nasobkem 2, coz je jediny délitel yo vétsi nez 1.

(2) Predpokladame, Ze yn—2 a yn—1 jsou nesoudélnd. Pro spor dal predpoklddejme, Ze existuje
délitel d cisel yn—1 a yn ruzny od 1. Z rekurentniho vzorce pro y, vime, Ze d je zaroven
i délitelem —pyn—1 + yn—2. Vzhledem k tomu, Ze d je délitelem y,—1, tak je i délitelem
—pyn—1. To ale znameni, ze d je délitelem y,_2, jinak by d nemohlo byt zaroven délitel
—PYn—1 + Yn—2 & —pyn—1. To je ale v rozporu s predpokladem, Ze y,—2 a yn—1 jsou
nesoudélna.

POZNAMKY:
Na vztahy odvozené v feSeni pomoci Vietovych vztaht jde samoziejmeé prijit i pres vyjadfeni korent
z1 a xz zadané kvadratické rovnice. Pouzitim zminénych vztahu si ale usetiime dost prace.

Rekurentni vzorec pro y, Sel odvodit mnoha zpiusoby, vétsina z nich byla podobna tomu ve
vzorovém feSeni, tedy spocivaly pfiblizné ve vSimnuti si, Ze souéin (x1 + z2) (1{“1 + ngl) je
skoro to, co chceme, a pak se od néj jen odecetlo to, co prebyvalo.

Vétsina feSeni, co nalezla rekurentni vzorec pro yn, spravné zduvodnila i nesoudélnost po sobé
jdoucich y,. Néktefi se opirali o princip pouzity v Euklidové algoritmu. Skute¢né by tu mél byt
pouzity pouze princip z néj a ne on samotny, protoze mimo jiné neni zaruceno, ze yn—2 > Yn—1.
Plati ale zminény princip NSD (z,y) = NSD (z,y — ).

Mnoho feseni opomnélo zminit, pro¢ jsou yn jsou celociselna. Body jsem za to nestrhaval tém,
co prisli na rekurentni vzorec pro y,, protoze z néj to lze nahlédnout, ale $la by navrhnout podobna
uloha, kde by celociselnost nebyla samoziejmosti. (Martin Hubata)



