Porovnavani

2. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 8. LISTOPADU 2021

ULona 1. (3 BODY)
Rozhodnéte a zdivodnéte, zda je soucet vyznacenych thlt vétsi v obrazku a), ¢i v obrazku b).

ULOHA 2. (3 BODY)
Necht n > 2 je pfirozené ¢islo. Porovnejte /1 a

1 1 1
itz Vit s U T moitum

ULOHA 3. (3 BODY)
Pravouhly trojuhelnik méa preponu délky c¢ a polomér kruznice vepsané r. Dokazte, ze ¢ > 4r.

ULOHA 4. (5 BODD)
V pravothlém trojuhelniku ABC je M stied prepony AB. Zvolime bod P na tseéce AM a bod Q
na useéce M B tak, ze |PQ| = |CQ|. Dokazte, ze plati |[AP| <2-|MQ)|.

ULOHA 5. (5 BODD)
Je dano prirozené cislo m a takova k-tice prirozenych cisel a1, aa,...,ar nepfevysujicich m, ze
kazdé z ¢isel 1,2,...,m je délitelné nanejvys jednim a; pro i € {1,2,...,k}. Dokazte, ze plati

1 1 1 3

—+— 4+ — < .

ay az ag 2



ULOHA 6. (5 BODD)
PraSestan je tvoren tabulkou s m X n policky, na kazdém z nichz se pase néjaké mnozstvi prasat.
Pohranic¢im obdélnikové oblasti O tvorené policky tabulky rozumime mnozinu téch polic¢ek, ktera
nelezi v O, ale ktera s nekterym polickem v O sousedi stranou. Obdélnikova oblast O je bohatd,
pokud se na kazdém policku v O pase vice prasat nez na kazdém policku v pohrani¢i O, které
s nim sdili sloupec ¢ fddek (nemusi vSak nutné sousedit). Kolik nejvice bohatych obdélnikovych
oblasti se muze v PraSestanu nachézet, pokud smime libovolné upravit poc¢ty prasat na jednotlivych
polickach?

Napftiklad v néasledujici tabulce s pocty prasat jsou bohatymi pravé vsechny zvyraznéné obdél-
nikové oblasti (v€etné celého PraSesténu):
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ULOHA 7. (5 BoD)
Jsou dana kladna realna ¢isla a, b, ¢, d spliujici nerovnosti a,c > 1 a b,d < 1. Dokazte, ze plati

a b c d

1.
ab+c+1+bc+d+1 +cd-i-a-i—l Jrda—f—b-i—l z

ULoHA 8. (5 BODD)
U kulatého stolu je na zidlich rozesazeno n redlnych &isel. Zidli # nazveme dobrou, pokud méa
néjaka skupinka'! po sobé jdoucich zidli za¢inajici od # a pokracujici po sméru hodinovych rucicek
nezaporny soucet svych cisel. Dokazte, Zze soucet Cisel na dobrych zidlich je nezaporny.

ISkupinkou po sobé jdoucich zidli mize byt i jedna zidle sama o sobé.



Porovnavani

2. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Rozhodnéte a zdivodnéte, zda je soudet vyznacenych Ghli vétsi v obrazku a), ¢i v obrazku b).

S

(Marian Poljak)

RESENI:

Nejprve spo¢teme soucet vyznadenych thld v obrazku a). Vyznacené thly si oznadime aq, ..., as,
dale si oznacime (1, B2, B3 vnitfni thly trojuhelnika vzniklého z tsecek na obrazku. Pak plati
a1 + a2 + 1 = 180°, protoze tyto thly tvoii trojuhelnik. Analogicky tuto Gvahu provedeme pro
dalsi dvé trojice uhlu. Koneéné 1 + B2 + B3 = 180°, proto je soucet vyznacenych uhla roven
3-180° — 180° = 360°.

V obrazku b) usecky vytvofily pétithelnik. Vyznacené ahly 1, ..., v5 jsou pak vzdy vedlejsi
thly k vnitfnim ahlim pétithelnika. Soucet dvou vedlejsich thli je vzdy 180° a soucet vnitinich
Ghld v pétithelniku je 540°. Dohromady je tedy soucet vyznacenych thlua 5 - 180° — 540° = 360°.

Soucet vyznacenych uhld v obou obrazcich je tak stejny.
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POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla spravna a postupem kopirovala vzorové reseni. Nema-li iloha zadané konkrétni
hodnoty, je tieba vzdy sepisovat reseni obecné, jinak nelze ziskat plny pocet bodu. Pokud tedy
feSeni obsahovalo vysledek jen pro konkrétni rozlozeni pfimek, neziskala zadny bod.

(Hedvika Ranosova)

Uloha 2.

Necht n > 2 je pfirozené ¢islo. Porovnejte v/n a

1 1 1
Vieve vievs Tt i

(Marian Poljak)
RESEN(:
Vsimnéme si, ze

-V MV Vi viTL
VitVitl Vi+Vitl Vi—Vitl -1

Dosazenim do zadani pak dostavame

1 1 1
Vitve  VErva T ae T e
=(—V1+V2)+ (—V2+V3) + -+ (—Vn—1+Vn) =
—1++/n < /n.

Zadany vyraz je tedy ostfe mensi nez \/n.

POZNAMKY:

Drtiva vétsina doslych feseni byla spravné a postupovala stejné jako vzorové feseni, pripadné pomoci
indukce. (Lenka Kopfova)
Uloha 3.

Pravouhly trojuhelnik ma preponu délky c a polomér kruznice vepsané r. Dokazte, ze ¢ > 4r.
(Maté&j Dolezélek)

RESENI:
Nejprve si ukdzeme, ze vyska v libovolném trojahelniku je ostfe delsi nez prumeér jeho kruznice
vepsané.

Uvazme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou k, jejiz stfed budeme znacit V' a polomér r. Bod
dotyku kruznice k se stranou AB ozna¢me K. Déale ozna¢me v vysku na stranu c. P¥imka KV musi
trojuhelnik ABC protnout v alesponi dvou bodech, z nichz jeden je K. Druhy prusecik bude lezet
na strané AC nebo BC' (BUNO miizeme predpoklédat, ze lezi na AC), ozna¢me jej X. Necht K’
je druhy krajni bod priméru k, na némz lezi K. Protoze kruznice vepsand lezi uvniti trojuhelniku,
bude K’ také lezet uvnitf trojihelniku, specidlné K’ € KX. Ziejmé K’ # K, ale také K’ # X (na
te¢né v K’ by lezel bod A, ten vSak lezi na tené v K a tyto tecny jsou rovnobézky). Primér k je
tedy ostfe mensi nez |KX|. Nyni, protoze X lezi na AC, mizeme mluvit o tseéce XC (za tsecku
budeme povazovat i degenerovany pripad X = C'). Vzdalenost libovolného bodu L € XC od AB
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bude vétsi nebo rovna |K X|. Specidlné tedy vzdalenost C' od AB, coz je délka vysky v, je vétsi nez
|[KX]|, coz je delsi nez primér.

A K P B

Nyni uvazime pravouhly trojuhelnik ze zadani lohy, oznac¢ime jeho vrcholy A, B, C, aby AB
byla pfepona o délce c. C lezi na Thaletové kruznici nad AB, mé proto od AB nejvyse vzdalenost
poloméru této kruznice, coz je ‘A—;ﬂ
z ¢ehoz dostavame c > 4r.

= §, tedy § > v. Z vySe dokdzaného tvrzeni pak v > 2,

POZNAMKY:
Reseni, ktera se podobala vzorovému, tj. ndhledova, bez vétsich algebraickych ivah, dostavala plny
pocet a imaginarni bod.

Nejveétsi ¢ast doslych feSeni vyuzivala upravy nerovnosti a pouziti néjakého vzorce pro polomér
kruznice vepsané. Obvykle takova feseni dosahla tispéchu, a proto ziskala plny pocet bodu.

Na tomto misté bych chtél upozornit, Ze korektni postup je od znamych nerovnosti (napf.
22 > 0) jejich tipravami az k pozadované nerovnosti, nebo explicitné uvést, #e provedené tipravy
jsou ekvivalentni (a tedy nezalezi na poradi). Za opacny postup (tedy upravou kyzené nerovnosti)
jsem body nestrhaval, ale davejte si na to prosim pozor.

Castym postupem bylo také nejprve ukazat, ze pii dané délce piepony je délka poloméru r
nejvétsi pro rovnoramenny trojuhelnik, a poté dikaz ¢ > 4r provést pravé pro rovnoramenny troj-
uhelnik. Tato cesta byla vice riskantni, nebot piilce takovych feSeni se nepovedlo korektné ukéazat
prvni krok. Objevilo se tu vice ditkazti pomoci derivaci (kterd bud byla $patné, nebo si vyslou-
zila zaporny imagindrni bod), nebo dikazu, které se odvoldvaji na vagné formulované vlastnosti
goniometrickych funkci (ta byla v drtivé vétsiné spatné). Reseni, kterd ukazala pouze situaci v rov-
noramenném trojuhelniku bez spravného dikazu, ze staci ukdzat pouze tento jeden pripad, dostala

jeden bod. (Daniel Perout)
Uloha 4.

V pravouhlém trojuhelniku ABC' je M stred piepony AB. Zvolime bod P na tseéce AM a bod Q
na use¢ce M B tak, ze |PQ| = |CQ)|. Dokazte, ze plati |AP| < 2-|MQ]|. (Pavel Hudec)
RESEN(:

Z trojuhelnikové nerovnosti pro tfi body C, Q a M vime, ze plati
ICQI+ IMQ| = |MC.

Protoze ABC' je pravouhly trojahelnik, je stfed prepony M zaroven i stiedem kruznice opsané,
tudiz plati |[AM| = |MC|. Dosadime-li toto do vySe odvozené nerovnosti, ziskdme
ICQI+ |MQ| = |AM].
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Ze zadani vime, ze |CQ| = |PQ)|, coz muZeme znovu dosadit do nerovnosti, abychom dostali
|PQ| + [MQ| > |AM].
Nyni si uvédomime, ze |PQ| = |PM| + |MQ| a |AM| = |AP| + |PM]|. Dosadime, ¢imz obdrzime

(IPM+1MQI) + IMQ| > |AP| + |PM],
2[MQ| > |AP),

coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

Reseni se nashromazdilo vétsi mnozstvi a vicero druhii. Vétsina fesiteltt se vydala cestou nalezeni
néjaké nerovnosti a poté jeji apravy na nami hledanou anebo opacnou cestou, tedy prve uprava
hledané nerovnosti a pak dikaz, ze tato upravena plati. Druhé cesta byla vyrazné tézsi, i presto
vSechna feseni byla spravna. Jini feSitelé se vydali cestou hledani maxim a minim. Takova FeSeni
nemusi byt z principu Spatnd, ale je potfeba fadné oduvodnit, pro¢ vase minimum je opravdu
minimem a maximum maximem, jinymi slovy pro¢ z platnosti vasich specialnich ptripadt vyplyva
obecna platnost. Vétsina piijatych diikazii tohoto typu byla $patné. Cést feSeni se dala na cestu

(Vojta ,,Dldza“ Gadurek)

Uloha 5.
Je dano prirozené cislo m a takova k-tice prirozenych cisel ai,a2,...,a; nepfevysujicich m, zZe
kazdé z ¢isel 1,2, ..., m je délitelné nanejvys jednim a; proi € {1,2,...,k}. Dokazte, ze plati
1 1 1 3
—+ — 4+ — <
a1 as ag 2
(Josef Minarik)
RESEN{:
Nerovnost prenasobime na
m m m 3m
—+ — 4+ — < —
al as ag 2

a dokézeme tuto ekvivalentni nerovnost.

Vyfesme nejprve piipad, kdy se mezi &isly a1, ...,a; vyskytuje &islo 1. BUNO necht a1 = 1,
potom aj déli vSechna ¢isla 1, ..., m. Potom uz musi byt £ = 1: kdybychom méli jesté né€jaké az, pak
by ze zadani neprevySovalo m, ale pritom by bylo ndsobkem a1 i a2, coz je spor se zadanim. Mame
tedy k = 1 a nerovnost ;"—1 =m < STm zjevné plati. Ve zbytku feseni nyni mizeme predpokladat,
ze vSechna a; jsou vétsi nez 1.

Ozna¢me N (a;) mnozinu nasobkl a; mezi ¢isly 1,. .., m. Nasobkem a; je kazdé a;-té Cislo, takze
N(a;) mé piesné {aﬂj prvki.! Dale ze zadani vime, Ze jednotlivé mnoziny N(a;) jsou navzajem
disjunktni, nebot zadné z éisel 1,..., m neméa jako délitele dvé ruzna a;. Jelikoz navic predpokla-
dame, ze z4dné z a; neni 1, vime, %e zddnd mnozina N(a;) neobsahuje ¢islo 1. Tim padem jsou
jednotlivé N(a;) navzdjem disjunktni podmnoziny (m — 1)-prvkové mnoziny {2,3,...,m}, takze
mame

m m m
m —12>|N(a1)| + |[N(a2)| + -+ |[N(ag)| = {—J + {—J +- 4 {—J .
al az ag

LPro realné &islo = znadi |z| dolni celou édst z x, tedy nejvétsi celé &islo, které nepievysuje .
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Dale vyuzijeme vztahu || < « < |z] + 1. Diky nému méme odhad na levou stranu dokazované
nerovnosti pomoci

memeee (2o (2] 1200
)z

K dokézani nerovnosti 2 4 M 4 ... 4 M < 3M y5 tak stadi, abychom dokazali k < T 4 1.
ay az ay 2 2

IN

Pro spor tedy predpoklddejme, ze k > % + 1. Mezi ¢isly 1,...,m mame presné ’—%-‘ lichych
¢isel.2 Rozdélme tedy tato ¢isla do (%W skupinek podle jejich nejvétsiho lichého délitele. Dostaneme
tak skupinky

1, 2, 4, 8, 16, ...;
12, 24, 48, ...;

5, 10, 20, 40, 80, ...;

Pro horni celou ¢4st plati odhad (%W < 341, takze jelikoz k > 3 +1, musi uz nutné byt k > [%W
Z Dirichletova principu tak v jedné z vyse uvedenych skupinek musi lezet dvé riznd a;, a;. BUNO
uvazme a; < a;. Cisla ve stejné skupince se lisi jen pfendsobenim o né&jakou mocninu dvojky, takze
aj = a; - 2" pro néjaké piirozené r. To pak ale specidlné znamena, ze a; | aj, takze ¢islo a; < m je
nasobkem jak aj, tak a;, coz je spor se zadadnim.

Urcité tak muselo platit k < % + 1, coz uz dohromady s predchozim odhadem da

m m m
— e — <5
al az

jak jsme chtéli.

PozNAMKY:
Z doslych deviti feSeni byla jen dvé, ktera si zaslouzila néjaké body. Obé z nich vedla az k cili a
vice ¢i méné odpovidala vzorovému fesSeni.

Cést ze zbylych feseni rozebrala nékolik neobecnych pfipadii (za coz pochopitelné body udéleny

nebyly). Opakovalo se taky feSeni, které jako ai,...,ax vzalo L%j y...,m, v zdidném z nich ale
nebyl dikaz optimality (zfejmé proto, Ze toto neni optimdlni pfifazeni), proto za toto Feseni téz
nebyly udéleny zadné body. (Daniel Perout, Matéj Dolezalek)

Uloha 6.

PraSestan je tvofen tabulkou s m X n policky, na kazdém z nichz se pase néjaké mnozstvi prasat.
Pohranic¢im obdélnikové oblasti O tvorené policky tabulky rozumime mnozinu téch polic¢ek, kterd
nelezi v O, ale ktera s nékterym polickem v O sousedi stranou. Obdélnikova oblast O je bohatd,
pokud se na kazdém policku v O pase vice prasat nez na kazdém policku v pohrani¢i O, které
s nim sdili sloupec ¢i fddek (nemusi vSak nutné sousedit). Kolik nejvice bohatych obdélnikovych
oblasti se miize v PraSestanu nachézet, pokud smime libovolné upravit pocty prasat na jednotlivych
polickach?

2Pro realné &islo x znadi [x] horni celou édst z x, tedy nejmensi celé &islo, které je vétsi nebo
rovno .



Napfiiklad v nasledujici tabulce s po¢ty prasat jsou bohatymi pravé vsechny zvyraznéné obdél-
nikové oblasti (véetné celého PraSestanu):
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(Pavel Hudec)

RESENI:

Ukazeme, ze kazdé policko mize byt nejmensi v nejvyse jedné bohaté oblasti. Pfedpokladejme pro
spor, ze policko P je nejmensi ve dvou ruznych obdélnikovych oblastech, ozna¢me je A a B. Nyni
se podivejme na policko P’, které je v pohraniéi jedné oblasti a zaroven lezi uvnitf¥ druhé. Takové
policko vzdy existuje, protoze oblasti A a B se musi pfekryvat a zaroven nejsou stejné. Dostavame
spor, protoze pocet prasat na P ma byt v obou oblastech minimalni, ale zaroven musi byt vétsi nez
pocet prasat na P’, aby oblasti byly bohaté. Kazdé policko je proto nejmensi v maximalné jedné
bohaté oblasti, a bohatych oblasti tak muze byt nejvyse mn.

Jesté zbyva najit tabulku s pravé mn bohatymi oblastmi. To je ovSem jednoduché, staci umistit
z + y prasat na policko o soufadnicich z,y (¢islovano od levého horniho rohu). Vsechny oblasti
obsahujici pravy dolni roh potom budou bohaté.




POZNAMKY:

Pfiblizné polovina Fesitelti pfisla na to, ze maximalni pocet bohatych oblastni je mn. Nejcastéjsi
$patnou odpovédi bylo [%] Diikaz, ze vice nejde, potom zvladlo jesté méné Fesiteli. VétSina z nich
pouzivala indukci, kterad sice funguje, ale neni piilis elegantni. Ulohu nikdo nevyftesil vzorovym
zpusobem. (Josef Minafik)

Uloha 7.

Jsou dana kladna realna cisla a, b, ¢, d spliiujici nerovnosti a,c > 1 a b,d < 1. Dokazte, ze plati
LA A — >1
ab+c+1 bec+d+1 cd+a+1 da+b+1

(Pavel Hudec)

TRIKOVE (HEZKE) RESEN{:

Vsimneme si, ze pokud mame dvojici redlnych ¢&isel (z,y), jez spliuji « > 1 > y, tak plati
(1 —y)(x—1) >0, coz se po roznasobeni upravi na « + y > zy + 1. Pouzijeme-li toto pozoro-
vani pro riizné dvojice (a,b), (a,d), (¢, b) a (c,d), tak dostaneme nerovnosti

a+b>ab+1,
bte>be+1,
c+d>cd+1,
d+a>da+ 1.

K dokéazani zadané nerovnosti nyni zbyva pouze pouzit nejprve tyto Ctyfi nerovnosti a poté kladnost
¢isel a, b, ¢, d, abychom odhadli jmenovatele zlomkii:

a b c d
abtct1l betdtl cdtatl datbri
a b c
> a+b+c+b+c+d+c+d+a+d+a+b >
a b b d

> =
a+b+c+d+a+b+c+d+a+b+c+d+a+b+c+d

STANDARDN{ (MIRNE OSKLIVE) RESENI:
Obdobné jako v prvnim feseni miZzeme odvodit i nerovnosti a(a—1)(1—b) > 0, b(b—1)(1—c) > 0,
clc—1)(1—d) >0ad(d—1)(1—a) > 0. Zaroven zjevné plati ab > 0, bc > 0, cd > 0 a da > 0.
Sectenim téchto osmi nerovnosti a ekvivalentnimi tpravami ziskdvame:
ala—1)(1-b)+b(b—-1)(1—c)+c(lc—1)(1—d)+d(d—1)(1—a)+ ab+ bc+ cd+ da >0,
a® +b% + % + d? + 2ab + 2bc + 2¢d + 2da > a?b+ b2c+ a+ d*a+a+b+c+d,

(a+b+c+d)?>a?b+b%c+ Pd+d?a+a+b+c+d+ 2ac+ 2bd.

Nyni mutZeme na levou stranu nerovnosti ze zadani pouzit CS zlomkobijce® po rozsifeni vsech

zlomku jejich Citateli, abychom ji zredukovali na vySe dokazanou:

a + b + c + d _
ab+c+1 bec+d+1 ed+a+1  ad+b+1
a? b2 c? d?

> >
a2b+ac+a+ b20+bd+b+c2d+ca+c+d2a+db+d -

S (a+b+c+d)>? -1
a?b+b%2c+c2d+d?a+a+b+c+d+ 2ac+ 2bd

3Pokud ses s touto nerovnosti dosud nesetkal(a), miizes si o ni néco pteéist napiiklad v prvnim
dilu seridlu o nerovnostech na https://prase.cz/archive/29/9.pdf .
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POZNAMKY:
Vétsina spravnych reseni se vydala ponékud pracnéjsi cestou skrz CS zlomkobijce. Proto jsem se
rozhodl vsechny postupy, které se zcela vyhnuly roznasobovani, odménit kladnym imaginarnim
bodem. Nejcastéjsim kamenem trazu v chybnych feSenich byla neopodstatnéna tvrzeni o tom, jaka
volba a, b, ¢, d je optimalni (naptiklad Ze mizeme BUNO brat b = 0 nebo d = 0). I vyfesenim
specialnich pfipadi ovSem bylo mozné ziskat castec¢né body, pokud se pouzitda metoda dala s trochou
prace vyuzit i pfi dikazu celé nerovnosti (napfiklad za pozorovani, ze plati (1 — a)(1 — b) < 0).
(Danil Kozevnikov)

Uloha 8.
U kulatého stolu je na zidlich rozesazeno n realnych cisel. Zidli # nazveme dobrou, pokud ma
néjaké skupinka* po sobé jdoucich zidli za¢inajici od # a pokraéujici po sméru hodinovych ruéicek
nezaporny soucet svych cisel. Dokazte, ze soucet ¢isel na dobrych zidlich je nezaporny.

(Pavel Hudec)

RESENI:
Pro kazdou dobrou zidli oznac¢ime vhodnou skupinku tu nejkratsi skupinku zidlicek, ktera je od ni
po sméru hodinovych rucicek a jejiz soucet je nezdporny. Podivejme na jakoukoliv dobrou zidli. Pro
ni vhodn4 skupinka necht ma m zidli, jejichz ¢isla oznacime z1 (coz je ¢islo na nasi vybrané dobré
zidli) az zm. Ozna¢me z; Cislo na libovolné jiné zidli v této skupince.

Jisté plati

j—1
Z zi <0,
i=1

jinak by skupinka zidli s ¢isly od z1 do z;_1 byla kratsi. Kdyby platilo > 1" . z; < 0, se¢tenim obou

1=y
nerovnosti bychom dostali > " z; < 0, coz neni mozné. Jisté tedy plati

m
Z 2 > 0.
1=3

To znamend nejen to, zZe zidle s ¢islem z; je dobra, ale zejména to, ze vhodna skupinka pro zidli
s Cislem z; nesahd za zidli s ¢islem z,,. Z toho plyne, ze zadné dvé nejkratsi skupinky se neprotinaji
¢asteéné — bud nemaji Zddnou spole¢nou zidli, nebo je jedna z nich podmnozinou druhé.

Prozkoumejme ted ty skupinky dobrych zidli, které nejsou podmnozinou vétsich skupinek, ¥i-
kejme jim mazimdini vhodné. Kazda dobra zidle je v pravé jedné maximalni vhodné skupince
a vSechny zidle téchto skupinkich jsou dobré. Sectenim cisel na zidlich ve vSech maximalnich
vhodnych skupinkach tak ziskdme celkovy soucet Cisel sedicich na dobrych zidlich. Pfitom kazda
z maximalnich vhodnych skupinek ma nezdporny soudet ¢isel na jejich zidlich (protoze sama je
vhodné pro néjakou zidli), tedy ndm musi vyjit nezadporné ¢islo.

JINE RESEN{ (TRIKOVE):
Nejdfive si vS§imneme, Ze vSechny zidle s nezdpornym ¢islem jsou jisté dobré (staci vzit skupinku
délky 1, ta ma jisté nezdporny soucet).

Nyni vSechny zidle, které nejsou dobré, prosté oddélejme od stolu. Protoze jsme oddélali jen zidle
se zapornymi Cisly, jisté vSechny zbylé zidle jsou stale dobré. Z pro nich vhodnych skupinek jsme
totiz mozna oddélali néjakad zaporna Cisla, ale soucet skupinky tim jisté neprestal byt nezaporny.

Zbyvéa ukazat, ze nyni je soucet Cisel na vSech zbyvajicich zidlich u stolu nezaporny.

Sednéme si na libovolnou zidli. ProtozZe je dobra, musi pro ni existovat vhodna skupinka. Pie-
sednéme si na prvni zidli za touto skupinkou a cely postup opakujeme. Takto tedy skaceme kolem
stolu, nejpozdéji po n + 1 krocich si vSak sedneme na zidli, kde jsme jiz sedéli.

4Skupinkou po sobé jdoucich #idli mize byt i jedna zidle sama o sobé.
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Zopakujme cely postup s tim, Ze prvni zvolend zidle bude pravé tato opakujici se zidle. Budeme
si pamatovat Cislo s, zaCneme s s = 0. Vzdy, kdyz pfesedame, si k ¢islu s pric¢teme soucet Cisel
ve skupince, kterou jsme pravé preskocili. Az se vratime na zidli, kde jsme zacali, mame jisté k
kolecek kolem stolu, kde k je prirozené cislo. Nas celkovy soucet Cisel s je tedy k-nésobek souctu
vsech ¢isel. ProtoZe celkovy souéet s je nezaporny (vzdyt vznikl seGtenim nezdpornych skupinek),
je jisté nezaporny i soucet vsech ¢isel u stolu.

POZNAMKY:
Na tloze bylo zakeiné to, ze dokazované tvrzeni pusobilo velmi trividlné. Néktefi fesitelé tak skoncili
dfive, nez bylo potfeba. Za to bohuzel nedostali mnoho bodt. (Vaclav Janécek)



