Matematicka indukce 1

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 6. PROSINCE 2021

ULona 1. (5 BODU)
Necht S je mnozina s 2021 prvky. Ukazte, e pro kazdé nezaporné celé &islo N € {0,1,...,22021}
1ze obarvit vSechny podmnoziny S bud ¢ervenou, nebo zelenou barvou tak, aby pravé N podmnozin
bylo Cervenych a aby sjednoceni dvou mnozin stejné barvy mélo tu danou barvu.

ULOHA 2. (5 BOD®)
Necht n je ptirozené éislo zapsané v desitkové soustavé a S(n) je jeho ciferny soucet. Pfirozené
¢éislo nazveme odrezkem Cisla n, pokud vzniklo odebranim nékolika cifer (nejméné jedné) z pravého
konce zapisu ¢isla n v desitkové soustavé. Necht T'(n) je soucet vSech odfezku ¢isla n. Ukazte, Ze
n=.S8(n)+97T(n).

ULOHA 3. (5 BoD)
Ittihad pripravil n paladinek, ale povedlo se mu je vSechny z pravé jedné strany pripalit. Kdyz uz
nejsou k jidlu, zahraje si s nimi nasledujici hru. Palacinky rozestavi do fady tak, ze nékteré jsou
obracené bilou a jiné spalenou stranou nahoru. Tah sestava z odebrani palacinky spéalené seshora a
obréacenim jejich p¥imych sousedt, pokud néjaci jsou, na opa¢nou stranu.! Ittihad vyhraje, pokud
se mu podafi odebrat vSechny palacinky. Pro ktera usporadani palacinek lze hru vyhrat?

IPfitom dvé paladinky nejsou povazovany za piimo sousedici, pokud mezi nimi pfedtim lezela
jiz odebrana palacinka (tedy po odebrani pala¢inek vznikaji mezery).



Matematicka indukce 1

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Necht S je mnozina s 2021 prvky. Ukazte, ze pro kazdé nezaporné celé ¢islo N € {0,1,...,22021}
Ize obarvit vSechny podmnoziny S bud éervenou, nebo zelenou barvou tak, aby pravé N podmnozin
bylo ¢ervenych a aby sjednoceni dvou mnozin stejné barvy mélo tu danou barvu.

(Rado van Svarc)

RESENI:

Pro libovolnou mnozinu S fekneme, Ze obarveni vSech jejich podmnozin bud ¢ervenou, nebo zelenou
barvou je uhledné, pokud sjednoceni libovolnych dvou podmnozin stejné barvy ma taktéz stejnou
barvu. Pomoci matematické indukce dokazeme pro vSechna nezdporna celd cisla k: je-li S mnozina
s k prvky, pak pro kazdé N € {0,1,.. .,2’“} existuje thledné obarveni podmnozin S s pravé N
¢ervenymi podmnozinami.

Za¢néme zakladnim krokem. Pro k = 0 je S = () prdzdnd mnoZina, takZe méa jen jedinou
podmnozinu @. Tvrzeni mame dokazat pro N € {0,1}. Pro N = 0 jednoduse obarvime () zeleng,
zatimco pro N = 1 obarvime () ¢ervené. Podminka thlednosti bude v obou p¥ipadech trividlné
splnéna.

Nyni provedme indukéni krok. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k = ¢, a dokazme jej pro
k = £+1. Uvazujme tedy (£+1)-prvkovou mnozinu S, BUNO jeji prvky ozna¢me S = {0, 1,2,...,£}.
Déle uvazujme S’ = {1,2,...,£}, potom jsou podmnozinami S’ piesné ty P C S, které neobsahuji
0 jako prvek. Mame dokazat, ze existuje tthledné obarveni s pfesné N € {0,1,..., 22+1} cervenymi
mnozinami — rozliSme k tomu dva pripady:

(i) N < 2¢. Potom z indukéniho piedpokladu mizeme tthledné obarvit podmnoziny ¢-prvkové
mnoziny S’ tak, aby bylo pouzito pravé N ervenych podmnozin. Nahlédnéme, ze kdyz po-
tom zbylé podmnoziny S (ty, jeZ obsahuji 0) obarvime zelené, dostaneme thledné obarveni
podmnozin S.

Méme-li dvé cervené podmnoziny Pi, P> C S, pak jsou to z provedené konstrukce
i podmnoziny S’. Pouzité obarveni podmnozin S’ v8ak bylo thledné, takze P; U P> musi
byt Cervend mnozina.

Obdobné uvazme dvé zelené podmnoziny P;, P C S. Pokud jsou obé také podmno-
Zinami S’, opét musi byt P; U P> zelené diky tihlednosti obarveni podmnozin S’. Pokud
jedna z Pi, P» neni podmnozinou S’ (tedy obsahuje 0), pak ani sjednoceni Py U Py neni
podmnozinou S’, takZe z popsané konstrukce je to zelend mnoZina, jak jsme chtéli. Timto
je dokoncen pripad N < 2¢.

(i) N > 2 Oznaéme N’ = 2/*1 — N, pak musi byt N/ < 2¢. Muazeme tedy stejné jako
v prvnim p¥ipadé nalézt thledné obarveni S, v ném# je pfesné N’ podmnoZin ¢ervenych
a 21 — N’ = N podmnozin zelenych. Kdyz nyni ob& barvy prohodime (z ¢ervenych
podmnozin uéinime zelené a naopak), podminka thlednosti se zachové — sjednoceni dvou
stejnobarevnych podmnozin bude mit opét stejnou barvu. Dostaneme pfitom obarveni
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s presné N cCervenymi podmnozinami, coz jsme presné chtéli. Tim je dokoncen pripad
N > 2¢,
V obou pripadech jsme tspésné dokoncili indukéni krok. Tvrzeni tak uz musi induktivné platit
pro vSechna k, specialné tedy i v pripadé k = 2021.

ALTERNATIVNI RESENT (VOLNE PODLE JAKUBA SOSOVICKY):

BUNO budiz nasi mnozinou S = {0, 1,...,2020}. Pro N = 22921 nam staéi obarvit tplné viechny
podmnoziny ¢ervené, takze nadéle uvazujme jen piipady N < 22021, Neprazdné podmnoziny A C S
rozlisime podle toho, jaky maji nejvétsi prvek — mnozinu téch podmnozin, které maji za nejvétsi
prvek ¢islo k € S, oznacime jako

My, ={AC S |maxA=k}.

Nahlédnéme, ze v M, lezi pravé 2 podmnozin mnoziny S. Aby A méla jako maximalni prvek &slo
k, musi obsahovat k a zaroven A\ {k} musi byt podmnozina k-prvkové mnoziny {0,1,...,k — 1}.
Naopak pro libovolné B C {0,1,...,k—1} je A= BU{k} prvkem Mj. Mnoziny A € M, jsou tak
jednoznaéné sparované s B C {0,1,...,k — 1}, kterych je 2F.

Nyni jiz zkonstruujeme tthledné obarveni pravé N podmnozin S pro N < 22921, Takové N pak
bude mit ve dvojkové soustavé nanejvys 2021 éislic, zapiSseme ho tedy jako

2020
N = (b2020b2019 - . - bibg)2 = Z by, - 2%,
k=0

kde kazdé by je budto 0, nebo 1 (povolime, aby zapis ¢isla za¢inal nulami). Nyni obarvime ¢ervené
ty podmnoziny S, které lezi v M}, pro ta k, pro néz je by = 1. VSechny ostatni podmnoziny (véetné
prazdné, ktera nelezi v zadném M),) obarvime zelené. Diky tomu, ze kazdé M, obsahuje presné 2F

podmnozin, skuteéné obarvime
2020

S obpe2b=N
k=0

podmnozin.

Zbyva ovérit, ze toto obarveni bude thledné. Uvazujme tedy sjednoceni dvou stejné barevnych
podmnozin A, B. Pokud je jedna z nich prazdni, BUNO B = ), dostaneme A U B = A, coz mé
opét stejnou barvu. Dale plati

max(A U B) = max{max A, max B},

takze pokud A € M,, B € M, pro a < b, pak nutné max(AU B) = b, tedy AU B € M, coz znadi,
ze AU B ma stejnou barvu jako B.

POZNAMKY:

Asi dvé tietiny doslych feSeni se vydaly podobnym smérem jako prvni vzorové feSeni a v néjaké
podobé indukovaly podle poétu prvkia mnoziny S. AZ na drobnéd skobrtnuti pak typicky dosly
zdarného konce. Jakub Sosovicka si vyslouzil imaginarni bod za explicitni konstrukci obarveni
podle binarniho zapisu N.

Zbyla feseni se pak snazila indukovat podle N, tedy pridat jednu mnozinu k fungujicimu thled-
nému obarveni. To se prili§ nedafilo, ziskand obarveni mnohdy sice zaridila, aby sjednoceni dvou
Gervenych mnozin bylo ervené, ale uz ne, aby i sjednoceni dvou zelenych bylo zelené. Ze jsou
tyto pokusy pfedem odsouzeny k neuspéchu, ilustruje nasledujici protiptriklad: méame-li pro N = 4
thledné obarveni, kde pravé mnoziny 0, {1}, {2} a {1, 2} jsou obarveny ¢ervené, pak nelze vyrobit
thledné obarveni pro N = 5 pridanim jedné cCervené mnoziny P. Takova P by musela obsahovat
prvek rizny od 1, 2. Jelikoz by P U {1,2} musela byt také Cervena, znamenalo by to {1,2} C P.
Jenze potom je Cervend P sjednocenim dvou zelenych P\ {1} a P\ {2}, coZ je spor.

(Maté&j Dolezélek)



Uloha 2.

Necht n je prirozené ¢islo zapsané v desitkové soustavé a S(n) je jeho ciferny soudet. PFirozené
¢islo nazveme odfezkem ¢isla n, pokud vzniklo odebrénim nékolika cifer (nejméné jedné) z pravého
konce zépisu ¢isla n v desitkové soustavé. Necht T'(n) je soucet vSech odfezku éisla n. Ukazte, Zze
n=.S8(n)+97T(n). (Rado van Svarc)

RESEN{:

Ukéazeme dva ruzné zpusoby, jak tlohu vyftesit. Oba vyuzivaji matematickou indukci. V prvnim
feseni budeme postupovat indukci podle poc¢tu cifer. V druhém indukci dle samotného cisla n.
Vyrazu n = S(n) + 97 (n) budeme pro piehlednost fikat Vztah.

PRVNI RESEN{:
Nejprve ukazeme, ze pokud je &islo n jednociferné, tak Vztah plati. V tomto pfipadé totiz S(n) =n
a T(n) =0, tedy rovnost n = S(n) + 97 (n) plati.

Dale predpokladame, %e Vztah plati pro k-ciferna ¢isla (toto je nés$ indukéni predpoklad).
Nasledné ukazeme, Ze potom Vztah plati pro (k + 1)-ciferna cisla. Zvolme libovolné k-ciferné
éislo ng a libovolné ¢&islo a € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Potom dle indukéniho pfedpokladu plati
no = S(no) + 97 (no). Ukdzeme, ze pak Vztah plati pro ¢islo z = 10 - ng + a.

Vsimneme si, Ze pro ciferny soucet x plati S(z) = S(10-ng + a) = S(ng) + a. Pro odfezky ¢isla
z plati rovnost T'(x) = T'(10 - ng + a) = T'(ng) + no, protoze odebereme-li z x pouze posledni cifru,
ziskdme ¢islo ng. Ostatni odfezky vzniknou odebranim alespon dvou cifer, takze jsou to odfezky
jak ¢isla z, tak i ¢isla ng, a tedy jsou zapoéitané v T(ng). Tim je pfiprava k dokadzani Vztahu
hotova.

Nésledujici rovnosti plynou z toho co vime o S(z), T'(z) a z indukéniho pFedpokladu:

S(x) + 9T (x)

S(10-no +a) +97(10 - no + a)
(no) + a+ 9(T'(no) + no)
(
(

no) +a+ 97 (no) + 9 - no
no) + 97 (no) +a+9-no
ot+a+9-ng

=10-n9 +a.

S
S
S
n,

Jelikoz z je (k + 1)-ciferné a ng, a byla zvolena libovolné, Vztah plati pro vSechna (k + 1)-cifernd
Cisla. Vztah tedy plati pro libovolné pfirozené cislo n.

DRUHE RESEN{:
Nejprve ukdzeme, Ze Vztah plati pron = 1. Pron = 1 je T(1) = 0 a S(1) = 1. Tedy skutec¢né
1=S(1) +9T(1).
Dale predpokladejme, ze Vztah plati pro ¢islo k (to je nas indukéni predpoklad), a ukdzeme, ze
pak plati pro ¢islo k + 1.
(1) Nejprve ukdzeme, jak postupujeme v pfipadé, kdy posledni cifra k je jina nez 9. Potom plati
S(k+1) = S(k) + 1, protoze posledni cifra se zvétsila o jedna a ostatni cifry se nezménily,
a T(k+ 1) = T(k), nebot jediné cifra, co se zménila, je ta posledni. Tedy z toho, co vime
0 S(k+1), T(k+1) a z indukéniho pfedpokladu plynou nésledujici rovnosti:

S(k+1)49T(k+1) = S(k) + 1+ 9T (k)
= S(k) + 9T (k) + 1
=k+1

Vztah tedy plati pro k£ + 1.



(2) Nyni ukdZeme, jak postupujeme, pokud posledni cifra k je 9. Pocet devitek na konci &isla
k oznaCme j.
Pro k+ 1 plati S(k+ 1) = S(k) + 1 — 9 - j, nebot z poslednich j cifer se staly nuly a
(4 + 1)-ni cifra zprava se zvétsila o jedna). Pro odfezky plati T'(k + 1) = T'(k) + j, protoze
odrezky, které vzniknou odebranim j nebo méné cifer z k+1, jsou o jedna vétsi nez odrezky
vzniklé odfiznutim stejného poctu cifer z k. Odfizneme-li z k + 1 a k alespon j + 1 cifer,
budou oba odrezky stejné.
Nasledujici rovnosti plynou z toho co vime o S(k+1),T(k+ 1) a z indukéniho predpo-
kladu:
Sk+1)+9T(k+1)=Sk)+1—-9-54+9T(k)+9-5
=S(k)+9T(k)+1
=k+1.

Tedy i v tomto pripadé Vztah pro k + 1 plati.

Jelikoz jsme ukdzali, ze Vztah plati pro k + 1, at uz k vypad4 libovolné, tak jsme hotovi a diky
matematické indukci Vztah plati pro libovolné pfirozené cislo.

POZNAMKY:

Reseni, ktera pfisla, byla vétsinou jednoho ze dvou typti. Bud fesitelé dokazovali Vztah indukci
podle poétu cifer ¢isla (coz byl ten jednodussi zptisob), nebo podle samotného éisla (tam bylo t¥eba
ohlidat, co se d&je pfi pfechodu na vyssi fady). (Terka Kudcerova)

Uloha 3.

Ittihad pripravil n palacinek, ale povedlo se mu je vSechny z pravé jedné strany pripalit. Kdyz uz

nejsou k jidlu, zahraje si s nimi nasledujici hru. Palacinky rozestavi do rady tak, ze nékteré jsou

obracené bilou a jiné spalenou stranou nahoru. Tah sestava z odebrani palacinky spalené seshora a

obracenim jejich pfimych sousedu, pokud néjaci jsou, na opac¢nou stranu.! Ittihad vyhraje, pokud

se mu podafi odebrat vSechny palacinky. Pro ktera uspofadani paladinek lze hru vyhrat?
(Ittihad)

RESENT:
Silnou indukci ukazeme, ze Ittihad umi hru vyhrat pravé tehdy, kdyz je pocet palacinek oto¢enych
spalenou stranou nahoru (dale jen spalenych) lichy.

Nejprve dokazeme, ze pokud je tento pocet sudy, nema Ittihad Sanci vyhrat. Pro zakladni krok,
kdy n = 1, mame jednu palacinku, ktera musi byt bild. Z toho vidime, Ze neni mozné vyhrat.

Nyni predpokladejme, ze pro vSsechna k < n je hra nevyhratelna, obsahuje-li fada sudy pocet
spalenych palacinek. Mé&jme fadu n + 1 palacinek, z nichz spalenych je sudy pocet. Vybereme-
li jakoukoli spalenou palacinku, pocet spalenych palacinek nalevo od ni ma opacnou paritu nez
pocet spalenych palacinek napravo. Po odebrani vybrané palacinky a obraceni jejich dvou pfimych
sousedti (coz zméni pocet spalenych palacinek v kazdé ze dvou ¢asti o 1) tudiz vzniknou dvé kratsi
nezavislé rady, z nichz pravé jedna obsahuje sudy pocet spalenych palac¢inek. Potom dle indukéniho
predpokladu Ittihad nedokaze odebrat vSechny palacinky v ,sudé“ radé a tedy celkové nemuze
vyhrét.

Pokud byla odebrana palac¢inka na kraji, ve zbytku fady je lichy pocet spalenych palacinek. Po
otoceni palacinky sousedici s odebranou se tento pocet zméni o 1, bude tedy opét sudy. Proto ani
v tomto pripadé nelze zbytek odebrat.

Dale ukazeme, ze pro lichy pocet spalenych palacinek uz Ittihad muze odebrat vsechny. V za-
kladnim kroku mame jednu spalenou palacinku, kterou lze odstranit a tim vyhrat hru.

IPfitom dvé paladinky nejsou povazovany za piimo sousedici, pokud mezi nimi pfedtim lezela
jiz odebrana palacinka (tedy po odebrani pala¢inek vznikaji mezery).
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Predpokladejme, Ze pro vSechna k < n existuje vyhravajici strategie, pokud je pocet spalenych
palacinek v fadé lichy. Uvazme fadu s n+ 1 pala¢inkami, z nichz spalenych je lichy pocet. Pak jisté
muzeme odebrat takovou palac¢inku, aby na obou stranach od ni byl sudy pocet spalenych palacinek.
Obracenim dvou sousednich palacinek vzniknou dvé kratsi oddélené fady s lichym poctem spalenych
palacinek, a ty dle predpokladu umime odebrat.

Tim jsme hotovi.

POZNAMKY:

Resitelé ¢asto zapominali ukazat, Ze nalezena usporadani, kterd lze vyhrat, jsou opravdu vsechna,
coz znamend ukazat, ze zaddna jind usporddani vyhrat nelze. Zapominali také na zakladni krok
v dikazu indukce. Mnoho fesitelti nepouzilo indukci, ¢imz se jim feseni dost protahla. Celkové jsem
ovsem méla radost z poctu doslych feseni! Vétsina feSeni byla spravné a i ta netuplna byla vétSinou
velmi pékna a nasly se mezi nimi zajimavé napady. (Katefina Panesové)



