Entové a n-tice

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.UNORA 2022

ULona 1. (3 BODY)
Entové mayji listy tvaru rovnoramenného pravouhlého trojuhelniku o délce odvésny 1 rozdélené na
podobné trojuhelnicky s délkou odvésny %, kde n je vék enta. Trojuhelnicky orientované stejné
jako puvodni trojuhelnik jsou tmavé, ty opac¢né orientované jsou svétlé. Ent Stromovous ma 5 let
a ent Stromovlas 4 roky. Listy kterého z nich maji vice tmavé plochy?

Priklad listu pro n = 3.

ULOHA 2. (3 BODY)
Pro pfirozené ¢islo n zjednoduste vyraz

12222432 424 ...+ (2n—1)%2 — (2n)2 + (2n + )%

ULOHA 3. (3 BODY)
Ukazte, ze do roviny nelze nakreslit devitici usecek tak, aby kazda tsecka protinala pravé tii jiné
usecky.

ULOHA 4. (5 BoD)

O n-tici a1, a2, ...,an Ffekneme, Ze je skoro rostouct, pokud obsahuje kazdé ¢islo od 1 do n pravé
jednou a spliiuje soucasné

(i) a; < ajy2 pro vSechna 1 <i<n—2,

(ii) a; < aj+3 pro v8echna 1 <i<n — 3.
Dokazte, ze pocet skoro rostoucich n-tic pro dané n je Fj, 41, kde Fy znaci k-té Fibonacciho ¢islo
definované pomoci Fyp = 0, F1 = 1 a rekurence F, = F,_1 + Fi_o pro k > 2.



ULoHA 5. (5 BODD)
V lese zije n entll a jedna veverka. Entové stoji na misté, nékteré dvojice z nich jsou si pfitom dost
blizko na to, aby mezi nimi zvladla veverka preskoc¢it. Shodou okolnosti jsou entové rozestaveni
tak, ze mezi libovolnymi dvéma z nich existuje pravé jedna cesta, po které mize veverka preska-
kat.! Vzddlenosti dvou entl rozumime pocet skokitl, které veverka potfebuje k tomu, aby se mezi
nimi pfesunula. Osamélost enta definujeme jako soucet jeho vzdalenosti od vSech ostatnich enta.
Dokazte, ze pokud se osamélosti nékterych dvou entii 1isi pravé o 1, pak je n liché.

ULOHA 6. (5 BoD®)
Ent Pepa ma ve svém lese nékolik stromt. V§iml si, ze pro kazdé dva z nich je rozdil jejich vysek
vétsi nez vzdalenost mezi nimi. Zaroven zadny strom neni vyssi nez 100 metrt. Pepa by chtél kolem
svych stromt postavit ohradu. Dokazte, Ze stac¢i ohrada dlouha 200 metru.

ULOHA 7. (5 BoD)
Najdéte vsechny n-tice redlnych ¢isel a1, a2, ..., an, které jsou feSenimi cyklické soustavy rovnic

2
ay +a1 —1=as,

2
a3 +a2 —1=ags,

a%-{-an—l:al.

ULOHA 8. (5 BODD)
Jsou dany dvé n-tice kladnych realnych ¢isel ai,a2,...,an a x1,x2,...,Tn, pro néz plati

ai+ax+---+ap=x1+xT2+ - +TH = 1.

Dokazte, ze
n—2 " aimz
2 E rviz; < —— + E L

LT =y ‘ 1 fai’

1<g i=1

kde v sumé na levé strané s¢itdme x;x; pro vSechny dvojice indexu (i,7) spliujici 1 <i < j < n.

1 Formalné fe¢eno tedy entové predstavuji strom. O stromech se lze vice dozvédét v serialu Letem
grafovym svétem zde: https://prase.cz/archive/34/seriall.pdf.



Entové a n-tice

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Entové maji listy tvaru rovnoramenného pravouhlého trojihelniku o délce odvésny 1 rozdélené na
podobné trojuhelnicky s délkou odveésny %, kde n je vék enta. Trojuhelnicky orientované stejné
jako ptuvodni trojuhelnik jsou tmavé, ty opacné orientované jsou svétlé. Ent Stromovous ma 5 let
a ent Stromovlas 4 roky. Listy kterého z nich maji vice tmavé plochy?

Priklad listu pro n = 3.
(Marian Poljak)
RESEN(:
V&imnéme si, ze list n-letého enta je rozdélen na n? malych trojuhelnickd, nebot délka odvésny
malého trojihelnicku je % a tedy jeho obsah je 7%2 obsahu listu. Tmavych trojihelnicka je ve spodni

vrstvé n, ve vrstvé nad ni n—1, nad nimi n—2, atd. Celkem tedy mame n+(n—1)+---+1 = "("T'H)

tmavych listt.
Nyni uz snadno dopocteme, Ze pomér poctu tmavych trojuhelnicku ku celkovému poctu troja-
helnicku na listu je
sn(n+1)  n+t1
n2 T oon
Protoze jsou vSechny trojuhelnicky stejné velké, bude pomér obsahu tmavé plochy ku obsahu celého
listu také takovy.

Vidime, #e &m starsi ent je, tim ma méné tmavé plochy (nebot funkce 2L je klesajici). Do-
’ 2n

sadime hodnoty pro Stromovouse: 2t = 3 = 60 %; a Stromovlase £t = 2 = 625 %; a tim
2.5 5 2.4 8

ovérime, ze Stromovlas ma tmavsi listy.

PoOzNAMKY:

Témér vSechna FeSeni dosla ke spravnému vysledku a vétsinou, podobné jako vzorak, pocitala pocet

tmavych trojuhelnickt a k tomu bud pocet svétlych nebo pocet vsech. Nékteii odvodili obecny

vzorec pro libovolny vék enta, nicméné stacilo i spocitat obsahy tmavé plochy pro zadané hodnoty.
(Michal Tépfer)



Uloha 2.

Pro prirozené cislo n zjednodusSte vyraz
12222432 424 ... 4 2n—-1)2 - 2n)%2 4+ (2n+1)2.
(Maté&j Dolezélek)

RESENI:

Nejprve zprehazime poradi s¢itanct a kromé jednicky je poparujeme do zavorek:
14+ (32 —22) 4+ (52 —4%) + - + ((2n+1)2 - (2n)2>.
Pak z&vorky rozlozime na souéin podle zndmého vzorce a® — b2 = (a — b) (a + b):
1+(3-2)B+2)+(5-4)(5+4) + -+ ((2n+1)7(2n))((2n+1)+(2n)).

Vsimneme si, ze kazda leva zavorka vznikla z rozkladu je rovna 1, protoze je tvaru (k+ 1) — k. Po
odstranéni zavorek tohoto tvaru dostaneme

1+(B+2)+(G+4)+ -+ ((2n+1)+(2n)).
Nyni se zbavime zavorek a usporddame cleny, ¢imz
142+34+445+2n+ (2n+1).

Zadany vyraz jsme upravili na soucet prirozenych ¢isel od 1 do 2n + 1. Pro vypocet si k souctu
pfidame jesté nulu, ¢imz hodnotu nezménime, a budeme scitat ¢isla od 0 do 2n + 1. Poparujeme
prvni a posledni ¢len souctu, druhy a predposledni a tak dal. Soucet kazdého tohoto paru je 2n+ 1.
Celkem je téchto parta 2”—;2 = n + 1. Jejich soucet je tedy

(n4+1)-(2n+1) =2n% + 3n + 1.

POzZNAMKY:

K vysledku se slo dostat mnoha zptsoby, ten uvedeny je asi nejpfimocaiejsi. Ve vSech feseni bylo
v néjakou chvili potfeba secist aritmetickou posloupnost, obcas trochu osklivéjsi nez tu ve vzorovém
feseni. Slo se pti tom odvolat na to, Ze je to znama véc, a nebylo potieba to néjak vic rozepiso-
vat. Po tomhle odvolani se ale nékolik fesitelu jalo dokazovat funkénost vzorce, ktery jim vysel,
matematickou indukci. To je zbytecné, kdyz uz véfime vzorcim na soucet aritmetické rady.
Neékolik Fesiteltl také béhem tuprav ztratilo jednicku. Tato feSeni vyuzivala trochu jiné myslenky
na zacatku. Je dobré u podobnych uloh otestovat vysledny vzorec pro par hodnot. Z toho by bylo
hned vidét, Ze vysledek je skoro spravné a ztracena jednicka by se op&t nasla. (Martin Hubata)



Uloha 3.
Ukazte, ze do roviny nelze nakreslit devitici usecek tak, aby kazda usecka protinala pravé tii jiné
usecky. (Natélia Bétorova)
RESENT:
Pro spor piedpokladejme, e takova situace existuje. Rekneme, e a protind b, pokud maji n&jaky
spole¢ny bod. Vsimnéme si, Ze takto definované protnuti chapeme pro kazdou dvojici pfimek dva-
krat (a protind b a b protind a). Zaroven ale protnuti neni to stejné co priseéik (napf. jednim
bodem muzou prochézet t¥i pfimky, potom vSak v tomto bodé dochazi k Sesti protnutim).

Pokud se ma kazda z deviti tsecek protinat s tfemi dalsimi, musi celkem dojit k 27 protnutim.
Protoze ale pocitame kazdé protnuti dvakrat, musi jich celkové byt sudy pocet, coz 27 neni, ¢imz
dochéazime ke sporu.

POZNAMKY:
Vétsina fesiteltt postupovala spravné a dosahla plného poétu bodii. Reseni ¢asto vyuzivala grafovych
nastroju a terminologie, coz zpravidla vedlo k elegantnim formulacim. Mnozi ztotoznovali protnuti
s pruseciky, nacez museli n€kolikanasobna protnuti oSetfit jako specidlni pfipady. Paritu protnuti
vsak nebylo nutné dokazovat pro kazdy pocet tsefek zvlast — stadilo si uvédomit, Ze protnuti
v situaci s n use¢kami bude n - (n — 1), coz je vzdy sudé Eislo.

Neékolik resitelt se spletlo a tlohu dokazovalo pro pfimky namisto tsecek, coz je ovsem oslabeni

tlohy, za néz nebylo mozné udélit Zadné body. (Daniel Perout)
Uloha 4.
O n-tici a1, a2, ...,an Fekneme, ze je skoro rostouct, pokud obsahuje kazdé ¢islo od 1 do n pravé

jednou a spliiuje soucasné

(i) a; < aj42 pro vSechnal <i<mn—2,

(ii) a; < aj+3 pro vSechna 1 <i<mn — 3.
Dokazte, ze pocet skoro rostoucich n-tic pro dané n je Fyp41, kde F}, znaci k-té Fibonacciho cislo
definované pomoci Fo =0, F} = 1 a rekurence Fy = Fy,_1 + Fy_o pro k > 2. (Josef Minafik)

RESEN:
Provedeme dtikaz (silnou) indukci. Zjistime, Ze pocet skoro rostoucich n-tic je ddn rekurzivnim
vztahem jako podet skoro rostoucich (n — 1)-tic plus pocet skoro rostoucich (n — 2)-tic.

V prvnim kroku indukce budeme muset ovéfit platnost pro n = 1 a n = 2. Pokud bychom ovérili
pouze prvni pfipad, nemohli bychom indukéni krok pro n = 2 pouzit, nebot bychom potfebovali
znat jak pocet 1-tic, tak pocet O-tic, které ale ze zaddni neexistuji (n-tice ma obsahovat &isla od 1
do n, 0-tice proto nemuze existovat). Nyni uvazujme jen ty n-tice, které obsahuji ¢isla od 1 do n:
je jen jedna takové 1-tice, a to (1) (pocet je roven Fp = 1) a jsou jen dvé dvojice, tj. (1,2) a (2,1)
(pocet je roven F3 = 2). Podminky (i) a (ii) ze zadani jsou splnény trivialné (i by mélo byt mezi 1
a —1 ¢i 0 v prvni podmince, respektive —2 ¢i —1 ve druhé podmince, coz nikdy nenastane).

V indukénim kroku bychom chtéli zjistit pocet skoro rostoucich n-tic pro n > 3, pfitom pfedpo-
kladame, Ze pocet skoro rostoucich (n — 1)-tic je F,, a pocet skoro rostoucich (n — 2)-tic je Fp—1.

Uvazme libovolnou skoro rostouci n-tici. Cislo n miize byt pouze na pozici n — 1 nebo n. Pokud
by existovalo i < n — 2 takové, Zze a; = n, pak by existovalo i ¢islo a;42, které by z podminky (i)
muselo byt (ostie) vétsi nez a; = n. Ale vybirdme pouze ¢isla z intervalu (1,n), proto k takové
situaci nemuize dojit. Mizeme tedy rozlisit dvé skupiny skoro rostoucich n-tic:

(a) m-tice, kde je n na posledni pozici,

(b) n-tice, kde je n na predposledni pozici.
Skupiny (a) a (b) potom ani (zfejmé&) nesdili, ani nevynechévaji (viz vyse) zaddnou skoro rostouci
n-tici.

Skupina (a): Cisla 1 az n — 1 rozmistujeme na prvnich n — 1 pozic. Zaroven vime, Ze se bude
muset jednat o skoro rostouci (n—1)-tici. Pokud je (n—1)-tice skoro rostouci, pak rozsifenim o n na
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n-té pozici ziskame také skoro rostouci posloupnost. (Cislo n na konci spliiuje obé dvé podminky.)
Proto n-tic ve skupiné (a) bude pravé tolik, jako je skoro rostoucich n — 1-tic, kterych je Fi,.

Skupina (b): Jaké ¢islo mize byt na posledni pozici? Toto ¢islo musi byt vétsi nez ¢isla na
pozicich n — 2,n — 4,... z podminky (i). Zarovent z podminky (ii) musi byt vétsi nez &islo n — 3,
které je z podminky (ii) zase vétsi nez ¢isla na pozicich n —5,n—7, ... Tedy &islo na posledni pozici
musi byt vétsi nez kazdy prvek n-tice kromé ¢isla na predposledni pozici. Na posledni pozici proto
muze byt pouze ¢islo n — 1. Uréité na prvnich n — 2 pozicich musi byt ¢isla 1 az n — 2 rozmisténa
tak, aby tvofila skoro rostouci (n — 2)-tici. Zarovei ale rozsifeni libovolné skoro rostouci (n — 2)-tice
o ¢isla n a n — 1 bude znovu skoro rostouci n-tice — podminky budou splnény, nebot n i n — 1 jsou
ostte v&tsi nez kterékoli z ¢isel 1 az n — 2. Proto skoro rostoucich n-tic ve skupiné (b) je pravé tolik,
jako je skoro rostoucich (n — 2)-tic, kterych je Fy,_1.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze skoro rostoucich n-tic je pravé F, + Fy,—1 = Fp 41, jak jsme chtéli
dokazat.

POZNAMKY:

Téméf vsichni fesitelé se vydali cestou indukce a zdarné se dobrali cile. Casto ale chybélo ovéteni
poctu n-tic pro n = 2. I sebelepsi indukéni krok se muze rozbit, kdyz neplati predpoklady — ze
zname pocet (n — 1)-tic i n-tic. (Klara ,, Kldtra“ Pernicova)

Uloha 5.

V lese zije n enti a jedna veverka. Entové stoji na misté, nékteré dvojice z nich jsou si pritom dost
blizko na to, aby mezi nimi zvladla veverka pieskocit. Shodou okolnosti jsou entové rozestaveni tak,
Ze mezi libovolnymi dvéma z nich existuje pravé jedna cesta, po které miize veverka preskakat.'
Vzddlenosti dvou entu rozumime pocet skoku, které veverka potiebuje k tomu, aby se mezi nimi
presunula. Osamélost enta definujeme jako soucet jeho vzdéalenosti od vSech ostatnich enti. Do-
kazte, ze pokud se osamélosti nékterych dvou entt lisi pravé o 1, pak je n liché. (Radek Olsak)
RESEN(:

Ulohu budeme dokazovat obménou, vyuzijeme tedy ekvivalenci

(A = B) <= (-B = -A).

Nejprve si zadani lehce zobecnime, pficemz tvrzeni ze zadani snadno plyne ze zobecnéné verze.
Dokéazeme, Ze pokud je rozdil néjakych osamélosti lichy, tak n je liché. Obménou tohoto vyroku
(tedy vyrokem ekvivalentnim) je, Ze pokud je n sudé, tak rozdil libovolnych dvou osamélosti bude
sudy.

Zvolime libovolnou hranu stromu (dvojici enttl). Necht se vrcholy (entové), mezi kterymi hrana
vede, jmenuji A a B. Nyni tuto hranu odebereme a tim rozdélime strom na dvé komponenty
souvislosti. Pojmenujme je C4 a Cp podle vrcholu, ktery obsahuji; necht maji m a n —m vrcholi.
Osamélost vrcholu A v C 4 je O a osamélost B v Cg je Op.

Nyni si vSimneme, ze v puvodnim stromu je délka cesty mezi B a vrcholy v C'4 o 1 delsi nez
mezi A a vrcholy z Cy4. (Zde si vytvofime fiktivni cestu z A do A s délkou 0, aby délka z B do A
byla o jedna delsi.)

Osamélost B v puvodnim grafu nazvéme op. Komponenta C4 obsahuje m vrcholi, tedy

op =0+ 04 +m.
Obdobné ziskame, ze osamélost A je
0o4=0B+04+n—m.

1 Formalné fe¢eno tedy entové predstavuji strom. O stromech se lze vice dozvédét v serialu Letem
grafovym svétem zde: https://prase.cz/archive/34/seriall.pdf.
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Osameélosti odecteme a ziskdme
op—04=0+04+m—(0p+04+n—m),

coZ upravime na
ogp — 04 = 2m — n.

Pokud je n sudé, tak i rozdil op — 04 je sudy, a tedy osamélosti obou vrcholti maji stejnou
paritu. Pokud maji osamélosti kazdych dvou sousednich vrcholid stejnou paritu, musi mit stejnou
paritu i osameélosti libovolnych dvou vrcholi.

Tedy rozdil osamélosti libovolnych dvou vrchold je sudy, pokud n je sudé. To uz nam staci,
nebot diky obméné z toho plyne i tvrzeni ze zadani.

POzZNAMKY:

Vétsina spravnych FeSeni pouzivala podobnou myslenku. Nékterd feseni byla velmi velmi dlouh4,
takova dostala —i. (Vojta ,,Dldza“ Gadurek)
Uloha 6.

Ent Pepa ma ve svém lese nékolik stromu. Vsiml si, ze pro kazdé dva z nich je rozdil jejich vysek
vétsi nez vzdalenost mezi nimi. Zaroven zadny strom neni vyssi nez 100 metri. Pepa by chtél kolem

svych stromu postavit ohradu. Dokazte, ze staci ohrada dlouha 200 metri. (Lenka Kopfovd)
RESENT:
Uvazujme les s n stromy. Vysky stromi ozna¢me hy, ..., h, tak, ze plati

h1 >hg >hg > > hp_1> hn,

vysky hi ke stromu vysky ha, odtud ke stromu vysky hs az ke stromu vysky h,, odkud ohradku
povede zpét ke stromu vysky hi. Délku ohradky oznacime ¢. Tuto délku mizeme vyjadfit jako
soucet délek tsekt vedenych mezi jednotlivymi stromy. Jelikoz plati, ze vzdalenost mezi dvéma
stromy je mensi nez rozdil jejich vysek, tak

|h1 — ha| + |ha — h3| 4 |h3 — ha| + - + [hn—1 — hn| + |hn — h1| > £
Protoze pro 1 < i < n — 1 plati h; > h;41, mizeme odstranit absolutni hodnoty a dostavame
hi —ha+hy —hs+hs—ha+- -+ +hn-1—hpn—hn+h1 >¢
kde se vSechny vysky kromé hi a h, odec¢tou. Dostaneme tedy
2h1 — 2hy > L.

Jelikoz nejvyssi strom s vyskou hi muze mit nejvySe 100 metrd a nejnizsi strom musi mit vice nez
0 metru, plati
100 — 0 > h1 — hp,
200 > 2h1 — 2hpn > L.

Pepovi tedy bude na jeho ohradku stacit 200 metrt, coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feSeni se ubirala spravnym smérem, v nékterych pripadech se nepodarilo myslenku
ukézanou na pripadu pro tfi nebo ¢tyfi stromy zobecnit pro libovolné rozestavéni n stromt. Déle
se d& ukazat, Ze takovouto ohradku délky ¢ lze upravit na konvexni obal vSech stromii (tedy na
péknou ohradku tvofenou konvexnim mnohothelnikem), p¥i¢em?z nové ohrddka nepfesdhne délku
4, coz lze dokazat z trojuhelnikové nerovnosti. (Klarka Grinerové)



Uloha 7.

Najdéte vsechny n-tice realnych cisel a1, a2, ..., an, které jsou feSenimi cyklické soustavy rovnic

2
ai +a1 —1=as,

2
a3 +az2 —1=a3s,

ai +anp—1=a1.
(Josef Minarik)

RESEN(:
Sectenim vSech rovnic v zadéani ziskame

ai+a5+--+ap+a1+az+ - +an—n=az+az+--+an+a,

coz muzeme upravit na

2 2 2
ai+az+---+a, =n.

Upravenim v8ech rovnic do tvaru a; (a; + 1) = a;+1 + 1 a jejich vyndsobenim déle ziskame

a1az - -an - (a1 +1) (a2 +1) - (an+1)=(a1+1) (a2 +1) - (an +1). (%)
Nejprve uvazujme piipad, kdy pro néjaké j plati a; = —1. Pak jisté aj11 = aJZ- +a; —1= -1,
tedy i aj41 je rovno —1 a indukci mdme a; = —1 pro vSechna i. Je jasné, ze toto je feSeni piivodni

soustavy.
Dale tedy necht zadné a; neni rovno —1, tudiz mizeme v rovnici (x) vydélit pravou stranou,
¢imz ziskame
ajag---ap =1,
a%a%nai =1.

Pouzitim AG-nerovnosti na (nezéporn4) &isla a? potom ziskdme

V AG-nerovnosti tedy musi nastat rovnost, k ¢emuz dojde, jen pokud plati a? = 1 pro kazdé i.
Jelikoz ale zadné z a; neni rovno —1, musi byt vSechna rovna 1. Snadno ovéfime, ze se jedna o fesSeni
soustavy.

Maéame tedy pravé dvé feseni, a to (1,1,...,1) a (=1,-1,...,—1).

POZNAMKY:
Reseni, ktera se vydala stejnym smérem jako vzorové, zpravidla zdarné dospéla k cili. Reseni, ktera

se snazila rozebirat ptripady podle velikosti nékterého a;, naopak vétsinou mnoho bodu neziskala.
(Véclav Janédcek)



Uloha 8.

Jsou dany dvé n-tice kladnych realnych cisel a1,az,...,an a 1,22,...,Tn, pro néz plati
a1 taz+-+an=x1+22+ - +Tn=1

Dokazte, ze
n

n—2 a;z2
2y miz; < —— —t
Z = n—1+_Z 1—a;
1<J i=1
kde v sumé na levé strané scitame x;x; pro vsechny dvojice indexii (i,7) spliujici 1 <4 < j < n.
(Magdaléna Misinova)

RESEN{:
Vime, ze
1= (214 +an)? = (@} +23+ - +22) +2) zizy,

i<j

muzeme tedy nerovnost upravit na

n—2 " aix?
1= (@t +a5 4 +ap) < +Y T

n—1 — l—ai
n—2 " a;x2
1- < 442,
n—lf.z<1—ai ¢
=1
1 n x?
< 1
n—1 _;lfai

Nyni pouzijeme zndmou Cauchyho-Schwarzovu nerovnost, konkrétné jeji sikovny tvar urceny
k odhadu sou¢tu zlomku (tzv. CS zlomkobijec). Poté vyuzijeme podminek ze zadani, ¢imz je uloha
vyTesena:

n

i Ti S (21:1%’)2 _ 1

l—a; Y0P, (1-a;) n-1

POZNAMKY:

Kromé originalniho feseni od Ondreje Lukese se vSechna spravna feseni vydala timto smérem. Pro
vice informaci o Cauchyho-Schwarzové nerovnosti a obecné o technikach pro feseni podobnych uloh
bych rad odkézal ¢tenafe na knihu Zdoldvani nerovnosti. (Marian Poljak)



