Trojuahelniky

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 12.DUBNA 2021

ULona 1. (3 BODY)
Najdéte nedegenerovany trojuhelnik, ktery neni pravouhly a lze rozdélit na 5 trojuhelnikt, které
mu jsou podobné.

ULOHA 2. (3 BODY)
Lucka upekla dort ve tvaru pravidelného n-thelniku, kde n > 4. Nejprve jej po obvodu potfela
polevou a nasledné jej nékolika rovnymi Fezy rozfezala na trojuhelnikové dilky, jejichz vSechny
vrcholy jsou vrcholy ptivodniho n-thelniku. Dokazte, ze dilkd, které maji dvé své strany potfené
polevou, je pravé o 2 vice nez dilki, které nemaji polevou potfenou zadnou stranu.

ULOHA 3. (3 BODY)
Lenka ma nekone¢ny ubrus, na kterém je trojuhelni¢kova sit. Kazdy trojuhelni¢ek je budto ¢erveny,
nebo modry, pfiCemz obarveni spliiuje nasledujici podminky:

(i) T¥i trojuhelnicky, které dohromady tvoii lichobéznik (na obrazku vlevo), nikdy nejsou
vybarveny stejnou barvou.

(ii) T¥i trojuhelnicky, které jsou uspofadané do trojuhelniku (na obrazku vpravo), nikdy nejsou
vybarveny stejnou barvou. Na barvé ¢tvrtého prostiedniho trojihelnicku pritom nezalezi.

Matgj vysttihl z ubrusu Sestitthelnik o strané 2 (st¥ihal jen po strandch trojuhelnickti). Dokazte, ze
na vystrizeném Sestitthelniku musi byt stejny pocet cervenych a modrych trojuhelnicku.

ULOHA 4. (5 BOD®)
V roviné lezi trojuhelnik ABC' s nejkratsi stranou BC. Na stranach AB, AC jsou po rfadé dany
body K, L tak, ze |BK| = |BC| = |CL|. Bod M je priuse¢ik BL s CK a bod I je stied kruznice
vepsané trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze M1 1 BC.



ULoHA 5. (5 BODD)
Necht je ABC rovnoramenny trojthelnik s |AB| = |AC|. Na polopfimce opa¢né k CB lezi bod D a
pfimka AD protind kruznici opsanou ABC podruhé v bodé K. Bod E je umistén tak, aby ACDFE
byl rovnobéznik. Kruznice, kterd se dotykd AB v bodé A a DE v bodé E, protind pfimku AD
podruhé v bodé L. Dokazte, ze |AK| = |DL|.

ULOHA 6. (5 BoD)
V rovnoramenném trojuhelniku ABC plati |AB| = |AC|. KruZnice w1 se stfedem O1 se dotykd AB
v bodé B. KruZnice w se sttedem O3 se dotykd AC' v bodé C' a kruznice wi v bodé X. Pfimka BC
protne kruznice wi, w2 podruhé po fadé v bodech Y, Z. Ozna¢me O stied kruznice opsané XY Z.
Pfimka OO; protne AC v bodé G, analogicky OO protne AB v bodé H. Dokazte, ze A je stfed
kruznice opsané GHO.

ULOHA 7. (5 BoD)
Je dan trojuhelnik ABC s kruznici opsanou w. Osa thlu <{BAC protne stranu BC' v E a kruznici
w podruhé v D. Zvolme na BC bod F. Body M, N jsou umistény po fadé na AB, AC tak, aby
platilo |AM| = |CF| a |AN| = |BF|. Pf¥imky DE, DF protnou M N po fadé v G, H. Dokazte, ze
G, H, E, F lezi na jedné kruznici.

ULoHA 8. (5 BODU)
Méjme kosoctverec ABCD s kruznici vepsanou w a uvazujme na strané AB bod P. Te¢na z bodu
P ke kruznici w rizné od pfimky AB protina stranu AD v bodé ). Dokazte, ze obsah trojuhelniku
CPQ nezavisi na poloze P.



Trojuahelniky

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENI
Uloha 1.

Najdéte nedegenerovany trojuhelnik, ktery neni pravouhly a lze rozdélit na 5 trojihelniki, které
mu jsou podobné. (Josef Minarik)
RESEN(:

Resenim je rovnoramenny trojtihelnik s thlem 120° mezi rameny. MiiZeme jej rozdélit na 5 mensich,
které jsou mu podobné — viz obrazek.

Nejprve oddélime dva trojuhelniky, jejichz zdkladny budou splyvat s rameny puavodniho troja-
helniku Jednoduchym vypoétem thla zjistime ie nam zbyvé rovnostranny trojﬁhelnik. Ten potom

POZNAMKY:

Tento trojuhelnik je jediny vyhovujici zadani, neni to ale jednoduché dokazat. Kdybychom vyne-
chali podminku, Ze mensi trojuhelniky maji byt podobné tomu pivodnimu, bude feseni dokonce
hned 9. Pokud vés zajima, jak takova feseni vypadaji, najdete je spole¢né s dikazem, ze zadna jina
neexistuji, v tomto ¢clanku:

www.researchgate.net/publication/220452374_Dissection_of_a_Triangle_into_Similar_Triangleq

Dale bych chtél zminit, ze kdyz v zadani pozadujeme najit konstrukci, muzete se spolehnout, ze
existuje. Nékteri resitelé se totiz snazili dokazat, ze zadny vyhovujici trojuhelnik neexistuje.
(Josef Minarik)

Uloha 2.

Lucka upekla dort ve tvaru pravidelného n-thelniku, kde n > 4. Nejprve jej po obvodu potrela
polevou a nasledné jej nékolika rovnymi fezy roziezala na trojuhelnikové dilky, jejichz vSechny
vrcholy jsou vrcholy ptivodniho n-tthelniku. Dokazte, ze dilku, které maji dvé své strany potiené

polevou, je pravé o 2 vice nez dilku, které nemaji polevou potfenou zadnou stranu.
(Lenka Kopfovd)


www.researchgate.net/publication/220452374_Dissection_of_a_Triangle_into_Similar_Triangles

RESEN(:
Oznacéme zo, x1 a x2 po fadé pocty dilku dortu s zadnou, jednou a dvéma stranami potfenymi
polevou. Pocet vSech trojuihelnikt je zfejmé n — 2, tudiz

rog+ 21+ 22 =N — 2.

Pocet stran potienych polevou je dohromady n, nebot byly potfeny vSechny strany ptivodniho
n-thelnika. Zaroven xo trojuhelniki ma potiené dvé strany a x1 trojihelnikii ma potfenou jednu
stranu. Plati tedy

2x9 +x1 = n.

Odectenim prvni rovnice od druhé ziskavame zg —xg = 2, takze dilkt se dvéma stranami potfenymi
polevou je o 2 vice nez dilki bez polevy, coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

Z doslych reSeni priblizné polovina postupovala viceméné shodné se vzorovym fesenim a druha
polovina tlohu fesila indukci. Reseni indukci také vedla k cili, ale byla nachylngjsi k nejasnym ¢&i
mlhavym argumentacim. (Lenka Kopfovd)

Uloha 3.
Lenka mé nekoneény ubrus, na kterém je trojiihelnickova sit. Kazdy trojuhelni¢ek je budto cerveny,
nebo modry, pricemz obarveni spliuje nasledujici podminky:

(i) TFi trojuhelnicky, které dohromady tvori lichobéznik (na obrdzku vlevo), nikdy nejsou
vybarveny stejnou barvou.

(ii) T¥i trojuhelnicky, které jsou usporddané do trojuhelniku (na obrdzku vpravo), nikdy nejsou
vybarveny stejnou barvou. Na barvé ¢tvrtého prostiedniho trojihelnicku pfitom nezalezi.

Matéj vystiihl z ubrusu Sestithelnik o strané 2 (stiihal jen po strandch trojihelnickii). Dokazte, Ze
na vystfrizeném Sestithelniku musi byt stejny pocet ¢ervenych a modrych trojuhelnicki.
(Josef Minarik)

RESENI:

Vsimnéme si, ze kazdy rovnostranny trojuhelnik v siti se stranou délky 2 musi obsahovat dva
Cervené a dva modré trojihelnicky. Jinak by totiz obsahoval alespon tfi trojuhelnicky stejné barvy,
tudiz by musely bud vSechny t¥i rohy mit stejnou barvu a byla by porusena podminka (ii), nebo
by musel stiedovy trojuhelni¢ek mit stejnou barvu jako dva rohové, ¢imz by vznikl lichobéznik a
byla by poruSena podminka (i).



Sestitithelnik o strané délky 2 vsak miizeme rozstiihat na 6 trojuhelniki o strané délky 2. Jeli-
koz kazdy z nich obsahuje stejné Cervenych a modrych trojuhelnicki, tak i cely Sestitthelnik musi
obsahovat stejny pocet trojuhelnicka obou barev.

POZNAMKY:

Vétsina feSeni si s tlohou poradila podobnym zptsobem jako vzorak, ¢imz si zaslouzila krasné
hodnoceni 3 bodu za 3. tlohu 3. jarni série. Nékteri fesitelé misto Sestitthelniku o strané 2 vyplinovali
nestrhavat body. Spousta symetrii v tloze svadéla k prochazeni vSech moznosti, skute¢né jich pti
spravném pristupu nebylo az zas tak moc. Bylo vSak pomérné komplikované skute¢né projit vsechny
z nich (a presvédc¢it mé o tom, Ze jsou to skuteéné vsechny), takze jsem nakonec né&jaky ten bodik
strhnul. (Danil Kozevnikov)

Uloha 4.

V roviné lezi trojuhelnik ABC' s nejkratsi stranou BC. Na stranach AB, AC jsou po fadé dany
body K, L tak, ze |BK| = |BC| = |CL|. Bod M je priise¢ik BL s CK a bod I je stfed kruznice
vepsané trojihelniku ABC. Dokazte, ze M1 1 BC. (Matéj Dolezalek)

RESEN(:

Trojuhelnik K BC' je rovnoramenny se zikladnou KC|, takZe osa thlu u B v ném splyva s vyskou
na stranu KC. Na ose thlu u B ptritom lezi stfed kruznice vepsané, takze BI 1 CK = CM.
Analogicky plati CI 1 BM, takze I je prusecik vysek (ortocentrum) v trojuhelniku BCM. Potom
jim vsak musi prochazet i treti vyska v BCM, takze MI 1 BC, jak se mélo dokazat.

POZNAMKY:

Uloha byla jednoduché a drtiva vétsina FeSeni obdrzela plny pocet bodii. Néktefi namisto postupu
s ortocentrem néco vyuhlili nebo spocitali, ¢imz v podstaté jenom ve specidlnim piipadé trojuhel-
niku BC'M dokazovali, ze vysky se skute¢né protinaji v jednom bodé. (Matéj Dolezalek)

Uloha 5.

Necht je ABC rovnoramenny trojuhelnik s |AB| = |AC|. Na polopfimce opa¢né k CB lezi bod D a
pfimka AD protina kruznici opsanou ABC podruhé v bodé K. Bod E je umistén tak, aby ACDE
byl rovnobéznik. Kruznice, ktera se dotyka AB v bodé A a DE v bodé E, protinad primku AD
podruhé v bodé L. Dokazte, ze |AK| = |DL]|. (Matéj Dolezalek)



RESENI:
Ukazeme, ze trojuhelniky DLE a AKC jsou shodné, z ¢ehoz uz jednoznacéné plyne |AK| = |DL]|.
Jelikoz ACDE je rovnobéznik a body K a L lezi na jeho uhlopfi¢ce AD, plati |AC| = |DE| a
|[<CAK| = |[<LDE)|. Stadi nam tedy ukazat, ze |[TAKC| = |[<{DLE|.

Oznaéme |[JAKC| = a. Ctytahelnik ABCK je tétivovy, a proto |<TABC| = 180° — a. Necht
P je prise¢ik piimek AB a DE, pak diky rovnobéZnosti piimek BC a AE mame |{PAE| =
|<TABC| = 180° — . Uhel <{PAF je ale tsekovym tihlem k obvodovému tthlu <ALE, a tudiz

|<<DLE| = 180° — |[<ALE| = 180° — |[<PAE| = a,

coz jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:

Uloha se dala celkem snadno vyfesit pomoci trochy thleni. To potvrdila i p¥i§la feeni, z nichz
témér vsechna si zaslouzila plny pocet bodi. (Jédchym Solecky)
Uloha 6.

V rovnoramenném trojuhelniku ABC plati |AB| = |AC|. Kruznice w1 se stiedem O1 se dotykd AB
v bodé B. Kruznice wa se stfedem O3 se dotyka AC v bodé C' a kruznice wy v bodé X. Piimka BC'
protne kruznice wi, we podruhé po fadé v bodech Y, Z. Oznac¢me O stred kruznice opsané XY Z.
Piimka OO; protne AC v bodé G, analogicky OOg2 protne AB v bodé H. Dokazte, ze A je stied
kruznice opsané GHO. (Radek Olsék)

RESEN(:
Predpokladejme, ze situace vypada jako na obrazku nize, tedy zZe kruznice wy a wg maji vnéjsi dotyk
a lezi vuci stranam AB, AC ve stejnych polorovinich jako samotny trojuhelnik. Dalsi mozZnosti,
analogicky, pfipadné by v ditkazu nize stac¢ilo pouzit orientované tihleni.

Nejprve dokdzeme, Ze pfimka AX je rovnéz te¢nou k obéma kruznicim w1, wa. Plyne to z toho,
%e bod A ma4 stejnou mocnost |AB|? = |AC|? k ob&ma kruznicim, a tedy lezi na jejich chordéle.!

IPokud nevis, co je to mocnost bodu ke kruznici, lze se o ni do¢ist v tomto piispévku:
lhttps://prase.cz/library/Mocnost AChordalyJT /Mocnost AChordalyJT.pdf.

4



https://prase.cz/library/MocnostAChordalyJT/MocnostAChordalyJT.pdf

Zéroven z toho plyne |AB| = |AX| = |AC|, nebot ¢asti tecen ze spole¢ného bodu do bodu dotyku
jsou vzdy stejné dlouhé. Bod A je tedy stfedem kruznice opsané BXC.

Nasim cilem bude dokézat, zZe trojuhelnik HOG je obrazem trojihelniku BXC ve stejnolehlosti
z bodu A — z toho uz vyplyne, Zze A je také stiedem kruznice opsané HOG. K tomu nam staci
dokézat dvojici rovnobéznosti BX || HO, CX || GO a fakt, ze bod O lezi na pfimce AX.

Bod O lezi z definice na ose usecky XY. Tato osa je ale zaroven osou tthlu XO1Y, nebot XY je
tétiva. Ze stfedovych a obvodovych thla pro kruznici wy, kruznici opsanou BXC a XO2C A potom
postupné dostaneme

2|<(X0,0| = |[<XO0,Y| = 2|<{XBY| = 2|<<XBC| = |[<XAC| = 2|<02AC| = 2|02 XC| .

Z toho plyne, ze primky XC' a OG jsou rovnobézné. Analogicky dostaneme i druhou rovnobéznost
BX || HO.
K dikazu, ze O lezi na AX, opét sta¢i uvazovat stfedové a obvodové thly. Plati

|<AX00,| = % |[<<XOY| = |<XZY| = 180° — |[<<XZC| = % |<{X0:C].

Zaroven ale z dokdzané rovnobéznosti mame |<{XO010| = |<O2XC| a z Ghld v rovnoramenném
trojuhelniku XO2C' uz je tak ziejmé, ze |<IXO010]| + |[<XO0O:1| = 90°. V dusledku toho plati
[<KO1XO| =90°, a bod O tak skute¢né lezi na pfimce AX.

POZNAMKY:

Ackoli feSeni tlohy neni v principu moc slozité, loha musela pusobit na prvni pohled ponékud
nepfistupné, nebot pfislo relativné mélo feSeni. Vétsina doslych feSeni si neuvédomila, ze tloha
muze mit vice ruznych konfiguraci. Za to jsem se rozhodl bod nestrhavat a naopak jsem odmeénil
imaginarnim bodem feseni, kterd toto spravné odargumentovala. (Martin Raska)



Uloha 7.
Je dan trojiuhelnik ABC' s kruznici opsanou w. Osa tthlu <{BAC protne stranu BC' v E a kruznici
w podruhé v D. Zvolme na BC bod F. Body M, N jsou umistény po Fadé na AB, AC tak, aby
platilo |AM| = |CF| a |AN| = |BF|. Piimky DE, DF protnou MN po fadé v G, H. Dokazte, Ze
G, H, E, F lezi na jedné kruznici. (Radek Olsak)
RESEN(:
V feseni pouzijeme vétu o ose vnitfniho tihlu a Shooting lemma. Pokud o téchto tvrzenich slysis
poprvé, viz tieba tento piispévek: |https://prase.cz//library/SvrckuvBod VH/SvrckuvBod VH.pdf.
Predpokladejme, ze E a F' jsou ruzné body — pfipad E = F je trividlni. Ozna¢me R druhy prise-
¢éik DF s w, potom z obvodovych uhlua plati |[<TCAB| = |<CRB|. Jelikoz je D stied oblouku BC na
w, pfimka RD je osou thlu BRC'. Ze zadané podminky a véty o ose vnitiniho hlu v trojuhelniku
BRC tudiz vime, Ze

|AN| _|BF| _|BR|
|AM| ~ |FC| ~ |RC|
Tedy z véty sus jsou trojuhelniky ARBC a AANM podobné.
Nyni budeme orientované thlit, tedy <{(p, q) necht zna¢i orientovany thel mezi pfimkami p a ¢
modulo 180°. Z pfedeslé podobnosti a véty o obvodovém tthlu mame

<(AM, MN) = <(BC,CR) = <((BA, AR).

Protoze pfimky BA a AM jsou totozné, plyne z rovnosti thld AR || MN. Ze Shooting lemmatu
dale vime, ze EFRA je tétivovy, tedy

<(RA, RF) = <(EA, EF).
Z ptredchozi rovnobéznosti plyne <{(RA, RF) = <{(HG, HF), takZze dohromady
Q(HG, HF) = <(EG, EF)

neboli HGFE je tétivovy.

POZNAMKY:
Vétsina doslych feSeni byla spravné a postupovala podobné jako vzorové feseni. Objevilo se vSak i
feSeni pomoci projektivniho hybani s body. (Radek Olsak)


https://prase.cz//library/SvrckuvBodVH/SvrckuvBodVH.pdf

Uloha 8.

Méjme kosoctverec ABCD s kruznici vepsanou w a uvazujme na strané AB bod P. Te¢na z bodu
P ke kruznici w rizna od piimky AB protina stranu AD v bodé Q. Dokazte, Ze obsah trojihelniku
CPQ nezavisi na poloze P. (Pavel Hudec)

RESEN(:

Oznac¢me stfed kruznice w jako S, jeji polomér jako p a jeji body dotyku s AB, PQ, AD po tadé
jako E, F, G. Jelikoz obsah celého kosoc¢tverce ABCD je konstantni, stac¢i nam ukéazat, ze soucet
obsaht trojuhelniki APQ, PBC a QDC je konstantni. Ukdzeme si dva zpusoby, jak na to.

RESENf VZORCEM PRO OBSAH VZHLEDEM K POLOMERU KRUZNICE PRIPSANE:

Vysky kolmé na strany PB a QD v trojahelnicich PBC a QDC maji délku 2p. Obsahy trojuhelnikt
PBC a QDC jsou proto po fadé p-|PB| a p-|QD]|. K poéitani obsahu trojuhelniku APQ vyuzijeme
zndmy vzorec pro vypodet obsahu trojuhelniku vyuzivajici polomér kruznice pfipsané.? Jelikoz w
je kruznice ptipsand ke strané PQ v trojihelniku APQ, jeho obsah je %p~ (JAP| + |AQ| — |PQ)).
Soucet obsaht PBC, QDC a APQ je tedy roven

1
5P (AP +]AQ| — |PQI+2-|PB[+2-]QD]) =
1

= 5p ([AB| +|AD| = |PF| - |QF| + |PB| + |QDI) =
1

= 5p-(|AB| +[AD| - |PE| - |QG| + [PB| + |QD|) =

= 5p-(|AB| +|AD| + |BE| + |DG]),

coz je nezavislé na poloze bodu P.

2Vice o ném lze nalézt napiiklad zde (Tvrzeni 49): |https://prase.cz/archive/36,/uvodls.pdf.
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https://prase.cz/archive/36/uvod1s.pdf

RESENI PRES PODOBNOST:

Tentokrat vyuzijeme toho, ze obsah trojihelniku je roven poloviné soucinu délek dvou stran a sinu
thlu, ktery sviraji. Oznacime-li a velikost thlu <{BAD a a délku strany kosoc¢tverce ABC D, pak
je soucet obsahi APQ, PBC a QDC roven

%<|AP| -|AQ)| - sina + |BP| - |BC| - sin(180° — a) + |DQ)| - |DC| - sin(180° — a)) =
1
= ;sina- ((a—[BP)(a - |DQ) +a-[BP| +a-|DQ|) =

L. 2

5 sina (a + |BP]| - |DQ|)7

kde jsme vyuzili vztahu sin(180° — o) = sin . Staéi tedy ukézat, ze souéin |BP|-|DQ)| je nezavisly
na poloze bodu P. To dokdzeme pomoci toho, ze trojihelniky BSP a DQS jsou si podobné, a tedy
nas soucin je roven |BS| - |DS|, coz nezavisi na volb& bodu P.

Véimnéme si, ze |[<SBP| = |[I{SDQ| = 90° — ¢, takze |ABSE| = |[{DSG| = §. Zaroveii
pfimka SP puli thel <ESF a obdobné SQ puli thel <GSF'. Jelikoz B, S, D lezi v tomto potfadi
na piimce, tak uz nutné plati |[<TESP|+ |IGSQ| = 90° — 5, z cehoz

[<UBSP| +|<IDSQ| = 90° + = = 180° — |<LSBP| = |[<UBSP| + |<BPS),

a tedy |[{DSQ| = |[IBPS|. Protoze také |[<ISBP| = 90° — § = [ISDQ)|, trojihelniky BSP a
DQ@S jsou si podobné dle véty uu.

POzZNAMKY:

Vétsina poslanych feseni byla spravnd a casto po par geometrickych poznatcich tlohu néjakym
zpusobem dopocitala. I kdyz vétsina téchto pocitacich feseni nakonec vypadala stravitelné, casto
by jednoduchy geometricky argument podobny druhému vzorovému feseni uz tlohu dofesil, a to
v krat$im case. (Pavel Turek)



