Teorie nejen Cisel 2

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 8. UNORA 2021

ULona 1. (5 BODU)
Najdéte vSechna kladné prvocisla p, pro néz existuje pfirozené ¢éislo n splitujici p —1 | 2n+ 2 a
zéroveti p | 271 + 3.

ULOHA 2. (5 BoD®)
Pfirozena ¢isla a, x, y spliuji 22 — (a? + 1)y? = 1. Dokaite, ze a? | z — 1.

ULOHA 3. (5 BoD)
Je dano prirozené cislo k takové, ze p = 4k — 1 je prvocislo. Déle po dvou nesoudélnd pfirozena
&isla @, y, z spliwji 22 + 32 = z*. Dokaite, ze p | zy(z? — y?).



Teorie nejen Cisel 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENI{
Uloha 1.

Najdéte vsechna kladnd prvodisla p, pro néz existuje pfirozené ¢islo n sphiujicip —1 | 2n+2 a
zéroveni p | 271 + 3. (Matéj Dolezalek)
RESENT:

Ukazeme, ze vSechna feSeni jsou 2, 11 a 13.

Jako prvni rozeberme pripad p = 2, kde funguje n = 1, protoze pro splnéni podminek staci, aby
27—1 1 3 bylo sudé.

Dale predpokladejme p > 2. Zde mtzeme pouzit malou Fermatovou vétu spole¢né s délitelnostmi
ze zadani na to, abychom pro n vyhovujici zadéni vyjadfili dvojim zptisobem 22712, Z prvni
délitelnosti mame 2n + 2 = k(p — 1), takze dostaneme

22742 = ohl(p—1) = (2"*1)’“ =1"=1 (mod p).
Pokud naopak pouzijeme druhou délitelnost, vyjde
22712 =16.22(""D =16 (2" 1)? =16 - (=3)> = 144 (mod p).

Z toho uz plyne 144 = 1 (mod p). Po pfevedeni na jednu stranu dostavame 143 = 0 (mod p), tedy
p| 143 =11-13.

Prvocisla 11 a 13 naopak zadani skutecné splnuji. Snadno ovérime, ze pro p = 11 mizeme vzit
tifeba n = 4 a pro p = 13 kupiikladu n = 11.

POZNAMKY:
Uloha se nas pta na né&jakou délitelnost, kde se vyskytuje 2 umocnéna na vyraz v proménné n.
Uz to by nés mélo navést na malou Fermatovu vétu (popfipadé Eulerovu, ale mame zde prvoéislo,
takze staci Fermat).

Reseni, ktera byla ohodnocena étyfmi a vice body, sla cestou totoznou ¢&i velmi podobnou se
vzordkem. Jeden bod byl vetSinou strzen za ptipad okolo p = 2, kde mald Fermatova véta pro
zaklad 2 déla trochu neporadek. Dale jsem také strhéval za pouzivani pouze disledkovych tprav a

nasledného neprovedeni zkousky, na to pristé pozor! (Filip Cermék)
Uloha 2.

Prirozena éisla a, x, y spliuji 22 — (a? + 1)y? = 1. Dokaste, ze a? | x — 1. (Matéj Dolezalek)
RESEN(:

Oznaéme d = a2 + 1, potom je zadana rovnost obycejna Pellova rovnice. Podivejme se tedy na
jednotky v Z[v/d]. Pro w = a + v/d mdme N(w) = a2 — (a?2 + 1) = —1, tak¥e existuji jednotky
s normou —1, a proto i fundamentalni jednotka ma normu —1. Zaroveii w = a+ 1-1/d mé nejmensi
moznou slozku u V/d, takZe uz to uréité musi byt fundamentalni jednotka. P¥esn&ji, je-li v + vv/d
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jednotka a u,v > 0, pak v > 1 a z N(u + vv/d) = £1 plyne u? > —1 + dv® > —1 4+ d = a?, tedy
u > a. Dohromady u + vvd > a 4+ Vd = w, coz je tedy skuteéné fundamentalni jednotka.

Jelikoz ma tato fundamentalni jednotka normu —1, jsou feSeni Pellovy rovnice vyjadiena presné
jako mocniny w se sudymi exponenty. Ze zadani mame, Ze = + yv/d je feSeni Pellovy rovnice a
zaroveii jsou z i y kladnéa. To tedy znamend x 4+ yv/d = w?™ pro n&jaké pfirozené n. Binomickou
vétou roznasobime

2n 2n 2 2n 2n—1 2n
2n _ _2n 2n—1 2n—2 .
(a+Vd)?" =a +<1)a x/&+<2>a (x/&) + +(2n_1>a(\/&> +(\/&> }
Kdyz tedy v z + yvVd = (a+ \/8)2” posbirame racionalni ¢leny, dostaneme

2n 2n
2n 2n—2 2 m—1 n
d+ -+ d +d".
rea (2>a (2n—2>a

Vsechny séitance kromé posledniho obsahuji a v alespont druhé mocniné (a kombinaéni ¢isla jsou
cel4 ¢isla), takze modulo a? zbude

r=d"=(@*+1)"=0+1)"=1 (mod a?),

tedy a2 | x — 1.

POZNAMKY:

Vsechna spravna reseni postupovala zhruba stejnou cestou jako vzorak. Drobnou odchylnosti mohlo
byt, 7e se z fundamentalni jednotky w = a + v/d odvodi fundamentalni feseni Pellovy rovnice
w1 = w? = 2a2 +1+42aV/d, které se teprve mocni na n. Namisto binomické véty slo také postupovat

indukci podle n, coz je v principu jen jind formulace téhoz. (Matéj Dolezalek)
Uloha 3.

Je dano piirozené cislo k takové, ze p = 4k — 1 je prvocislo. Dale po dvou nesoudélnd prirozena
isla x, y, z spliuji ©2 + y? = zF. Dokazte, Ze p | xy(z? — y?). (Matéj Dolezalek)
RESEN(:

Nejprve si rozmyslime, Ze x + yi musi byt v okruhu Z[i] sou¢inem néjaké jednotky a k-té mocniny
né&jakého prvku, poté si délitelnost p | zy(z? — y?) interpretujeme jako néjakou multiplikativni
mnozinu S v kone¢ném télese Z[i]/(p) a nasledné tyto dva pohledy spojime dohromady.

Ukazme = 4 yi = u - o* pro néjaké o € Z[i] a jednotku u. Pokud k = 1, pak je to trivialni:
prosté vezmeme u = 1 a o = z + yi. Nadale predpokladejme k > 2. Rozlozme rovnost z2 + y2 = z*
v okruhu Z[i] na

(z + yi) (e — yi) = 2~
Nahlédnéme, Ze x + yi a  — yi jsou nesoudélna. Pro spor necht maji spoleéného délitele d € Z[],
ktery neni jednotkou. Potom d déli i

(z+yi) + (z — yi) = 22 a i(x — yi) —i(z + yi) = 2y,

takze norma N(d) je spoleénym délitelem celych &isel N(2x) = 422 a N(2y) = 4y>. Jenze x, y jsou
nesoudélnd, takze N(d) | 4. Zaroven by ale N(d) = 1 znamenalo, zZe d je jednotka, takze uz uréité
2 | N(d). To znaci
2| N(d) | N(z +yi) =2 +4° = 25,
takze z je sudé. Ze vzajemné nesoudélnosti uz pak musi = i y byt licha. Vzhledem ke kvadratickym
zbytktim mod 4 to diky k > 2 znamend 0 = 2k =22 4942 =14+1=2 (mod 4), coz je spor. Urcité
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jsou tedy x + yi a x — yi nesoudélna, takze podle tvrzeni o nesoudélnych mocninach z prvniho dilu
musi pro né&jaké o € Z[i] a jednotku u platit = + yi = ua®, jak jsme chtéli.

Nyni tento rozklad na chvilku odloZzme a podivejme se na Z[i]/(p). Jelikoz p dava zbytek 3
modulo 4, vime z prvniho dilu, Ze je to prvoéinitel v Z[i]. P¥islusny okruh Z[i]/(p) je tak obor
integrity a zaroveii mé jen koneéné mnoho (p?) prvki, takze je to téleso. Jeho prvky muizeme
zapisovat jako x + yi, kde = a y jsou prvky Zp.

Podivejme se na mnozinu

S ={z+yieZ[]/(p) : plati p | zy(x? — y?) a zéroveil x + yi # 0}

a ukazme, ze je multiplikativni. Jelikoz je p prvoéislo, délitelnost p | -y - (z — y) - (x + y) je
ekvivalentni tomu, Ze jedno z z, y, * + y nebo x — y je nula v Z,. Kdyz = 0, znamena to
T4+ yi =a-iproa =y € Zp a obdobné y = 0 odpovidd nasobkiim 1. Stejné tak z +y = 0
odpovida nasobkiim 1 — ¢ a z — y = 0 znaci nasobek 1 + i. Dohromady jsou prvky S presné tvaru
a-Aproa€{1,2,...,p—1}a X € {1,i,14+1¢,1—14}. Nyni je snadné ovéfit, Ze souéin kazdych dvou
A, A2 € {1,4,1 44,1 — i} opét lezi v S, z Cehoz plyne, Ze a1A1 - a2 - Ay také lezi v S. Tim jsme
nahlédli, ze S je multiplikativni mnozina.

Necht je g primitivni prvek v Z[i]/(p). Ze seridlu vime, ze kazda multiplikativni mnozina se da

popsat jako
S = {gm,g%ﬂ s ,g("’l)m}

pro vhodné m, pticemz n je podet prvki uvazovaného télesa, takze pro nas n = p?. Néasledné ma
S presné % prvki. My ale dovedeme spocitat, kolik mé nase S prvkii: pro prvek a - A mame 4
moznosti, jak vybrat A € {1,i,1+4,1—14}, a p— 1 moznosti, jak vybrat a € {1,2,...,p— 1}. Tento
zapis a - A je navic jednoznaé¢ny, takze S ma 4(p — 1) prvkd, z ¢ehoz

P -1 p+1 4k—1+1
4(p—1) 4 4 -

k.

Jingmi slovy v S lezi pravé vSechny k-té mocniny nenulovych prvka Z[i]/(p).

S tim se mtzeme vratit k = 4+ yi = ua®. Vime, e  + yi # 0 (mod p), protoze z, y jsou
nesoudélna, takze i a # 0, a tudiz modulo p mame o* € S. Jednotka u je 1, 4, —1 nebo —i, coz jsou
také vsechno prvky S. Z multiplikativnosti uz tedy = + yi = u-a® € S, coz znadi p | zy(z? — y?),
jak jsme chtéli.

POZNAMKY:

Uloha se ukazala byt t&zké a ptisla ndm jen hrstka feseni. Zadnému jsem neudélil plny pocet bodi,
nicméné feseni Matouse Safrdnka bylo spravné az na par (nezanedbatelnjch) detailt — na rozdil
od vzorového Ffeseni nahlédl, ze (x + yi)* ma imaginarni slozku 4zy(xz2 — 32), coz mu umoznilo se
namisto 4(p — 1)-prvkové multiplikativni mnoziny S divat na ty prvky Z[i]/(p), které umocnénim
na p — 1 vyrobi 1, coz jsou pfesné ty s imaginarni slozkou 0 mod p. (Matéj Dolezalek)



