Symetrie

2. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 9. LISTOPADU 2020

ULona 1. (3 BODY)
V roviné lezi po dvou rtzné body A, B, C' a pfimka p, kterd neprochézi ani jednim z nich. V néjakém
shodném zobrazeni se A zobrazuje na A, B na B a p na p. Rozhodnéte, zdali se v kazdé takové
konfiguraci musi C' zobrazovat na C.

ULOHA 2. (3 BODY)
Blecha Terka skace po mrizce 5 X 5 a zacind tak, jak je zobrazeno na nasledujicim obrazku.

jblecha

Q‘u

V kazdém kroku se ndhodné rozhodne, jestli sko¢i do sousedniho bodu smérem vlevo, vpravo,
nahoru, nebo dolt (vSechny sméry jsou stejné pravdépodobné). Zastavi se ve chvili, kdy sko¢i na
obvod mfizky. Vime, Ze se Terka skutec¢né nékdy zastavila. S jakou pravdépodobnosti skoncéila na
jedné ze svislych hran obvodu?

ULOHA 3. (3 BODY)
Ozna¢me vrcholy pravidelného 2020-thelniku A; az A2020. Dokazte, ze

|[A1A2|? + |A1Aa> + -+ + |A1A2020* = |A1A3]% + [A1A5|% + -+ + | A1 A2010]2.

ULOHA 4. (5 BODU)
Nenulova redlna cisla a, b, ¢ spliuji soustavu rovnic

a®+a= b27

b2 +b=c?

& +e=a

Dokazte, ze (a — b)(b—c)(c —a) = 1.



ULoHA 5. (5 BODD)
V trojuhelniku ABC plati |[AB| < |AC|. Osa strany BC protina stranu AC v bodé X. Na strané
AB lezi bod Y tak, ze prusecik Z piimek BX a CY spliuje |ZC| = |AB|. Dokazte, Ze body A, X,
Y, Z lezi na jedné kruznici.

ULoHA 6. (5 BODU)
Je dén rovnoramenny trojthelnik ABC. Na zakladné BC' zvolme libovolny bod X. Dale necht
Y, Z jsou body po fadé na stranidch AB, AC spliujici |[<BXY| = |[<CXZ|. Rovnobézka s YZ
prochézejici bodem B protne tse¢ku X Z v bodé T'. Ukazte, ze trojuhelnik ABC' je osové soumérny
podle pfimky AT.

ULOHA 7. (5 BoD)
Ve mésté stoji 20202 domti uspofadanych do étverce 2020 x 2020. Z kazdého domu vede elektrické
vedeni do vSech sousednich domt, pricemz domy povazujeme za sousedni, pokud jejich parcely
maji spole¢nou hranu. Jednoho dne se ale méstem prohnala velikd boufe a nékteré draty ponicila.
Elektrikar Rado se lopotil celou noc, aby opravil dost dratt na to, aby libovolné dva domy ve mésté
byly spojeny elektrickym vedenim. Ted mu ale vola starosta Radecek a pozaduje dikaz, Ze jsou
skutecné kazdé dva domy propojené. Rado umi z velina ukézat na dvojici domu ve mésté, nacez
obdrzi potvrzeni, ze dané dva domy skutecéné propojené jsou. Urcete, kolik nejméné dvojic domu
musi Rado ovéfit, aby mohl Radeckovi dokazat, ze jsou propojeny kazdé dva domy ve mésté.

ULOHA 8. (5 BODU)
Pavel a Mat¢j hraji hru s n > 3 letisti, mezi kterymi na zacatku nejsou zadné letecké linky. Matéj
zacind a hraci se stfidaji v tazich. Hra¢ na tahu vzdy propoji libovolnd, zatim nespojend, letisté
ptimou obousmérnou leteckou linkou. Ani jeden z nich nechce byt ten, kdo jako prvni vytvori cyklus
liché délky.! Zjistéte, pro kterd n mize Matéj zajistit, ze prvni lichy cyklus vytvoii Pavel, af uz
Pavel hraje jakkoli.

IExistence cyklu liché délky znamena, ze mtizeme zaéit v néjakém letisti a pomoci lichého poétu
lett se do néj dostat zpatky.



Symetrie

2. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

V roviné lezi po dvou ruzné body A, B, C' a piimka p, ktera neprochézi ani jednim z nich. V néjakém
shodném zobrazeni se A zobrazuje na A, B na B a p na p. Rozhodnéte, zdali se v kazdé takové
konfiguraci musi C' zobrazovat na C. (Honza Nekarda)

RESEN(:

Pokud nalezneme néjakou konfiguraci, pro kterou se bod C' nezobrazi sdm na sebe, dokdzeme tim,
ze tvrzeni neplati. Pokusme se tedy takovou konfiguraci najit. VSimneme si, Ze osova soumérnost
zobrazi alespon dva body na sebe, coz potfebujeme, aby se A i B mohly zobrazit samy na sebe.
Pti takovém zobrazeni uz musi body A a B oba leZet na ose soumérnosti. Nyni si uvédomime, ze
piimka se v osové soumérnosti zobrazi sama na sebe, pokud je totozna s osou (to ale nevyhovuje
zadani), anebo je na ni kolmé. Pokud tedy p zvolime jako kolmici na pfimku AB tak, aby jejich
prusecik byl riizny od A a B, dostaneme vyhovujici konfiguraci. Zaroven vime, ze pouze body na
ose se zobrazi samy na sebe, takze bod C lze zvolit kdekoliv mimo pfimky p a AB. Tim jsme
vytvorili protipfiklad a mame hotovo.

POZNAMKY:

chybou byl zavér, ze pokud se pfimka zobrazi sama na sebe, plati totéz pro vSechny jeji body, to
viak neplati. Reseni, ktera obsahovala tento omyl, pak zpravidla dokazala, Ze tvrzeni plati, coz neni
pravda, a proto jsem jim body pfidélit nemohl. Obcas se také objevovaly drobné nedostatky pri
popisu konstrukce, typicky feSitelé postavili podobnou konstrukci jako v feSeni, ale nezminili, jaké
zobrazeni pouzivaji. Pokud bylo z konstrukce dobfe vidét, na jaké zobrazeni sméfuje, dostala i tato
feSeni plny pocet bodu. Zajimavosti je, ze jediné mozné zobrazeni dokazujici, Ze tvrzeni neplati, je
osova soumérnost. To si muzes zkusit dokazat jako dobrovolné cviceni. (Honza Nekarda)

Uloha 2.

Blecha Terka skace po miizce 5 x5 a zacina tak, jak je zobrazeno na nasledujicim obrazku. V kazdém
kroku se nahodné rozhodne, jestli skoc¢i do sousedniho bodu smérem vlevo, vpravo, nahoru, nebo
dolu (vSechny sméry jsou stejné pravdépodobné). Zastavi se ve chvili, kdy sko¢i na obvod mfizky.
Vime, Ze se Terka skutec¢né nékdy zastavila. S jakou pravdépodobnosti skoncila na jedné ze svislych
hran obvodu?



gl

(Rado van Svarc)

RESENT:
Nejprve si vS§imnéme, ze blecha svou trasu nikdy neskonci v rohu tabulky, protoze by se uz v ptred-
chozim kroku musela nachazet na obvodu, a tedy vzdy skon¢i na pravé jedné hrané.

V prvnim kroku blecha s pravdépodobnosti % sko¢i doleva, a zastavi se tak na svislé hrané. Ve
zbylych % sko¢i nahoru, doprava nebo dolti, a ocitne se tak v mfizovém bodé, ktery se nachézi na th-
lopticce dané miizky. Pokud nyni celou mfizku zobrazime v osové soumeérnosti podle hlopficky, na
niz blecha sedi, tak se prohodi svislé a vodorovné hrany, pfi¢emz pozice blechy v mfiZce se nezméni.
Ze symetrie podle této thlopricky pak musi platit, ze pravdépodobnost, se kterou blecha skon¢i na
jedné ze svislych hran, je stejnd jako pravdépodobnost, se kterou skonéi na jedné z vodorovnych

1_5

hran, tedy % Celkem tak blecha skonéi na svislé hrané s pravdépodobnosti i + % 3= 3

POZNAMKY:

Drtiva vétsina doslych feseni se ubirala velmi podobnou cestou jako vzorové feseni. Néktefi si
neuvédomili zminénou symetrii, ¢imz si tlohu podstatné ztizili. Kazdopadné i tak si s ni nékteri
zvladli poradit a feseni zkratka ,upoditali“. (Lenka Kopfovd)

Uloha 3.

Oznac¢me vrcholy pravidelného 2020-tihelniku A1 az Asg20. Dokazte, ze
|[A1Ao|? + |A1Ag)2 + - 4 |AL A2o20]? = |A143]% 4 |A1 A5 |2 + -+ + | A1 Agp10|%.

(Josef Minafik)

RESEN(:

Pravidelnému 2020-thelniku jde opsat kruznice s primérem Aj A1p11. To znamena, Ze je trojuhelnik
A1 Ak A1011 pro 2 < k < 1010 z Thaletovy véty pravouhly. Ted si vSimnéme, ze thlopticky Ax A1011
a A1A1010+% maji stejnou délku. Diky Pythagorové vété nyni plati

| A1 Ak |2 + | A1 Ar01045 ]2 = |A1A1011]2

Cisla k a 1010+ k maji stejnou paritu, proto jsou oba éleny |A1 A |2 i|A1A1010+%|? na stejné strané
zadané rovnosti. Timto zpuisobem tedy muZeme ¢leny na obou stranach rozdélit do dvojic. Na levé
strané ziskdme 505 dvojic, na pravé strané jenom 504, ale zbude ndm tam navic |A1A1011|2. Obé¢
strany maji soucet 505|A1 A1011|2 a uloha je vyfesena.
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As Ag

A1 A5

A2 A4

Az

PozNAMKY:

Vzorové feSeni mize byt na prvni pohled trochu neprihledné — je tam spousta indext a Clovék se

v tom snadno ztrati. Nastésti se to ale da i docela jednodusSe nahlédnout. Muzeme si predstavit,

ze polovinu uhloptiéek stfedové zobrazime na druhou stranu (tfeba vSechny uhlopticky A Ag pro

k < 1011). Tim jsme ziskali spoustu pravothlych trojihelnikd a dokazované tvrzeni uz je vidét.
Vétsina reseni postupovala viceméné vzorove. Naslo se ale i nékolik feseni vyuzivajicich gonio-

metrii. (Josef Minarik)

Uloha 4.

Nenulova realna cisla a, b, ¢ spliiuji soustavu rovnic

a®> +a=10%,
b +b=c?,

chrc:a.

Dokazte, ze (a — b)(b— ¢)(¢ —a) = 1. (Pavel Hudec)

RESENI:

Seétenim vsech ti rovnic a ode¢tenim a? + b% 4 ¢2 od obou stran dostaneme vztah a + b+ ¢ = 0.
Nyni miizeme prvni rovnici upravit do tvaru a? — b?> = —a, coz lze pomoci znamého vzorce pro
rozdil druhych mocnin pfevést na (a—b)(a+b) = —a. Dale mizeme pouzit vztah, ktery jsme si vyse
odvodili, a za a + b dosadit —c. Provedenim téchto uprav pro kazdou z rovnic dostaneme soustavu

—c(a —b) = —a,
—a(b—c) = —b,
—b(c—a) = —c.

Vynésobime-li tyto rovnice, dostaneme
—abc(a —b)(b—¢)(c — a) = —abe.

Jelikoz jsou ¢isla a, b, ¢ ze zadani nenulova, je ¢islo —abc také nenulové, tudiz jim mtzeme vydélit
obé& strany rovnice. Tim dostavame, ze (a — b)(b — ¢)(c — a) = 1, jak jsme potfebovali.
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POZNAMKY:
Kdyz délime rovnici, musime se ujistit a zminit v feSeni, Ze délime nenulovym ¢islem. Tuto chybu
jsem odpoustél, jestlize nenulovost byla ,,celkem jasnd“, napf. kdyz se délilo pfimo jednim z ¢isel a,
b, ¢ nebo kdyz bylo jiz dokdzano a+ b+ ¢ = 0 a délilo se a + b. Ale klidné jsem nemusel. Jinak byla
vétsina feseni podobnych tomu vzorovému. Kdo si chtél vice hrat s vyrazy, mohl alohu dokazat pres
mezistupen ab + bc 4+ ca = —1. Uloha také §la vyfesit pfimym dosazenim a tipravou na kubickou
rovnici. Vyjde az na cyklickou zdménu jediné feseni, které je priblizné (0,742, —1,137, 0,395).
(Marian Poljak)

Uloha 5.

V trojihelniku ABC plati |AB| < |AC|. Osa strany BC protind stranu AC v bodé X. Na strané
AB lezi bod Y tak, ze prusecik Z primek BX a CY spliuje |ZC| = |AB|. Dokazte, ze body A, X,
Y, Z lezi na jedné kruZnici. (Matéj Dolezalek)

RESEN(:

Diky podmince |AB| < |AC| musi bod X lezet uvniti strany AC. Bod Y ze zadani lezi na strané
AB a muzeme predpokladat, ze neni jednim z krajnich bodt, protoze v takovém pripadé zadané
tvrzeni trividlné plati. Tim paddem bod Z musi leZet uvnit¥ trojuhelnika ABC.

Uvazujme osovou symetrii podle osy usecky BC. V ni se bod X zobrazi sdm na sebe, B na C a
A na novy bod A’. Ten musi leZet na pfimce BX, nebot A lezi na CX. Zaroven vzdalenost bodu
A od strany BC je vétsi nez vzdalenost bodu X od BC, coZ se ptfi symetrii zachovd, takze A’ lezi
na polopfimce opa¢né k X B. Situace tedy, co se poradi bodi na pfimce BX tyc¢e, musi vypadat
jako na obrazku.

Ze symetrie a zadéani plati |A’C| = |AB| = |CZ|, takze trojuhelnik ZA’C je rovnoramenny. Ze
stejné symetrie a dokdzané rovnoramennosti pak plati |X{BAC| = |[<<CA’B| = |<CZA’|. Z toho uz
ale plyne, Ze soucet thli u vrcholi A a Z ve ¢tyfuhelniku AX ZY je roven 180°. To je ekvivalentni
s tim, ze je AXZY tétivovy, coz jsme méli dokazat.

A : A
. Ve

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni postupovala néjakou variaci na to vzorové, kde si pomoci symetrie nebo
preneseni bodi vytvorila novy rovnoramenny trojihelnik, pomoci kterého tlohu uz hravé dokonéila.
Zpusobi, jak to udélat, je mnoho a vysSe je ukdzan ten nejcastéji pouzity. Dalsi moznosti bylo
vyjadrit si tthly pomoci sinovych vét — zde si ale bylo tfeba déat pozor na fakt, Ze z rovnosti
sin(z) = sin(y) neplyne automaticky rovnost =z = y. (Martin Raska)



Uloha 6.

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC. Na zdkladné BC zvolme libovolny bod X. Déle necht
Y, Z jsou body po fadé na strandch AB, AC splhiujici |<<BXY| = |<<CXZ|. Rovnobézka s YZ
prochézejici bodem B protne tsecku X Z v bodé T. Ukazte, ze trojiuhelnik ABC' je osové soumérny
podle piimky AT.

(Pavel Hudec)

RESENT POMOCE PODOBNOSTI:
Trojuhelniky BXY a CXZ jsou podobné, nebot se shoduji v thlu u X a v thlech u vrcholt

ptvodniho trojihelniku. Diky této podobnosti plati }fjpf} = l‘%‘ co# prepiseme na ‘;;‘ = %
Oznacéme U prusecik tusecek BT a XY. Pak je UT rovnobézna s Y Z, diky ¢emuz jsou i troju-
helniky XUT a XY Z podobné. Z této podobnosti pak dostavame ‘\}Z/;‘ = \g{—ﬁl‘
Dohromady méame % = %, neboli % = % To ale znamend, ze trojuhelniky TXC

a UX B jsou podobné podle véty sus. Jejich thly u B a C jsou proto shodné, neboli
|[<<CBT| = |<XBU| = |<XCT| = |<BCT|,

coz uz znaci, ze T lezi na ose strany BC'. Trojuhelnik ABC' je tedy osové soumérny podle AT, coz
jsme méli dokazat.

4 P

7
Y’ |
B c B¢

o

RESENT NALEZENIM ROVNOBEZNIKU (PODLE SESTER HANUSKOVYCH):

Ozna¢me p, q kolmice na BC prochézejici po fadé B, C. Necht XY protne p v bodé Y7 a necht X7

protne g v bodé Z. Prusecik primek BT a q oznac¢ime P a prusecik pfimek XZ a p oznacime O.
Podobné jako v prvnim feSeni si vSimneme podobnych trojuhelniki — XBY; a XCZ; jsou

podobné diky shodnosti tthld u X a pravym thlim u B a C. Déle i trojuhelniky BXY a CX Z jsou

podobné. Z prvni podobnosti dostaneme “};;gll = %, coz prepiSeme na I‘}ZE))?\ = % Druha
[ _ AV .o . |YX| _ |XB| [Y1X| _ |[YX]|
podobnost nam dava stejné jako v prvnim feSeni ZX] = (X" Dohromady tedy 77X = [ZX]°

coz znamena, ze trojuhelniky XY Z a XY Z; jsou podobné podle véty sus. Z toho dostavame, ze
Y1Z1 || YZ || BP neboli BPZ1Y1 je rovnobéznik.

V rovnobézniku jsou protilehlé strany shodné, takze |Y1B| = |Z1 P|. Diky rovnosti tthlt u X ze
zadani je pfimka XY obrazem pfimky X7 v osové soumérnosti podle BC. Pak O je obrazem Y;
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v této osové soumeérnosti, nebot OY; L BC. Tedy mame |BO| = |Y1B| = |Z1 P|, z ¢ehoz uz nutné
je OPZ1B rovnobéznik. V rovnobézniku se puli thlopficky, takze T je stiredem BP, a tedy T lezi
na ose strany BC.

RESENf HYBANIM S BODY (PODLE MATOUSE SAFRANKA):
Jelikoz T lezi na tsecce X Z, bod Z nemuze byt blize od BC nez bod Y. Takze X nemuze lezet
dale od B nez od C.

Zobrazme trojuhelnik ABC v osové soumérnosti podle BC. Bod A se zobrazi na A’ a Y se
zobrazi na Y’. Pak plati |[<<BXY’| = |[<\BXY| = |<<CXZ]|, takze body Y’, X a Z lezi na jedné
primce. Definujme Ty jako prise¢ik useéek AA’ a X Z, ktery vzdy existuje, protoze X lezi blize
k B.

Uvazujme Tp fixni a hybejme s X, Y a Z. Chceme dokazat, ze pfimka BT prochazi bodem Tj.
Pak bude vzdy T lezet na ose strany BC a trojuhelnik ABC' tak bude soumérny podle AT

Zobrazeni, které Z posila na Y’, je stejnolehlost se sttedem v Ty, nebot Z, Tp a Y’ lezi na
\lTZoq‘)P"I
sebe zobrazuje tsecky AZ a A’Y’. Proto je pomér jejich délek konstantni. Zaroven |A’Y’| = |AY],
protoze se jedna o obrazy v osové soumérnosti. Tedy i pomér délek AY a AZ je konstantni, takze
pfimka Y Z ma vzdy stejny smér. To ale znamenad, Ze pfimka BT je fixni, protoZe m4é fixni smér a
prochéazi fixnim bodem.

Staci proto ovérit, ze primka BT prochéazi bodem Tp, pro jediny pripad. Zvolme X,Y = B. Pak
Z bude prusecikem Tp X a AC. V tomto pfipadé je rovnobézkou s Y Z prochézejici B presné BTy,
tedy T' = Top, coz jsme chtéli dokazat.

jedné pfimce a pomeér

je konstantni. Tato stejnolehlost zaroven zobrazuje A na A’, takZe na




POZNAMKY:
Vétsina feSitelu si s touto tlohou uspésné poradila. Vyskytlo se mnozstvi myslenkové odlisnych
feseni, kterd miZeme zhruba zatadit do t¥i kategorii. Cést fesiteltl tilohu upodéitala, coz bylo re-
lativné schudné, jelikoz v tloze neni zadna kruznice. Dalsi cast FeSiteli néjak hybala s body a
vyuzivala toho, ze kdyz se v této tloze hybe s néjakymi body, ostatni body se hybou celkem hezky
(dost ¢asto linedrng). Takovym FeSiteliim pak vétsinou stacilo vyfesit nékolik riznych specidlnich
pripadid ulohy. Zbyvajici cast resitelt pak tlohu resila synteticky. Z nich bych chtél vyzdvihnout
sestry Hanuskovy a Matouse Safrdnka, z jejichZz feSeni jsem cerpal pii psani vzorového feseni a
kterym jsem soucasné dal +i.

Uloha plati, i pokud 7' definujeme jako priuseéik rovnobézky s Y Z prochizejici B a piimky
X Z. Usecka byla pfidana do zadani pouze pro zjednoduseni argumentace u nékterych z moznjch
feSeni. (Pavel Hudec)

Uloha 7.
Ve mésté stoji 20202 domu uspoiddanych do &tverce 2020 x 2020. Z kazdého domu vede elektrické
vedeni do vsech sousednich domu, pricemz domy povazujeme za sousedni, pokud jejich parcely
maji spole¢nou hranu. Jednoho dne se ale méstem prohnala velika boure a nékteré draty ponicila.
ElektrikaF Rado se lopotil celou noc, aby opravil dost dratd na to, aby libovolné dva domy ve
mésté byly spojeny elektrickym vedenim. Ted mu ale vold starosta Radecek a pozaduje diikaz, ze
jsou skutecné kazdé dva domy propojené. Rado umi z velina ukazat na dvojici domi ve mésté,
nacez obdrzi potvrzeni, ze dané dva domy skutecné propojené jsou. Urcete, kolik nejméné dvojic
domu musi Rado ovérit, aby mohl Radeckovi dokazat, ze jsou propojeny kazdé dva domy ve mésté.
(Matéj Dolezalek)

RESENT:
Dotazem na dvojici domu rozuméjme informaci, ze dané dva domy jsou propojené. Ukazeme, ze

2
nejmensi pocet dotazi, které Rado potfebuje, je 2030 . K tomu nejprve dokazeme, ze méné dotazii

stacit nemuze, a poté uvedeme konstrukci. Zaprvé nahlédnéme, ze kazdy dim musi figurovat v ale-
spon jednom dotazu. Pokud by totiz existoval néjaky dim D, o némz neméme zadnou informaci,
pak se miuze stat, Ze jsou opraveny vSechny draty ve mésté kromé téch, které vedou z D do jeho
sousedu. Pak by vSechny domy vyjma D byly navzajem spojeny, takze by byly splnény vSechny
dotazy, le¢ D by nebyl s ostatnimi domy propojen. Mame 20202 domii, v kazdém dotazu figuruji

2
dva, takze je nutno pouzit alespon 2030 dotazu.

2
Nyni potfebujeme vyrobit konstrukci takovych % dotazi, které jiz zarucuji vzajemné pro-
pojeni vSech domt. Ukazeme si dveé.

KONSTRUKCE 0SOVOU SOUMERNOSTI:

Domy oznacujme jejich soufadnicemi v mfizce. Zvolme si thlopfi¢ku obsahujici domy (4,%) a kazdy
diim (a,b) mimo ni propojme v dotazu s jeho obrazem (b,a) v osové soumérnosti podle zvolené
thloptic¢ky. Pro domy na uhlopfiéce pak pouzijme dotazy na dvojice (i,7) a (1010 + 14,1010 + ¢) pro
ie{l,...,1010}.

Nejprve dokazeme, ze po potvrzeni takovychto dotazl uz musi byt navzajem propojeny vsechny
domy thlopricky. Mame néjakou cestu mezi (1,1) a (1011,1011), tedy spojeni pfes funkéni draty.
Cestou zde rozuméjme takovou posloupnost domi, v niz jsou po sobé nésledujici domy sousedni
v mfiZce mésta a zaroven jsou néjak propojené — ne nutné dratem, ktery je pfimo spojuje. Kazdy
diim této cesty je propojen s (1,1) i (1011,1011) a také se svym obrazem v osové soumérnosti podle
uhlopricky, které jsou taktéz spojeny s (1,1) a (1011,1011). To znadci, Ze obraz cesty, kterou mame
zaruCenu z dotazu, v pfevraceni podle thlopFicky, je také cesta z (1,1) do (1011,1011). Dohromady
tyto dvé cesty tvofi mnozinu domu -, kterd je ,uzavienou kiivkou“ — rozdéluje zbytek mfizky na
alespon dvé oblasti tak, ze jakakoliv cesta vedouci po dratech z jedné oblasti do jiné musi projit
néjakym bodem ~.
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Ukazme nyni, ze kazdy bod (a,a) pro a € {2,...,1010} na uhlopfi¢ce je propojen s (1,1).
Necht néjaky (a,a) neni. Pak urcité nelezi na ~, je tedy uzavien v jedné z oblasti ,uvniti“ ~.
Dum (1010 + a,1010 + a) vSak nemuZe lezet v té samé oblasti, protoze mezi nimi na uhlopficce
lezi (1011,1011), ktery lezi na . Ze soumérnosti v podle thlopficky pak ~ oddéluje (a,a) od
(1010 + a, 1010 + a).

Pfitom ale z (a,a) do (1010 + a, 1010 + a) vede cesta. Ta nékde bude muset protnout v, z ¢ehoz
uz je (a,a) propojen s (1,1). Dohromady s tim, Ze (¢,¢) je vzdy spojen s (1010 + ¢,1010 + %), jsou
tak vSechny domy na thlop¥i¢ce spojeny s (1, 1), takZe i spolu navzajem.

Nyni uvazujme dim (a, b) mimo Ghlop¥i¢ku. Z néj vede cesta do (b, a). Tyto domy se nachdz{ na
opacnych strandch thlopficky, takze tato cesta musi pres thlopficku projit. Kazdy dim ve mésté
je tak spojen s uhlopfrickou, takze jsou vSechny domy propojeny navzajem.

KONSTRUKCE STREDOVOU SOUMERNOSTI:

Opét oznac¢ujme domy jejich souradnicemi v miizce. PoloZzme nejprve dva dotazy, jeden na (1,1) a
(1010, 1010), druhy na (1011,1011) a (2020, 2020). Kazdy ze zbylych domi pak dejme do dvojice
s domem stiedové soumérnym, tedy (a,b) s (2021 — a, 2021 — b).

Nejprve ukazme, ze domy (1,2), (2,1), (2019,2020) a (2020,2019) jsou navzdjem propojené.
Mezi (1,2) a (2020,2019) vede cesta, a jelikoz jeji koncové domy lezi na okraji mésta, déli tato
cesta mésto na (alespon) dvé éasti. Mezi témito dvéma ¢4stmi vede cesta z (2,1) do (2019, 2020),
takze tyto dvé cesty se nékde protinaji, coz uz znaci, Ze jsou uvazované Ctyfi domy navzijem
propojené.
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Dale si véimnéme, Ze (1,1) je spojeny dratem s (1,2) nebo s (2,1), jinak by totiZz nemohl byt
spojen cestou s (1010,1010). Obdobné je (2020,2020) spojen s jednim ze svych dvou sousedd,
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takze z predchoziho jsou uz (1, 1) a (2020, 2020) propojeny. Uvazujme nyni cestu 7 vedouci z (1, 1)
do (1010, 1010) a jeji obraz +' ve stiedové soumérnosti. Kazdy dim na 7’ kromé (1011,1011) a
(2020, 2020) je spojen se svym obrazem ve stfedové soumeérnosti lezicim na -y, takze uz je propojen
s (1,1). Déle je (1011, 1011) propojen s (2020, 2020), o kterém uz vime, Ze je propojen s (1, 1), takze
dohromady jsou vSechny domy na v a 7/ propojeny s (1, 1), tedy i spolu navzajem.

Cesty v a 7/ nyni dohromady tvofi jednu velkou mnoZinu domt §, kterd je soumérna podle
stfedu mésta a déli jej na (alespon) dvé ¢asti. P¥itom stfedové soumérné domy musi lezet v ruznych
éastech, nebot i § je stifedové soumérna. Pak ale cesta spojujici dim (a, b) s jeho stfedové soumérnym
obrazem musi nékde piejit pres d, takze (a,b) je propojeno s (1,1). Tim uz jsou vSechny domy ve
mésté propojeny navzajem, jak se mélo dokazat.

POZNAMKY:

Dosla feSeni byla velice rozmanita, témér platilo, ze co feSeni, to jind konstrukce. Kromé takovych,
které byly podobné jedné ze vzorovych, se nasly i funkéni konstrukce vyuzivajici napf. propojeni
domu posunutych o 1010 v fadku anebo domu z protéjsich kvadrantu 1010 x 1010.

Netplnym feSenim jsem udéloval jeden bod za spodni odhad %. Dalsi bod jsem udéloval
za spravné dokdzané neoptimalni konstrukce, které byly podstatné lepsi nez trividlni propojeni
jednoho domu se vemi 20202 —1 ostatnimi. Tim se rozumi takové konstrukce, které pfi ,rozumném*
zobecnéni pro véechna dostatecné velkd mésta n X n potiebuji méné nez cn? dotazt pro néjaké
c< 1. (Maté&j Dolezélek)

Uloha 8.

Pavel a Matéj hraji hru s n > 3 letisti, mezi kterymi na zac¢atku nejsou zadné letecké linky. Matéj
zaCina a hraci se stridaji v tazich. Hrac¢ na tahu vzdy propoji libovolnd, zatim nespojena, letisté
primou obousmérnou leteckou linkou. Ani jeden z nich nechce byt ten, kdo jako prvni vytvori cyklus
liché délky." Zjistéte, pro kterd n miize Matéj zajistit, ze prvni lichy cyklus vytvoii Pavel, at uz
Pavel hraje jakkoli. (Pavel Hudec)

RESEN:

Nejdfive pfeformulujeme podminku neexistence lichych cykli ze zadani na moznost obarveni letist
dvéma barvami tak, aby zadna dvé spojena neméla stejnou barvu, a poté ukazeme, ze Maté&j muze
zafidit svoji vyhru pravé tehdy, kdyz n dava zbytek 2 po déleni 4.

Pokud muzeme obarvit letisté dvéma barvami tak, aby nikdy nebyla dvé letisté stejné barvy
spojena, pak mezi nimi uré¢ité neexistuje lichy cyklus, nebot by se v ném musely barvy st¥idat, coz
ale nevychazi.

Naopak pokud mezi letisti neexistuje zadny lichy cyklus, pak ukazeme, ze letisté obarvit dvéma
barvami jde. Ziejmé pokud jde letisté rozdélit do vice souvislych skupin (komponent), mezi kte-
rymi se neda pres spojeni dostat, tak nam staci ukazat, ze obarveni existuje pro kazdou z téchto
komponent zvlast. Vezméme libovolné letisté X a obarvéme ho bile, nasledné obarvime vSechna
letisté, ktera jsou s nim spojena, Cerné. Poté vSechna jesté neobarvena letisté spojena s témito Cer-
nymi bile. Takto postupujeme déle, dokud neobarvime vSechna letisté (coz se ndm nakonec urcité
povede, protoze letist je koneéné mnoho a pfedpokladame, Ze se z kazdého d4 do kazdého jiného
néjakou posloupnosti linek dostat). Zaroven si u kazdého letisté zvyraznime linku, pomoci které
jsme ho obarvili.

Sta¢i nam ukazat, ze zadna dvé letisté stejné barvy nejsou nyni spojena leteckou linkou. Ptred-
pokladdejme pro spor, ze tomu tak je a dvé letisté A, B stejné barvy jsou spojena. Pro kazdé z téchto
letist uvazme posloupnost zvyraznénych linek od né&j do X. Tyto dvé posloupnosti maji urcité spo-
le¢né alesporni jedno letisté (X)), takze miZzeme zvolit letisté, které je z téch vyskytujicich se v obou
posloupnostech k letistim A, B nejblize (mtize to byt i jedno z A, B). Toto letisté oznac¢me Y. Kdyz

IExistence cyklu liché délky znamena, ze mtizeme zaéit v néjakém letisti a pomoci lichého poétu
lett se do néj dostat zpatky.



pak ale uvazime cyklus vznikly tak, Ze letime z A do B, pak uvazovanou posloupnosti linek z B do
Y a poté zpét z Y do A, pak dostaneme lichy cyklus (nebot délky posloupnosti z Y do A az Y do
B maji stejnou paritu, protoze maji A, B stejnou barvu). To ale neni mozné.

Vsimnéme si navic, ze pokud uz se muzeme dostat pomoci linek mezi libovolnymi dvéma letisti,
existuje pouze jedno mozné obarveni (az na prohozeni barev vSech letist).

Vime tedy nyni, Ze hra skonéi pravé tehdy, kdyZ po Zddném moZném spojeni dvou letist uz
nepujde letisté obarvit dvéma barvami.

Zamysleme se, v jakém stavu muze hra skoncit. Dokud existuji dve letisté, mezi kterymi se nejde
zadnou posloupnosti linek dostat, muze hra¢ na tahu tato dvé letisté spojit a zaddny novy cyklus
(natoz lichy) ur¢ité nevytvori. Takze ve findlni pozici pijde zvolit jednozna¢né obarveni letist.
Pokud nebudou néjaké dvé letisté ruznych barev spojena, pak je mizeme propojit a nic nezkazime.
Naopak zadna dve letisté stejné barvy propojit nemuzeme. Na konci kazdé hry tedy budeme mit k
bilych letist, n — k Cernych a k(n — k) hran mezi nimi (pro néjaké k od 1 do n — 1).

Pokud je n liché, pak je alespon jedno z ¢isel k, n — k vzdy sudé. Tim padem je i souéin k(n — k)
sudy. Do finalni pozice se tedy dostaneme vzdy pfed tahem Matéje. V této chvili mize hrat Pavel
plné libovolné (vzdy propojit libovolna dvé letisté tak, aby nevytvoril lichy cyklus) a vzdy vyhraje.

Pro sudé n je situace slozit&jsi, nebot parita k(n — k) zavisi na tom, zda je k sudé nebo liché.
Ukazeme, ze kazdy z hrac¢i muize nehledé na protivnikovy tahy zarucit, ze k = %, ¢imz dostaneme
sudy pocet hran, pokud je n délitelné ¢tyfmi (vyherni strategii pro Pavla) a liché, pokud n &ty¥mi
délitelné neni (vyherni strategii pro Matéje).

Pokud je kazd4 komponenta (maximalni souvisld skupina letist), kterd obsahuje alespon dvé
letists, obarvitelnd dvéma barvami tak, Ze je stejné biljch a cernych letist, budeme fikat, Ze se hra
nachézi v situaci S.
nejsou v jedné komponenté, mtze Pavel zarucit, ze bud Mat&j spoji vSechna letisté do jedné kom-
ponenty tak, ze hra zustane v situaci S, nebo bude pfed Matéjovym dalsim tahem hra zase v situaci
S. (To samé pak muze analogicky zafidit Matéj nezavisle na tazich Pavla.)

Vsimnéme si, ze hra zistane v situaci S, kdykoliv spojime dvé letisté lezici ve stejné komponenté
(komponenty ani barvy tim nezménime), dvé osamocena letisté (vytvofime novou skupinu alespoii
dvou letist, pro kterou podminka plati), nebo libovolné spojime dvé komponenty velikosti alespon
dva (pokud mély spojené dva vrcholy rtiznou barvu, pak je vSechno splnéno, pokud ne, tak jen
prohodime barvy v jedné z komponent).

Pokud tedy Matéj zahraje jeden z tahii tohoto typu a letisté jesté nebudou vsechna v jedné kom-
ponenté, miize Pavel spojit dvé komponenty velikosti alespon dva, pokud takové existuji. A pokud
ne, tak musi existovat néjaké osamocené letisté, a jelikoz jsou vSechny komponenty velikosti ale-
spon dva sudé, tak musi existovat jesté jedno. Pavel muze poté spojit néjaka dvé izolovana letiste.
Zadnym z téchto tahti se hra z S nedostane.

Jedind moznost, ktera zbyva Matéjovi, je pripojit izolované letisté k néjaké komponenté velikosti
alespon dva. V takovém pfipadé plyne ze sudosti komponent o vice nez jednom letisti znovu, ze
existuje jesté jedno izolované letisté, které muze Pavel pripojit ke stejné komponenté, ale k letisti
opacné barvy, nez pripojoval Matéj, ¢cimz se zase dostane do S.

Pro n délitelné ¢tyfmi si touto strategii Pavel zajisti vyhru. Pfed tplné prvnim tahem Maté&je
je hra v S, takze Pavel muze zarudit, ze ve findlnim grafu bude stejny pocet bilych a ¢ernych letist,
a tedy vyhrat. Naopak pro n davajici zbytek 2 po déleni 4 bude tuto strategii aplikovat naopak
Matéj. Prvnim tahem spoji libovolné dvé izolovana letisté, ¢imz preda hru Pavlovi v .S, a muze dal
aplikovat popsanou strategii, ¢imz zaruci, ze hra skonéi s lichym poctem vrchold kazdé barvy, a
tedy i jeho vyhrou.

POZNAMKY:
Pro fesitele, ktefi maji vétsi zkusenosti s teorii grafu nebo teoretickou informatikou, byla tato tloha
urcité jednodussi, nebot ono pfevedeni na obarveni dvéma barvami dost mozna znali. S pouzitim
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grafové terminologie zni: Graf jde obarvit dvéma barvami pravé tehdy, kdyz v ném neexistuji liché
cykly. Tato véta je opravdu zndma a ve vasem FeSeni ji urcité neni tfeba dokazovat. Ale i pokud ji
¢lovék nezné, tak se jeji dukaz da vymyslet.

Spousta Fesitelt se s lohou poprala vyborné. Nékteii se bohuzel dopustili malych chyb, ¢emuz
se je v podobnych tulohdch hrozné tézké vyvarovat. I malé chyby ale velmi ¢asto bohuzel rozbiji
cely dikaz. V tlohach, kde se ma hledat vyherni strategie, si clovék musi dat pozor, aby opravdu
odargumentoval, Ze jeden hra¢ miize vyhrat, at uz hraje jeho protivnik jakkoliv vychytrale. Pokud
opomenete libovolnou mo#nost protivnika, tak se muize stat, Ze pravé timto tahem vyhraje. Reseni
ulohy by mélo étenare presvédcit, ze zadny podobny problém nastat nemiize a Ze jsme si opravdu
jisti, kdo z hrac¢u za jakych podminek muze vzdy vyhrat. (Filip Bialas)
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