Rozdily a podily

2. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 8.BREZNA 2021

ULona 1. (3 BODY)
Pro redlna ¢isla a, b, ¢ plati, ze a+ b, a+ ¢ i b+ ¢ jsou (v tomto pofadi) po sobé jdouci celd &isla a
navic je a + b liché. Dokazte, Ze a, b, ¢ jsou po sobé jdouci cela cisla.

ULOHA 2. (3 BODY)
U kulatého stolu sedi Radecek a 2021 simpanzii.! Kazdy $impanz vlastni nenulovy poéet banénii,
pricemz zadni dva Simpanzi jich nemaji stejné mnoho, zatimco Radecek nema zadné banany. Rozdil
poctt bandnti mezi libovolnymi dvéma sousedy u stolu je vzdy budto 2, nebo 3. Uréete, kolik nejvice
banant muze néjaky Simpanz vlastnit.

ULona 3. (3 BODY)
Matéj a Pavel se ocitli na planeté tvaru pravidelného ¢tyfsténu. Matéj si postavil stan v jednom
z vrcholti, zatimco Pavel se utdboftil ve stfedu protilehlé stény. Oba se mohou pohybovat pouze po
povrchu planety. Ozna¢me M plochu té ¢asti povrchu, kam to ma Matéj od svého stanu bliz nez
Pavel od toho svého. Analogicky ozna¢me P plochu té ¢asti, kam to méa bliz Pavel. Urcete hodnotu
podilu %.

ULOHA 4. (5 BODD)
Méjme prvocislo ve tvaru p = 22" 41 pro néjaké prirozené n. Dokazte, Ze p se neda zapsat jako
rozdil dvou patych mocnin pfirozenych cisel.

ULOHA 5. (5 BoD)
Na stole lezi karticky s ¢isly 1,2,3,...,a + b pro néjakad pfirozena a, b. Nejprve prijde Hedvika a
nékteré karty ze stolu sebere, avSsak ponechd ostfe vice nez polovinu karet. Ukazte, ze Lucka poté
dovede ze zbylych karet na stole vybrat dvé, jejichz rozdil je a nebo b.

ULOHA 6. (5 BODD)
Michal mé rostouci k-prvkovou posloupnost prvocisel p1, p2, ..., pr. VSiml si, Ze jisté pfirozené ¢islo
d spliuje p;y1 —p; = d pro kazdé i € {1,...,k—1} a ze navic d < k. Najdéte vSechny posloupnosti,
které muze Michal mit.

ULOHA 7. (5 BODD)
Okolo kruhu je rozmisténo 2™ nezapornych celych ¢isel. V jednom kroku pfipiseme mezi kazdou
dvojici sousednich ¢isel absolutni hodnotu jejich rozdilu a smazeme puvodni ¢isla, mame tedy znovu
2™ ¢isel. Dokazte, ze po koneéném poctu krokti dostaneme samé nuly.

ULoHA 8. (5 BOD)
Najdéte vSechny dvojice prvocisel p, g, pro néz jsou oba podily
(2p2 —1)" +1 (22 -1)"+1
p+q p+aq

cela cisla.

1Radeéek neni simpanz.



Rozdily a podily

2. JARN{ SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1.

Pro redlné ¢isla a, b, ¢ plati, Ze a+b, a+ c i b+ ¢ jsou (v tomto poradi) po sobé jdouci celd ¢isla a
navic je a + b liché. Dokazte, Ze a, b, ¢ jsou po sobé jdouci cela cisla. (Pavel Hudec)
RESEN(:

Z toho, ze a + b, a + ¢, b + ¢ jsou po sobé jdouci celd ¢isla, plyne
at+c=a+b+1 < c=b+1,
b+c=a+c+1 < b=a+1.

Ze zadani je a + b liché celé cislo, tedy a + b = 2k + 1, kde k je néjaké celé cislo. Uz vime, ze
b=a+1, protoa+b=a+a+1=2a+1.Z toho plyne 2a +1 =2k + 1, tedy a = k. O k jsme
predpokladali, ze je to celé Cislo, takze i a je celé.

Z rovnice b = a + 1 je vidét, ze b je o jedna vétsi nez a, a b je tedy celé ¢islo nasledujici po a.
Z ¢ = b+ 1 analogicky vidime, ze c je o jedna vétsi nez b, a proto je c celé ¢islo nasledujici po b.

Tim jsme dokazali, ze a, b, ¢ jsou po sobé jdouci cela cisla.

POZNAMKY:

Vétsina odevzdanych Feseni byla zcela spravnd, v nékterych postupech ale nebylo dostate¢né zdu-
vodnéno, ze a, b, ¢ jsou celd éisla. (Zuzana Svobodové)
Uloha 2.

U kulatého stolu sedi Radecek a 2021 simpanzi.! Kazdy simpanz vlastni nenulovy pocet banant,
pri¢emz zadni dva Simpanzi jich nemaji stejné mnoho, zatimco Radec¢ek nema zadné banany. Rozdil
poctd bandni mezi libovolnymi dvéma sousedy u stolu je vZdy budto 2, nebo 3. Urcete, kolik nejvice
bandni muze néjaky sSimpanz vlastnit. (Matéj Dolezalek)
RESEN(:

Hledané maximum je 3032 banant.

Simpanz naproti Radeckovi je od néj vzdalen z obou stran 1011. Spoéitame, kolik nejvic mize
mit banant. Zadni dva simpanzi nemaji stejny pocet banani, takze jeden Radeckiv soused musi
mit dva banany. S kazdym dal$im Simpanzem se pocet banant zvysi maximalné o tfi, takze Simpanz
naproti Radeckovi nemé vic nez 2 + 1010 - 3 = 3032 banania. Kazdy jiny Simpanz je od Radecka
v néjakém sméru vzdalen maximalné 1010, tudiz nemtze mit vic nez 3030 bananu.

Simpanz naproti Radeckovi opravdu mtize mit 3032 bananii. Sousediim Radec¢ka dame dva a
tfi banany. Kazdy dalsi simpanz ve sméru od Radecka k prostfednimu simpanzovi bude mit o t¥i
banany vic nez Simpanz predchozi. Tedy n-ty Simpanz od Radecka z jedné strany bude mit 3n
banant, z druhé strany 3n — 1 banani. Takto pokracujeme az k 1010. Simpanzim od Radecka,
ktefl budou mit jeden 3030 a druhy 3029 banani. Prostfedni Simpanz tedy muze mit 3030 4 2 =
3029 4 3 = 3032 banant. Zaroven vidime, ze zadni dva Simpanzi nemaji stejny pocet banant.

1Radeéek neni simpanz.



POZNAMKY:

Vétsina FeSeni byla spravna s obdobnym postupem jako ve vzorovém feSeni. V feSenich nehodnoce-
nych plnym poctem bodu obvykle autofi zapomnéli na podminku ze zadani, ze zadni dva Simpanzi
nemaji bananu stejné. (Anna Mlezivovd)

Uloha 3.

Matéj a Pavel se ocitli na planeté tvaru pravidelného Ctyfsténu. Matéj si postavil stan v jednom
z vrcholt, zatimco Pavel se utaboril ve stiedu protilehlé stény. Oba se mohou pohybovat pouze po
povrchu planety. Oznac¢me M plochu té ¢asti povrchu, kam to ma Matéj od svého stanu bliz nez
Pavel od toho svého. Analogicky oznac¢me P plochu té ¢asti, kam to ma bliz Pavel. Urcete hodnotu
podilu %. (Josef Minafik)

RESEN(:
Nejprve si rozmyslime, jak vypadaji oblasti, které patii Maté&jovi a Pavlovi, resp. hranice mezi nimi.
Oznac¢me P bod, kde sedi Pavel, a M vrchol, kde se nachazi Matéj. Zvolme libovolny bod X na
planeté:

(1) Pokud X lezi na sténé, kde tabofi Pavel, pak je nejkratsi cestou PX tsecka mezi témito
body vedouci po této sténé. Nejkratsi cestou M X je lomena usecka, ktera vede pres nejblizsi
hranu stény, na niz lezi X.

(2) Pokud X lezi na jedné ze zbylych tii stén, pak je nejkratsi cestou M X usecka mezi témito
body. Nejkratsi cestou PX je lomena usecka, ktera vede pies hranu mezi sténou obsahujici
X a sténou, kde sedi Pavel.

Vsechny tyto nejkratsi cesty lze znazornit jako usecky v siti naseho Ctyrsténu, pokud si sténu, kde
sedi Pavel, ddme doprostred.

My

Vrchol, kde sedi Matéj, se rozlozi do t¥i vrchold, oznaéme je postupné Mj, M2, M3. Vrcholy
stény, na niz sedi Pavel, ozna¢me A, B, C. Potom jsou M1 AB, MsBC, M2CA a ABC shodné
rovnostranné trojuhelniky.

Hranice mezi tizemimi Pavla a Matéje budou pravé osy tusecek M1 P, MaP a M3P. Stiedy
téchto tiseCek oznaéme postupné R, S a T'. Usecka Mj P lezi na ose tsecky AB a sklada se z téznice
v trojuhelniku M; AB a tfetiny téznice v trojihelniku ABC vedouci od P ke stifedu strany AB.
Oznadime-li tedy ¢ délku téznice v libovolném trojuhelniku, pak |M;P| = %t a |[MiR| = %t. Pro
My a M3 plati ze symetrie totéz.
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Koeficient podobnosti jednoho trojuhelniku z Matéjova tzemi a stény ctyfsténu je % Obsah
Matéjova tzemi je tak roven M = 3- (%)2 -S = %S, kde S znaci obsah jedné stény ctyfsténu. Obsah
Pavlova tizemi je roven povrchu ¢tyfsténu bez obsahu Matéjovo tizemi, tj. P = 45 — %S = %S, a

M _ 4/3 1

proto 5 = g5 = 5. (,madam Verc¢a“ Hladikovéa)

Uloha 4.

Méjme prvocislo ve tvaru p = 22" 41 pro néjaké prirozené n. Dokazte, ze p se neda zapsat jako
rozdil dvou patych mocnin pfirozenych cisel. (Radek Olsak)
RESEN(:

Pro spor necht existuji a > b > 1, a,b € N takova, ze
p=22"+1=d°—0b°= (a—0) (a4+a3b+a2b2+ab3+b4).

Povedlo se nam prvocislo vyjadrit jako soudin dvou prirozenych éisel, nutné tedy jedno z nich je
rovno p a druhé 1. ProtoZe a, b jsou ptirozena, tak a* + a3b+ a?b? + ab3 4+ b* > 1, takze musi platit
a—b =1 neboli a = b+ 1. Dosazenim dostavame

p=22"4+1=(b+1)> =5 =b° +5b* + 106> + 106> + 56+ 1 — b°.

To muzeme dale upravit na
22" = 5. (b* 4 20% + 2% 4 b).

Vidime, ze 5 déli pravou stranu rovnice, takze také 5 | 22" To ale pro zadné pfirozené n nemiize
platit, tedy jsme dospéli ke sporu.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni se ubirala naprosto stejnym smérem jako vzorové feseni. Zdénéek Pezlar si
vsiml skuteénosti, Zze 5 | (b + 1) — b® — 1 lze také dokizat pomoci malé Fermatovy véty. Modulo 5
z MFV totiz plati (b+1)° =% —1=(b+1)—b—1=0 (mod 5). (Lenka Kopfova)

Uloha 5.

Na stole lezi karticky s ¢isly 1,2,3,...,a 4+ b pro néjaka piirozena a, b. Nejprve prijde Hedvika a
nékteré karty ze stolu sebere, avSak ponecha ostie vice nez polovinu karet. Ukazte, ze Lucka poté
dovede ze zbylych karet na stole vybrat dvé, jejichz rozdil je a nebo b. (Radek Olsak)
RESEN(:

Rekneme, ze dvojice rtiznych karticek je zajimava, pokud je rozdil ¢isel na téchto kartickich roven a
nebo b. Pro libovolnou karticku s ¢islem k plati, Ze pravé jedno z ¢isel k — a, k + b se také vyskytuje
na néjaké karticce. Vskutku, k — a se vyskytuje na karticce pravé tehdy, kdyz je kladné, tedy kdyz
k > a, zatimco k + b se vyskytuje na karti¢ce pravé tehdy, kdyz k + b < a + b, coz lze prepsat jako
k < a. Vzdy tedy nastane pravé jedna z téchto moznosti. Totéz analogicky plati pro k — b, k + a.
Ted rozlisime dva ptipady.

Pokud a # b, tak z Gvodniho pozorovani dostaneme, ze kazda karta je soucasti pravé dvou
zajimavych dvojic. Jelikoz se kazda zajimava dvojice skladd ze dvou karet, mame pravé a + b
zajimavych dvojic. Kazda karta odebrand Hedvikou zptsobila, ze maximéalné dvé zajimavé dvojice
prisly o kartu, a tedy, jelikoz Hedvika odebrala méné nez pilku karet, néjakd zajimava dvojice
zbyla. Tu muze Lucka vybrat.

Pokud a = b, tak je kazda karta soucasti pravé jedné zajimavé dvojice, tedy téchto dvojic je
a a Hedvika odebranim jedné karty pripravi maximélné jednu zajimavou dvojici o kartu. Jelikoz
odebrala méné nez polovinu, tedy a, karet, tak Lucka opét mize vybrat néjakou zajimavou dvojici.
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POZNAMKY:

Vétsina Fesitelu si s tlohou poradila. Bohuzel se v nékolika pripadech feSeni rozbilo v pfipadé a = b,
ktery poté nebyl zvlast rozebran, za coz jsem strhaval bod. Obcas se také objevila situace, ze v feSeni
bylo bez ditkkazu pfimo feéeno, ze kazda karta je v ptipadé a # b ve dvou zajimavych dvojicich. To
se d& odpozorovat na konkrétnich pripadech, ale je potfeba toto tvrzeni pec¢livé dokazat. Nakonec
bych rad zminil, Ze celé feseni se d4 pozménit tim, Ze se na vSechna cisla diva modulo a + b a tedy

rozdil a a rozdil b jsou to samé. S timto napadem ptisel Samuel Rosiar. (Pavel Turek)
Uloha 6.

Michal ma rostouci k-prvkovou posloupnost prvocisel p1,p2, ..., pr. Vsiml si, Ze jisté prirozené ¢islo
d splituje pi11 —p; = d pro kazdé i € {1,...,k—1} a Ze navic d < k. Najdéte vSechny posloupnosti,
které mize Michal mit. (Matéj Dolezalek)
RESEN{:

Ukazeme, ze Michal mtze mit pravé jednu z posloupnosti (2,3) a (3,5,7). Ty oc¢ividné vyhovuji
zadéani, zbyva tak dokéazat, ze zadna dalsi feSeni neexistuji.

Nejprve vyfesme pfipad d = 1. Potom k£ > 2 a jedno z prvocisel p1, p2 je sudé. Jedna se tedy
o dvojku, ktera je nejmensim prvocislem, takze nutné p; = 2. Nasledné p2 = 3 a posloupnost uz
nelze déale prodlouzit, nebot 4 neni prvodéislo.

Dale feSme d = 2. Potom k > 3 a prvodisla p1, p2, p3 nabyvaji po dvou raznych zbytkt modulo
3. Jedno z nich je tak nasobkem tii, takZe uz se jedna piimo o trojku. Cislo 3 — 2 = 1 neni
prvodislo, takze trojka musi byt v posloupnosti prvnim ¢lenem. Tedy p1 = 3, p2 = 5 a p3 = 7. Tuto
posloupnost uz dale nelze prodlouzit, nebot 9 neni prvoéislo.

Koneéné ukazme, Ze vyssi d uz nemuze nastat. Pro spor necht d > 3. Rozdil po sobé jdoucich
élentt Michalovy posloupnosti je vzdy d, takze pro i € {1,...,k} plati p; = p1 + (i — 1)d. Modulo
d — 1 tato rovnost prejde v kongruenci p; = p1 + ¢ — 1. Michalova posloupnost tak modulo d — 1
navstévuje po sobé jdouci zbytkové tridy. Plati k > d 4 1, takze mezi prvocisly pa, ..., pq najdeme
vSechny zbytky modulo d — 1. Specidlné d — 1 | p; pro né&jaké j > 2. P¥itom plati d —1 > 1 a
zaroven pj = p1 + (j —1)d > d > d — 1, takze jsme pro prvocislo p; nasli délitele, ktery neni 1 ani
p; samo. To je spor, takze pro d > 2 uz skute¢né zadna vyhovujici posloupnost neexistuje.

POZNAMKY:
Spravna FeSeni se typicky ubirala podobnym smérem jako to vzorové. Mnozi si zkomplikovali zivot
tim, Ze se na posloupnost misto modulo d — 1 divali modulo néjaké prvocislo ¢ < d. To funguje
podobné, ale pozadavek na prvociselnost je zde celkem zbyteény (bohaté staci nesoudélnost s d).
Piislusna resSeni pak byla k tispésnému dokonceni ¢asto nucena sdhnout po Bertrandové postulatu,
cozZ je ve srovnani s obtiznosti tlohy netimérné silné zbran.

Céstecné body jsem udéloval hlavné za identifikovani obou vyhovujicich posloupnosti a za vy-
loucdeni dalSich feseni v ptipadech d < 2. Naopak jsem z jinak spravného feseni body strhéval,

pokud fFesitelé prohlasili, ze jedno z p1,...,pr musi byt nidsobek d — 1 (nebo né&jakého prvodisla
q < k) a to je spor s prvociselnosti vSech p; — tento argument totiz opomiji moznost p1 = d — 1
(resp. p1 = q), kterou je t¥eba dofesit. (Matéj Dolezalek)
Uloha 7.

Okolo kruhu je rozmisténo 2" nezapornych celych cisel. V jednom kroku pfipiSeme mezi kazdou
dvojici sousednich ¢isel absolutni hodnotu jejich rozdilu a smaZzeme ptivodni ¢isla, mame tedy znovu
2™ ¢isel. Dokazte, ze po kone¢ném poctu krokii dostaneme samé nuly. (Josef Minafik)
RESEN{:

Nejprve si povS§imnéme, ze maximum v kruhu se nezvétsuje, protoze |a —b| < max(a,b) pro a,b > 0.
Dale si vsimnéme, ze kdyby méla vSechna ¢isla néjakého spolecného délitele, mizeme je jim vydélit,
aniz bychom tim ovlivnili feSeni tulohy. Ukazeme, Ze po néjakém koneéném poctu operaci budou
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vSechna ¢isla délitelnd dvéma. Tim bude tloha vyfeSena, protoze vSechna ¢isla vydélime dvéma a
tento proces opakujeme. Pfi kazdém vydéleni se maximum zmensi, to ale nemtze pokracovat do
nekonéena, takze po néjaké dobé bude maximum nulové. Ulohu tedy dale fesme modulo 2. Ukazeme
si dva zpusoby, jak to udélat.

RESEN{ INDUKC:

Budeme postupovat indukci podle n. Pro n = 1 tvrzeni urcité plati, nuly dostaneme uz po dvou
krocich. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n, a dokazme jej pro n+ 1. Uvazujme, co se stane po
dvou krocich. Vyuzijeme toho, ze a — b = a + b (mod 2). Jestlize jsme nékde méli vedle sebe a, b,
¢, na misté b se po dvou krocich objevi a +2b+ ¢ = a+ ¢ (mod 2). To je stejné, jako nase ptivodni
operace, ale ,0b jedna“. Tim se nam kruh velikosti 211 rozlozil na dva velikosti 27, které jsou
nezavislé, a tvrzeni pro né plati z indukéniho pfedpokladu.

RESEN{ TRIKEM S$ POLYNOMEM:
Cisla v kruhu interpretujeme jako koeficienty polynomu nad Zs. V§imnéme si, Ze kazdy krok od-
povida nasobeni 1 + z (mod 22" + 1). Provedeni 2" kroki je tedy ekvivalentni vynasobeni

1+ x)2n =1422" =0 (mod 22"+ 1),

protoze nad Zs plati (1 + x)z =1+ z2. Tim jsme dokazali, ze po 2" operacich dostaneme samé
nuly.

POZNAMKY:

Vétsina feSiteli neuvazovala délitelnost dvéma, ale namisto toho dokazovala, ze po néjaké dobé
budou okolo kruhu jenom dvé ruzna c¢isla. To sice taky funguje, ale je to o néco méné elegantni.
Vsechna spravna feseni tlohu néjakym zptsobem zjednodusila na 0 a 1, ale kazdé potom tento

zjednoduseny piipad vyftesilo néjak jinak. (Josef Minarik)
Uloha 8.
Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q, pro néz jsou oba podily
(2p? —1)P +1 (2¢2 -1)7+1
p+tqg p+aq
cel éisla. (Danil Kozevnikov)

RESEN(:
Ukazeme, Ze feSenimi jsou pravé vSechny dvojice s p = q > 2.

Predpokladejme nejprve, ze jsou obé prvocisla stejna. Potom pozadujeme, aby platila kongruence
(2p? —1)P +1 =0 (mod 2p). Snadno ovétime, Ze p = 2 nevyhovuje, zatimco pro libovolné liché p
plati

(2P —1)P +1=(-1)’+1=-1+1=0 (mod 2p),

takze v tomto piipadé vyhovuji pravé licha prvocisla.

Ted zbyva ukizat, ze neexistuje z4dné feseni s p # q. Ze symetrie mizeme BUNO piredpokladat
p > ¢. Oznaéme zbytkovou t¥idu 2p? — 1 po déleni p + ¢ jako x. Potom prvni podminku muZeme
prepsat na zP + 1 = 0 (mod p + q). Jelikoz p? — ¢®> = (p — q)(p + q), tak p?> = ¢® (mod p + q),
neboli 2¢2 —1 =z (mod p+q) a druha podminka je ekvivalentni 27 +1 =0 (mod p+ ¢q). Oznaéme
nyni ¥4d? z modulo p + ¢ jako d. Umocnénim zadanych kongruenci na druhou dostdvame, ze plati
2%P = 229 = 1 (mod p + q). Z vlastnosti fadu pak vyplyva, Ze d | 2p, d | 2q, jelikoz jsou p, ¢ rtizna
prvodisla, musi nutné platit d | 2.

2d je tedy nejmensi pfirozené &slo, pro néjz plati ¢ = (mod p + q); pokud jsi o Fddech nikdy
neslysel(a), tak se o nich mtizes dozvédét vice napiiklad na fattp://iksko.org/files/sbornik5.pdf.
5



http://iksko.org/files/sbornik5.pdf

To znamend, Ze 2 = 1 (mod p+q), neboli (2p? —1)2 =1 (mod p+q). Spolu s prvni podminkou
(2p®> — 1)? = —1 (mod p + q) to znamena (nezapominejme, Ze p je liché, jelikoz p > q > 2), Ze
2p?2 — 1= —1 (mod p + q), neboli p + q | 2p%. Jelikoz jsou oviem riizna prvoéisla nesoudélna, tak
plati NSD(p + ¢,p) = NSD(q,p) = 1, tedy p{ p + q. Jedinymi déliteli 2p?, ktefi nejsou délitelni p,
jsou délitelé dvojky, takze dostavame p + ¢ | 2, coz je zfejmé spor s p + ¢ > 2. Pro rtzna p, ¢ tedy
neexistuji zadna feSeni a mame hotovo.

POZNAMKY:
Vétsina doslych feseni se Uspésné dopracovala k cili podobnym zptisobem jako vzorak. Néktera
uvédomit si, ze se vyplati zkoumat fady prvka modulo p + ¢, zbytek tlohy je pak pouze pou¢nym

prikladem toho, jak se tato velmi znamé a uziteéna technika d4 vyuzivat v praxi.
(Danil Kozevnikov)



