Teorie nejen cCisel 1

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.PROSINCE 2020

V tlohéch Ize pouzZivat vSechna tvrzeni (i cviceni) ze seridlu. K vyuziti néjaké vlastnosti nékterého
okruhu, ktera v serialu nebyla ukazana, je tfeba ji dokazat.

ULoHa 1. (5 BOD®)
Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, ¢, které spliuji p* + p? + 1 = ¢3.

ULOHA 2. (5 BOD®)
Najdéte vSechna celoéiselna feseni rovnice 22 + = = y® — 3.

ULoHA 3. (5 BODU)
Je dano prirozené cislo n. Dokazte, ze pfirozena ¢isla x, y splnujici

z(z+1)+yly+1) =nn+1)

existuji pravé tehdy, kdyz je 2n? + 2n + 1 slozené &slo.



Teorie nejen cCisel 1

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{
Uloha 1.
Najdéte viechny dvojice prvocisel p, q, které spliuji p* + p? + 1 = ¢5. (Filip Cermék)

RESEN{ MODULEM 3:
Diky sudym mocnindm na levé strané se nic nezméni, kdyz budeme misto p uvazovat —p, takze
BUNO hledejme p kladné. Déle je p* + p2 + 1 > 1, tudiz ¢ > 0. Podivejme se na prvoéislo p
modulo 3. Pokud je p délitelné tfemi, pak musi z prvociselnosti byt p = 3. Po dosazeni dostavame
91 = 3% 432 41 = ¢3. Avsak 91 neni tfeti mocninou zadného celého &isla, takze tento piipad nema
zadné FeSeni.

Dale uvazme ptipad, kdy je trojka nesoudélna s p. To v jazyku kongruenci znamena, ze p = +1
(mod 3). Pokud jej umocnime na druhou a na ¢tvrtou jako na levé strané v zadéani, dostaneme, ze
p* =p? =1 (mod 3). Nyni uz se staéi podivat na celou rovnici modulo 3. Tim dostaneme

@ =p*+p’+1=1+141=3=0 (mod 3).

To oviem znamena, ze &islo ¢® je délitelné tiemi, a tedy i samotné ¢ je délitelné t¥emi. Proto uz
se jakozto prvoéislo opét rovna 3. Zpétnym dosazenim dostavame, ze p? + p2 + 1 = 27 neboli
p?(p? +1) = 2-13. Nyni si bud stagi Fict, Ze p? nedéli 26 pro zadné prvoéislo p, nebo vyzkouset
mald p a Fict, ze vyraz na levé strané roste.

RESENI NESOUDELNYM ROZKLADEM:
Upravme levou stranu do tvaru

P4’ +1=p"+202 +1-p> =+ 1)  —p* = (P* +1-p)(»* + 1 +p).

Prvni Gprava vznikla pFi¢tenim a ode¢tenim p?, abychom dostali rozdil dvou ¢tverctt a na néj pak
mohli aplikovat znamy rozklad a? — b2 = (a — b)(a + b).
Nyni by bylo hezké Fict, ze jsou obé zavorky nesoudélné. Z Eukleidova algoritmu vime, ze

NSD (p? +1+p, p?+1—p) =NSD (p> +1+p, p?+1+p— (p?+1—p)) =NSD (p? +p+1, 2p),

takZe nas zajimaji délitelé p? + p + 1 soudélni s 2 & s p.

Podivejme se tedy na &islo p? +p+1 = p(p + 1) + 1. Miizeme snadno vidét, ze p(p + 1) je vidy
souc¢in sudého a lichého ¢isla, tedy ¢islo sudé. Po pri¢teni jednicky se tak stane ¢islem lichym, a
proto nemuze byt délitelné dvéma.

Soudélnost s p l1ze také hned vyloudit, jelikoz p(p+1) je ndsobkem p, takze p(p+1)+1 dava zbytek
jedna po déleni p, a proto neni nasobkem p. Z toho uz ovsem plyne, ze NSD(p? +p + 1,2p) = 1.

Uz vime, Ze zavorky v rozkladu ¢® = (p? + 1 — p)(p? + 1 + p) jsou nesoudélné. Jelikoz ma
jejich sou¢inem byt t¥eti mocnina prvoéisla, musi se ta mensi z nich rovnat 1 a ta vetsi z nich ¢3.
Pohybujeme se vSak v prirozenych cislech, takze prvni zavorka je urcité mensi nez ta druha. Z toho
uz nutné plyne p? +1 —p = 1 neboli p2 — p = p(p — 1) = 0. Vidime, ze jedinymi Fesenimi této
rovnice jsou p = 0 a p = 1, coz rozhodné nejsou prvocisla, a tudiz zadand rovnice zadna prvociselné
feSeni nema.



POZNAMKY:

Zhruba polovina feSeni sla cestou prvniho a polovina cestou druhého feseni. Obcas se stavaly
numerické chyby, takze byl strzen néjaky ten bod. Vesmés vSechna, co se vydala spravnou cestou,
to dotahla az do konce a nebyly zde zadné velké problémy. K této iloze nebylo nutné pouzit zadnou
7 vét ze seridlu, ale obcas FeSeni pouzivala tvrzeni o rozkladu na nesoudélné mocniny, coz byl tedy

trochu kanon na vrabce, ale pro¢ ne. (Filip Cermék)
Uloha 2.

Najdéte viechna celodiselna fesenf rovnice x2 4+ x = y3 — 3. (Matéj Dolezalek)
RESEN:

Ukazeme, Ze rovnice nemd fefeni. Rovnici nejprve upravime na z2 4+ = + 3 = y3. Nyni budeme
chtit levou stranu rozlozit na soucin ve vhodném oboru a nasledné pouzit tvrzeni o mocninach
14+/—=11

2
a+a@=1, a -@=3. S jeho pomoci levou stranu rovnice rozlozime jako (z + a)(z + @) = y3. Mohli
bychom také volit a tak, aby bylo kofenem 22 + z + 3 = 0, dalsi postup by pak byl témét stejny,
jen bychom na nékterych mistech obratili znaménka.

Zkoumejme tedy obor Z[a] = {a + ba : a,b € Z}. Ze se jedna o obor integrity, je zjevné: je to
podmnozina komplexnich ¢&isel, takze staci ovérit, ze je uzavieny na séitdni a nasobeni. S¢itani je
zfejmé, uzavienost na nasobeni pak mame skrze

a nesoudélnosti. Necht je a = , toto komplexni ¢&islo pak splituje o? = a — 3. Dale také

(a1 + bloc)(az + bgoz) = aiaz2 + arbsa + asbia + b1b2a2 = (alag — 3b1b2) + (a1b2 + a2b1 + blbg)a.

Ukézeme, ze obor Z[a] je eukleidovsky, ¢imz pak budeme mit zaruéeno, Ze je i gaussovsky, a budeme
tak moci pouzit tvrzeni o nesoudé€lnosti a mocninach. Jako eukleidovskou funkci pouzijeme normu
definovanou piedpisem N(a + ba) = (a + ba)(a + ba) = a? + ab + 3b2. Nechf jsou dana 3,~ € Z[a],
v # 0 a najdéme § € Z[a] takové, ze N(B8 — §v) < N(v). Podobné jako jsme to délali v seridlu,
vydélime 5= NB(Z) = u + va pro néjakd u,v € Q, a potfebujeme nasledné zvolit § tak, aby

NG N (2= 5) = N(s - o) < N (o)

N((u+va)—8) <1.

Na to nahlédneme geometricky. Nerovnice N(u + va) = u? + uv + 3v? < 1 uréuje v roviné se
soufadnicemi u, v vnitfek elipsy.




Priseciky pfimky v = % s touto elipsou jsou uj2 = , takze jsou od sebe vzdaleny

\/g > 1. Spolu s dvéma stfedové soumérnymi pruseciky s pfimkou v = 7% tak mizeme vytvorit
rovnobéznik s vyskou 1 a Sitkou vétsi nez 1 tim, Ze o néco malo posuneme vrcholy vytvorené
z prusecikt dovniti elipsy. Odecitanim celych ¢isel od soufadnic u, v skrze volbu slozek ¢isla § se
pak dovedeme trefit dovniti tohoto rovnobézniku: nejprve zvolime slozku v tak, abychom se trefili
do pasu —% <ov< %, a nasledné nam postaci trefit se slozkou u dovnitf rovnobézniku, ktery ma
ale sitku vétsi nez 1, takze to vzdycky pujde.

V souhrnu tak dovedeme ¢ zvolit tak, aby N((u +va) — 5) < 1, jelikoz vnitiek elipsy odpovida
pfesné tém &islim, co maji normu ostfe mensi nez 1. To znamend, Zze v Z[a] dovedeme délit se
zbytkem, takze je to eukleidovsky obor, jak jsme chtéli.

Nyni se mtizeme vrhnout na rovnici (z 4+ )(z + @) = y3. Ukazme, e aby z, y fesily rovnici,
musi z + a a ¢ + @ byt nesoudélné v Z[a]. Kazdy jejich spoleény délitel bude muset délit i
1+V-11  1-y~11 _ I

2 2
Piitom y/—11 m4 normu 11, coz je prvocislo, takze je to ireducibilni prvek. Nejvétsim spoleénym
délitelem x + o a  + @ je tak bud 1, nebo v/—11. Pro spor necht je to v/—11. Potom /—11 | z + a,
z ¢ehoz i

(z+a)—(z+a)=a—a=

11=NH=11) | N@z+a) =22 + z+ 3 =>,

takze i 11 | y, ponévadz 11 je prvoéinitel v Z. Pavodni rovnici dale upravme do tvaru

4% 4 4z + 12 = 493,

2z +1)2 +11 = 43,
Kdyby 11 | y, tak potom z posledni rovnicei 11 | (2z+41)?, takze 11 | 2z+1. Potom ale 112 | (2z+1)?
a podobné 113 | 443, z cehoz

112 | 4y® — (22 + 1)% =11,

coz je spor. Nejvétsim spolecnym délitelem = + a a « + @ tak nemuze byt v/—11, je to tedy 1 a tyto
dvé zavorky jsou tak nesoudélné.

V rovnici (z+a)(z+a) = y> tak mame nesoudélné ¢initele na levé strané. Zaroven si rozmyslime,
ze jednotkami v Z[a] jsou jen prvky s normou 1, coz jsou pouze 1 a —1. Kazda je pfitom treti
mocninou sebe samé, takze dovedeme schovat jednotku do mocniny a z tvrzeni o nesoudélnosti a
mocninéch jsou z + o i & + @ tieti mocniny v Z[a]. Necht tedy « + a = (a + ba)® pro vhodnéa
a,b € Z. S pomoci a? = o — 3 a a® = a(a — 3) = —2a — 3 pak rozepiseme

x4+ a=(a+ba)® =a® + 3a%ba + 3ab%a? + b3a® = a® + 3a%ba + 3ab?(a — 3) + b3 (=20 — 3) =
= (a® — 9ab® — 3b%) + (3a2b + 3ab? — 2b%)a.
Kdyz se nyni podivime pouze na koeficienty u «, dostaneme rovnici
1=1b-(3a® + 3ab — 2b%).

Z toho b | 1, takze b = £1. Pro b = —1 zbude rovnice 3a2 — 3a — 1 = 0, coZ nem4 FeSeni, protoze
31 1. Pro b = 1 pak zbude 3a® +3a — 3 = 0 neboli a? + a — 1 = 0. Tato rovnice uz nema celo¢iselné
feseni, coz nahlédneme treba takto: a, a + 1 jsou po sobé jdouci ¢isla, takze jedno z nich je sudé,
takze 1 a(a + 1) je sudé. Ale pfitom mé byt a(a + 1) = 1 liché, coz je spor. Zadana rovnice tak
nemuze mit Feseni.
POZNAMKY:
Vsechna spravna feseni postupovala zhruba vzorovym zptusobem. Néktera se zadrhla na vylouceni
v/—11 jako spole¢ného délitele x +a a x +@. Za netrivialni chyby v jinak spravném postupu (Spatné
vyloucené \/—11, Spatné dofeSend rovnice pro a, b) jsem strhaval jeden nebo dva body. Za absenci
né&jakého piimocarého ovéfeni, tfeba ze {a + ba : a,b € Z} je obor, jsem body nestrhéval.

(Matéj Dolezalek)



Uloha 3.

Je déano prirozené cislo n. Dokazte, ze pFirozena cisla x, y spliujici
2z +1) +y(y+1) = n(n+1)

existuji pravé tehdy, kdy# je 2n? + 2n + 1 slozené &islo. (Matéj Dolezalek)

RESEN(:
Zkoumanou rovnici upravme do tvaru

2 trty’+y=n?4n,
(4% + 4z 4+ 1) + (4y% + 4y + 1) = 4n? +4n + 2,
z+1)2+2u+1)2=2n+1)2+1=2-(2n2 +2n+1).

Existence pfirozenych x, y spliiujicich rovnici je nyni ekvivalentni tomu, Ze existuje a + bi € Z[i]
s lichymi slozkami a,b > 3 (jelikoz potiebujeme z,y > 1) takové, ze N(a + bi) = 2(2n2 + 2n + 1).
S lichosti si nebudeme muset délat starosti, jelikoz modulo &ty¥i mame (2n + 1)2 +1=1+1=2,
takze kazdé feSeni, které najdeme, bude nutné mit a, b licha.

Jak je to s a,b > 37 Jedno feSeni je zifejmé: a = 2n + 1, b = 1 plus sedm dalsich, kterd
vzniknou prohozenim slozek a zménami jejich znamének. To vSak nespliuje b > 3, takze nam
nesta¢i. Naopak jakékoliv jiné feSeni (takové, které mé uplné jiné absolutni hodnoty svych slozek)
uz jednicku obsahovat nebude: a a b vystupuji symetricky, takze pokud je jedno z nich +1, tak uz
to vynucuje, aby to druhé bylo v absolutni hodnoté 2n 4+ 1. Chceme tedy ukéazat, Ze existuje vice
nez osm ¢&isel a 4 bi s normou 2(2n2 + 2n + 1) pravé tehdy, kdyz 2n2 + 2n 4 1 neni prvoéislo.

K tomu ukazeme, Ze prenasobeni dvojkou ndm v podstaté nepfidava nic navic. Méjme prvek
a+bi s normou 2(2n? 42n+1). Jeliko# jeho norma je suda, musi se v rozkladu a+bi na prvoéinitele
vyskytovat néjaky prvocinitel s normou 2. Témi jsou ale pouze 1 +1¢, —1 44, —1 —7 a1l —1i, coz
jsou navzajem asociované prvky. Tim padem kdykoliv ma Gaussovo celé ¢islo sudou normu, pak je
néasobkem 1 + 4. Kazdému a + bi s normou 2(2n2 + 2n + 1) tak miizeme jednoznacéné piitadit ¢islo
c+di = %bf s normou 2n2 + 2n + 1 a divat se nadale jenom na to, kolik Gaussovych celych éisel
mé normu 2n? + 2n + 1.

Kdyz je 2n2 + 2n 4+ 1 prvoéislo, pak ma podle Cvicens 31 v serialu tuto normu az na prohozeni
slozek a zmény znamének pouze jedno ¢islo (zde (n+ 1) +ni), takZe s prohozenim slozek a zménami
znamének je to jen osm &isel. Ukazme, Ze pokud je naopak 2n? + 2n 4+ 1 slozené, pak ziskame vice
nez osm ¢&isel s normou 2n2 + 2n 4 1.

Rozlozme 2n? 4+ 2n + 1 na souéin kladnjch prvoéisel pi' - pr", kde jednotliva py, jsou navzdjem
neasociovana. Kdyby néjaké prvocislo ¢ = 3 (mod 4) délilo (2n + 1)2 4 12, pak by podle Cuicens
30 muselo ¢ délit i obé& slozky (2n + 1) + 4, tedy q | 1, coz je spor. Cislo (2n + 1)2 + 1 tak ma za
prvociselné délitele pouze dvojku a prvocisla ¢ = 1 (mod 4), takze vSechna py z rozkladu lichého
&isla 2n2 + 2n + 1 jsou 1 (mod 4). Kazdé proto k sobé mé n&jaky prvoéinitel mp € Z[i] s normou
N(mk) = pk, navic podle Cvideni 32 nikdy nejsou 7y a T asociovand. Pro ¢islo ¢ + di s normou
2n? + 2n + 1 pak miZeme tieba vzit

ctdi =7l

Muzeme ale také néktera 7, vymeénit za 7. Kdyz tvofime rozklad ¢ + di, mizeme za kazdou
mocninu pzk v rozkladu 2n2 + 2n + 1 pouzit (75)¢ pro né&jaké £ € {0,1,..., ey} a zbytek exponentu
£ do er doplnit mocninou Wzk_[. Jednotliva ¢isla ¢ + di, kterd takto vyrobime, budou navzajem
neasociovand, protoze budou mit odlisny exponent u néjakého my (resp. 7). Podle Cviceni 31
jsou vzdy 7 a T} navzajem neasociovani prvocinitelé, takze se vSechny rozklady, které vyrobime,
navzajem lisi (nejdou na sebe pfevést tim, Zze nékteré prvocinitele pfendsobime jednotkami). Pro
kazdé pzk takto budeme moci vybirat z ex + 1 moznosti a vSechny tyto moznosti jsou nezavislé.
4



Navic pak jesté kazdé ziskané ¢ + di budeme moci pfenasobit jednou ze ¢tyt jednotek 1, i, —1, —1,
takze celkem timto vyrobime

4-(e14+1)-(e2+1)---(er +1)

moznych cisel c+di. Tento pocet uz bude vice nez osm — kdyby to bylo nanejvys osm, znamenalo by
to, Ze mame jenom jednu zavorku (e1+1), v niz je navic e; = 1. JenZe to by potom 2n24+2n+1 = p%
bylo prvocislo, coz neni.

V souhrnu tedy: kdy# je 2n2 + 2n + 1 prvoéislo, miZzeme a + bi s normou 2(2n2 +2n + 1) ziskat
jen tak, Ze jedno z a, b bude jednicka, coz ndm neda pfirozena z, y. Pokud je 2n? 4+ 2n + 1 slozené,
pak uz dovedeme prvocinitele do rozkladu c + di, resp. a + bi poskladat vicero zpusoby, coz da
néjaké a + bi, kde a ani b nejsou jednicka, takze dostaneme skutecné prirozend x, y.

POZNAMKY:

Uloha byla trochu technicky naro¢na, ale zdkladni tivaha je velmi prosta: upravime rovnici tak,
aby hovorila o souc¢tech ¢tverci, a divime se na to, co to chceme souc¢tem étvercu vyjadrit. Uz se
jen snazime precizné formulovat, ze prvocisla davaji malo prvocinitell, takze malo zpuasobi, jak je
poskladat dohromady, takze prvocisla maji ,jen jeden“ zapis jako soucet ¢tvercu, zatimco slozena
¢isla uz dovoluji namichat ze svych prvocinitelt mnohem vice vyjadieni.

Vsechna spravna feseni postupovala vesmés podobné jako vzordk. Rovnici slo téz upravit do
tvaru (z — y)2 4 (z +y + 1)2 = 2n? 4+ 2n + 1 a nezaobirat se tak dvojkou navic na pravé strané.
Postup s vynasobenim ¢tyfmi a tpravou na ctverce je vsak celkem poucény a casto se hodi, procez
je ve vzoraku pouzit. (Maté&j Dolezélek)



