Distancni vyuka

1. PODZIMNI{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 5. RIJNA 2020

ULona 1. (3 BODY)
Ucebna ma tvar konvexniho pétithelniku jako na obrazku nize. Jak do ni mizeme umistit devet
studenti! tak, aby mezi kazdymi dvéma byla vzdalenost alespori dva metry?
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ULOHA 2. (3 BODY)
Kuba dostal za distan¢ni domaci kol procvicit si nasobeni a s¢itani. Vyrobil si na to ¢tyri karticky
s redlnymi ¢isly. Kdyz si s nimi chvili hral, zjistil, Zze pokazdé, kdyz z nich vytvori vyraz

o-o+0-0,
vyjde mu stejny vysledek. Ukazte, Ze na alespon tfech kartickach je stejné cislo.

ULoHA 3. (3 BODY)
V turnaji v distanénim fotbalu se utkalo 2020 druzstev. Kazdé hréalo s kazdym pravé jednou, za
vyhru tym obdrzel jeden bod, za prohru ¢i remizu neobdrzel zadny. Po odehrani vsech zapast
skoncily vSechny tymy se stejnym bodovym ziskem. Urcete, kolik nejméné muselo nastat remiz.

ULoHA 4. (5 BODD)
V hodiné distanc¢ni vytvarné vychovy dostal Franta za tkol obarvit kazdy bod roviny jednou z n
barev tak, aby se na libovolné pfimce vyskytovaly body nanejvys dvou barev a aby kazdou barvou
byl obarven alespon jeden bod. Urcete nejvétsi n, pro které se mu to muze podafit.

1Studenty mizeme povazovat za body a miizou lezet i na obvodu uéebny.



ULoHA 5. (5 BODD)
Radecek si v hodiné distan¢niho déjepisu béhem vykladu o kfizovych vypravach krati dlouhou
chvili nasledujici kratochvili: Nakresli si tabulku n X n a nasledné néktera jeji pole vyplni kiizky
tak, aby neexistovala trojice kfizkti A, B, C takovd, ze A a B lezi ve stejném sloupci, B a C' lezi
ve stejném Fadku a zéroven B lezi pod A a nalevo od C (pfi¢emz B s nimi nemusi nutné sousedit).
V zavislosti na n urcete, kolik nejvyse kiizkt dovede do tabulky umistit.

ULoHA 6. (5 BODD)
Konvexni n-tthelnik M byl rozdélen na trojuhelnikové ohradky s rohy ve vrcholech M, p¥icemz
v kazdém vrcholu M sedi jeden luskoun. Rozmisténi nékterych n — 2 luskounii do ohradek nazveme
distancéni, pokud je v kazdé ohradce pravé jeden luskoun, ktery navic ptivodné sedél v jednom
z roht této ohradky. Dvojici luskounti nazveme karanténni, pokud umime distanéné rozmistit zbylé
luskouny pravé jednim zptisobem.? Kolik existuje karanténnich dvojic?

ULOHA 7. (5 BOD®)
Ucitelky zdravovédy nedodrzuji karanténu, a proto pro kazdou dvojici kantorek existuje prave jedna,
se kterou si obé podaly ruce. Ukazte, Ze existuje jedna ucitelka, co si podala ruku se vSemi.

ULOHA 8. (5 BoD)
Honza dostal pfi hodiné distanéni matematiky liché prvoéislo p a (p+1)-prvkovou mnozinu S celych
¢isel. Dokazte, ze z S dovede zvolit po dvou rizna ¢isla a1, az,...,ap—1 takova, ze

l-ar+2-a2+---+@®—-1) ap—1

je nasobkem p.

2Rozmisténi je uréeno jen tim, ktery luskoun je ve které ohradce.



Distancni vyuka

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Ucebna ma tvar konvexniho pétithelniku jako na obrazku nize. Jak do ni muzeme umistit devét
studenti! tak, aby mezi kazdymi dvéma byla vzdalenost alespori dva metry?
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(Josef Minarik)

RESEN(:
Vsimnime si, Ze v rovnostrannom trojuholniku so stranou dlhou 2 m je pita vysky zhodné so
stredom strany, a preto moézeme dizku vysky vypodéitat z Pytagorovej vety ako

v=1+v22-12m=+3m,

¢o je presne polovica dlzky ,zvislej“ strany udebne. Vdaka tomu mézeme do miestnosti nakreslit
trojuholnikovii sief tvorenu rovnostrannymi trojuholnikmi so stranou dlhou 2 m, pricom vsetky
vrcholy pévodného pituholnika aj stredy stran dlhych 4 m budi vrcholmi v tejto sieti. Navyse vo
vnutri triedy budu dalsie dva vrcholy, takze celkovo mame 9 bodov trojuholnikovej siete vo vnutri
alebo na okraji triedy. Jednoducho overime, ze medzi kazdymi dvomi z nich bude vzdialenost aspon
2 m, teda do kazdého z tych 9 bodov mézeme umiestnit jedného Studenta.

1Studenty mizeme povazovat za body a miizou lezet i na obvodu uéebny.
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POzZNAMKY:
Vsetci riesitelia, ktori lohu poslali, nasli spravne rozmiestnenie Studentov, s viac ¢i menej podrob-
nym popisom toho, ako ho nasli a preco vyhovuje. Niektoré riesenia skonstruovali body posunutim
Tavych troch vrcholov pétuholnika o 2 m doprava a potom o dalsie 2 m doprava.

(Lucia Kraj¢oviechovd)

Uloha 2.

Kuba dostal za distan¢ni domaci tikol procvicit si nasobeni a s¢itani. Vyrobil si na to ctyii karticky
s realnymi ¢isly. Kdyz si s nimi chvili hral, zjistil, Ze pokazdé, kdyz z nich vytvoii vyraz

vyjde mu stejny vysledek. Ukazte, ze na alespon trech kartickach je stejné cislo.

(Rado van Svarc)
RESEN(:
Oznacme ¢isla na kartickdch a, b, ¢ a d. Protoze karticky jsou zaménitelné, muzeme bez Gjmy
na obecnosti predpokladat, ze a < b < ¢ < d. Podle zadani plati

ab + cd = ad + be,
ab—ad+cd —bc=0,
a(b—d)—c(b—d)=0,
(b—d)(a—c)=0.

Z toho plyne, ze b = d nebo a = c¢. Pokud b = d, pak diky sefazeni Cisel uz nutné plati b = ¢ = d.
Obdobné pokud a = ¢, tak a = b = ¢. V obou ptipadech si jsou nutné alespon tfi ¢isla rovna, coz
jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:
Vétsina doslych feseni byla velmi pékna. Zaroven ale znacna ¢ast Fesitelt zcela bezostysné délila
nulou! Dejte si na to pozor — kdy# délite rovnici nezndmou, vzdy provedte diskuzi.

(Katefina Panesovd)



Uloha 3.

V turnaji v distanc¢nim fotbalu se utkalo 2020 druzstev. Kazdé hralo s kazdym praveé jednou, za

vyhru tym obdrzel jeden bod, za prohru ¢i remizu neobdrzel zadny. Po odehrani vsech zapast

skoncily vSechny tymy se stejnym bodovym ziskem. Urcete, kolik nejméné muselo nastat remiz.
(Pavel Hudec)

RESEN{:
Ukézeme, ze minimalni pocet remiz byl 1010.
Celkem druzstva odehrala

2020\ 2020 - 2019
( ):7:1010.2019
2 2

zapasi. Protoze se body pfidélovaly pouze za vyhry, rozdalo se nejvyse tolik bodu, kolik se ode-
hralo zapast. Vsechny tymy skondily se stejnym bodovym ziskem, tudiz musi byt celkovy pocet
obdrzenych bodi nasobkem poctu tymi. Plati 1010-2019 = 1009-2020+ 1010, mohlo nastat celkem
nejvyse 1009 - 2020 vyher, a tedy nejméné 1010 remiz.

Ukézeme, ze turnaj s 1010 remizami mohl nastat. Predstavime si vSechny tymy rozmisténé
s pravidelnymi odstupy na kruznici. Reknéme, %e pro kazdy tym plati, Ze s 1009 tymy po sméru
hodinovych rucicek vyhral a s 1009 tymy proti sméru hodinovych ruci¢ek prohral. S tymem, ktery
je naproti nému na kruznici (je stejné daleko po i proti sméru hodinovych ruciéek), remizoval. Pro
toto rozdéleni skutecné plati, ze vSechny tymy maji stejné bodt a nastalo celkem 1010 remiz.

V prvni ¢asti feSeni jsme odvodili, Ze remiz bylo minimélné 1010, a v druhé jsme ovérili, ze jich
mohlo byt praveé 1010.

POZNAMKY:

Vétsina feSeni spravné prisla na to, ze remiz muselo byt aspon 1010. Pak ale mnoho fesitelt zapo-
mnélo na druhy krok, ve kterém je potieba ovéfit, ze existuje prubéh turnaje, kde se udalo 1010
remiz.

Mohli bychom si i fict, ze remiz muselo byt aspon 0. To je jasné ze zadani, zaporny pocet
jich urcité byt nemuze. Jenze uz nejde najit zddny prubéh turnaje, kde by nebyla zadna remiza.
Omezeni samotné tedy nestaci, musime ho jesté ovéfit. Resitelé nejéastéji postupovali jako ve
vzorovém Feseni, Sikovnym vyplnénim tabulky nebo i matematickou indukci.

Hodné resiteli do TesSeni také napsalo, ze kazdy tym musel mit stejny pocet vyher, proher i
remiz. To ale neni obecné pravda. Pii konstrukci pribéhu turnaje pro 1010 remiz je to Sikovny
predpoklad, jako protipriklad si ale mizete predstavit turnaj o ¢tyfech tymech a, b, ¢ a d. Pokud
pak a vyhral nad b, b nad ¢, ¢ nad a, d nad b a a remizoval s d a ¢ remizoval s d, tak uhral tym d
dvé remizy a tym b naopak zadnou. (Martin Hubata)

Uloha 4.
V hodiné distanc¢ni vytvarné vychovy dostal Franta za tkol obarvit kazdy bod roviny jednou z n
barev tak, aby se na libovolné piimce vyskytovaly body nanejvys dvou barev a aby kazdou barvou
byl obarven alespon jeden bod. Urcete nejvétsi n, pro které se mu to muze podafit.

(Pavel Hudec)
RESEN{:
Dokazme, Ze pro Ctyfi a vice barev neexistuje zadné obarveni spliujici podminky. Dikaz povedeme
sporem. Predpoklddejme, Ze existuje vyhovujici obarveni. Vezméme libovolné ¢tyti barvy A, B, C,
D abody K, L, M, N obarvené postupné témito barvami. Jejich existenci zaruc¢uje zadani. Zadna
trojice téchto bodi nemize lezet na pfimce, nebot by to byl rovnou spor. Uvazme nyni pfimky KL
a M N. Pokud maji spoleény bod, pak tento bod musi mit jednu z barev A, B a zaroven C, D, coz
vede ke sporu. Jestli jsou rovnobézné, provedeme stejny postup pro druhou dvojici. Jestlize i tato
dvojice primek je rovnobézna, pak je K LM N rovnobéznik. Pro ten ale plati, ze se jeho uhlopficky
protinaji. Pouzitim stejného argumentu dostaneme spor.
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Vyvratili jsme, ze by n mohlo byt vétsi nebo rovno ¢tyfem, a nyni je potfeba zjistit, zda existuje
vyhovujici obarveni pro n = 3. UkdZzeme néjakou vyhovujici konstrukci. Napfiklad lze umistit do ro-
viny jeden bod barvy A. Tim vedeme libovolné mnozZstvi pfimek barvy B a zbytek roviny obarvime
barvou C. Pro pfimky prochazejici bodem barvy A podminka plati, protoze pokud né&jaka takova
pfimka obsahuje bod barvy B, pak uZ je nutné totozna s pfimkou, ktera je ddna bodem barvy A
a timto bodem. V opac¢ném piipadé barvu B pfimka nemuze obsahovat. Pfimky neprochazejici bo-
dem barvy A nemohou obsahovat barvu A. Takze nase obarveni je v souladu se zaddnim. Dokazali
jsme, ze pro n > 4 FeSeni neexistuje, a nasli jsme vyhovujici obarveni pro n = 3. Jsme tedy hotovi.

JINA KONSTRUKCE:

Jind moznost konstrukce pro n = 3 je obarvit jednu pfimku p dvéma barvami (A, B) libovolné
a zbytek roviny posledni barvou (C'). Pfimky rovnobézné s p jsou bud totozné s p a pak ziejmé
spliuji zadani, anebo jsou od p rizné a pak neprochézi tfeti barvou. Rtznobézka k p s ni muze mit
jen jeden spoleény bod, takze bude mit jednu z barev A, B a barvu C.

PozNAMKY:
Seslo se pomérné hodné feSeni a vétsina tspésnych postupovala podobné jako vzorové. Nejcastéjsi
chybou byl netplny dikaz, Ze pro n = 4 to nejde. Zejména se objevovala feSeni, kterad nasla

konstrukci pro n = 3 a pak tvrdila, Ze se tato konstrukce neda vylepsit. Tato FeSeni jsem ohodnotil
dvéma nebo tfemi body podle toho, jakou konkrétni vadu obsahovala. Timto zptsobem lze tlohu
také Tesit, ale je tfeba vychazet pouze ze zadani, tedy z existence t¥i riznobarevnych bodu. Jak
jsem predvedl, konstrukei je vice a bylo tfeba ukézat, Zze nemiize existovat zadna konstrukce pro
vyssi n. Méné Casto si FeSitelé chybné interpretovali zadani a fesili tak jinou tlohu.

Dale bych chtél upozornit na nékteré drobné chyby. Néktefi Fesitelé dokazujici sporem vybrali
dvojici pfimek a predpokladali, Ze se protnou. To se obecné nemusi stat a mélo by se alespon zminit,
ze néjakou dvojici umime vybrat po pfeznaceni bodi, nebo tvrzeni dokdzat pomoci rovnobézniku
jako ve vzorovém feSeni. U obecného ctyiftuhelniku také neplati, ze se thlopticky vzdy protinaji.
Jedné se o usecky, takze tvrzeni neplati pro nekonvexni ¢tyiahelniky. (Honza Nekarda)

Uloha 5.

Radecek si v hodiné distan¢niho déjepisu béhem vykladu o kfizovych vypravach krati dlouhou
chvili nasledujici kratochvili: Nakresli si tabulku n X n a nasledné néktera jeji pole vyplni kiizky
tak, aby neexistovala trojice kiizku A, B, C takové, ze A a B lezi ve stejném sloupci, B a C lezi
ve stejném Fddku a zdroven B lezi pod A a nalevo od C' (pfi¢emz B s nimi nemusi nutné sousedit).
V zavislosti na n urcete, kolik nejvyse kiizki dovede do tabulky umistit. (Lucien Sima)

RESENI:
Na zaciatok si uvedomme, ze podmienka zo zadania je ekvivalentna kritériu, ze neexistuje krizik
(B), ktory by mal nejaky krizik priamo (nie nutne bezprostredne) nad sebou (A) a nejaky iny krizik
priamo napravo od seba (C).

Vezmime do tivahy rozmiestnenia krizikov, ktoré spliiaji poziadavky zadania a obsahuji ma-
(n—1) x (n—1) v lavom dolnom rohu (teda mimo horného riadka a zaroveir mimo pravého stipca).

Predpokladajme, Zze v tomto $tvorci sa nachiddza aspon jeden krizik. Vyberme jeden z tychto
krizikov. Ak nad nim nie je uz dalsi krizik, presunieme ho do horného riadka, zachovajic stipec,
v ktorom sa nachadzal. Tym zachovame podmienku — nad tymto krizikom stéle nebude iny krizik,
krizik nepribudne nad inym krizikom (v novej polohe bude na$ jediny presunuty krizik iba nad
krizikmi, nad ktorymi bol uz predtym) a pribudne iba napravo od niektorych krizikov v hornom
riadku, ale tie nemdzu porusit podmienku, pretoze nevedia mat krizik nad sebou. Ak nad nim je
krizik, urcite nie je napravo od neho, lebo toto rozostavenie vyhovuje podmienke, tak ho presunieme
do pravého stipca. Opit tym zachovdme podmienku z obdobnjch pri¢in ako v predchidzajicom
pripade. Dostali sme vyhovujiice rozostavenie, kde je mimo horného riadka a mimo pravého stipca
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menej krizikov ako v povodnom, ¢o je spor s tym, Ze sme zvolili to s miniméalnym pocétom takych
krizikov. Preto nas predpoklad, ze v tomto Stvorci mame krizik, bol nepravdivy, takze zvolené
rozostavenie obsahuje kriziky iba v hornom riadku a v pravom stipci.

Horny riadok zahitia n poli¢ok a pravy stipec takisto, pravy horny roh sa vsak nachadza v oboch,
¢ize spolu mame iba 2n — 1 policok, kde mozu byt kriziky. To znaéi, Ze mame nanajvys 2n — 1
krizikov. KedZe sme zvolili jednu z konfiguracii s maximalnym moZnym pocétom krizikov, tento
nemoze presiahnut 2n — 1.

Zaroven 2n — 1 krizikov je dosiahnutelnych: Napriklad zaplnime cely horny riadok a cely pravy
stlpec. Nad ani jednym krizikom horného riadka uréite nie je dalsi krizik a napravo od krizika
pravého stlpca uréite nie je krizik, z ¢oho plynie, Ze sme vyhoveli podmienke zo zadania. Hladany
maximalny pocet je preto pre kazdé n prave 2n — 1.

POZNAMKY:

Riesenia, ktoré sme dostali, sa Casto popasovali s tlohou uspesne. Nie vSak vzdy. Pri takychto
tlohach, kde hladdme maximalny ¢i minimélny pocet ¢ohosi, s ¢im dokézeme vykonat ¢osi dalsie,
potrebujeme ukazat, Ze prave nas vysledok je maximum (minimum), ¢o znamend dokézat, ze hla-
dané ¢islo nie je vySsie ani niz$ie nez to naSe. Mnohé riesenia vyrie§ili tlohu iba séasti, ked ukazali
sposob, ako Radecek umiestni do tabulky 2n — 1 krizikov, ale nedokazali, Ze viac sa mu ich tam
nezmesti. To vsak hovori o maxime iba tolko, Ze je aspon 2n — 1, ale e$te vzdy by mohlo byt aj
vicsie. Inokedy sa stalo, Ze rieSenie nedokdzalo, Ze viac krizikov byt nemoze, poriadne, napriklad
ste iba ukazali, ze do tabulky s nejakym konkrétnym rozostavenim 2n — 1 krizikov uz nemézeme
pridat dalsi, ¢o vsak nie je dostato¢ne vseobecné.

Na riesenie tlohy tohto typu preto ma vicsinou zmysel pozerat sa ako na dva dokazy, z ktorych
kazdy musi staf pevne na vlastnych nohach a dokazat bez ujmy na vSeobecnosti svoju nerovnost.
Casto jeden z nich je ovela jednoduchsi (v tomto pripade na dékaz, ze maximum je aspon 2n — 1,
stacilo uviest jedno rozmiestnenie tolkych krizikov), ale pozornost si zasluzia oba.

(Mimi Hanus)

Uloha 6.

Konvexni n-thelnik M byl rozdélen na trojuihelnikové ohradky s rohy ve vrcholech M, piicemz
v kazdém vrcholu M sedi jeden luskoun. Rozmisténi nékterych n — 2 luskounti do ohradek nazveme
distancént, pokud je v kazdé ohradce pravé jeden luskoun, ktery navic ptivodné sedél v jednom
z roht této ohradky. Dvojici luskouniti nazveme karanténnt, pokud umime distanc¢né rozmistit zbylé
luskouny pravé jednim zptisobem.? Kolik existuje karanténnich dvojic? (Jakub Lowit)

RESENT:
Dvojici luskount, kterou do ohradek neumistime, nazveme vybérovou a kazdého luskouna v ni
nazveme vybérovym. O kazdé strané ohradky budeme mluvit jako o hrané.

Ohrédek je v celém n-thelniku n—2. Je jich tedy ostie méné nez stran n-uhelnika, proto alespon
jedna ohradka musi mit dvé své hrany shodné se stranami n-tuhelnika. Tuto ohrddku nazveme krajni
(pfikladem je krajni ohrddka ABC na obrazku 2).

Dokéazeme indukci podle poc¢tu vrcholi n-thelnika, ze do néj umime distanéné rozmistit n — 2
luskountu alespon jednim zptisobem a Ze vice zpusobi nebude existovat praveé tehdy, kdyz bude
vybérova dvojice spojena hranou.

Pro pocatecni krok necht n = 3. Kazd4 dvojice je zde spojena hranou a zbyvajici luskoun ma
vzdy jen jednu ohradku kam miZe jit, tedy tvrzeni plati (viz obréazek 1).

Piedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro (n — 1)-thelnik. Pro n-tGhelnik si vrcholy v nékteré jeho
krajni ohrddce pojmenujeme nasledovné: vrchol mezi stranami shodnymi se stranami n-uhelnika
nazveme A, zbylé dva vrcholy ozna¢ime B a C (viz obrazek 2).

2Rozmisténi je uréeno jen tim, ktery luskoun je ve které ohradce.
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B
Obrézek 1. Obrézek 2.

Nyni rozebereme tfi moznosti umisténi luskounti, podle toho kde se nachazi vybérova dvojice.
Zaprvé, necht luskoun ve vrcholu A neni vybérovy a vybérova dvojice je kdekoli jinde v n-thelniku.
Luskouna z vrcholu A milZeme umistit jeding do ohradky ABC' (viz obréazek 3). Proto pocet moz-
nych distanénich rozmisténi luskount v n-uheniku je stejny jako pocéet rozmisténi v (n—1)-uhelniku
vzniklém odebranim vrcholu A a hran AB a BC. Z induk¢éniho pfedpokladu bude v tomto mensim
(n—1)-thelniku spravny pocet distanénich rozdéleni pro libovolnou na za¢atku zvolenou vybérovou
dvojici.

C c c
A 7
Ag o Ao —
B B B
Obréazek 3. Obrazek 4.

Zadruhé méme situaci, kdy jsou luskouni z vybérové dvojice ve vrcholech A a B (nebo analogicky
v A a C). Vybérova dvojice je tedy spojena hranou. Luskouna z vrcholu C (analogicky z vrcholu
B) umistime do jediné mozné ohradky ABC, nebot jiny luskoun nemé do ohrddky ABC pfistup.
Opét se podivame na (n — 1)-thelnik vznikly z ptivodniho n-thelnika odstranénim ohrdadky ABC.
V tomto (n — 1)-tthelniku jsou uz vrcholy B i C bez luskouna, predstavuji zde tedy roli vrcholi pro
vybérovou dvojici a navic jsou spojeny hranou (viz obrazek 4). Proto z indukéniho ptredpokladu
umime tento (n — 1)-tGhelnik vyplnit distanéné luskouny pravé jednim zptsobem. Dohromady tak
v celém n-uhelniku existuje jediné distanéni rozdéleni luskounti, dvojice luskount z vrcholu A a B
(nebo analogicky A a C) je karanténni.

Tteti moznosti je, kdyz je jeden vybérovy luskoun v A a druhy neni v B ani v C. Bod, kde lezi,
oznac¢ime D, body A a D zjevné nejsou spojeny hranou. Nyni miizeme do ohrdadky ABC umistit
bud luskouna z B nebo luskouna z C' — mame dvé moznosti (viz obrazek 5). BUNO tam déame toho
z B. Opét se podivame na situaci v (n — 1)-Ghelniku vzniklého odebranim ABC. V bodé B neni
luskoun, a tedy muzeme bod B povazovat za bydlisté vybérového luskouna, ktery je ve vybérové
dvojici s luskounem z D. Z induk¢niho predpokladu zde umime rozmistit zbylé luskouny distancné
alespon jednim zptsobem. Diky tomu, ze jsme na zacatku do ohradky ABC nemuseli dat luskouna
z B, ale mohli jsme tam umistit toho z C, tak mame alesponn dvé distanc¢ni rozdéleni luskount
v celém n-uhelniku.

Obrazek 5.
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Zbyva uréit pocet karanténnich dvojic. Je stejny jako pocet stran ohradek v m-thelniku, tedy
soucet vnéjsich hran n-thelnika a vnitinich p¥icek. Vnitinich pficek je n — 3, nebot celkem méme
n — 2 ohradek a kazda pricka rozdéluje souvislou oblast na dvé. Karanténnich dvojic je proto
n+n—3=2n-—3.

POZNAMKY:

Bezmala tfetina feseni byla spravné. Vétsina fesitelti dobfe urcila, ze karanténni dvojice jsou ty, co
sdili hranu, ¢astou chybou ale byl nedostate¢ny nebo zadny dikaz toho, ze jiné dvojice uz karanténni
nejsou. (Zuzana Svobodova)

Uloha 7.

Ucitelky zdravovédy nedodrzuji karanténu, a proto pro kazdou dvojici kantorek existuje pravé

jedna, se kterou si obé podaly ruce. Ukazte, Ze existuje jedna ucitelka, co si podala ruku se vSemi.
(Danil Kozevnikov)

RESEN(:

V feSeni budu pouzivat terminologii teorie grafi. Ucitelky budu nazyvat vrcholy. Pokud si dvé
ulitelky podaly ruku, budu fikat, ze mezi prislusnymi vrcholy existuje hrana nebo ze jsou tyto
vrcholy spojeny. Stupném d(v) vrcholu v budu oznadovat pocet vrchold, se kterymi je vrchol v
spojen hranou. Pokud jsou dva vrcholy spojeny hranou, budu je nazyvat sousedy.

Ozna¢me n pocet vrcholi. VSimnéme si, Zze pro n = 1 zavér trividlné plati (jediny vrchol je
spojen se vSemi ostatnimi). Pro n = 2 nejde predpoklad o spole¢ném sousedu nikdy splnit. A pro
n = 3 musi byt zfejmé vSechny dvojice vrcholt propojeny (kazdy vrchol je tedy propojen se vSemi).
Omezme proto své uvahy na n > 3 a predpokladejme pro spor, ze existuje graf G, ktery spliuje pod-
minku unikatniho spole¢ného souseda kazdé dvojice vrcholi, ale neobsahuje zadny vrchol spojeny
se vSemi ostatnimi.

Nejdfive ukdzeme, Ze vSechny vrcholy grafu G musi mit stejny stupern (takovym grafim se Fika
reguldrnt). Uvazme nejprve libovolné dva vrcholy v, w nespojené hranou. Ukazeme, ze d(v) = d(w).
Pro kazdého souseda x vrcholu v (ktery je z pfedpokladu nutné rtzny od w) ozna¢me y onoho
jediného spolec¢ného souseda x a w. Pro dvé razné volby x nikdy nemuzeme dostat stejny vrchol
y, nebot jinak by y a v mély vice nez jednoho spole¢ného souseda. Ke kazdému sousedovi vrcholu
v mzeme proto prifadit vzdy rtizného souseda vrcholu w, coz znamena, ze nutné d(v) < d(w).
Nyni ale miizeme provést stejnou tvahu s prohozenymi vrcholy v, w a dostaneme i d(w) < d(v).
Spojenim téchto dvou nerovnosti mame d(v) = d(w).

Uvazme nyni graf G’, ktery ma stejné vrcholy jako G, ale hrana je mezi nimi pravé tehdy, kdyz
v grafu G nebyla (takovy graf se nazyva dopliikovy ke grafu G). Kdykoliv se v grafu G’ umime
dostat cestou po hranach mezi vrcholy v, w, znamen4 to, Ze nutné d(v) = d(w), nebot kazda dvojice
vrcholil spojena hranou v G’ m4 stejny stupen. Staci tedy ukdzat, ze pro kazdé dva vrcholy existuje
v G’ cesta mezi nimi (ukézat, Ze je tento graf souvisly). Pfedpokladejme pro spor, ze G’ souvisly
neni. V takovém piipadé miiZzeme rozdélit vrcholy G’ do dvou neprazdnych mnozin X, Y tak, Ze
nikdy nevede hrana z vrcholu z X do vrcholu z Y. Pokud by velikost X nebo Y byla rovna jedné,
pak by vrchol, ktery by v dané mnoziné lezel, nebyl v G’ spojen s Zddnym vrcholem. TakZe by
musel byt v G spojen se vsemi, coz nelze. Jinak musi byt |X| > 1, |Y| > 1. Zvolme dva rizné
vrcholy z kazdé mnoziny: z1,22 € X a y1,y2 € Y. Pak ale maji vrcholy =1, z2 v grafu G spolecné
sousedy 1 i y2, coz také nelze. Dospéli jsme proto ke sporu a dokazali, Ze vSechny vrcholy grafu
musi mit skutecné stejny stupen.

Oznacme k stupen libovolného vrcholu v G. Ukazeme nyni, ze pro pocet vrcholi n grafu G musi
platit n = k(k — 1) + 1. Spoc¢itdme v G dvéma zpusoby pocet m dvojic riznych hran, které sdileji

jeden vrchol. Z kazdého z n vrcholt grafu G vede k hran. Kazdy vrchol bude proto spole¢ny @
dvojicim hran. Plati proto m = % Zaroven ke kazdé dvojici vrcholi z G muzeme priradit

pravé jednu takovou dvojici hran — tu, kterd vede ke spole¢nému sousedovi. A naopak kazda takova
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dvojice hran odpovida urceni spole¢ného souseda krajnich vrchola. Musi proto platit i m = w

Z toho dostaneme rovnost
nk(k—1) n(n—1)
2 T2

)

coz muzeme jednoduse upravit na n = k(k — 1) + 1. VSimnéme si navic, Ze miizeme uvazovat jen
k > 2, nebot pro k < 2 vychézi n < 3.

Nyni se pouzije obrovsky trik. Tahem délky ¢ v grafu G budeme oznacovat libovolnou po-
sloupnost vrcholi vgv ...vp takovou, ze kazdé dva po sobé jdouci vrcholy jsou spojeny hranou.
(Vrcholy se muzou opakovat.) Uzavienym tahem délky ¢ myslime libovolny tah, pro ktery vo = vy
(po priichodu ¢ hran se vratime na vychozi vrchol).

Vyberme nyni néjaky vrchol v a ozna¢me pomoci f(£) pocet uzavienych taht délky ¢ za¢inajicich
(a tedy i konéicich) ve vrcholu v. Takové tahy muzeme rozdélit do dvou skupin. Prvni skupina jsou
takové tahy, pro které plati vy_o = vy (do vychoziho vrcholu se vratime také i o dvé hrany diive
a pak jen popojdeme do néjakého souseda a zpét). Na prvni ¢ast cesty mame f(£ — 2) moznosti;
pro to, kam se vydame na konci, madme k moznosti. Celkem tedy v prvni skupiné méme kf (¢ — 2)
taht. Druhd skupina jsou tahy, pro které vy_o # vy. Pokud prvnich ¢ — 2 kroku zvolime vzdy
libovolné a skonc¢ime ve vrcholu w rtzném od v, pak existuje uz pravé jedna moznost, jak tah
uzaviit — pomoci spoleéného souseda vrcholu v a w. Takovych moznosti mame k=2 — fe—2),
nebot bereme libovolny tah zacinajici ve v délky £ — 2, ktery neni uzavfeny. Spojenim t&chto dvou
piipadi dostavame f(£) = (k — 1)f(£ — 2) + k¢~2.

Jelikoz je k > 2, tak Cislo kK — 1 je vétsi nez jedna a mé néjaké prvociselné délitele. Uvazme
libovolného prvociselného délitele p ¢isla k — 1. Pak f(p) dava po déleni p stejny zbytek jako
kP=2 = ((k — 1) + 1)P~2, coz d&va zbytek 1. Celkovy pocet uzavienych tahtt délky p v G je tedy

nf(p) = (k(k = 1) + 1) f(p),

coz dava po déleni p (jakozto soudin dvou &isel, které davaji zbytek 1) také zbytek 1.

Uzaviené tahy délky p se ale v G vyskytuji po p-ticich. Kazdy uzavieny tah vovi ...vp mizeme
postupné rotovat na vivs ... vpvo atd. A jelikoz je p prvocislo, zadné dva z téchto orotovanych tahi
nemuzou byt stejné (pak by uz musely byt vSechny vrcholy v; stejné, coz ale nejde, protoze vrcholy
nejsou samy se sebou spojeny hranou).

Dostali jsme se tedy do situace, kdy je pocet uzavienych taht délky p v G délitelny p, ale zaroven
dava zbytek 1, coz urcité nelze. Dospéli jsme tim padem ke sporu a méame hotovo.

POZNAMKY:
Tato uloha byla hrozné tézka a nikdo ji nevyftesil.

Spousta z vas se tvarila, ze ma ulohu vyfeSenou, ale nikdo se nezvladl pfi postupu vyhnout
néjaké malé chybé, kterd Casto v grafovych tlohach celé feSeni hned znic¢i. Pfizname se, ze mezi
organizéatory se stalo néco podobného. Ulohu jsme zadali s tim, Ze ma mnohem lehéi Feeni, jehoz
nefunkénosti jsme si nevsimli. A nésledné jsem sam pfi testovani potvrdil, ze je tloha obtiZnosti
dobfe zvolena — také s nefunkénim fesenim. Chtéli bychom se proto zde za jeji zadani omluvit.

Pii psani vzorového feSeni jsem Cerpal z &lanku |https://www.researchgate.net/publication |
P68313555_The_Friendship_Theoren]. Jak se d4 pfijit na trik s po¢itdnim uzavienych taht, netusim.
Reseni se sice d4 sepsat relativné kratce (i kdyz na tilohu z PraSete je pofad spise hrozné dlouhé),
ale vymyslet ho muze byt jesté mnohem tézsi. Pivodni feSeni této tlohy nebylo tolik trikové, ale
po ukdzani regularity grafu se upnulo k technikdm linearni algebry, které bych od vas predpokladal
az ke konci prvniho ro¢niku na Matfyzu. Pokud nékdo ale linearni algebru trochu umite nebo vam
nevadi googlit a udit se, mizete se podivat na ono feseni v tomto ¢lanku: fhttps://math.mit.edu/
|"apost /courses/18.204-2016/18.204_Elizabeth_Walker_final_paper.pdf.

I kdyz byla uloha takto tézkd a normalné by do PraSete nikdy zadana nebyla, drzel jsem se
konvence davat plny pocet bodii jen za opravdu spravna feseni. Casteénjch bodii jsem daval ale
spiSe vice. Jeden ¢i dva body jsem déaval za néjaké zajimavé pozorovani o tom, jak graf musi
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vypadat, i kdyz se poté v tomto feSeni nevyuzila. TFi body jsem poté dal za feSeni, ktera zvladla
dokazat, ze je graf regularni. To se povedlo dvéma FesSiteltim: Anezce Kasalové a Vasku Jandckovi,

pricemz Vasek zvladl i spocitat pocet vrcholi v grafu v zavislosti na k. (Filip Bialas)
Uloha 8.

Honza dostal pfi hodiné distanéni matematiky liché prvodislo p a (p+1)-prvkovou mnozinu S celych
c¢isel. Dokazte, ze z S dovede zvolit po dvou riizna Cisla a1,az2,...,ap—1 takova, ze

l-ag+2-a2+---+(p—1)-ap_1

Jje ndsobkem p. (Pavel Hudec)
RESENT:
Nejprve predpokladejme, Ze existuji po dvou rtzné &isla bg, b, ..., bp—1 € S takova, ze p { Zf;ol b;.

Oznaéme s = Zf;ol b;at= Zf;ol i - b;. Jelikoz p s a p je prvocislo, existuje celé k takové, ze

p | t + ks. Poé¢itanim modulo p potom dostavame

p—1 p—1
Z i b(i—k)modp = Z((Z + k) mod p) b =
i=0 i=0

p—1 p—1
= Z(z mod p) - b; + Z(k mod p) - b; =
=0 =0

p—1 p—1
= ibitk- Y bi=
i=0 i=0
=t+ ks =0 (mod p).

Suma uplné nalevo vsak ma tvar vyrazu ze zadani, takze staci poloZit a; = b(;_g)modp Pro vSechna
1<i<p-—1.

V opacném piipadé pro libovolnou p-tici prvka z S plati, ze p déli jeji soucet. Tedy muizeme
kazdy prvek S zapsat jako soucet vSech prvka S minus soucet zbylych p prvka S, coz modulo
p nezavisi na puvodni volbé prvku. Proto jsou vSechny prvky navzdjem kongruentni modulo p.
Volbou libovolnych prvka S pak dostaneme

= — p(p—ar
i-a; = irap = ————=0 (mod p),
2inE : o)

coz jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:
Zhruba polovina FeSeni byla spravna a vSechna postupovala podobné jako feseni vzorové, kdy vysla
z jedné p-tice, kterou cyklicky posouvala, ¢imz ziskala vSsechny mozné zbytky.

Neékolik feseni se naopak pokouselo rozdélit si vyraz na skupinky dvou, t¥i, pripadné étyt ¢lent,
pricemz chtéli zajistit, aby soucet kazdé skupinky byl délitelny p. Nikomu se vSak nepodafilo mé
presvéddit, ze opravdu takto zvladne poparovat prvky S a koeficienty tak, ze vzdy k prvku S muze
pfifadit jesté nepfifazeny koeficient. (Pavel Hudec)



