Hadanky

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 8. UNORA 2021

ULona 1. (3 BODY)
V krouzku sedi 2021 orgti. Kazdy budto vzdy fikd pravdu, nebo vzdy lze. Postupné vsichni prohlasi:
,Org o dvé mista nalevo ode mne fika vzdy pravdu.“ Muze se stat, aby alespon jeden org mluvil
pravdu a zaroven alespon jeden lhal?

ULOHA 2. (3 BODY)
V fadé stoji 200 mudrci. Kazdy z nich bud vzdy mluvi pravdu, nebo vzdy lze. Pro licha n v pofadi
n-ty mudrc prohlasil: ,,Pravé n z nas mluvi pravdu.“ Pro sudd n naopak n-ty mudrc prohlasil, ze
je v fadé pravé n lhara. Kolik miaze byt mezi mudrci 1haia?

ULOHA 3. (3 BODY)
Je dan ctverec 10 x 10. Je mozné jej vyplnit pravoihlymi trojuhelniky s délkami stran 3, 4, 5
a ¢tverecky 1 x 1 tak, aby se zaddné dva utvary neptekryvaly a aby se zadné dva cétverecky ani
nedotykaly!?

ULOHA 4. (5 BoD®)
Strany obdélniku ABC'D jsou tvofeny zrcadly. Pepa z vrcholu A vystrelil laserovy paprsek smérem
dovniti obdélniku. Paprsek se nékolikrat odrazil®> od zrcadel, az doputoval do vrcholu C. Musel
paprsek projit stfedem S usecky AC?

D C

ULOHA 5. (5 BoD)
Trida o 2021 zacich si posedala do kruhu. Vsichni kluci a pravé tri holky vzdy lzou, zatimco zbylé
holky vzdy mluvi pravdu. Kazdy ¢len t¥idy prohlasil, Ze osoba po jeho levici a osoba po jeho pravici
jsou ruznych pohlavi. Kolik muze byt ve tfidé holek?

ULOHA 6. (5 BoDY)
Pro ktera prirozena n lze ¢isla 1,2,3,...,2n rozdélit do n dvojicek tak, ze pro kazdou dvojicku
{a,b} je ab+ 1 druhd mocnina néjakého pfirozeného &isla?

LCtverecky se dotykaji, pokud jejich hranice sdili libovolny bod.
2Uhel dopadu paprsku je vzdy stejny jako thel odrazu.



ULOHA 7. (5 BODD)
Radek ma Sachovnici 8 X 8 a na k policek umisti pésce. Pavel ale nema pésce rad, proto si postupné
vybere 4 sloupce a 4 fadky a odstrani z nich vSechny pésce. Pro jaké nejmensi k£ mohl Radek
rozmistit pésce tak, aby mu na konci nehledé na Pavlav vybér aspon jeden zbyl?

ULoHA 8. (5 BOD®)
Reknéme, ze pfirozené ¢islo a je zdhadné, pokud existuji nesoudélna pfirozend &isla x, y spliujici
a = x2 +y2. Necht je a1,as, ... nekoneéna rostouci posloupnost tvorend viemi zahadnymi &isly. Je

pro néjaké n vsech 2021 ¢isel an, an+1,.- .., an+2020 lichych?



Hadanky

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
V krouzku sedi 2021 orgii. Kazdy budto vzdy iikd pravdu, nebo vzdy lze. Postupné vsichni prohlési:
,Org o dvé mista nalevo ode mne fika vzdy pravdu.“ Muze se stat, aby alespori jeden org mluvil

pravdu a zaroven alespon jeden lhal? (Matéj Dolezalek)
RESEN{:
Ocislujme si organizatory postupné ve sméru hodinovych rucicek 0,1,...,2020. Pokud néjaky org

mluvi pravdu, pak mluvi pravdu i org o dvé mista nalevo od néj. Naopak pokud lze, pak musi lhat i
ten, o némz hovori. Plati tedy, ze pravdomluvnost orga s Cislem 7 je stejna jako pravdomluvnost orga
s ¢islem i 4+ 2 (mod 2021). Opakovanim této vahy dostavame, ze pravdomluvnost orga s ¢islem 0
je stejna jako pravdomluvnost orgi s Cisly

2, 4, 6, ..., 2020, 1, 3, ..., 2019, O.

V této posloupnosti se nejprve vyskytuji vSechna suda ¢isla a nasledné vsechna licha, tedy kazdy org
je v této posloupnosti zahrnut. Pravdomluvnost vSech orgi je tak ekvivalentni, takze bud vsichni
mluvi pravdu, nebo vsichni lZzou.

POZNAMKY:

Drtiva vétsina feSeni byla spravné. Nasla se hrstka lidi, ktefi Spatné pochopili zadani a frazi ,,o dvé
mista nalevo“ interpretovali tak, ze je zde ,mezera dvou lidi“. Ve zpusobu feSeni ulohy to ale
nehraje zadny rozdil, a tak jsem body nestrhavala — muzes si rozmyslet, Ze pro jakékoliv ¢islo =
nesoudélné s 2021 by se varianta, kdy kazdy fekl ,org o z mist nalevo ode mne fika vzdy pravdu,“
skutecéné fesila obdobné. (Lenka Kopfovd)

Uloha 2.

V fadé stoji 200 mudrcii. Kazdy z nich bud vZdy mluvi pravdu, nebo vidy lze. Pro lichd n v poradi
n-ty mudrc prohlasil: , Pravé n z nas mluvi pravdu.“ Pro suda n naopak n-ty mudrc prohlasil, ze
je v fadé pravé n lhaia. Kolik miaze byt mezi mudrci lhari? (Maté&j Dolezélek)
RESEN(:

Vsimnéme si, ze vyroky mudrcti na sudych pozicich o po¢tu lhafa jsou ekvivalentni vyroktim o poétu
pravdomluvnych. Kdyz mudrc na sudé pozici n fekne, ze je v fadé pravé n lhard, znamena to, ze
je tam 200 — n pravdomluvnych. Druhy mudrc tedy fika, Ze je v fadé 198 pravdomluvnych, ¢tvrty
196, ... a dvousty tvrdi, ze pravdomluvny neni nikdo.

Dohromady i s lichymi pozicemi mame vyrok, ze je v fadé pravé n pravdomluvnych mudrci,
pro kazdé 0 < n < 199. Je ziejmé, Ze nemohou platit dva z téchto vyrokti soucasné, nebot hovoii
o ruznych poctech pravdomluvnych mudrci. Proto mize existovat nejvyse jeden pravdomluvny
mudrc. A skutecné, kdyz mluvi pravdu pouze prvni mudrc, jsou vyroky vSech 199 zbylych 1zi.

Zbyva dotesit pripad, kdy neni pravdomluvny zaddny mudrc. To by ovSem znamenalo, Ze vyrok
dvoustého mudrce, ktery rika, ze je pravé 200 lhaita, by byl pravdivy, ¢imz se dostavame ke sporu.

Jediny mozny pocet lhaia je tak 199.



POZNAMKY:
Cést Fesitell volila stejny postup jako vzorové feseni. Jesté castdjsi bylo, e jste podobnym argu-
mentem ukazali, Ze muze byt nejvyse jeden pravdomluvny na liché pozici a nejvyse jeden na sudé
pozici, a pak dotesili, ze pfipad s pravé dvéma pravdomluvnymi nemiiZe nastat, nebot by soucet
poc¢tu pravdomluvnych a 1hait musel byt lichy.

Vétsina feseni byla spravné. Obcas nékdo zapomnél na moznost, ze v§ichni mohou byt lhafi, za
coz jsem strhaval jeden bod. (Michal Tépfer)

Uloha 3.

Je dan c¢tverec 10 x 10. Je mozné jej vyplnit pravouhlymi trojihelniky s délkami stran 3, 4, 5
a Ctverecky 1 x 1 tak, aby se zadné dva utvary neprekryvaly a aby se zadné dva ¢tverecky ani
nedotykaly*? (Josef Minafik)
RESEN(:

Velky ctverec si rozdélime na ¢tyfi mensi ¢tverce 5 X 5. Ty vydlazdime pomoci ¢tyf trojuhelnikta
a jednoho c¢tverce 1 x 1. Vsechny trojuhelniky pfiloZzime preponou ke strané ¢tverce 5 x 5 tak,
aby sousedni trojuhelniky sdilely rizné dlouhé odvésny. Nyni si rozmyslime, ze takto rozmisténé
trojuhelniky se neprekryvaji. Trojuhelniky jsou pravouhlé, protoze délky jejich stran spliuji Pytha-
gorovu vétu. Proto pokud k sobé trojuhelniky umistime zminénym zptisobem, soucet prislusnych
dvou vnitfnich ahli bude pravé 90°.

Mezera, ktera zlistane uvnitt, je zfejmé ctytuhelnik. Protoze pfilehlé trojuhelniky jsou pravothlé,
pomoci dopliikovych hla si vSimneme, Ze vSechny jeho vnitini thly jsou pravé. Jelikoz se délky
odvésen lisi pravé o jednu jednotku, maji vSechny strany délku 1, a jedna se tedy o ¢tverec 1 X 1, coz
je presné dilek, ktery mame k dispozici. Vyplnili jsme tedy ¢tverec 5 x 5 tak, ze vnitini ¢tverecek je
zcela obklopen trojihelniky. Pokud pouzijeme ¢tyti takové dlazdice, pokryjeme cely ¢tverec 10 x 10
v souladu se zadanim a mame hotovo.

90° — « «a

POZNAMKY:
Resitelé zpravidla postupovali jednim ze dvou zptisobti. Bud za¢ali obalovat étverecek trojuhelniky,
nacez ukazali, ze takto ziskaji ¢tverec 5 x 5, anebo vzali ¢tverec 5 X 5 a vyplnili jej. Rozdil je v tom,
ze u druhého zpusobu by se mélo ukazat, ze se dilky nepfekryvaji.

Jedna se o tlohu, ve které staci najit jednu vyhovujici konstrukci. Neni nutné popsat, jak jste
k feSeni dosli, nicméné méli byste zduvodnit, Ze Vami nalezené feseni opravdu spliiuje to, co je
zadano. Nakonec jsem byl pomérné benevolentni, ale tém, ktefi méli jen velmi stru¢né zduvodnéni,
jsem strhl jeden bod. (Honza Nekarda)

LCtverecky se dotykaji, pokud jejich hranice sdili libovolny bod.
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Uloha 4.

Strany obdélniku ABCD jsou tvofeny zrcadly. Pepa z vrcholu A vystielil laserovy paprsek smérem
dovniti obdélniku. Paprsek se nékolikrat odrazil> od zrcadel, az doputoval do vrcholu C. Musel
paprsek projit sttedem S usecky AC?

D C

(Jakub Lowit)
RESEN(:
Vytvofime si nekonec¢nou obdélnikovou sit tak, Ze obdélnik ze zadani umistime do pocatku a kazdé

dva obdélniky, které maji spole¢nou hranu, jsou osové symetrické podle této hrany.
Neboli obdélnik [0, 0], [1,0], [1,1], [0,1] je obdélnik ABCD ze zadani a bod [, j] je

(i) A, pokud i, j jsou suda,
(ii) B, pokud 7 je liché a j je sudé,
(iii) C, pokud ¢ i j jsou licha,
(iv) D, pokud i je sudé a j je liché.
Necht se paprsek odrazi postupné ve tfech bodech X, Y, Z a bez Gjmy na obecnosti necht
Y € DC' . Zobrazime bod Z na Z' v osové symetrii podle DC. Pak

|[<KDY X| = |<ICY Z| = |<<CY Z'|,

a tedy X, Y, Z’ lezi na pfimce. Takto miZeme paprsek, ktery putuje v zadaném obdélniku z A
do C, zobrazit v nasi obdélnikové siti jako tsecku. Tato usecka bude zaéinat v bodé [0, 0] a kondéit
v obrazu bodu C, tedy v [i,j] pro n&jaké i, j liché.

Pak S = [%, %] je stied této tisetky. ProtoZe i a j jsou lichd, tak je S’ priisec¢ik tthlopiicek
o 5,51, 11 552 151,538, 5,21

Kdyz si S’ zobrazime zpé&t do paprsku v zadaném obdélniku ABCD, tak jeho obraz S bude
priusecik AC a BD, a tedy tento paprsek prochazi stfedem AC.

D c D c D C
B ///’
A B A g T A B
D c -7 c D c
-~ D
=
A B A B A B

2Uhel dopadu paprsku je vzdy stejny jako thel odrazu.
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POZNAMKY:
Dalsi obvykly zpusob feseni byl ukdzat, ze ¢ast paprsku, kterd vystielila z A, je rovnobézné s ¢asti
paprsku, kterd doputovala do C. Pak lze odvodit, Ze pro dva body na paprsku takové, ze vzdalenost
na trase paprsku jednoho od A je stejna jako vzdalenost na trase paprsku druhého od C, jsou tyto
body stfedové symetrické podle sttedu AC. Toto plati i pro prostfedni bod paprsku, a tedy to musi
byt pravé stied AC.

Bohuzel vice fesitelti Spatné pochopilo zadani a myslelo si, Ze se paprsek bude odrazet pouze od
stran AB a CD. Za tato spravné feSeni jsem davala 2 body. (,madam Verc¢a“ Hladikova)

Uloha 5.

Ttida o 2021 zacich si posedala do kruhu. Vsichni kluci a pravé tri holky vzdy lzou, zatimco zbylé
holky vzdy mluvi pravdu. Kazdy c¢len tfidy prohlasil, ze osoba po jeho levici a osoba po jeho pravici
jsou riiznych pohlavi. Kolik miize byt ve tridé holek? (Pavel Hudec)
RESEN(:

Ukéazeme, ze ve tiidé je 1347 holek.

Vime, ze kluci 1zou, a tedy musi kazdy z nich sedét vedle osob stejného pohlavi. Rozmyslime,
ze plati silnéjsi tvrzeni, tedy Ze kazdy kluk musi sedét vedle dvou holek. V opa¢ném pripadé by
existovala souvisla skupina alespon dvou klukt. Ti nemohou tvofit cely kruh, jelikoz jsou ve t¥idé
alespon tii holky, tedy existuje kluk na kraji této souvislé skupinky a ten musi sedét vedle kluka a
holky, coz nelze.

Ted spocitdme pocet sousedicich dvojic riizného pohlavi (oznaéme ho n) dvéma zpisoby. Necht
z je pocet pravdomluvnych holek, y pocet klukti a z pocet holek, co lzou, sedicich mezi dvéma
kluky. Jelikoz kazdy kluk sousedi se dvéma holkami, tak n = 2y. Zaroven kazda pravdomluvna
holka sousedi s jednim klukem a pravé z lhérek sousedi se dvéma kluky (zbytek sousedi s dvéma
holkami), tedy n = = + 2z. Z tohoto vyplyva, ze 2y = = + 2z.

Jelikoz je ve t¥idé 2021 zakt a z toho pravé tii lharky, tak = 4+ y = 2018, coz po dosazeni do
predchozi rovnice dava 3y = 2018 + 2z. Vidime, Ze leva strana je délitelna tfemi, tedy

0=2018+22=2+2z (mod 3),

takze z = 2 (mod 3). Protoze ale z musi byt mezi nulou a trojkou, tak je jedinym FeSenim z = 2,
y =674 a x = 1344. Tedy celkové mame 1347 holek.
Povsimnéme si, ze s témito pocty lze zaky vhodné umistit, napiiklad zptisobem

KHHHKHKH KHH KHH ...,

kde K je kluk, H je holka a tfi tecky jsou opakujici se blok KHH.

ALTERNATIVNI RESENI:

Pokud lharka sedi vedle dvou holek, tak odebranim této lharky dostaneme mensi kruh, kde se
nikomu ze zbyvajicich déti nezméni pohlavi sousedid. Pokud lharka sedi vedle dvou kluki, tak
jisté oba kluci maji vedle sebe holky, takze odebranim lharky a jednoho jejiho souseda se opét
pohlavi sousedi u nikoho ze zbyvajicich déti nezméni. Timto zptisobem muzeme odebrat t¥i lharky
a 0 az 3 kluky a zuastat s kruhem, kde stale plati, ze kazdy kluk sedi vedle dvou holek a kazda
(pravdomluvna) holka sedi vedle kluka a holky. To znamend, ze se v novém kruhu opakuji trojice
KHH, tedy jeho velikost je délitelna tfemi.

Jelikoz jsme odebrali tii lharky a pocatecni velikost kruhu, coz je ze zadani 2021, dava zbytek
dva po déleni tfemi, tak jsme museli odebrat praveé dva kluky. Z toho plyne, ze novy kruh ma 2016
déti a z toho dvé tfetiny, tedy 1344, jsou holky. Tedy i s lharkami je ve tfidé 1347 holek.

Zminme, ze tento pocet je dosazitelny, jelikoz mizeme proces odebirani obratit, tedy pridat
lharky a dva kluky do kruhu o velikosti 2016, ve kterém se pouze opakuje K HH.
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POZNAMKY:

Resitelé se vesmés vydavali cestou druhého FeSeni nebo diskutovanim vsech moznosti, jak mohou
lharky sedét. V prvnim pripadé se casto stavalo, ze se v feseni lharky pridavaly do kruhu pouze
s pravdomluvnymi holkami. To je validni postup, ale je vhodné ¥ici, Ze jde proces obratit, tedy
ze nam zadnd moznost neunikne. V druhém piipadé je dulezité skutecné projit vSechny moznosti.
V mnoha feSenich se nékolik z nich opominulo, za coz jsem strhaval bod. Doporucuji vSem, ktefi
takto o bod pfisli, aby si davali pozor a pristé zkusili projit moznostmi v néjakém logickém potadi,

aby se to uz neopakovalo. (Pavel Turek)
Uloha 6.

Pro ktera pfirozena n Ize ¢isla 1,2,3,...,2n rozdélit do n dvojicek tak, ze pro kazdou dvojicku
{a,b} je ab+ 1 druhd mocnina néjakého pfirozeného ¢isla? (Pavel Hudec)
RESENT:

Ukazeme, Ze vyhovuji pravé vsechna suda n.

Je-lin = 2k sudé, mzeme &isla 1,2, . . ., 4k rozdélit do k ctvericek tvaru (4¢+1, 4642, 4t+-3, 4t+4)
pro 0 <t < k—1 a uvnitf kazdé ¢tvericky poparovat 4t + 1 s 4t + 3 a nasledné 4t 4 2 s 4t + 4. Toto
rozdéleni vyhovuje zadani, nebot

(4t +1)(4t +3) + 1 = (4t +2)%, (4t +2)(4t +4) + 1 = (4t + 3)2.

Zbyva tedy dokazat, ze pro licha n = 2k + 1 ¢isla pozadovanym zptisobem rozdélit nelze. Mezi
1,2,...,4k + 2 se nachazi k + 1 Cisel, kterd davaji zbytek 2 po déleni ¢tyfmi, ale pouze k nasobku
¢tyr. Ukazeme, ze a = 4t + 2 nelze sparovat s Cislem b, které neni délitelné ctyfmi:

(i) Prob=4s+1 dostavdme ab+1=1-2+1 =3 (mod 4), druh4d mocnina pfirozeného &isla
vSak nemutze davat zbytek 3 po déleni ¢tyrmi.
(ii) Pro b = 4s + 3 rovnéz dostavame ab + 1 = 3 (mod 4), takze ab + 1 nemize byt druhou
mocninou prirozeného ¢isla.
(iii) Pro b = 4s + 2 se musime na ab + 1 podivat modulo osm, ¢imz dostaneme

ab+ 1= (4t+2)(4s+2)+1=16ts+8t+8s+5=5 (mod 8).

Druha mocnina pfirozeného ¢isla ovSem nemuze davat zbytek 5 po déleni osmi, takze ab+1
ani v tomto pfipadé nemutze byt druhou mocninou.

Dostavame tedy, ze k + 1 Cisel muze byt sparovano s pouze k Cisly, coz zjevné nemize nastat. Pro
licha n tudiz ¢isla neumime kyzenym zpusobem popéarovat, coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

Na konstrukci pro suda n z prvni ¢asti feseni prisli témér vsichni, avSak vzhledem k tomu, Ze se
jednalo o podstatné jednodussi ¢ast tlohy, jsem se za ni rozhodl ddvat pouze bod. Nékteri resitelé se
pokusili argumentovat u lichych n tim, Ze konstrukce pro suda n je jedind mozna (coz mimochodem
ani neni pravda: napfiklad je-li n = 136, mizeme misto part (3,5) a (133,135) vzit pary (3,133)
a (5,135)) a s lichym n selhava, takze pro ngj nemiZe fungovat zadna konstrukce. V takovych
feSenich ovSem vzdy chybélo opodstatnéni tvrzeni o jednoznacnosti konstrukce, které navic ani
neplati, takZe jsem je nemohl uznavat. (Danil Kozevnikov)



Uloha 7.

Radek ma sachovnici 8 X 8 a na k policek umisti pésce. Pavel ale nema pésce rad, proto si postupné
vybere 4 sloupce a 4 fadky a odstrani z nich vSechny pésce. Pro jaké nejmensi k mohl Radek
rozmistit pésce tak, aby mu na konci nehledé na Pavliiv vybér aspori jeden zbyl? (Radek Olsék)

RESENT:
Nejdrive dokazeme, ze méné nez 13 pésci zvladne Pavel vzdy odstranit. Pavel nejprve vybere 4
tfadky obsahujici nejvice pésctii. Pokud mu potom zbudou nejvyse 4 pésci, snadno se jich zvladne
zbavit. Pfedpokladejme, Ze mu zbylo aspon 5 péscli, potom musi byt podle Dirichletova principu
aspon dva z nich v jednom radku. Kazdy vybrany radek tedy musel obsahovat aspon 2 pésce. To
ovSem znamena, ze na zacatku bylo na Sachovnici nejméné 5 + 4 - 2 = 13 péscu.

Na obrazku je Sachovnice s tfinacti pésci, které Pavel nedokaze odstranit. Na tfi pésce, ktefi
jsou vpravo dole, ur¢ité potfebujeme aspon t¥i tahy. Ted rozebereme dva pfipady.

X X

Kdyz na vSechny t¥i péSce vpravo dole pouzijeme fadek (nebo na vSechny sloupec, situace je
symetrickd), urcité nedokdzeme jednim Fadkem a ¢tyfmi sloupci pokryt zbytek. Af dame fadek
kamkoliv, budou zbyvat pésci v péti raznych sloupcich.

Kdyz na dva pésce vpravo dole pouzijeme fadek a na jednoho sloupec, opét selzeme. At vybereme
zbyvajici dva radky jakkoli, vzdy se zbavime nejvyse jednoho sloupce, takze zbudou pésci ve ¢tyfech
ruznych sloupcich.

Tim jsme dokéazali, ze Radek potifebuje nejméné 13 péscu.

PozNAMKY:
Vsechna spravna feseni pouzila konstrukci podobnou té vzorové — deset péscu tvoricich ,,cyklus“ a

t¥i pésci v raznych fadcich a sloupcich. Nejtézsi ¢asti tlohy bylo nalezeni konstrukce, témér vSichni
uz potom zvladli dokazat, Ze méné pé&scli nestaci. (Josef Minafik)

Uloha 8.

Reknéme, Ze prirozené cislo a je zdhadné, pokud existuji nesoudélna prirozenéa cisla x, y spliiujici
a = x2 +1y2. Necht je a1,as, ... nekoneénd rostouci posloupnost tvoiend viemi zdhadnymi &isly. Je
pro néjaké n vsech 2021 ¢isel an, An+1,- - ., an+2020 lichych? (Pavel Hudec)



RESENE:
UkéZeme, Ze takové n existuje. Necht A =3-5-7-9---(40412 — 2). Uvddomime si, Ze plati

NSD(A +1,1) = NSD(A +1,3) = NSD(A + 1,5) = --- = NSD(A + 1,4041) = 1,
takze Cisla
(A+1)2+12, (A+1)2+3% (A+1)245%, ..., (A+1)2+40417

jsou vSechna zdhadna a licha.

Ted nam stac¢i ukazat, ze mezi (A +1)2 +12 a (A + 1)2 + 40412 neni z4dné sudé zéhadné &islo.
Takové &islo by se dalo zapsat jako (A 4+ 1)2 + £, kde £ € {2,4,6,...,40412 — 1}, a zaroveii jako
22 + y? pro nesoudélné pfirozena x, y.

Pokud by ¢ bylo délitelné ¢tyimi, pak by i 22 + y2 bylo délitelné ¢tyimi. Jelikoz étverce davaji
zbytky 0 a 1 modulo 4, musela by byt obé x, y suda, tedy soudélna. To je vSak spor.

Necht tedy ¢ dava zbytek dva po déleni ¢tyimi. Pak je £ + 1 tvaru 4k + 3, takZe je délitelné
néjakym prvocislem p rovnym 4m + 3 pro néjaké nezaporné celé m. Takové p urcité existuje, nebot
jinak by £ bylo jako souc¢in prvocisel tvaru 4k + 1 samo tvaru 4k + 1. Uvédomme si, ze ¢ neni
délitelné ¢tyimi, tedy £ # 40412 — 1. Proto je A z definice délitelné £+ 1, takze je délitelné i p. Plati
tedy

224+ =A+1)24L=14+(-1)=0 (mod p).

Pro spor predpokladejme, ze p t  a p 4 y. Umocnénim pfedchozi kongruence na 2m+1 a pouzitim
malé Fermatovy véty konecné dostaneme

“l=—ar = ()T = () =P =1 (mod ),

coz je spor. Jelikoz vsak p déli x, prave kdyz p déli y, musi p délit jak z, tak y. To znamena, Ze
x, y jsou nutné soudélné, coz nam dava spor i pro ptipad, kdy ¢ dava zbytek dva.>

POZNAMKY:

Kdyz jsme tuto tlohu zadavali, oCekavali jsme, Ze to nejspis bude tézsi osmicka, ale nakonec ji
nikdo spravné nevyiesil. Pfesto si myslim, Ze rozhodné nefesitelnd nebyla a od nékterych aspirantt
na misto v IMO tymu jsem ¢ekal spravna feseni.

Kdyz je potfeba dokéazat, ze néjaky tsek rostouci posloupnosti vSech zahadnych ¢isel je lichy,
dava smysl uvazovat 2021 lichych zahadnych ¢isel dost blizko sebe. Podminka na nesoudélnost
navadi (i diky jinym podobnym tlohdm) na pouziti A, kde A je ,néco jako faktorial“, aby nasledné
A + 1 bylo nesoudélné se vsim, s ¢im nesoudélné byt mé. Pak uz jen staci vyloucit suda ¢isla mezi
kde je potfeba si v&imnout uzite¢ného tvrzeni o prvoéislu tvaru 4k + 3 délicim z? + y2.

(Pavel Hudec)

3Implikace p | 22 +y?> = p| = Ap |y pro prvoéislo p tvaru 4k + 3 je zndmé tvrzeni a neni
potfeba ji v feseni dokazovat. V seridlu se tfeba odvozovala seridlovymi metodami.
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