Projektivni geometrie |l -
Naprosto nesouvisejici diagramy

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava druhy dil seridlu o projektivni geometrii. V prvnim dile
jsme se seznamili s afinnimi zobrazenimi, dvojpoméry a s tim, jaké to je, kdyz se na
obrazek koukame z jiného thlu pohledu — pomoci perspektivy a kolineace. V tomto
dile si ukdZzeme, Ze se nemusime omezovat jen na koukani se na obrazek jinak, ale
7ze nékdy jej mizeme uplné cely prekreslit. Zacneme trochu komplexnéji, poté si
ukdzeme, Ze inverzi mozno minit je i néco jiného nez slov poradi ve vété Spatné.
Dale se vyddme na vypravu az k polim a nésledné zavedeme dualitu. Zjistime, ze
ve spravném slova smyslu pfimky a kruznice miizeme povazovat za ten samy objekt.
A Ze zase v jiném kontextu miZeme zaméinovat pfimky za body a naopak.

Také bychom radi upozornili na fakt, ze druhy a tteti dil se budou zabyvat dosti
odlisnymi tématy, a tedy k pochopeni tfetiho dilu nebude potfeba pochopit dil druhy
a naopak. Ale samoziejmé nic Ti nebréni pochopit dily oba :).
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Uvod do komplexnich isel

Komplexni ¢isla si zavedeme trochu netradi¢né, a to pomoci jejich geometrické pred-
stavy.! Komplexni é&isla jsou rozsifenim ¢isel redlnych a ty si miizeme piedstavit na
Ciselné ose. Kazdy bod na této ose pak predstavuje jedno realné ¢islo. Pokud redlna
¢isla lezi na pfimce, pfirozenym rozsifenim se zda byt tedy rovina. Libovolny bod
v této roviné pak predstavuje komplexni ¢islo, pricemz pocatek bude odpovidat ¢islu
0. S ¢isly bychom ale chtéli umét délat i néjaké operace, naptiklad je scitat, naso-
bit a podobné. Je tedy trochu otazkou, jak tyto operace zavést pro body v roviné.
Mizeme se inspirovat u realnych ¢isel.

Scitani komplexnich Cisel

Zamysleme se nad tim, jak se s¢itaji redlna c¢isla. Jak jsme si uz fekli, redlné ¢isla si
mizeme pfedstavit jako body na ¢iselné ose. Na to, abychom je secetli, si mizeme
pfedstavit, Ze z poc¢atku vede do kazdého z nich sipka®. Soudet pak ziskdme jedno-
duse tak, ze dané Sipky prilozime za sebe a vysledny bod, na kterém druha Sipka
skon¢i, pak nazveme souctem. Naprosto obdobné si miZeme definovat s¢itani na
komplexnich ¢islech. Predstavime si Sipky vedouci z poc¢atku do danych dvou bodi
v roviné a za jejich soucet budeme povazovat bod, ktery dostaneme, pokud polozime
dané dvé sipky za sebe. Kdyz uz umime komplexni ¢isla s¢itat, naprosto obdobné se
muzeme podivat na odéitani. V redlnych ¢islech si mizeme vS§imnout, Ze rozdil dvou
realnych cisel ziskame, kdyz druhou Sipku pfipojime za prvni ale tentokrat jejim
Lkoncem se Sipkou“. A stejné tak to bude platit i v komplexnich ¢islech.

Poznamka 1. Vidime, Ze Sipky a body v komplexni roviné spolu souvisi. Kazdy
bod jednozna¢né urcuje Sipku od pocatku do tohoto bodu. Analogicky kazd4 Sipka
od pocatku urcuje sviij koncovy bod. Dale uvedené vlastnosti tak plati i pro vektory
i pro body, zalezi jen, jak se na to zrovna koukame. Pro rozliseni téchto dvou pohledt
se vektory bézné znaci malymi pismeny a body pismeny velkymi.

Doporuéujeme se podivat na video Mirka Olsdka (jiz vyslouzilého organizatora MKS) na toto
téma. Najdes ho na odkaze
youtube.com/watch?v=Ip69mJyF-8s.

20dborné pak mizeme potkat tuto sipku pod krycim nazvem vektor.
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Nasobeni komplexnich cisel

Naésobeni je uz trochu zajimavéjsi. Rozmysleme si nejprve, jak by mélo fungovat
nasobeni komplexniho ¢isla redlnym. Méjme néjaké komplexni ¢islo u. Z nasi definice
s¢itani komplexnich ¢isel uz umime fict, jak by tento souc¢in mél vypadat. Naptiklad
2u = u + u, tedy 2u, vznikne ,natdhnutim“ Sipky odpovidajici u dvakrat. Obdobné
3u, 4u, %u, —3u by bylo natdhnutim Sipky wu tolikrat, kde natdhnuti —3krat si
muzZeme predstavit jako preklopeni sipky podle pocatku a pak ,natazeni® prislusnou
jiz kladnou realnou konstantou — v tomto pfipadé 3.

Uz tedy vime, jak se nasobi komplexni ¢islo redlnym. Diky komutativité se na to
mizeme podivat z druhé strany. Misto toho, abychom se na dané nasobeni divali jako
nasobeni komplexniho ¢isla s redlnym, podivejme se, co se déje, kdyz vynasobime
realné Cislo komplexnim? No nejprve se Sipka urcujici dané realné ¢islo otoci kolem
pocatku o tuhel, ktery komplexni ¢islo u svird s redlnou osou, a poté se vynasobi
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velikosti u. Z toho uz muzeme odvodit, jak bude fungovat obecné nasobeni dvou
komplexnich ¢isel. Méjme komplexni ¢islo v a chceme ho vynésobit ¢islem u. Pak toto
nasobeni bude s Sipkou v délat to samé jako pfedtim nasobeni realného cisla ¢islem
u. Tedy nejprve Sipku do v otoci o tthel mezi u a kladnou redlnou poloosou a poté
Sipku velikosti v vynasobi velikosti u. Obecné tedy pro nasobeni dvou komplexnich
Cisel plati, Ze nasobeni s¢itd uhly, které dané dvé Sipky sviraji s realnou osou, a
nasobi velikosti. Obdobné déleni bude odé¢itat thly a délit velikosti.

Definice 2. Méjme komplexni ¢islo x, pak symbolem T znac¢ime komplexné sdru-
zen€ cislo k x a jde o komplexni ¢islo, které dostaneme preklopenim = v osové
soumeérnosti podle realné osy.

Poznamka 3. MiZes si rozmyslet, Ze komplexni sdruZzovéani je distributivni prak-
ticky na vSem. Napriklad pro komplexni ¢isla u a v plati, Ze w-v = u - v nebo
u+v=u+mv.

Cviceni 4. Rozmysli si, Ze redlnd ¢isla jsou pravé ta, pro kterd plati x = Z. A Ze
soucin 27 je vzdy kladny realny.

Definice 5. (velikost komplexniho &sla) Velikosti komplexniho ¢isla z nazveme?

V2% a budeme ji znadit |z| (z pfedchoziho cvi¢eni vime, Ze odmociiovana hodnota je
vzdy kladné redlné ¢islo).

Poznamka 6. Pokud jsi se uz diive setkal(a) s komplexnimi ¢isly, tato geometrickd
se komplexni ¢isla zavadéji pomoci imaginarni jednotky i, ktera je definovana jako
feseni rovnice 22 = —1. PfestoZe toto zavedeni k pochopeni seridlu potieba nebude a
vystacime si pouze s geometrickou predstavou komplexnich ¢isel, nastinime alespon,
jak spolu dané dva pohledy souviseji a ze se vlastné jedné o tutéz véc. Pokud bychom
si v nasi komplexni roviné definovali soufadnicovy systém, pak imaginarni jednotka 4
by se nachézela na soufadnicich [0, 1]. Ve skole se zavadi komplexni ¢isla jako vSechna
disla ve tvaru a + bi, kde a, b jsou realna é&isla. Cisla a, b tak odpovidaji soufadnicim
komplexniho ¢isla v dané komplexni roviné. Dale se typicky definuji algebraické
vlastnosti komplexni ¢isel — napfiklad plati, Ze (a+bi) + (¢ +di) = (a+¢) + (b+d)i
nebo (a+bi)(c+di) = ac—bd+ (ad+bc)i. Tyto vlastnosti si jiz dokazovat nebudeme,
protoze pro nas nebudou potfebné. Ale muZes si rozmyslet, ze z geometrické definice
komplexnich ¢isel plynou i tyto vlastnosti.

Komplexni dvojpomér

V prvnim dile seridlu jsme si definovali dvojpomér na riznych objektech. Zkusme
dvojpomér bodt na pfimce zapsat v feci komplexnich ¢isel. Méjme ¢tyti riiznd kom-

3Muzes si vSimnout, ze velikost komplexniho &isla tak odpovidéa velikosti vektoru, ktery dané
komplexni ¢islo urcuje.
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plexni ¢&isla A, B, C, D na piimce, pak dvojpomér (4, B, C, D) je roven
(B—A)(D-0C)
(C—B)(A-D)’

Pokud A, B, C, D lezi na piimce, pak velikost vysledného komplexniho ¢isla bude
rovna standardnimu dvojpomeéru. Zarovei vSechna ¢isla B— A, D—C,C—B, A—D
sviraji s redlnou osou stejny thel a. Vysledné komplexni ¢islo bude tedy s redlnou
osou svirat thel 2o — 2o = 0, takze bude realné. Orientace rozdilta je stejna jako
orientace usecek v definici z prvniho dilu, takze znaménko se také shoduje. Na pfimce
se tedy komplexni dvojpomér tiplné shoduje se standardnim.

Tim, ze vyuzivame komplexni ¢isla, se uz nebudeme omezovat na body na pfimce.
Timto vyrazem tedy znacime komplexni dvojpomér obecné ¢tvefice komplexnich
Cisel. Zkus si rozmyslet, Ze tyto dvojpoméry jsou i v komplexnim tvaru jednoznacné,
takze (A, B,C,X) = (A,B,C,Y), pravé kdyz X =Y.

Pro body, co nelezi na pfimce, bude hodnota jejich dvojpoméru rovna néjakému
komplexnimu ¢islu. Nas ale bude vic zajimat, kdy miize hodnota dvojpoméru vyjit
realné ¢islo. Uz vime, Ze to plati pro ¢tyfi body na pfimce. Pojdme se podivat kdy
jindy.

Tvrzeni 7. Realnou hodnotu dvojpoméru mayji ¢tytri komplexni cisla, pravé kdyz
lezi vSechny na jedné primce nebo kruznici.

Diikaz. Vsimni si, Ze komplexni ¢islo X — Y urcuje smér primky XY. Oznacme
podily k = % al = %. Pokud vynasobime ¢islo C' — B ¢islem k, dostaneme
komplexni ¢islo B — A. TakZe z ndsobeni komplexnich ¢isel svira & s redlnou pfimkou
stejny thel, jako je tithel mezi pfimkami BC a AB. Aby vysledny dvojpomér byl
realny, musi svirat k a £ s redlnou pfimkou thly «, respektive 5 takové, ze a+ 5 =0
modulo 180°. TakZe tato podminka je ekvivalentni s tim, Zze v ¢tyfahelniku ABCD
je soucet protilehlych ahla 180°, tedy ABCD z obvodového thlu lezi na kruznici
nebo na pfimce. O

Poznamka 8. Zbylé piipady poradi bodu se daji vyfesit analogicky, nebo cely
problém tuhlit orientované.



V dalsi ¢asti seridlu se ndm pravé z tohoto divodu bude hodit vnimat kruznice a
primky dohromady jako ten samy objekt.

Ruizna rozsifeni rovin

V prvnim dile jsme si zadefinovali rozsifeni roviny R?. V tomto dile se budeme zaby-
vat podobnym rozsifenim komplexni roviny. K této roviné pridame jeden nevlastni
bod v nekone¢nu, budeme ho znacit co. VSechny primky pak budou timto bodem
prochézet. Rovnobézné primky se tedy ,dotykaji* v tomto nevlastnim bodé. Toto
rozsifeni nazveme projektivni komplexni ¢isla*.

Pfimky tak mizeme vnimat jako kruznice se stfedem v nekonecnu. Mize se Ti
zdat divné, zZe stied takové kruznice pak na ni lezi. To je tim, ze v projektivnim svété
stfed kruznice neni bodem, ktery by byl pro kruznici zajimavy.

Dodefinujeme si jak se komplexni sdruzeni chova s nevlastnim bodem &6 = occ.

Poznamka 9. Existuje diivod, pro¢ jsme ted pfidali jen jeden bod, ale v prvnim
dile celou pfimku. Obecné k prostoru dimenze d potiebujeme pridat prostor dimenze
d—1, aby se z néj stal projektivni. V prvnim dile jsme méli rovinu, kde je kazdy bod
dan dvojici redlnych cisel neboli mé dimenzi dva. Tady si sice kreslime komplexni
¢isla zase do roviny, ale kazdy bod ndm urcuje jedno komplexni ¢islo, méa tedy dimenzi
jedna.

Poznamka 10. Doplnime si, jak se chovd komplexni dvojpomér s nevlastnim bo-
dem. Analogicky jako v prvnim dile zdegeneruje do poméru

B-A A-B

(A,B,C,oo):—ciB oyt

Dévej pozor, ze opravdu vyuzivame jiné rozsifeni nez v prvnim dile. Taky se mtize
stat, ze budeme rozsifeni kombinovat. Nejdfive si tfeba pfidame jeden nevlastni bod,
pak chvili budeme pracovat s timhle rozsifenim, nasledné ho smazeme a pfidame
nevlastni primku. Takové ptridavani a odebirani bodti je vétSinou v potadku, jen je
obcas potfeba si dat pozor, ze tim opravdu neztracime zadné informace. Treba kdyz
by tloha tvrdila, ze néjaké ¢tyri nevlastni body tvori harmonickou ¢tvefici, tak si ji
musime nejdfive nékam promitnout, nez na ty body zapomeneme.

Primky a kruznice v tomto novém svété budou tak moc podobné, Ze si zavedeme
pojem pro objekt, ktery je pfimkou nebo kruznici. Takové objekty budeme nazy-
vat kruZimky®. V&imni si, ze kdykoli mame trojici bodii, tak existuje pravé jedna
kruzimka, kterd jimi prochézi. Z pfedchoziho tvrzeni jesté navic vime, ze ¢tyfi body
maji redlnou hodnotu komplexniho dvojpoméru, pravé kdyz lezi na kruzimce. Z toho
plyne nasledujici tvrzeni.

4Také se oblas nazyva invertivnd rovina &i komplexni projektivni primka.
5 Anglicky se nazyvaji clines.
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Tvrzeni 11. Méjme zobrazeni f projektivnich komplexnich ¢isel takové, ze Ctyfri
body mayji realnou hodnotu komplexniho dvojpomeéru, pravé tehdy, kdyz jejich ob-
razy maji realnou hodnotu komplexniho dvojpoméru. Pak toto zobrazeni zobrazuje
kruzimky na kruzimky. Specialné pokud néjaké zobrazeni zachovava dvojpomeéry,
tak zobrazuje kruzimky na kruzimky:.

Diikaz. Ozna¢me A, B, C tfi body v komplexni roviné. Pak body X, pro které
(A, B,C, X) je realné, jsou pravé ty body, které lezi na kruzimce prochézejici body
A, B, C. Pro kazdé takové X tedy plati, ze (f(A), f(B), f(C), f(X)) je redlné. Z toho
ale plyne, ze f(X) lezi na kruzimce uréené body f(A), f(B), f(C). Takze obrazy
vSech bodl na pivodni kruZzimce lezi na nové kruzimce. Ale protoze jsme chtéli,
aby byl redlny pravé tehdy, tak muzeme tento argument aplikovat i obracené. Za-
¢neme cilovou kruzimkou a zobrazime ji zpét. Tim dostaneme, Ze vysledkem tohoto
zobrazeni je opravdu cela kruzimka, a ne jen jeji cast. O

M@obiovska zobrazeni

Néktera standardni zobrazeni v roviné se daji snadno popsat pomoci komplexnich
Cisel.
(i) Posunuti je jen pii¢teni néjakého komplexniho éisla. Takze f(x) = x + ¢,
kde ¢ je komplexni.
(ii) Stejnolehlost se stfedem v pocatku je vyndsobeni redlnym éislem. Takze
f(x) = rz, kde r je realné.
(iii) Rotace se stfedem v pocatku je vyndsobeni néjakym komplexnim &islem,
které m4 velikost jedna. Takze f(x) = kz, kde |k| = 1.
(iv) Spiradlni podobnost se stifedem v pocatku je vyndsobeni obecnym kom-
plexnim ¢islem. TakZe f(z) = cx pro ¢ komplexni.

Rozmysli si, ze vSechna zatim zminéné zobrazeni zachovavaji komplexni dvoj-
pomeéry. Zaméfime se jesté na jednu funkci v komplexnich c¢islech. Konkrétné na
komplexni inverz

1
x)=—.
fl@) = -
Toto zobrazeni neni definované pro x rovné poc¢atku nebo nevlastnimu bodu, takze
si ho rozsifime tak, ze f(0) = oo a f(o0) = 0.
Tvrzeni 12. Komplexni inverz zachovava dvojpomdéry.

Dikaz. Do vzorce pro vypocet komplexniho dvojpoméru dosadime c¢tvetici %7 %,

bk
-2 G-2) () (GH) _A-BC-D) _(B-AD-0)
G503 GG E-O0-H ©-BA-D)



Takze pro kazdé ¢tyti body A, B, C, D plati (A,B,C,D) = (%,%,%7%). Pro
uplné dokonceni ditkkazu je potfeba si rozmyslet, ze tuto vlastnost spliuje, i kdyz
jeden z bodi je nevlastni. a

7 tohoto tvrzeni, jak uz vime, plyne, Ze komplexni inverz zobrazuje kruzimky na
kruzimky. To ndm dava lepsi geometrickou predstavu, jak se komplexni inverz chova.

Prohlédnéme si nyni nas arzenal komplexnich funkci, které zachovavaji dvojpo-
méry, a tedy i kruzimky:

(i) fi(z) =z +c
(i) fa(z) = cz,
(i) fa(x) = ;-
Komplexni ¢islo ¢ zde muze byt libovolné. Vsechny funkce, které vzniknou jejich
sloZzenim, pak také zachovavaji dvojpomeéry i kruzimky. Témto funkcim se fika Mo-

biovskd zobrazeni®.

Tvrzeni 13. Vsechna Mdobiovska zobrazeni se daji zapsat ve tvaru linearni lomené

funkce ?;fig, kde a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla. A vSechna zobrazeni tohoto tvaru,

ktera jsou bijektivni, urcuji Moébiovska zobrazeni.

Tvrzeni 14. Mé&jme komplexni ¢éisla A, B, C, A’, B’, C'. Pak existuje pravé jedno
Mbobiovské zobrazeni, které zobrazuje A — A', B— B’ a C — C".
Dikaz. Takové zobrazeni musi zachovavat dvojpoméry neboli pro vSechna X plati,
ze (A,B,C,X) = (A", B’,C",X"). Z jednozna¢nosti dvojpomérii existuje nanejvys
jedno zobrazeni, které tuto podminku spliiuje. Vyjaddiime X’ ze vztahti
(A,B,C,X)=(A",B,C", X',
(B-AX-C) B -A)X-C)

(C-B)(A-X) (C'-B)A-X')

Komplexni ¢isla A, B, C, A’, B/, C’ jsou pro nds néjaké konstanty. Pfevedeme oba
zlomky na stejnou stranu. Po roznasobeni vyrazu jmenovateli a roznasobeni zavorek
tedy dostaneme vyraz ve tvaru:

U1XX/—|—u2X—|-U3X/ 4+ ug =0,

kde ui, us, uz a uy jsou néjaké konstanty v komplexnich ¢islech, protoze vznikly
nasobenim a s¢itanim konstant. To ale umime upravit do tvaru

’Ul(X—‘r’Uz)(XI +U3) —v4 =0

pro néjakd konstantni vy, ve, v3, v4. Z toho uz umime vyjadiit X':

V4
X +wv = ——,
( 2 v1(X + v2)
Vg
X =— —
”Ulevl Y3,

6Pro geometrickou piedstavu doporu¢ujeme video youtube.com/watch?v=0z1fIsUNhO4.
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coz je tvar néjaké linedrni lomené funkce, takze se jedna o Mobiovské zobrazeni. [

Dokonce vSechna prosta zobrazeni zachovavajici dvojpomeéry v komplexnich ¢is-
lech jsou Mobiovska. Rozmysli si, Ze z tvrzeni 14 plyne, ze pokud se dvé Mobiovska
zobrazeni shoduji na obrazu tfi rtiznych bodt, tak uz se shoduji na vSech bodech.

Inverze

Podivejme se znovu na zobrazeni % To kazdému komplexnimu ¢islu pfifadi jiné kom-
plexni ¢islo, které svira s readlnou pfimkou opacny tihel. TakZe pokud toto zobrazeni
slozime s preklopenim podle redlné pfimky, bude navic spliovat, ze pfimka vedena
body x a f(z) vzdy prochazi po¢atkem. Toto zobrazeni si jesté obohatime o stej-
nolehlost se stredem v pocatku, vyslednym zobrazenim se stane inverze. Protoze
vznikne slozenim s komplexnim sdruzenim, nejedna se jiz o Mbiovské zobrazeni.

Definice 15. Inverzi nazveme zobrazeni projektivnich komplexnich ¢isel ve tvaru

f2) = (’“) — /7,

T

kde k je realné ¢islo, kterému fikame koeficient inverze. Protoze si muzeme pocatek
vZdy umistit v roviné, kam chceme, zadefinujeme si stied inverze jako bod, ktery
budeme povazovat za pocatek.

Vsimni si, ze pokud je koeficient ve tvaru a-b, pak inverze zobrazi komplexni ¢islo
o velikosti a na komplexni ¢islo o velikosti b a obracené.

Tvrzeni 16. Mé&jme inverzi s kladnym koeficientem k, pak mnozZina pevnych bodii
je kruznice.

Diikaz. Hleddme viechna X takové, ze k/X = (£) = X neboli XX = k. Cislo
XX jerovno | X|?, takze | X| = v/k. Mnozina viech takovych X tedy lezi na kruznici
se stfedem 0 a polomérem k. Rozmysleme si, Zze pro kazdy bod této kruznice uz
pak plati, Ze se zobrazi sém na sebe a mnozinou vsech takovychto bodi je skutecéné
celd kruznice. ]

Z tohoto duvodu se inverzi ¢asto fikéa kruhovd inverze. A ¢asto se nedefinuje svym
stfedem, ale pravé touto kruznici. Oba pohledy na inverzy maji riznd vyuziti. VSimni
si, Ze kruhovéa inverze se omezuje jen na kladné koeficienty. Na druhou stranu se da
rozsifit kruhova inverze o inverzi podle pfimky. Chceme néjaké Mobiovské zobrazeni

9



s komplexnim sdruzenim, které bude mit jako mnozinu pevnych bodt primku. Tim je
preklopeni podle dané pfimky. Pokud tedy budeme mluvit o inverzi podle kruzimky,
muze dana kruzimka byt i pfimkou a pak se jedna o preklopeni.

Vsimni si, Ze ted pod pojmem inverze myslime dvé zobrazeni. Jedno je inverze
dané stfedem a koeficientem. Ta neumi inverzi podle pfimky. Druhé je inverze podle
kruzimky. Ta pro zménu nepovoluje inverze se zapornym koeficientem.

Tvrzeni 17. Inverze zobrazuje kruzimky na kruzimky.

Dikaz. Stadi si v8imnout, ze k/x zobrazuje kruzimky na kruzimky a pfeklopeni
také.

Zkusme si ale rozmyslet, co se déje s dvojpoméry po inverzi. Zobrazeni % je za-
chovéa. Zbyva aplikovat komplexni sdruzeni. Tim se akorat na vysledny dvojpomér
aplikuje komplexni sdruzeni. To znamena, Ze inverze zachovava readlné hodnoty kom-
plexnich dvojpomérti a komplexni hodnoty komplexné sdruzi. (]

Pozorovani 18. V inverzi je obrazem kruznice prochazejici poc¢atkem piimka,
protoze se zobrazi na kruzimku prochazejici nevlastnim bodem.

Tohle pozorovani je jeden ze zdkladl, k cemu se inverze bézné v geometrii da
pouzit. Pokud tloha obsahuje pfili§ mnoho kruznic prochézejicich jednim bodem,
tak je inverzi mizeme se stfedem v daném bodé zménit na piimky. Pojdme si to
ukazat!

Priklad 19. Mé&jme ¢tyfi kruznice «, 3, 7, 0 takové, ze zadné dvé se neprotinaji
a «a se dotykd B v A. Obdobné se § dotykd v v B, kruznice 7 se dotykd d v C a
konecéné § se dotykd o v D. Dokaz, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruZnici.

Reseni. Ulohu zinvertujeme se stfedem v D. Z kruznic a a § se stanou pifmky.
Protoze se dotykaji, stanou se z nich rovnobé&zné pfimky o’ a ¢’. KruZnice S se
zobraz{ na kruznici, co se dotykd o’ v A’. KruZnice «y se zobrazi na kruZnici, kter4 se
dotykd ¢’ v C" a 8’ v B’. Chceme ukézat, ze A’, B’, C', D’ lezi na jedné kruzimce,
ale D' je nevlastni, takze chceme, aby A’, B/, C’ lezely na primce.

Uvéazime stejnolehlost se stiedem v B’ zobrazujici 8’ na +. Stejnolehlost zacho-
vavé rovnobézky, takze zobrazi o’ na ¢'. TakZe zobrazi i A’ na C’. To ale znamen4,
7e B’ lezi na ptimce A’C’, coZ jsme chtéli dokézat.
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6/

Uloha 20. M¢jme dvé kolmé piimky p, ¢ s prisecikem O. Kruznice w; a ws maji
stfed na p a prochézi O. KruZnice wy a wy maji stfed na q a prochazi O. Ozna¢me
pruseciky ruzné od O kruznic A = wy Nwe, B =wsNws, C =w3Nws a D = wsNwy.
Dokaz, ze A, B, C, D lezi na jedné kruznici.
Uloha 21. Je dén trojuhelnik A; Ay A3 a sedm kruznic wy,ws, . . . , wy, které splituji
nasledujici dvé podminky:

(i) kruznice wy prochdzi body A; a As, kruznice wy body As a As, kruznice ws

body A3 a A; a tak dale, az kruznice wy prochazi body A; a As,

(ii) kruznice w; a w;y1 maji vnéjsi dotyk pro vSechna i € {1,2,...,6}.

Dokaz, ze kruznice wi a wr splyvaji.

Tvrzeni 22. Pokud je P stiedem inverze a ¢arkami znacime obrazy bodi, pak

plati |[<ABP| = |<B'A'P|.
Dikaz. ZapiSseme thel pomoci dvojpoméru s nevlastnim bodem. Komplexni ¢islo
(A, B, P,o0) = % svird s redlnou primkou tthel <ABP. Po inverzi se dvojpomér

komplexné sdruzi, takze
(A,B,P,o0) = (A", B’,00, P).

Nasledné vyuzijeme permutovani dvojpoméri z prvniho dilu a nakonec upravime
znovu pomoci dvojpoméru s nevlastnim bodem

—_ 1 B - A
A B’ P=l————)=(—=——F].
(A, B, 00, F) ((P,A’,B’,oo)) <P—A’)
Komplexni sdruzeni neméni velikost sviraného thlu. Vysledné komplexni ¢islo tak
svira s realnou osou thel <B’A’P. Takze |<<ABP| = |<B'A'P|. O

Poznamka 23. Vsimni si, Ze z toho plyne, Zze body A, B, A’, B’ lezi na kruznici
pro vSechna A, B.

7Standardni dtikaz tohoto tvrzeni je pfimocaré vyuziti mocnosti, protoze ji ale v seridlu moc
nevyuzivame, ukazeme si méné tradi¢ni dikaz.
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Poznamka 24. VSimni si, Ze z pfedchoziho dikazu se d4 zjistit vlastnosti néjakych
pomeért po inverzi. Protoze k dokdzani ihlu vyuzivame silnéjsi podminku.

vvvvv

thly. Obcas se uz muze dokonce vyplatit vyuzit inverzi, i kdyz v zadani Zadn&
kruznice neni. P¥i invertovani se hodi si rozmyslet, kolik tak kruznic navic nam
z primek vznikne a jestli spi§ pomtzou, nebo uskodi. Pfimky, na kterych lezi jen dva
body, jako tfeba strany trojuhelnika invertovat nemusime, protoze nam nedavaji
zédnou informaci navic.

Uloha 25. M¢jme kruznice w; a wo, které se protinaji v bodech A, B. Na pfimce
AB lezi bod O. Kruznici se stfedem O a polomérem |OA| oznacime 2. Déle necht 2
protind w; v bodech A, Xy. Pfimka XA protne ws v X7. Analogicky, €2 protne wy
v A, Yy. Primka Yy A protne wy v Y7. Prisecik € s primkou AB rtzny od A oznac¢ime
Z. Dokaz, 7e |[<ZX,A| = |[<ZY1 A|.

Uloha 26. (Shooting lemma) Méjme kruznici w a na ni tétivu AB. stfed oblouku
AB ozna¢ime S. Uvazme dvé piimky p, ¢ prochazejici S. P¥imka p protne w podruhé
v Xo a BC' v X1. Obdobné ¢ protne w podruhé v Yy a BC' v Y;. Dokaz, ze Xy, X1,
Yo a Y7 leZi na kruznici.

Uloha 27. Je dan pravothly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C a
uvnitt¥ jeho stran AC, BC po fadé body D, E. Dokaz, ze paty vysek z bodu C na
primky AB, AE, BD, DFE lezi na jedné kruZnici.

Uloha 28. Necht se kruznice k, [ se stiedy S, T protinaji ve dvou riiznych bodech
A, B. Necht pfimka AS protind [ v bodé C # A. Necht pfimka AT protiné k v bodé
D # A. Dokaz, ze pfimka AB prochdzi stfedem kruZnice opsané trojahelniku AC'D

Uloha 29. (IMO 1996) Necht P je bod uvniti ABC takovy, Ze
|<APB| — |<ACB| = |<<APC| — |<ABC|.

Dokaz, ze osy uhli <ABP a <ACP protinaji pfimku AP v jednom bodé.

Tvrzeni 30. Méjme v roviné kruznici w a bod A, ktery na ni nelezi. Pak existuje
inverze se stiedem v A takova, Ze obraz w je znovu w. Neboli Ze existuje inverze,
ktera kruznici w , preklapi® skrz bod A.

Diikaz. Oznacme P stfed w. Uvazme piimku prochézejici skrz body PA. Ta protne

w v bodech X, Y. Pak existuje inverze, se stfedem A a koeficientem |AX]| - |AY|

zobrazujici X — Y. KruZnice w je symetrickd podle pfimky AP. Protoze P na téhle

piimce leZi, bude i vysledna kruZnice w’ symetrickd podle AP. TakZe i vysledné

kruznice je kruznice nad primérem XY (|
12



Poznamka 31. Koeficientu takové inverze se stiedem v A, kterd w ,,preklapi“, se
také ¥ikd mocnost bodu A ke kruznici w.

Dvojpoméry na kruznicich

Komplexni dvojpomér jsme navrhli tak, aby se shodoval se standardnim dvojpo-
meérem na piimce. Jenze v prvnim dile jsme si definovali dvojpomér i na kruznici.
Komplexni dvojpomér na kruznici nam vysel redlny, ale chovaji se obé definice na
kruznici opravdu stejné? Jen pro rozliSeni v této ¢asti budeme znacit na chvili definici
dvojpoméru z prvniho dilu pomoci hranatych zavorek [A4, B, C, D].

Uvazme ¢&tyii komplexni éisla A, B, C, D lezici na kruznici. Pak libovolné in-
verze se stfedem S na w zobrazi w na néjakou primku. Na této pfimce vime, ze se
nase dvé definice chovaji stejné. Oznacime-li tedy ¢arkami obrazy v této inverzi, pak
(A", B',C",D") = [A,B',C’, D']. Protoze inverze zachovava redlné hodnoty kom-
plexnich dvojpomeérty, tak plati (A’, B’,C’,D’) = (A, B,C, D). Z prvniho dilu vime,
ze dvojpomeér na kruznici ziskdme pomoci projekce néjakého dvojpomeéru na piimce
skrz bod na kruznici. Neboli

[A',B',C",D'| = [SA',SB',SC",SD'] = [A, B, C, D).

Posledni rovnost plyne z toho, zZe v inverzi plati, ze S, X a X’ lezi na piimce. TakzZe
[A,B,C,D] = (A,B,C, D). O
13



A/ B/ C/ D/

Takze uz muzeme v klidu pouzivat dvojpoméry na kruznicich a nemusime se
odkazovat na to které, protoze se obé& definice chovaji stejné. Pojdme se s timto
novym vzhledem znovu podivat na harmonické ¢tytithelniky.

Jak uz z prvniho dilu vime, harmonické ¢tyttuhelniky jsou ty, které maji hodnotu
dvojpoméru rovnou —1. Pojdme se podivat, co nového o nich vime, kdyZ vyuzijeme
komplexni dvojpomeér.

Tvrzeni 32. Pro harmonicky ¢tyrihelnik plati

AB|-|CD| = |BC| - |DA.

Dikaz. To, ze je dany ¢tytuhelnik harmonicky, znamend, ze hodnota komplexniho
dvojpomeéru je rovna —1 neboli

=-1.
(C—B)-(A-D)
Takze
|B—A|-|D-C| _1
|C — B|-|A—- D] o

coz po prondsobeni |C' — B|-|A — D| davé pfesné rovnost, kterou jsme chtéli ukazat.
g

Skladame inverze

Tvrzeni 33. SloZeni dvou inverzi, které mohou mit rizné stiedy, je Mobiovské
zobrazeni.

Diikaz. Inverzi se stfedem v P mizZeme zapsat v roviné s pocatkem 0 jako

() +»

Kdyz slozime dvé takova zobrazeni, tak se dvé komplexni sdruzeni vyrusi a zbyde
néjaké linearni lomenda funkce neboli Mébiovské zobrazeni. (]
14



Lemma 34. (Kouzelné inverzni lemma — KIL) Rekneme, Ze konfigurace je hezk4,
pokud obsahuje kruzimku k a body A, B, které jsou svoje inverzy podle k. Pak
pokud zobrazime hezkou konfiguraci pomoci jakékoli inverze f, dostaneme znovu
hezkou konfiguraci.

Diikaz. Cérkou zna¢ime obrazy v inverzi f.

Oznacme g;, inverzi podle k a gx inverzi podle k zobrazeného pomoci f. Dale
ozna¢me A" = f(A) a B’ = f(B). Zobrazeni f(gr(X)) je Mobiovské, protoze se
jedné o slozeni dvou inverzi. Obdobné zobrazeni gy (f(X)) je Mobiovské. Podivame
se na obraz néjakého bodu M leziciho na k.

(i) Nejprve se podivejme na zobrazeni f(gx(X)). Protoze M lezi na k, tak se
zobrazi pomoci gx(X) sdm na sebe. TakZe v tomto zobrazeni M’ = f(M).
(ii) Podle gp/(f(X)) nejdiive zobrazime M pomoci f. Tim dostaneme M’ =
f(M). Pak zobrazime M’ podle gi/. Ale protoze M’ lezi na k', tak se zobrazi
sam na sebe.
ODbé zobrazeni se shoduji na obrazech alespon t¥i bodt na k a jsou Mobiovska, takze
uz se shoduji na vSech bodech. Tedy

f(gk(A)) = g (f(A)),
f(B) = g1 (A"),
B/ = gk’ (A/)

7 &ehoz plyne, ze B’ je opravdu obraz A’ podle k’. Neboli tvori hezkou konfiguraci.
U

Priklad 35. Mg¢jme kruznici w se stifedem O a bod A vné této kruznice. Kruznice
J se sttedem A a polomérem |AO| protne w v bodech P, Q. Ozna¢me A’ invertované
A podle kruznice w. Dokazte, ze PQ je osa tsecky A’O.
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Reseni. Konstrukce tvofena kruzmici 6, bodem A a bodem v nekonenu oo tvori
hezkou konfiguraci. Tu zinvertujeme podle w. Z § se stane pfimka, protoze prochazi
stfedem w, konkrétné pfimka P(Q. Z bodu A se stane A’ a z oo se stane O. Takze
z tvrzeni KIL je O obraz A’ podle PQ. To ale uz vime, Ze je pieklopeni. Takze PQ
je osa A'O.

Poznamka 36. Z tvrzeni KIL obecné plyne, Ze pokud se tiloha zabyva jen otazkou
inverzl, mtzeme ji jakkoli zinvertovat a dostaneme ekvivalentni alohu.

Uloha 37. V trojthelniku ABC oznaéme w kruznici se stfedem A a polomérem
|AB|. Déle necht je D inverzi bodu C podle w. Jako X ozna¢me pieklopené A podle
primky D B. Nakonec budiz O inverzi X podle w. Dokaz, ze O je stfedem kruznice
opsané ABC.

Uloha 38. Mgéjme harmonicky étyfahelnik ABPC. Ozna¢me w kruznici prochéze-
jici A a dotykajici se BC v B. Analogicky €2 je kruznice prochézejici A a dotykajici
se BC' v C. Druhy prisecik w a 2 oznac¢ime X. Dokaz, ze X a P jsou osoveé soumérné
podle BC.

l.]hly mezi kruZimkami

Zadefinujeme si thel mezi dvéma kruznicemi, které se protinaji, jako thel svirany
jejich te¢nami ze spole¢ného bodu. Predstavme si to tak, Ze se podivame opravdu
blizko jejich pruseciku. Pti pfiblizeni vypadaji skoro jako primky, takze sviraji néjaky
uhel. Analogicky thel mezi kruznici a piimkou je thel mezi teénou v priseéiku
s danou primkou.

Vsimni si, ze pokud se dvé kruznice protinaji ve dvou bodech, tak v obou maji
mezi sebou stejny thel.

Tvrzeni 39. Mobiovska zobrazeni zachovavaji thly mezi kruzimkami.
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Pozorovani 40. Z predchoziho tvrzeni plyne, Ze inverze thly mezi kruzimkami
preklapi, takze také zachovava jejich velikost.

Formaélni ditkkaz tohoto tvrzeni je nad ramec seridlu. Ukazeme si ale néhled, proc
by néco takového mélo platit. Velikost tthlu je lokdlni vlastnost neboli velikost tthlu
umime poznat, af se na bod divame jakkoli blizko, nezajimé nds vzdalené okoli
v obrazku. Kdyz se podivame na Mobiovské zobrazeni ,hodné blizko“, chova se jako
afinni. Okoli bodu néjak pootoci a zachova piimky. Ale zaroven, protoze je Mobi-
ovské, zachovava kruznice. Ale vSechna afinni zobrazeni, kterd zachovéavaji kruznice,
jsou podobna zobrazeni, takze zachovéavaji i tihly.

Kolmé kruznice

Toto tvrzeni dava vzniknout kruznicim, které jsou na sebe kolmé. Ty se v mnoha
ohledech chovaji pékneé.

Tvrzeni 41. KruZnice w a § jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz obraz § v inverzi
podle w je zase §.

Dikaz. Protoze se tloha zabyva jen otdzkou inverzi, muzeme podle tvrzeni KIL
celou situaci jakkoli zinvertovat a dostaneme ekvivalentni ilohu. Zinvertujeme celou
tlohu podle jednoho priiseéiku w a 6. Tim se z kruznic stanou piimky. Obraz ¢’
podle W’ je ¢, pravé kdyz jsou tyto piimky na sebe kolmé. TakZe § se zobrazi na ¢
podle w, pravé kdyz jsou kolmé. O

Tvrzeni 42. Méjme kruznice w, 6, které se protinaji. Piimka p prochéazi stiedy
obou z nich a protinaw v A, C' ad v B, D. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Kruznice w a ¢ jsou na sebe kolmé.
(ii) Ctvefice bodii (A, B,C, D) je harmonicka.

Dikaz. Oznaéme B’ obraz B v inverzi podle w. Pak protoZe inverze zachovava
dvojpoméry, vime, ze (A, B,C,B’) = (A, B’,C,B). Z prepo¢itavani dvojpoméri
z prvnfho dilu dostaneme (A, B,C,B’) = chB). TakZe kdyZ oznac¢ime z =
(A,B,C,B’), plati z = % Tedy x je rovno 1 nebo —1. Ale kdyby = = 1, tak
A, B, C, B’ nejsou rtizné body, z ¢ehoz plyne x = —1. Takze (A, B,C, B’) je harmo-
nicka.

Tudiz (A, B, C, D) je harmonickd, pravé kdyz D = B’, coz nastane, pravé kdyz w
v inverzi zobrazi § samu na sebe neboli pravé kdyz jsou na sebe kolmé. (]
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Poznamka 43. Tento trik, ve kterém jsme projektivné zobrazili (A, B,C, D) na
néjak zpermutovanou ¢tvefici A, B, C, D a tim ukazali, Ze je harmonické, mtze obcas
usnadnit dokazovani harmonickych étveric. Zkus si podobnym zptisobem dokazat
vétu Ceva—Menelaus z prvniho dilu jen pomoci promitani dvojpoméri.

Uloha 44. Méjme kruznici w se stiedem O. Na w lezi bod S. Na poloptimce OS
lezi bod X. Déale X’ je obraz bodu X v inverzi podle w. Na w lezi bod A. Dokaz, Ze
AS je osa thlu XAX'.

Uloha 45. Méjme dvé kolmé kruznice w a d se stfedy O a S. Piimka OS protina
w v A tak, ze O lezi mezi S a A. Jeden pruseéik w a § oznacime X. Piimka AX
protne § podruhé v Y. Dokaz, ze Y.S 1. OS.

Lemma 46. Pro dvé kruznice w a §, které se neprotinaji, existuje Mobiovské
zobrazeni, které je zobrazi na soustiedné kruznice.

Diikaz. Vsimni si, ze pokud jsou dvé kruznice soustfedné, tak maji vice spolec-
nych os symetrii. Pokusime se tedy sestrojit pomoci inverzi dvé piimky, které jsou
obé kolmé na zadané kruznice. Po téchto zobrazenich uz tyto kruznice musi byt
soustiedné.

Zacneme inverzi se stfedem v jakémkoli bodé na kruznici w. Tim se z w stane
pfimka a 6 bude kruznice, kterd w neprotind. Oznac¢me S patu vysky ze stfedu
kruznice § na pfimku w. Sestrojime kruznici v kolmou na § se stfedem v S. Tu
sestrojime tak, Zze z S vedeme teény SK, SL k ¢ kruznice o poloméru |SK]| je pak
kolma na 6.

Oznac¢me p pfimku kolmou na w prochazejici S. Pak plati tyto kolmosti: p L ~,
plLlw pld v L v L w Oznatme X jeden z pruseciki v a p a invertujme se
stfedem v X. Tim se z v a p stanou kolmé piimky. Z w a § budou znovu kruznice.
Piimky ~ i p jsou na obé kruZznice kolmé neboli w a § jsou soustiedné. Toto zobrazeni
jsme dostali jako slozeni dvou inverzi, tedy je Mobiovské. (]
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Véta 47. (Steinerovo porisma) Méjme dvé kruznice w a (, které se neprotinaji
a mezi né se dé vepsat pds kruznic, které se navzdjem dotykaji. Pak at nakreslime
prvni kruznici pasu kdekoli tak, aby se dotykala w i), tak tato kruznice je soucasti
néjakého uzavieného kruznicového pasu, ktery se dotyka w i ).

(S
O

Diikaz. Protoze se tloha zabyva pouze kruznicemi a tim, jak se dotykaji, muzeme

na ni aplikovat jakékoli inverze a Mobiovskd zobrazeni. Z predchoziho lemmatu zob-

razime kruznice w a 2 na soustfedné. V takovém pfipadé mizeme ziskat jakykoli

novy kruznicovy pas pouhym otofenim jiz znamého péasu podle stfedu w. Aplikova-

nim inverzniho Mobiovského zobrazeni dostaneme zpét ptivodni konfiguraci s novym

pasem. O
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Dualita

Poznamka 48. V této ¢asti seridlu se vratime do rozsifeni roviny z prvniho dilu
a nebudeme tedy pouzivat komplexni ¢isla.

Obecny princip duality

Body a pfimky v roviné se chovaji do ur¢ité miry podobné, jenom ,obracené. Jaké-
koli dva rtizné body jednoznacné urcuji pfimku a naopak jakékoli dvé nerovnobézné
primky maji jednoznacny prisecik. V nasledujici definici si zavedeme ,,prohazovani®
pfimek a bodda.

Definice 49. Diagramem® D rozumime néjakou mnozinu piimek a mnozinu bodt.
Duélni diagram D’ pak je takovy diagram, ve kterém kazdému bodu A v D odpovida
dualni p¥imka A’ v D’, podobné kazdé piimce p v D odpovida duélni bod p’, a
navic kdykoli bod A leZi na piimce p, tak bod p’ leZi na piimce A'.

Priklad 50. M¢jme t¥i pfimky p, ¢, r prochézejici bodem A. Na p lezi bod B a
na r lezi bod C. Pf¥imku BC ozna¢me s. Zdualizuj diagram.

Reseni. Nakreslime si pfimku A’. ProtoZe p, q, r prochézeji bodem A, tak p’, ¢/, r’
lezi na A’. Tak si je dokreslime. Na p lezi B, coz znamené, %e B’ prochazi bodem p'.
Analogicky C' prochézi r’. Jako s je oznacena piimka BC| takZe v dudlnim diagramu
je s’ prusecik B, C".

8Vite, kolik vazi jeden Fecky bith? — Jeden diagram :D.
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Cviceni 51. Zkus si prekreslit nasledujici obrazek tak, ze nahradis pfimky za body.

V dosavadnich ptikladech jsme dualizovali pouze kone¢né diagramy. V néasledujici
sekci si ukazeme, ze toho ve skutecnosti mizeme dualizovat mnohem vic. Ukaze se,
ze cela projektivni rovina je sama k sobé duélni.

Tento pohled na dualitu budeme v dalsich kapitolach dost vyuzivat, takze jestli
se citi§ trochu nejisté, zkus si prekreslit néjaké dalsi obrazky. Ted si ukdzeme, jak
takovéto prohozeni bodu a pfimek celé roviny udélat. Geometricky si popiseme, jakou
presné piimku pfifadime kterému bodu.

Definice 52. (skaldrni sou¢in) Uvazme rovinu s po¢atkem P a v ni dva body A a
B rizné od pocéatku. Bod B kolmo promitneme na pfimku PA a projekci oznac¢ime
By. Pak skaldrni soucin A - B definujeme jako souc¢in PA - PBy, kde vzdélenosti
bereme orientované, tedy pokud P lezi mezi A, By, bude hodnota skalarniho souc¢inu
zdpornd. Rozmysli si, Ze to mZeme zapsat jako A - B = |PA| - |PB|cos(a), kde «
je thel mezi PA a PB. Z toho si vSimni, ze je skalarni soucin symetricky neboli
A-B=B-A

Polary

Nyni uz mame néstroj, ktery ndm umoziuje splnit nasi myslenku obecné duality.
Bodu A v roviné pfifadime mnoZinu A’ viech bodt X spliiujicich A-X = 1. Projekce

vsech takovych bodi na polopfimku PA musi mit velikost \P71A|' Ozna¢me B bod na
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polopfimce PA takovy, ze |PB| = \P71A|‘ Pak A’ obsahuje vSechny body na piimce
kolmé na P A prochézejici bodem B. Takze jsme bodu A pfiradili pfimku A’. Piimka
A’ se nazyva poldrou A a bod A se nazyva polem A’. Pro kazdou primku, ktera
neprochazi pocatkem, existuje pol.

Tvrzeni 53. Necht D znadi diagram obsahujici viechny body v roviné kromé po-
Catku, a vSechny primky v roviné neprochazejici poc¢atkem. Pak zobrazeni, které
zobrazi kazdy bod na jeho polaru a kazdou primku na jeji pdl, definuje dualitu
diagramu D se sebou samotnym.

Diikaz. Uvazme bod A a piimku p diagramu D tak, ze A lezi na p. Potfebujeme
dokézat, ze p’ lezi na A’. JelikoZ A lezi na polare bodu p’, tak A-p’ = 1. To z definice
polary bodu A souc¢asné znamena, ze bod p’ lezi na polaie bodu A neboli na A’.° O

Cviceni 54. Rozmysli si, Zze pokud dodefinujeme polaru pocatku jako nevlastni
pfimku a polaru jakéhokoli nevlastniho bodu A jako pfimku prochéazejici pocatkem
kolmou na smér A, tak dostaneme dualitu celé projektivni roviny se sebou samotnou.

Podobné jako jsme inverzi skladali se stejnolehlosti a koeficientu dané stejnoleh-
losti fikali koeficient inverze, budeme i dualitu skladat se stejnolehlosti. Vznika nam
tim pojem koeficient duality.

Definice 55. Definujeme polarovou dualitu se stfedem v P. Posuneme P do po-
¢atku. Pak tato dualita bude definovana tak, Ze bodu A pfifadi mnozinu vSech bodu
X takovych, ze A- X =k, kde k je nenulové redlné ¢islo, kterému fikdme koeficient
duality.

Tvrzeni 56. Méjme v roviné body A, P a piimku p, ktera jimi neprochazi a je
kolma na AP. Pak existuje dualita se stfredem P, kterd zobrazi A na p.

Polary podle kruznice

Vsimni si, ze polarova dualita s kladnym koeficientem k zobrazi bod, ktery lezi na
kruznici se stiedem v po¢atku a polomérem vk, na p¥imku prochézejici danym
bodem, ktera je te¢nou k dané kruznici.

Analogicky jako jsme mohli pouzivat pojem inverze podle kruZznice, mizeme nyni
pouzivat pojem polarovéa dualita podle kruznice.

Tvrzeni 57. Méjme bod A vné kruznice w. Oznacme X, Y body dotyku tecen
vedenych bodem A ke kruznici w. Pak XY je polarou bodu A podle w.

Diikaz. Vime, ze AX je polarou X a AY je polarou Y. Protoze pfimka XY je
piimkou definovanou body X, Y a bod A je bodem definovanym piimkami X', Y,
tak z principu duality je XY polarou A. O

9Tvrzeni také znamé pod nazvem: ,Polara bodu na polafe prochizi pélem puvodni polary“.
V anglické literatufe oznacovano jako La Hire’s Theorem.
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Véta 58. (Brianchon) Méjme tecnovy Sestithelnik ABCDFEF. Pak pfimky AD,
BE a CF prochazi jednim bodem.

Diikaz. Uvazme dualitu podle kruznice vepsané. Ozna¢me body dotyku vepsané

s AB, BC,CD, DE, EF, FApostupné I, J, K, L, M, N. Pak A’ = I N. Analogicky

zname poléry i zbylych bodu Sestitthelnika. Pdl pfimky AD je prusecikem polar A

a D. Coz jsou dvé protéjsi strany Sestitthelnika IJK LM N. Tvrzeni, ze AB, BC,

CD prochéazi jednim bodem, znamena, Ze jejich pdly lezi na jedné pfimce. Ale to je

presné Pascalova véta, kterou jsme si ukazovali v prvnim dile. |
(BEY

C

Uhel mezi bodem a piimkou

Hlavni trik, ktery s polarami budeme vyuzivat, je prenaseni tthli. K usnadnéni tohoto
prenéseni si vSak musime dodefinovat par znaceni.

Definice 59. Nasledujici definice vyuzivaji rovinu s pocatkem P.
(i) Uhel mezi pfimkami |<pq| je pro nas tihel, o ktery musime otoéit p¥imku p
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali piimku q.
(ii) Uhel mezi body |<AB| je pro nés thel, o ktery musime oto¢it pifmku PA
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali pfimku PB.
(iii) Uhel mezi bodem a p¥imkou |<tAp|, kde A lezi na p, je pro nas thel, o ktery
musime otoc¢it pfimku PA proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali
pfimku p. Obdobné |<pA| je thel, o ktery musime otoéit p na PA.

Tvrzeni 60. (o dualité thlt) Pro vSechny body a pfimky v dualité plati
(i) [<pgl = |<p'q|,
(ii) |[«AB|=|<A'B|,
(iii) |<Ap| = [<A'p].

Diikaz.

(i), (ii) Nejdiive dokdzeme prvni a druhé tvrzeni. Oznacime A = p’ a B = ¢'. Dale
oznacime pruseciky X = PANp,Y = PBNga Z = pNq. Pak PXZY lezina
jedné kruznici protoze |<ZY P| = 90° = |<Z X P|. Takze z obvodového thlu
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je thel mezi p a ¢ stejny jako thel mezi PA a PB. Coz jsme chtéli dokazat.

O

(iii) Pro tfeti tvrzeni ozna¢ime X = PAN A" aY = Pp'Np. Pak X, A, Y, p' lezl
na jedné kruznici, protoze |<(p'Y A| = 90° = |<p' X A|. Znovu z obvodového
ihlu plyne, Ze tthel mezi p a PA je stejny jako tihel mezi A’ a Pp'. O

Uloha 61. M¢jme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Necht E = ABNCD a F
AD N BC. Mé&jme bod X uvnitt ABCD takovy, ze |<AXE| = |[<CXF|. Dokaz,
|<TAXB| + |<CXD| = 180°.

Uloha 62. (Blanchet zas a znovu) V trojthelniku ABC ozna¢me D patu vysky
z vrcholu A. Na stranach AC a AB jsou postupné body E, F' takové, ze pfimky BE
a CF se protinaji na AD. Dokaz, ze |[<EDA| = |[<FDA|.

Uloha 63. Méjme pevny bod D a pevné p¥imky k, I, které prochazeji spoleénym
bodem A. Na piimkéch k, | jsou postupné body X a Y takové, ze |<XDA| =
|<Y' DA|. Dokaz, ze pfimka XY prochdzi pevnym bodem.

N<
)

Uloha 64. Mgéjme rovnobéznik ABCD a v ném naleznéme bod F, ktery spliiuje
|<CDF| = |<CBF)|. Dokaz, 7e |<FCB| = |<FAB]|.

Uloha 65. Mgjme trojihelnik ABC takovy, ze |[<BAC| = 120°. Ozna¢me po-
stupné D, F, F priseciky os thla u vrchola A, B, C s protéjsi stranou. Dokaz, Ze
|<EDF|=90°.

Tvrzeni 66. (o dualité na kruznici)  Mé&jme trojihelnik ABC' se stranami a, b, c.
Na jeho kruznici opsané méjme bod P. Uvazme dualitu se sttedem v P. Pak plati, ze
ctyiahelniky ABCP a a'b'c' P jsou podobné. Tedy specidlné bod P lezi na kruznici
opsané a'b'c’.

Dikaz. DokéZeme, %e trojihelniky ABP a a’b’ P jsou podobné. Z obvodového tihlu
|<BAP| = |<BCP)|. Z duality thla

|<BCP| =|<Ca| =|<C'd| = |t/ d'P|.
Znovu z obvodového thlu |<APB| = |<ACB]|. Z duality Ghld pak

|<ACB| = |<ab| = |<d't| = |<d' PV|.
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Dostali jsme, ze |[<BAP| = |<b/d’P| a |[<APB| = |<a’PV|. Takze z véty uu jsou
trojuhelniky ABP a o'b’ P podobné. Obdobné jsou trojuhelniky ACP a o'¢’ P. Takze
i ¢tyrtahelniky ABCP a a’b'c’ P jsou podobné. O

Véta 67. (Simsonova piimka) Méjme trojithelnik ABC' a na jeho kruznici opsané
bod D. Ozna¢me X, Y, Z postupné paty z D na piimky BC, AC, AB. Pak X, Y,
Z lezi na jedné piimce.

Diikaz. Oznacéme a, b, ¢ postupné strany trojuhelnika BC, CA, AB. Uvazme pola-
rovou dualitu se stfedem v D a libovolnym koeficientem. Z tvrzeni 66 lezi D na kruz-
nici opsané a'b'c’. Z duality 1hlt 90° = |<Xa| = |[<X'a’|. Takze pfimka X’ je kolmice
na Da’ prochézejici a’. Analogicky Y’ je kolmice na Db’ skrz V' a Z’ je kolmice na
D¢ skrz /. Cheeme ukézat, ze X', Y’', Z' prochézi jednim bodem. Oznacéme D
bod naproti na kruznici opsané a'b’c’ od bodu D. Pak |<Da’Dy| = 90°. Takze X’
prochdzi Dy. Analogicky i Y’ a Z’ prochézi Dg. Tedy X', Y’ a Z’' prochézi jednim
bodem, takze X, Y, Z musely lezet na jedné piimce. (]

Uloha 68. Mg¢jme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou w a vepsistém 1. Oznaéme
p teénu k w raznou od stran trojuhelnika. Na pfimce p zvolme body Ag, By, Cy tak,
aby |<<ATAg| = |<BIBy| = |<CICy| = 90°. Dokaz, ze piimky AAy, BBy a CCy
prochézi jednim bodem.

Uloha 69. (Miqueliv bod) Mé&jme étyfahelnik ABCD. Ozna¢me P prisecik AB a
CD. Analogicky Q je prusecik BC' a AD. Dokaz, ze kruznice opsané trojahelnikim
QAB, QCD, PBC a PAD prochézi jednim bodem M. Dokaz, ze M lezi na PQ,
pravé kdyz ABCD je tétivovy. Muzes si vSimnout i dalsich zajimavych dhlovych
vlastnosti.
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Polary a inverze

Vsimni si, Ze inverze a polary spolu dost souvisi. Konkrétné polaru bodu A dosta-
neme tak, ze vedeme kolmici na PA prochézejici inverzi (se stejnym koeficientem)
bodu A, kde P je stied duality i inverze.

Tvrzeni 70. (dualita zachovava dvojpoméry) Méjme body A, B, C, D na pfimce.
Uvazme jakoukoli dualitu. Pak (A, B,C,D) = (A',B’,C’,D"). (Z principu duality
vime, ze pfimky A’ B'C' D’ prochézi jednim bodem, takzZe je na nich dvojpomér dobie
definovany.)

Diikaz. Oznacme P stied duality. Rozlisme dvé konfigurace.

(i) Nejprve rozeberme piipad, kdy P lezi na p¥imce A, B, C, D. V8echny pfimky
A', B, C', D' jsou rovnobé&zné. Promitneme dvojpomér (A’, B’,C’, D’) na
pfimku A, B,C, D. Tim dostaneme to samé, jako kdyz (A, B,C, D) zinver-
tujeme se stejnym stfedem a koeficientem.

(ii) V druhém piipadé, kdyz P lezi mimo ABCD, z promitactho tvrzeni vime,
ze

(A,B,C,D)=(PA,PB,PC,PD).
Oto¢ime tento svazek o 90° na (PAy, PBy, PCy, PDy). Pak PA; je rovno-
bé&mé s A, PBy | B', PCy || C' a PD;y || D'. Protoze u dvojpomérového
svazku zalezi jen na tthlech mezi primkami, plati, ze

(PA,, PBy,PCy,PD,) = (A", B',C", D).
Takze (A, B,C, D) = (A, B',C", D"). O

Uloha 71. Mgjme tecnovy ¢tyfihelnik ABCD a nechf I je stied kruznice jemu
vepsané. Oznaéme Q = ABNCD a P = BC N AD. Oznaéme M kolmou projekci
bodu I na pfimku PQ. Dokaz, ze |[<DMI| = |<BM]I|.
Véta 72. (Simsonova pfimka podruhé) Méjme trojuhelnik ABC' a na jeho kruznici
opsané bod D. Oznac¢me X, Y, Z postupné paty z D na pfimky BC, AC, AB. Pak
X, Y, Z lezi na jedné piimce.
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Diikaz. Uvazme dualitu se stfedem v D a naslednou inverzi se stejnym koeficientem
a stfedem v D. Ta zobrazi stranu trojuhelnika na patu z D na danou stranu.Takze
tfeba a — X. Oznacme ¢arkou obrazy v dualité a dvojcarkou obrazy po nésledné
inverzi. Z tvrzeni dualita na kruznici vime, ze a’b'c’D je tétivovy. Takze po inverzi
mame, %e a”’b”c’ oo lezi na kruzimce. Ale protoze obsahuje bod v nekone¢nu, musi
lezet na ptimce. Takze X, Y, Z lezi na pfimce. (|

MiZe se Ti zd4t, Ze jsme na tuto vétu vyuzili moc silné nastroje (dualitu i inverzi),
kdyz se da jednoduse vyuhlit. Tyto nastroje nam ale davaji dalsi vhled do toho, co to
Simsonova pfimka vlastné je. Pojdme si ukdzat netrivialnéjsi tvrzeni, které z tohoto
nahledu celkem rychle plyne.

Priklad 73. Méjme harmonicky ¢tyfthelnik ABCD. Oznaé¢me X, Y, Z paty z D
na ptimky BC, CA, AB. Pak | XY | =Y Z|.

Reseni. Zmovu aplikujeme dualitu se stfedem v D. Z tvrzeni dualita na kruz-
nici vime, ze a'b'c’D je podobny s ABCD, tedy specidlné je harmonicky. TakZe
(a',b,c, D) = —1. Po zinvertovani podle D dostédvame, ze

(X,Y,Z,00) = (a"’,b",c",00) = —1.

To je ale dvojpomér s bodem v nekone¢nu, tedy Y je stfedem tsecky X Z.

Uloha 74. V étyfahelniku ABCD oznaéme P priisecik thlopticek AC a BD. Déle
oznac¢me M prisecéik kruznic opsanych PC'D a PAB rizny od P. Nakonec ozna¢me
H,, Hy, H3 a H4 postupné paty kolmic z bodu P na ptimky AB, BD, DC a CA.
Dokaz, ze H1, Hy, H3 a H,4 lezi na jedné pfimce.

Polary v zadani

Obcas se stane, ze k vyfeSeni tlohy ji ani nepotfebujeme celou dualizovat, ale staci
si uvédomit, které pfimky v zadani jsou polary kterych bodt v zadani. Nejlépe si to
ukézeme na ptikladeé.

Uloha 75. Mgéjme trojihelnik ABC' s kruznici vepsanou w se stiedem I. Kruznice
w se dotyka stran BC, CA, AB postupné v bodech D, F, F. Pfimka EF protina
pfimku BC v G. Dokaz, ze GI L AD.

Reseni. Pokusime se ukézat siln&jsi tvrzeni, ze AD je polarou G podle w. Pak musi
GI byt kolmé na AD. Najdeme pdl AD podle w. Ten musi byt prasecikem polar A
a D. Polara A je E'F, polara D je BC, takze G je opravdu pélem AD.

Uloha 76. Mgéjme trojihelnik ABC' a jeho vepsisté I. Ozna¢me body dotyku ve-
psané kruznice se stranami BC, C'A, AB postupné D, F, F. Ozna¢me S prusecik
pfimek EF a BC. Dokaz, ze SI 1 AD.
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Polary a kolineace

Uz jsme si ukazali, jak vypada polara bodu lezictho na kruznici a vné kruznice.
Pojdme néjak projektivné zkonstruovat polaru bodu uvnitt kruznice.

Tvrzeni 77. Méjme bod X uvnitf kruznice w. Necht p, q jsou libovolné piimky
prochazejici bodem X, p protinaw v A, B a q protinaw v C, D. Teény kw v A a B
se protinaji v F. Teény k w v C' a D se protinaji v G. Pak pfimka F'G je polara X.

B

Diikaz. Uz vime, Ze p je polara F a q je polara G. Z principu duality tak pfimka
prochézejici F, G. musi byt polarou pruseciku p, gq. Takze F'G je opravdu polara X.
|

Tvrzeni 78. (kolineace zachovava polary) Méjme kruznici w, bod A a jeho polaru
a vzhledem k w. Pak pokud kolineace zobrazi w na kruznici w', A — A’ aa — d,
tak a' je poldra A’ vzhledem k «'.

Dikaz. Polary umime zkonstruovat vyuzitim pouze tecen a priseciki. To vSechno
ale kolineace zachovava. Zachovava tedy i polary. (|

Tim se moznosti kolineace jesté rozsitily. Pojdme si to ukazat.

Priklad 79. Mgjme tétivovy &tyifuhelnik ABCD se stiedem O kruznice opsané.
Ozna¢me P=ACNBD,Q=ABNCD a R=AD N BC. Dokaz, ze PO 1 QR.

Reseni. Oznadme w kruznici opsanou ABCD. Dokézeme silnéjsi tvrzeni. Dokéa-
zeme, ze QR je polara P podle w. Uvazme kolineaci zobrazujici QR na nevlastni a
w na kruznici. Z ABCD se tim stane obdélnik. Polary se zachovaly. QR je nevlastni
a P je stfed w, takze QR je polara P. Takze PO muselo byt kolmé na QR.

Poznamka 80. Rozmysli si, Zze v pfedchozim piipadé dokonce PQ je polara R a
PR je polara (Q podle w a Ze z toho plyne, ze O je ortocentrum PQR. To je tvrzeni,
které se v prvnim dile zdalo kolineaci absolutné nedokazatelné.
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Uloha 81. Méjme tec¢novy tétivovy étyFuhelnik ABCD. Oznaéme I stied kruznice
vepsané, O stfed kruznice opsané a P prusecik uhlopticek. Dokaz, ze O, I, P lezi na
jedné primce.

Dualita s ortocentrem

Ukazeme si specialni pripad duality. Pro trojuhelnik ABC se stranami a, b, ¢ najdeme
dualitu, ktera zobrazi A — a, B — b, C' — c.

Tvrzeni 82. (existence duality podle trojahelnika) Uvazme dualitu zobrazujici
A — BC se stiedem v ortocentru. Podivame se, kam tato dualita zobrazi B. B lezi
na A’ neboli B’ prochdzi skrz A. Zaroveri musi byt kolma na BH, ale to je pravé
AC'. Analogicky je polara C piimka AB.

Poznamka 83. Pro pravouhly trojuhelnik tato dualita neexistuje, protoze orto-
centrum v ném splyva s vrcholem.

Priklad 84. Mséjme ostrouhly trojuhelnik ABC' s ortocentrem H. V ném lezi bod
P. Ozna¢me By bod na AC takovy, ze BoH 1 BP. Analogicky sestrojime Cjy na
AB tak, aby CoH | CP. Dokaz, ze PH 1 CyBy.

Reseni. Najdeme pély pfimek PB a PC v dualité podle trojihelnika ABC. Piimka
PB prochéazi bodem B, takze jeji pol lezi na b. Oznacime jeji pdl Q. Pak protoze
stfed duality je ortocentrum, musi platit, ze QH | PB. Takze @ = By. Analogicky
pdl PC je Cy. Takze primka CyBy je polara P = PB N PC. Z toho plyne, zZe
PH 1 CyBy.

Poznamka 85. Mohli jsme dodefinovat i bod Ag. Pak z toho, ze PA, PB, PC
prochézi jednim bodem, plyne, ze Ay, By, Cy lezi na primce.
29



Uloha 86. M¢jme trojthelnik ABC' a ozna¢me H jeho ortocentrum. Dale mé&jme
ceviany'® AD, BE, CF. Kolmice na piimku DH prochézejici skrz A protind BC
v Ag. Obdobné kolmice na EH prochézejici skrz B protind AC v By a kolmice
na F'H prochézejici C protind AB v Cy. Dokaz, ze Ag, By a C lezi na jedné piimce.

Uloha 87. Mgjme ostrothly trojiuhelnik ABC s ortocentrem H. Ozna¢me M, stied
strany BC, M, stfed strany AC a M, st¥ed strany AB. Pruse¢ik poloptimky M, H
s kruznici opsanou oznacime X, a prusecik AX, s BC ozna¢ime Y,. Analogicky
sestrojime body X3, X. a Y3, Y. Dokaz, ze Y,, Y3 a Y. lezi na piimce.

Uloha 88. Mgéjme trojihelnik ABC a jeho ortocentrum H. Na strané BC lezi bod
D. Piimka skrz H kolma na DH protne pfimky AB a AC postupné v bodech K a

. - |KH| _ |BD|
L. Dokaz, ze I = DT

Uloha 89. Mg¢jme trojuhelnik ABC s ortocentrem H. Na AC naleznéme bod
B’ takovy, ze |[<AHB'| = |<ABC|. Analogicky na AB nalezneme C’ spliiujici
|<AHC'| = |[<ACB]|. Dokaz, ze B'C" || BC.

Uloha 90. V trojihelniku ABC' s ortocentrem H a patami vysek z vrcholit A, B,
C oznac¢enymi D, FE, F. Necht M je stied strany BC. Pfimka EF protne p¥imku
BC v X. Dokaz, ze XA 1 HM.

Uloha 91. (Droz-Farny) Méjme trojthelnik ABC' s ortocentrem H. P¥imky p, g
jsou na sebe kolmé a prochazi bodem H. Pfimka p protinda BC v Ay, AC v By a
AB v Cy. Analogicky ¢ protind BC' v Ay, AC v By a AB v C1. Dokaz, ze stiedy
usecek AgA1, BoBy a CyC4 lezi na primce.

Uloha 92. Mgéjme trojihelnik ABC. Ozna¢me H jeho ortocentrum a M stied
strany BC'. Déle K je pruse¢ik M H s kruznici opsanou ABC. P¥imka rovnobézna
s BC prochéazejici skrz H protind pfimku AK v bodé X. Vnéjsi osa thlu BHC
protind BC' v bodé Y. Oznacme S stfed oblouku BC' neobsahujici A. Dokazte, ze
SH 1L XY

Uloha 93. V trojihelniku ABC ozna¢me H ortocentrum. vnéjsi osa tthlu BHC
protne BC v X. vnitini osa AHB protne AB v Y a vnitini osa AHC protne AC
v Z. Dokaz, ze X, Y, Z lezi na piimce.

Shrnuti

Shrneme, co jsme v druhém dile ukazali.

10Ceviany v trojihelniku jsou tii p¥imky, z nichZ kazda prochézi jingm vrcholem trojihelnika
a protinaji se v jednom bodé.
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Komplexni dvojpomér

(1)

(2)

Definovan jako

pro komplexni ¢isla A, B, C, D.
Na pfimce i na kruznici se chova stejné jako standardni.

Moébiovska zobrazeni

1)

(2)
3)

Lineéarni lomené funkce v komplexnich ¢islech

axr +b
cx+d

pro komplexni koeficienty a, b, ¢, d.
Zachovévaji dvojpoméry.
Zachovavaji kruzimky.

Inverze

9)

Definovand stfedem a koeficientem. Posuneme stied do pocatku, pak je to
zobrazeni tvaru k/Z, kde k je redlny koeficient.

komplexné konjuguji dvojpomeéry.

Zachovava kruzimky.

Ozna¢me P stied inverze a ¢arkou obrazy. Pak P, X, X' lezi na pfimce pro
vSechna X.

KruzZnice prochéazejici stfedem se zobrazi na primku neprochazejici stfedem.
Pro body A, B a jejich inverzy A’, B’ podle inverze se stiedem P plati
|<PAB| = |<PB'A|.

SloZeni dvou inverzi je Mobiovské zobrazeni.

Inverze podle kruzimky. Definovana jako Mobiovské zobrazeni s pruhem,
jehoz mnozina pevnych bodt je zadanad kruzimka. Inverze podle primky je
preklopeni.

Tvrzeni KIL.

Kolmé kruZnice

(1)
(2)
3)

Tecny v jejich prusecicich jsou kolmé.

Obraz w v inverzi podle € je znovu w pravé kdyz jsou w a ) na sebe kolmé.
Ozna¢me p pfimku spojujici stfedy kolmych kruznic. Ta kruznice protne
ve ¢tyfech bodech. Tyto body tvoii harmonickou ¢tvefici.

Dualita

(1)
(2)

Nahrazujeme body a piimky tak, aby se zachovala vlastnost nalezeni. Takze
pokud A lezi na p, pak p’ lezi na A’.
Konecné dudlni diagramy.

Polary

(1)

Skalarni sou¢in A-B ve svété s po¢atkem P jeroven A-B = |PA|-|PB| cos(a),
kde « je thel mezi PA a PB.
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(2) Definované pomoci skaldrniho sou¢inu. Poldra A je mnozina bodt X tako-
vych, ze A- X =k, kde k je redlny koeficient polarové duality.

(3) Urcuji dualitu celé projektivni roviny.

(4) Dobfe se pfepocitavaji thly.

(5) Pro ¢tyfi body na kruznici ABCD plati, Ze po dualité se stfedem v D jsou

Styiuhelniky ABCD a a’b'c’ D podobné, kde a, b, ¢ jsou strany trojuhelnika

ABC.

(6) Inverze bodu A je pata stfedu duality na polaru A’.

(7) Pokud kolineace zachové kruznici, zachova i polary vzhledem k dané kruznici.

(8) Pro trojihelnik ABC existuje polarova dualita se stfedem v ortocentru zob-
razujici A - a, B—baC —c.

Par slov zavérem

Zde kon¢i nase putovani projektivnim svétem druhého dilu. Ale nemusis truchlit,
vydame se zde jesté jednou a naposled v dile tfetim. Pro pfipomenuti: na druhé
prochéazce jsme nejprve potkali komplexni ¢isla, téch jsme se nezalekli a ukazali si,
7e pomoci nich 1ze jednoduSe popsat néktera klasicka zobrazeni, celou tfidu téchto
zobrazeni jsme pak nazvali Mobiovska. Déle jsme se podrobnéji zaméfili na jedno
konkrétni zobrazeni — inverzi a zjistili, ze kruznice a pfimky jsou si v jistém pohledu
tak podobné, Ze jsme jejich Celed nazvali kruzimky. Také jsme se vydali az na pdl,
kde jsme namisto ocekavanych polarnich medvéd nalezli polary. Hlavnim objevem
druhého vyletu se pak stal tvor jménem dualita, ktery kudy chodil, tu se hned pfimky
ménily v body a naopak body v primky. Pro vétsi sblizeni se vSemi potkanymi
zvitatky jsme si vlastnosti jednotlivei demonstrovali na spousté prikladi a obrazki.

A na co se muzes tésit ve tfetim putovani? Tentokrat se vydédme do konéin do-
sud nepoznanych a tajuplnych. UkéZeme si, jak se daji tlohy dokazovat za pomoci
hybani s body. A Ze obcas je stac¢i dokazat ve tfech specidlnich piipadech a pak uz
jsou dokazany celé. Pomoci hybani pak budeme schopni dokazovat i zvlastni tvrzeni
jako tfeba, ze urc¢itd mnozina primek prochazi jednim bodem bez toho, abychom
znali dany bod. Sezndmime se se zvifatkem zvanym Desarguesova involuce, které
sice mize dle jména ptsobit désivé, ale pfi bliz§im poznani umi schovat zoubky,
byt kouzelné a poradit si s mnohymi obrazky. Napriklad umi dokazat, ze néjaké
dvé nahodné tsecky na primce jsou stejné dlouhé. Doufame, ze jste se pii této vy-
pravé nezalekli Ssavlozubych tygra a doprovodite nas i na této zavérecné cesté. Vsttic
novému dobrodruzstvi!

Navody
20. Zinvertuj podle O. Z kruznic vznikne obdélnik.
21. Invertuj se stfedem As. Rozmysli si, co se stane s dotykajicimi se kruznicemi.

25. Zinvertuj podle A a prenes uhly.
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26. Najdi pevnou inverzi se stfedem v S, kterd zobrazi X, na X; nezévisle na
poloze pfimky p.

27. Dokresli kruznice nad pruméry AB, AC, CD, CE. Nésledné zinvertuj podle
C.

28. Zinvertuj podle A. Objevi se trojuhelnik s vyskami.
29. Zinvertuj podle A a dokaz, ze |AB|/|BP| = |AC|/|CP)|.

37. Oznaé¢ O stied kruZnice opsané ABC'. kruZnice opsand ABC, nevlastni bod
a bod O; tvoii hezkou konfiguraci.

38. X, P a BC maji tvofi hezkou konfiguraci. Zinvertuj podle A.

44. Najdi harmonickou ¢tvetici. Najdi pravy thel. Vyuzij tvrzeni dvé ze tii.
45. Zinvertuj podle § a najdi pravy thel.

61. Zdualizuj podle X.

62. Zdualizuj podle paty vysky.

63. Zdualizuj podle D. Dokaz, ze pdly hledanych p¥imek lezi na jedné piimce.
64. Zdualizuj podle F.

65. Rozmysli si, jak se chova dualita podle bodu, ktery lezi na ose thlu. Co kdyz
lezi na rameni?

68. Zdualizuj podle kruznice vepsané.

69. Zdualizuj tlohu podle priisec¢iku dvou kruznic opsanych. Uvédom si, ze z toho
co dostane$ plyne, ze M lezi i na zbylych dvou. Pro druhou ¢ast preved t&tivovost
na soucet thla 180.

71. Zdualizuj podle kruznice vepsané. Pieved podminku pomoci dvé ze tii na har-
monicky svazek.

74. Staéi najit Simsonovy prfimky. Zkus ale vyuzit dikaz Simsonovy piimky. Zdu-
alizuj a zinvertuj podle M.

76. Zjisti, ze S je polara AD podle kruznice vepsané.

81. Najdi polaru P podle kruZnice vepsané i opsané. To, co zjistis, fikd dost infor-
mace, aby platilo, Ze O, I, P lezi na pfimce.

86. Hledana piimka je polara pruseéiku cevian AD, BE, C'F' v dualité podle ABC.
87. Jaka je polara bodu M, v dualité podle ABC.

88. Preved pomér na dvojpomér s nevlastnim bodem a pak zdualizuj podle ABC.
89. Prenes tihel v dualité podle ABC.

90. Pieklop A podle M na Aj. Jaka je polara Ag v dualité podle ABC.

91. Pro zdualizovani preved na harmonické svazky. Po dualité uz jen zbyva vyuhlit.
92. Zdualizuj podle ABC osu tthlu BAC a osu strany BC'.

93. Body X, Y, Z se v dualité podle ABC zobrazi na rtzné osy thla.
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