Projektivni geometrie | —
Pravy ahel pohledu

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava prvni dil letosniho seridlu, ktery se bude zabyvat projektivni
geometrii. Na geometrii se mizeme divat jako na takové obrazky — rizné piimky,
kruzZnice, trojuhelniky nakreslené na papife. Pod projektivni geometrii si mazes pro-
zatim predstavit divani se na takové obrazky ,z rtznych stran“. Ukazeme si, Ze
zapeklity problém je casto tézky pravé tim, ze se na néj koukdme ze Spatného tthlu
pohledu. Pokud obrazek obejdeme, naklonime hlavu nebo si vedle néj lehneme do
travy, pokazdé vypada trosku jinak. A kdyZz se umime na obrazky koukat z toho
spravného thlu, razem se z obecnych trojuhelnika stavaji rovnostranné, z ¢tyruhel-
nik obdélniky, z obecnych primek rovnobézky a podobné. Dokazovat tvrzeni pro
tyto objekty je pak ¢asto mnohem leh¢i, nez jak tomu bylo v ptivodnim zadéani.

V serialu si budeme kreslit spoustu obrazki, proto se nedés jeho délky. Z prak-
tickych duvodt nebudeme vSechno dokazovat uplné do detaild a formalné, a tak
néco nechame jen pro zajemce. Pokud Ti formalni detaily nepfijdou tak dilezité,
tak se s nimi nemusi§ moc trapit :-). Seridl dopliuji spise leh¢i cvidend, ktera by
méla doprovazet nové véci predstavené v dané kapitole. Cviceni doporucujeme fe-
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8it chronologicky pii ¢teni. Na konci kazdé kapitoly najdes tulohy. Ty mtzou mit
razné obtiznosti, od lehkych az po velmi tézké. Vibec nevadi, pokud jich vyresis
jen par nebo nékteré preskocis, na konci textu jsou k dispozici napovédy. Ke konci
serialu muzes také najit bonusovou kapitolu Zobecniovani dvojpomért. Ta je pouze
dopliujici a jeji pochopeni neni dtlezité ke zbytku seridlu ani k feseni soutéznich
uloh.

Seridl pro tebe letos pisi Radek Olgak a Lenka Kopfovi. Kdybys mél(a) néjaké
nejasnosti ¢i otazky, nevahej se na nas obratit. Muzes nam napriklad napsat mail
na radek@olsak.net nebo na lenka.kopfova@gmail.com.

Zobrazeni

Co to je zobrazeni?

Pro ucely seridlu budeme zobrazeni brat jako funkci, kterda kazdému bodu roviny
prifadi néjaky jiny bod roviny. Zobrazovany bod, napf. P, nazveme vzorem a bod,
na ktery se vzor zobrazi, nazveme obrazem. Pokud nestanovime jinak, obraz budeme
znadit stejné jako vzor, akorat s ¢arkou, tedy P’. Bod, pro néjz vzor splyva s obrazem
(P = P'), se nazyva pevnym bodem zobrazeni.

Asi nejzndméjsimi geometrickymi zobrazenimi jsou tzv. shodnéd a podobné zob-
razeni. Mezi shodna zobrazeni patii napf. osova a stfedova soumérnost, otoceni ¢i
posunuti. Piikladem podobného zobrazeni pak mtze byt tieba stejnolehlost ¢i spi-
ralni podobnost!. Tato zobrazeni nejsou pfedmétem nageho serialu, ale jejich znalost
se bude hodit. Proto pokud se o nich chces dozvédét vice nebo si je jen chces pfipo-
menout, doporu¢ujeme prvni dil seridlu na geometricka zobrazeni.?

Prosté zobrazeni

Pro seridl bude dilezité védét, co je to prosté zobrazeni. Prostym nazveme kazdé
zobrazeni, které zddné dva body nezobrazi na tentyz obraz. Prostd se zdaji byt
vSechna ,,rozumné“ zobrazeni. Pfikladem zobrazeni, které neni prosté, by naptiklad
mohla byt projekce na pfimku. V seridlu se zabyvame riznymi prostymi zobraze-
nimi roviny, nejprve tedy odvodme, jaké vlastnosti ziskdme jen z prostoty daného
zobrazeni. Dilezitou vlastnosti prostych zobrazeni je, ze ,zachovavaji tecny“. Méjme
v roviné kruznici w a pfimku p, ktera je jeji tecnou a dotyka se ji v bodé X. Na tuto
rovinu aplikujme né&jaké prosté zobrazeni. Pak at uz p’ a w’ vypadaji jakkoli, maji
pravé jeden spoleény bod, a to bod X’ (viz obréazek). Zadny dalsi vzniknout nemohl
(diky tomu, ze zobrazeni je prosté) a X’ na obou lezi. I kdyZ to mtze znit jednoduse,
je dilezité na to nezapomenout, az nékdy zminime, ze zobrazeni zachovava tecnost.

IPokud nevis, co je spiralni podobnost, viibec to nevadi. Pro pochopeni serialu to neni potieba.
2Nalezne$ ho na strance http://mks.mff.cuni.cz/archive/31/9.pdf.
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Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni pro nas budou vSechna prosta® zobrazeni splitujici:

e Kazda primka se zobrazi na primku.
e Na kazdé pfimce zachova poméry vzdalenosti. Takze kdykoli A, B, C lezi v pfimce,
tak ABl _ 4B
ak ey = A
e Rovnobézné primky zobrazi na rovnobézné primky.

Treti bod ve skute¢nosti nepotrebujeme. Rovnobéznost primek p a ¢ totiz umime
vyjadrit pomoci pomeért. Méjme libovolny bod X a libovolnou pfimku r prochazejici
bodem X, pruseciky r s pfimkami p a ¢ ozna¢me po fadé P, (). Rozmysli si, ze
rovnobéznost pfimek p, ¢ je ekvivalentni s podminkou, ze KSI je konstantni nezavisle

na volbé piimky 7.
Cviceni 1.
(i) Rozmysli si, Ze sloZeni dvou afinnich zobrazeni je afinni.
(ii) Rozmysli si, ze inverzni zobrazeni k afinnimu zobrazeni je afinni.*

Nyni se podivame na priklady afinnich zobrazeni. VSechna podobna zobrazeni
jsou afinni. Existuji ale i afinni zobrazeni, kterd nejsou podobna. Dvé takova si
vytvorime. U obou za¢neme s néjakou obecnou primkou p, ktera zistane zachovana
neboli v8echny jeji body jsou pevné.

3V serialu se budeme zabyjvat pouze prostymi zobrazenimi, obecné vsak afinni zobrazeni prosté
byt nemusi.

4Zobrazeni jsme si definovali jako funkci, kterd vzoru ptifadi jeho obraz. Pak na inverzni zobra-
zeni se muzeme divat jako na funkci, kterd naopak obrazu prifadi jeho vzor. Takze napfiklad plati,
ze slozeni zobrazeni a jeho inverzu je identita. Inverzni zobrazeni existuje, protoze uvazujeme pouze
prosta zobrazeni.
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e Zmacknuti: Vybereme si bod X mimo pfimku p. Na kolmici na p prochézejici
bodem X zvolime obraz X' takovy, Ze nelezi na p. Pomoci vlastnosti, které se
musi zachovat, zkonstruujeme obrazy vsech boda v roviné.

C P

Uvazujme kolmici ¢ na pfimku p prochazejici bodem X. Oznacme P prisec¢ik
piimek p a ¢. Zvolme si libovolny bod Y na q. Zajima nés, kde bude lezet Y.

Pro pfimku ¢’ musi platit, Ze prochdzi X’ a P’. Bod P se z definice zobrazi
sam na sebe a X’ leZi na ¢. TudiZz body piimky ¢ se opét zobrazi nékam na g,
specialné na ni leZi také Y. ProtoZe P se z definice zachova, bude shodné s P’.

Chceme tedy, aby platilo \‘l’;;fll = ‘UIZ',;(,/" = ‘Iii’(:l‘ Na pfimce g tedy zmacknuti
funguje stejné jako stejnolehlost se stfedem v P a koeficientem \ = %.

Vezméme libovolny bod Y, ktery nelezi na pfimce ¢g. Déale uvazujme pfimky
s a r prochazejici bodem Y, kde s || ¢ a r || p. Ozna¢me @ prisecik piimek
p, s a Z prusecik piimek r, g. Analogicky k pfedchozimu uz vime, ze bod Y’
musi lezet na s. Rovnobéznost se zachovava, tudiz obrazy pfimek p a r musi
byt také rovnobd&zné. ProtoZe ale p’ je totozna s p, v’ musi byt také rovnobézna
s p. Obraz bodu Z zname, je to bod na pfimce ¢ s tim ,spravnym® pomérem.
Vedeme-li rovnobézku s p bodem Z’, jeji priseéik s s tak musi byt pravé Y'.

Z rovnobéznosti tedy plati “IIDDZZ,H = IlQQ;’/"I =\
q ]
r Z Y
4 Y'!
p P Q

Z obou pripadu plyne, Ze pokud pro libovolny bod Y oznac¢ime P patu kolmice
z Y na p, pak zmacknuti zobrazi bod Y na jeho obraz v stejnolehlosti se stredem
v P a koeficientem A. Dalo by se tedy fict, ze zmacknuti je takova ,stejnolehlost
podle primky*.
Uz vime, kam se v zmacknuti zobrazi vSechny body roviny. Musime ale jesté
ovéfit, ze se skuteéné jednd o afinni zobrazeni, tedy ovéfit dané dvé (respektive
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tfi) podminky. Mé&jme libovolnou piimku ¢, kterd neni rovnobézna s p, a ozna¢me
S prusecik primek p, q. Nyni ozna¢me A, B libovolné body piimky ¢. Z vyse
uvedeného vime, ze pfimky AA’ a BB’ jsou rovnobézné (obé jsou kolmé na p). To
1SA| _ |SA'|
je ekvivalentni podmince 1SB] = 5B . Rozmysli si, Ze z toho plyne, Ze se uz nutné
vSechny poméry na piimce ¢ zachovavajl a ze to samé plati pro primky rovnobézné
s p. Treti podminku jsme jiz dfive prevedli na prvni, tedy staci dokézat, ze pfimky
se zobrazuji na pfimky. Toto tvrzeni neni zajimavé, a tak ho dokazovat nebudeme.

e Zkoseni: Vybereme si bod X mimo pfimku p. Na rovnobéZce s p prochézejici
bodem X zvolime X’. Op&t se pokusime zkonstruovat obrazy vSech ostatnich
bodt roviny.

~X X/

Zvolme libovolny bod Y a zkusme zjistit, kam se zobrazi{ Y’. Ozna¢me P pru-

secik primek p a XY . Vime, ze poméry se zachovavaji, tedy % = ﬂiii:; Pokud
tedy oznacime A = ||PX‘ pak Y’ se zobrazi na piimku r tak, aby |I£;/,| =\

PX'[
Mtizeme si to tedy predst‘amt tak, jako bychom pfimku PX otocili podle bodu P
na piimku PX’. Pokud jsme tedy zméacknuti nazvali stejnolehlosti podle pfimky,
pak by vhodny nézev pro zkoseni nejspis byl otoceni podle piimky.>:6 Jesté je po-
tfeba podobné jako pii zmacknuti dokazat, ze se pri takovéto konstrukci obrazu
libovolného bodu Y zachovavaji rovnobézky a poméry na primkach. Rozmysli si,
ze tomu tak opravdu je. Diikaz je podobny jako pfi zméacknuti.

X X'
\r_ v

p P

5A slozeni zmacknuti a zkoseni by pak byla spirdlka podle p¥imky. :D (Je to jen hloupy vtip,
nic hlubsiho v tom nehlede;j.)
6Kazdopadné se rozhodné nejedna o néjakou oficidlni terminologii.
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Pojdme si shrnout, jak se afinni zobrazeni chovad k dtvartim v roviné. Obecné
afinni zobrazeni zachovava:

primky,

rovnobéznost,

poméry na primkéach,

poméry obsah,

elipsy. Dokonce existuje pro kazdou elipsu afinni zobrazeni, které ji zobrazi na
kruznici.

A nezachovéva:

e kruznice,
e vzdalenosti,
e thly.

Uloha 2. Mgjme lichobéznik ABCD, kde AB || CD. Ozna¢me P prisecik jeho
uhlopricek. Dale M, N jsou postupné stredy stran AB a CD. Dokaz, ze M, N, P
lezi na jedné primce.

Reseni. Ozna¢me jako ¢ pfimku spojujici M a N. Uvazime zkoseni, které zachova
piimku AB a zobrazi N na bod pfimo nad M. To zpusobi, Ze ¢’ bude kolm4 na A’ B’
(a tedy i C'D’). Protoze stfedy tsedek se zachovavaji, bude ¢’ osou A’B’ i C'D’,
takze cely obrazek bude symetricky podle ¢’. Specialné to znamena, ze P’ musi lezet
na ¢’, tedy i P lezi na q. a

D N C D N

RV

Poznamka. V mnoha tlohach aplikujeme zobrazeni na cely obréazek, propfisté
nebudeme popisovat obrazy bodi ¢arkami.

/ B/

Tvrzeni 3. (Blanchet”) V trojuhelniku ABC oznac¢me D patu vysky z vrcholu A.
Na strandch AC a AB jsou postupné body E, F takové, Ze primky BE a CF se
protinaji na AD. DokaZ, Ze |<EDA| = |<FDA]|.

Diikaz. Na prvni pohled to vypada, ze mame problém, protoze tloha chce dokazat
rovnost 1hld a afinni zobrazeni thly nezachovava. Tvrzeni, které mame dokazat,
si tedy preformulujeme na: ,pfimky ED a FD jsou osové symetrické podle AD“.
Jestlize zachovame pfimku BC, muzeme uvazit jakékoli zmacknuti a dostaneme

7Cti [Blancet)].



ekvivalentni tlohu. Uvézime tedy takové, ze |[<BEC| = 90°. UkdZeme si, Ze ta-
kové zmacknuti urcité existuje. Sestrojime si Thaletovu kruznici nad pramérem BC'
Oznacme Y jeji prisecik s vyskou z bodu E v trojuhelniku FBC. Pak uvazujme
takové zméacknuti, které zachovava pfimku BC a bod E zobrazi na Y. Z Thaletovy
véty mame zaruceno, ze |<BEC| = 90°. Nyni protoze AD i BE jsou vysky, tak
i C'F je vyska. Sta¢i nam tedy dokdzat toto tvrzeni pro vysky. To uz se lehce dothli.
Ctyithelnik AEDB je diky pravym thlim tétivovy, tedy |[<EDA| = |<ABE| =
= 90° — |<BAC|. (Nebo = |[<BAC| — 90°, pokud je u A tupy uhel.) Obdobné také
Gtyfahelnik AFDC je tétivovy, takze |[<FDA| = |[<ACF| = 90° — |<BAC|. (Nebo
se rovna |<<BAC|—90°, pokud je u A tupy thel.) Z ¢ehoz plyne |[<EDA| = |<F DA|
a dtikaz je hotov. O

A

Cviceni 4.

(i) Rozmysli si, ze pro kazdy trojihelnik existuje afinni zobrazeni, které z néj
vytvori rovnostranny, a jak z toho plyne, Ze pro kazdy trojuhelnik existuje
afinni zobrazeni, které ho zobrazi na jakykoli jiny vybrany trojuhelnik.

(ii) DokaZ pomoci afinnich zobrazeni, Ze se téZnice protinaji v jednom bodé.

(iii) Je déana elipsa e se stfedem S. Na ni lezi bod X. Oznacme t teénu k elipse
v bodé X. Rovnobézka s t vedend bodem S protne elipsu v bodech A, B.
Dokaz, Ze te¢na k e v bodé A je rovnobézna s X S.

Uloha 5. Elipsa vepsana obdélniku ABCD se dotyké jeho stran AB, BC, CD,
DA postupné v bodech X, V, W, Y . Dokaz, ze |AY |- |BX| = |AX|-|DY].

Uloha 6. Je dan pravothly lichobéznik ABCD se zdkladnami AB a CD s pra-
vym tdhlem u ramena BC spliujici |AB| > |CD| > @. Stfedy thlopticek AC,
BD ozna¢ime postupné E, F. Nakonec pruseéiky AF a BE, CF a DE oznac¢ime
postupné X, Y. Ktery z ¢tyfuhelniki ADXY, BCXY ma vétsi obsah?

Definice. (obecna poloha) Body A, B, C jsou v obecné poloze, pokud zadné tii
z nich nelezi na pfimce.

Poznamka. Vsimni si, Ze z prvni ¢asti cvideni 4 plyne, ze kazdé afinni zobrazeni
muZeme jednoznac¢né definovat pomoci tfi bodi v obecné poloze a jejich obrazu.
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Shrnuti

Zavedli jsme si afinni zobrazeni. Afinnimi zobrazenimi jsou pro nas vSechna shodna
a podobna zobrazeni, mackéni, koseni a vSechna sloZeni téchto zobrazeni.

Rozsifeni roviny

V klasické roviné skoro plati, ze kazdé dvé pfimky se protinaji v pravé jednom
bodé. Existuje vsak trochu hloupy, degenerovany pfipad, kterym jsou rovnobézky.
Ty by se protly az nékde v nekoneénu. Pro kazdy smér pfimek proto doddme k nasi
roviné nevlastni bod.® Kdyz uvazime a, b, ¢ rovnob&zné p¥imky, tak viechny tii pro-
chézi stejnym nevlastnim bodem. I pfesto, Ze pfimky ,,jdou do nekonecna ve dvou
smeérech®, nevlastni bod protinaji jen jeden. Tim jsme pfidali ,kolem“ roviny neko-
nec¢no nevlastnich bodi. Rekneme, ze véechny nevlastni body lezi na jedné nevlastni
primce. Rozmysli si, ze nyni se opravdu kazdé dveé primky protinaji v pravé jednom
bodé, a dokonce kazdymi dvéma body prochazi pravé jedna piimka. Takto rozsi-
fenou rovinu nazyvame projektivni rovinou. VSimni si, Ze afinni zobrazeni funguji
i v projektivni roviné.

Obrazek naznacuje nevlastni primku kolem celé roviny.

Cviéeni 7. (body v nekone¢nu) Cilem tohoto cviceni si je jen rozmyslet, jak fun-
guji body na nevlastni pfimce. Ukolem je tedy si jen tak né&jak kreslit. Nebud proto
zmateny /zmatend, ze se nejednd o tlohu v pravém slova smyslu. Zkonstruuj si v ro-
viné ¢tverec ABC'D. Oznac¢ X prusecik AB a CD. Na strané BC zvol bod P. Pfimka
PX protind DA v Q. Oznaé¢ R prisecik AC' s nevlastni pfimkou.

8 Nevlastni znamena, 7e nelezi v roving, na kterou jsme zvykli.
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Perspektiva

Zatim jsme papir, na kterém mame nakreslenou konstrukeci, jen rizné mackali. V této
kapitole vyzkousime, jak se chova, kdyz se na néj podivame z riznych bodi v pro-
storu. Znas to, stojis na dlouhé rovné cesté na rozlehlé planin€. Jeji okraje tvori dvé
rovnobézné primky, ale kdyz se podivas do dali, cesta mizi kdesi na horizontu, kde se
jeji okraje ,protinaji“. Okraje jiné cesty, vedouci trochu jinym smérem, se protinaji
na stejném horizontu, ale v jiném bodé.

Pokusime se tento fenomén vyuzit v feseni illohy. Vezmeme obrazek a zkusime Fict,
ze je to vlastné mnohem hez¢i obrazek, na ktery se akorat nékdo podival ,,z boku*.

Vé&ta 8. (Desargues®) Méjme dva trojiihelniky v roviné — ABC a A'B'C". Ozna¢me
priseciky X = BOCNB'C',) Y =CANC'A" aZ =ABNA'B’. Pak pokud X,Y, Z
lezi na jedné primce, tak pfimky AA’, BB’, CC' prochédzi jednim bodem.

9Cti [Dezark].



Diikaz. (ndhledem) Pfedstavme si, Ze obrdzek méme nakresleny na zemi a ptimka
prochézejici body X, Y, Z je horizontem. Pak to, co je nakreslené na zemi, jsou
dva trojahelniky, ve kterych AB || A’B’, BC || B'C’, CA || C'A’. Kazdou tuto
dvojici si muzeme predstavit znovu jako cesty a body X, Y, Z jsou jejich body na
horizontu. Na zemi tedy maji trojihelniky rovnobézné odpovidajici strany neboli
jsou stejnolehlé. P¥imky AA’, BB’, CC’ prochdzi stfedem stejnolehlosti. (Jesté se
mize stat, ze neplijde o stejnolehlost, ale o posunuti. V tom pripadé se dané tii
piimky protnou v jednom bodé aZ na nevlastni pfimce.) |

Muze se zdat, Ze jsme tlohu nevyfesili pro vSechny pfipady. Co kdyz primka
XY Z prochazi ,stfedem“ obrazku? Prece bézné nad horizontem zemé neni. Tedy
10



podivame-li se na rovinu ,z boku“, nevidime ji celou, protoze néjaka jeji cast je
za nami.

Proto si zadefinujeme zobrazeni, které tyto problémy vyfesi a pritom se bude
velmi blizit pravé onomu ,,podivani z boku“.

Perspektiva formalné

Vyuzijeme jesté jedné predstavy ze zivota. Piedstav si, ze pfed tebou je okno. Sviij
pohled, jakym vidi§ zem, miizes nakreslit na okno tak, ze na kazdy bod X na okné
nakreslis to, co je z tvého pohledu za nim. Tuto projekci z jedné roviny do druhé si
definujeme poradné.

Jak matematicky Tict, co znamena divat se na véc z jiného pohledu? Budeme po-
uzivat klasickou soufadnicovou soustavu s osami x, y, z. Umistime rozsifenou rovinu
do rozsifeného trojrozmérného prostoru s pocitkem P (to bude nas pozorovatel),
a to tak, ze obsahuje vSechny body, pro které z = 1. Tuto rovinu v prostoru oto¢ime
podle P. Néasledné promitneme zpét do roviny z = 1 skrz podatek (promitneme na
okno). Promitnuti tady znamend, ze bod X v prostoru se zobrazi na X’ takovy, Ze
P, X, X' lezi na pfimce a z souradnice bodu X’ je rovna 1. Z konstrukce perspek-
tivy si muzeme uvédomit, ze perspektiva je zobrazenim, které zachovava primky a
pruseciky.

Promitnuti trojuhelnika ABC' z jedné roviny do druhé skrz bod P.
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Vsimnéme si, Ze pro body prostoru, pro které z = 0, neexistuje v obycejné roviné
projekce do roviny z = 1. Proto se takové body zobrazi na nevlastni body v daném
smeéru. Otocend rovina se protind s rovinou z = 0 v jedné pfimce. Tato primka se
v tomto zobrazeni zobrazi na nevlastni. To je pravé ta pfimka, kterou jsme brali
jako ,horizont“.

Rozmysli si, Ze ta ¢ast obrazku, kterou nyni vidime ,,nad horizontem“, je ta ¢ast
roviny, kterou jsme viibec nevidéli, protoze byla za nami. (v pfedstavé s oknem a
zemi atd.)

Zformulujeme jesté jednou dukaz Desarguesovy véty, jak by mél byt spravné for-
malné sepsany.

Dikaz. (Desargues podruhé — formdlni) Existuje perspektiva zobrazujici pfimku
XY Z na nevlastni. Ta zachova vSechny vlastnosti tilohy, protoze se tloha zabyva
pouze priseciky piimek. Mizeme tedy Fict, BUNO' jsou body X, Y, Z nevlastni.
Trojthelniky potom maji po dvou rovnobézné strany AB | A’B’, BC || B'C’ a
CA || C'"A’. Z toho plyne, Ze jsou stejnolehlé. P¥imky AA’, BB’ a CC’ prochazi tedy
jednim bodem, a to stfedem stejnolehlosti. (Nebo stejné jako v neformélnim dikazu
pijde o posunuti, tedy o stejnolehlost se stfedem v nevlastnim bodé.) O

Perspektiva a kruZnice

Predstav si kruznici w a pfimku p mimo ni. Pak perspektiva, ktera zobrazuje primku
p na nevlastni, nasi kruznici roztahne do elipsy. Tuto elipsu pak miZeme pomoci
afinniho zobrazeni ,srovnat“ zpét do kruznice. Slozenim téchto zobrazeni jsme ziskali
nové zobrazeni, které zobrazilo p na nevlastni a zachovalo jednu, nami vybranou,
kruznici. Zachovali znamen4, Ze jejim obrazem je znovu kruznice, ale nemusi platit, ze
body kruznice jsou pevnymi body tohoto zobrazeni. Ukazeme si silu tohoto zobrazeni
na prikladu:

Piiklad 9. (Radeckovo lemma) Méjme kruznici w a bod P mimo ni. Body K, L
lezi na w tak, Ze PK a PL jsou teény k w. Body A, B lezi na w tak, ze A, B, P lezi
na jedné pfimce a body C, D na w tak, ze P lezi na pfimce C'D. Dokaz, ze pfimky
AC, BD a KL prochézi jednim bodem.

107kratka pro ,bez Gjmy na obecnosti“.
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Reseni. Uvazme rovnobézku p s K L prochazejici bodem P. Pouzijme slozeni per-
spektivy a afinity takové, které zachova w a pfimku p zobrazi na nevlastni. Trans-
formovany obrazek pak bude vypadat nasledovné. Mame kruznici w a v nekoneénu
bod P. Body K, L lezi na w tak, ze teény k w v K a L prochéazi bodem P, tudiz
jsou rovnobézné. KL je tedy prumérem kruznice w. Pfimka AB je také rovnobézna
s PK neboli musi byt kolma na K L. Takze body A a B jsou podle K L symetrické.
Obdobné body C a D jsou podle KL symetrické, takze i pfimky AC a BD jsou
podle K L symetrické neboli se protinaji na K L. O

V obrazku méme u nevlastniho bodu P sipku nahoru i doli. Je to tim, Ze body
v nekonecnu jsou definované neorientovanymi rovnobézkami, takze ten bod ,nahofe®
je ten samy jako ten bod ,dole“.
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Zachovavame toho vic
Méjme kruznici w a pfimku p mimo ni.

e Oznacme ¢ kolmici na p prochézejici stfedem w. Pak tato konfigurace je podle
q symetricka. Pokud zobrazime p do nekone¢na a w zachovame, vysledek bude
podle ¢’ také symetricky. Pro ditkaz si rozloz perspektivu na otodeni v prostoru
a projekci a uvédom si, ze symetrie podle ¢ je zachovana.

e Na obecné rovnobéZzce s p riizné od p méjme dané body A, B, C. Pak perspektiva,
ktera zobrazi p do nekonec¢na, zachova pomér %. Pro dikaz znovu rozloz na
rotaci v prostoru a projekci a uvédom si, ze na rovnobézkach s p se projekce chova
jako stejnolehlost neboli zachovava pomeéry.

Pojdme si nyni dokézat dalsi tlohu:

Tvrzeni 10. (butterfly) M¢éjme kruznici w a na ni tétivu AB se stfedem M. Na
w zvolme body K, L. Oznacme Ky pruse¢ik K1M s w rizny od K;. Obdobné
definujme bod Ls. Necht X = K1L1 NAB aY = KyLo N AB. Pak | XM| = |Y M]|.

Ky

Ks

K

Dikaz. Oznacme R prisecik tecen k w v bodech A, B. Uvazme pfimku p || AB
prochéazejici bodem R, ta urcité neprotind w. Pi¥imku p zobrazime na nevlastni a w
zachovame. Pak se z AB stane prumér kruZnice w, protoze te¢ny v A a B budou
rovnobézné. Poméry % a KSJ\AZIII‘ jsme zachovali, protoZe p || AB. TakZe jsme ziskali

ekvivalentni tlohu. Takto upravena tloha je jiz velmi snadna. O

Poznamka. Pojdme si uvédomit, co nam fikéa trik vyuzity v této tloze. Mame
kruznici w a na ni body A, B. Pak miiZzeme zobrazit AB na priamér w a w zachovat.
Takové zobrazeni zachovava poméry na rovnobézkach s AB. I kdyZ to zni jako trochu
podvod, mtizeme Fict, BUNO je AB priimeér.!!

HDokud si tedy ddvame pozor na to, ze v tloze zachovame vie potiebné.
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TéZko na cvicisti. ..
A nyni si miaZe$ nabyté znalosti vyzkouset na nésledujicich tlohéch.

Uloha 11. Mg¢jme body P, A, B na piimce v tomto potfadi. Ozna¢me p kolmici na
tuto pfimku vedenou bodem A. Déle méjme te¢nu PX ke kruZnici nad primérem
AB, kde X je bod dotyku (te¢ny jsou dvé, uvazujeme libovolnou z nich). Oznac¢ime
Y jako prusec¢ik BX a p. Dokaz, ze PX puli AY.

Uloha 12. Mgjme rovnoramenny trojtihelnik ABC (|AB| = |AC|). Na jeho rameni
AB zvolime bod X. Rovnobézka s BC' vedena bodem X protne AC v Y. Oznacime
S stfed XY a M stied BC. Necht P je prisecik M X a CS. Dokaz, ze trojihelnik
PMC ma poloviéni obsah nez ABC.

Uloha 13. Mgéjme teénovy ¢tyiahelnik ABCD. Oznaéime si body dotyku kruznice
vepsané po fadé K, L, M, N. Dokaz, ze pfimky KM, LN, AC, BD se protinaji
v jednom bodé.

Uloha 14. M¢jme tec¢novy ¢tyfthelnik ABCD. Ozna¢me body dotyku kruznice
vepsané ke stranam AB, BC, CD, DA postupné W, X, Y, Z. Dokaz, ze pfimky
AC, WX, YZ prochazi jednim bodem.

Uloha 15. (téz51)) Mé&jme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou w. Oznaéme D
bod dotyku kruZnice pfipsané ke strané BC. Na pfimce AD zvolme bod X tak, aby
usecka X D neobsahovala zadny bod w. Te¢ny z X k w protnou stranu BC' v bodech
K, L. Dokaz, ze |BK| = |CL|. (Iksko 2018/19)

Uloha 16. Mame danou ptilkruznici nad priimérem UV. Na této ptlkruznici zvo-
lime body P, Q. Prusecik teCen z P a @) ozna¢ime R. Prusecik UP a V(@ oznacime
S. Dokaz, ze SR L UV.

Uloha 17. V trojihelniku ABC oznaéme body dotyku kruznice vepsané se stra-
nami BC, CA, AB postupné D, FE, F. Na tse¢ce AD uvnitf kruznice vepsané zvolme
bod L. Usecky BL a CL protnou kruznici vepsanou postupné v bodech X, Y. Dokaz,
ze piimky E'F, BC, XY prochézi jednim bodem.

Uloha 18. Bod M je stfedem strany AB trojthelnika ABC'. Na polopiimce opacéné
k MC zvolime bod N a uvniti tsecky AM zvolime bod P. Oznacime ) prusec¢ik
primek AC a NP, dale R prusecik QM a NB a nakonec S prusecik AB a RC.
Dokaz |PM| = |SM]|.

Uloha 19. Mgjme trojihelnik ABC. Oznaéme A’ bod dotyku vepsané u strany
BC. Druhy prusecéik pfimky AA’ s vepsanou ozna¢me P. Priseéiky BP a C'P s ve-
psanou ozna¢me postupné M, N. Dokaz, ze BN, MC, AA’ prochézi jednim bodem.

Uloha 20. V trojihelniku ABC oznaéme M stied BC. P¥imka AM protina kruz-
nici vepsanou v bodech P, Q. Rovnobézky s BC prochazejici body P, resp. () pro-
15



tinaji znovu kruznici vepsanou v X, resp. Y. Pfimky AX, AY protinaji BC v K,
L. Dokaz, ze |BK| = |CL|.

Uloha 21. Mg¢jme pevnou usecku AC a na ni bod B. Skrz body AC vedeme
kruznici w. Teény k w v bodech A a C se protinaji v P. Use¢ka PB protne kruznici
podruhé v @ (B lezi na tseéce PQ), osa thlu AQC protne AC v R. Dokaz, ze pomér

% nezavisi na volbé kruznice w. (IMO Shortlist 2003/G2)

Uloha 22. Mgjme ¢&tyithelnik ABC'D takovy, ze |[<ABD| = |<ACD| = 90°. Bod
P lezi na BD tak, ze |[<PAD| = 90° a obdobné @ lezi na AC tak, ze |<QDA| = 90°.
AC a BD se protinaji v bodé X a PC' a B(Q se protinaji v Y. Ukaz, ze XY je kolméa
na AD.

wr

Dvojpoméry'? aneb méfime v projektivnim svété

Dvojpoméry pro nas budou velmi dilezitym nastrojem v celém seridlu. Potfebujeme
si totiz zadefinovat vlastnost, kterou kolineace zachové, protoze vzdalenosti a poméry
se kolineaci méni.

Definice 23. (orientovany obsah) Symbolem [ABC] budeme znacit orientovany
obsah trojuhelniku ABC. V absolutni hodnoté bude [ABC] mit velikost obsahu
trojuhelniku ABC, muZe se ale lisit znaménkem. To znamend, Ze pokud jsou body
v poradi po sméru hodinovych ruc¢i¢ek, bude hodnota orientovaného obsahu zaporna,
jinak bude kladna.'®

Tvrzeni 24. (pomocné) Pokud v trojithelniku jeden bod posuneme po strané tak,
Ze (orientovana) délka piislusné strany se zméni na k-ndsobek, potom se i orientovany
obsah trojuhelniku zméni na k-nasobek.

Pokusime se vymyslet néjaky vyraz, ktery kazdé n-tici pfimek pfifadi néjaké
realné ¢islo. Méjme rovinu a v ni libovolny bod P. Déle v ni lezi n bodi riznych od
P, kde n je sudé ¢islo. Oznacime je X1, Xo,...,X,,—1,X,,. Podivime se na obsahy
trojuhelnikt X; X, .1 P, pfiemz za X, 1 uvazujeme X; a za X,, 2 bod X5. Téch je
sudy pocet. Obarvime kazdy se sudym i ¢ervené a kazdy s lichym ¢ modie. Pak kazdy
z bodti X; nélezi pravé jednomu ¢ervenému a praveé jednomu modrému trojihelniku.
Pokud nahradime bod X; jakjmkoli jinym bodem rtuznym od P na pfimce PX;, tak
se pravé jednomu modrému trojthelniku zméni obsah k-krat (pro vhodné reélné k)
a pravé jednomu Cervenému trojihelniku se zméni obsah k-krat. Takze kdyz néjaky
vyraz V obsahuje

[Xi—1PX;]
[(XiPX;11]’

12Byvaji v literatuie obc¢as zaménovany s pojmem GtyFpoméry. Pro nés ale étyfpoméry budou
znamenat néco jiného.
130pravdu se standardné znaéi smér proti sméru hodinovych rucicek jako kladny.
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tak se jeho hodnota nezméni, i kdyz zaménime bod X; jinym bodem piimky X;P.

Uvazme tedy vyraz, kde v ¢itateli budou vSechny cervené trojuhelniky a ve jme-
novateli vSechny modré:

[X1PX,] - [X3PXy) - [Xn_1PX,)

V= [X2PX3] - [X4PX5) - [XnPX1]

P

Hodnota V' se nezméni, pokud jakykoliv X; nahradime jinym bodem na X; P. Tuto
hodnotu mizeme vnimat jako hodnotu primek X; P, X5P, ..., X,,P. Nedés se téhle
obludy, predstavuj si ji jako modré a Cervené trojuhelniky, jejichz obsahy stiidavé
nasobime a délime.

Zkusime nyni najit dobrou hodnotu n, pro kterou bude tento vyraz uzitec¢ny. Jako
prvni se nabizi n = 2. Ale po dosazeni dostavame:

X1 PX

V= XaiPXo] ~1.

[X2PX;]

Takze hodnota V' jakychkoli dvou pfimek by byla rovna —1. To nezni jako moc

uziteény vyraz. Zkusme tedy dalsiho kandidata, n = 4. Ta uz takovy problém nemé,

a proto se jako nejmensi uzite¢nd vyuziva. Tato hodnota se oznacuje dvojpomérem
17



danych ¢tyf piimek. Pro body A, B, C, D, P budeme dvojpomeér ¢tyf bodi v obecné
poloze vzhledem k bodu P znacit takto:

1

(A,B,C,D)p = [APB] - DPA

.[CPD] -

[BPC]

P¥imky PA, PB, PC, PD oznadime a, b, ¢, d. ProtoZe uz vime, ze tuto hodnotu
muzeme vnimat jako hodnotu pfimek prochazejicich jednim bodem, budeme také
znacit
(a,b,¢,d) = (AP,BP,CP,DP) = (A,B,C,D)p.
Hodnota dvojpomeéru je zavisla na potadi, ale obcas se permutace daji pfepocitat.

Cviceni 25. Rozmysli si, Ze plati:

1 1

L (a’b7c7d): (b c d a) :(C7d7a7b): (d a b C)’
1

¢ (@bed) =m0y

Pojdme si ukazat, pro¢ takhle obludné definovana hodnota je pravé ta uziteénéa:
Uvazujme v roviné bod P. Déle v ni lezi ¢tyfi body A, B, C, D, které lezi na
jedné ptrimce neprochazejici bodem P. Pak

_|AB| |cD|

A B,C,D)p = .
( ) aca )P ‘BC| |DA‘

Délky potfebujeme uvazovat orientované, abychom dostali spravné znaménko. M-
Zete si vSimnout, Ze tenhle vyraz viibec nevyuzivad bod P, budeme tedy symbolem
(A, B,C, D) znacit dvojpomér étyf bodi na jedné pfimce.

Tvrzeni 26. (promitaci) Mé&jme ¢tyfi body na pfimce A, B,C, D a ¢tyfi body na
jiné primce X, Y, Z, W takovym zpiisobem, ze piimky AX, BY , CZ, DW prochazi
jednim bodem P. Pak plati (A,B,C,D) = (X,Y,Z,W).

Drikaz.

(A,B,C,D) = (A,B,C,D)p = (AX, BY,CZ,DW) =
= (XY, Z,W)p = (X,Y, Z,W). O

Abychom nemuseli vzdy psat tuto promitaci myslenku, vyslouzila si vlastni zna-
¢eni. Kdyz plati (A, B,C, D) = (X, Y, Z, W) pfi promitnuti skrz bod P, tak zna¢ime

(4, B,C, D) % (X,Y, Z,W).

Cviceni 27. Méjme trojihelnik ABC a pevné dané body K, L na strané BC.
Ozna¢me postupné X, Y, Z pruseciky primek AK, AL, AC s osou vnitiniho thlu
u vrcholu B. Dokaz, ze (B, K,L,C) = (B, X,Y, Z).
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Perspektiva zachovava dvojpoméry

Promitaci tvrzeni pro nas znamena, ze jsme nasli hodnotu, ktera se zachovava v per-
spektivé. Zopakujme si, jak jsme si perspektivu definovali. Nejdfive jsme rovinu oto-
¢ili v prostoru, to dvojpoméry zachovava, a néasledné jsme ji promitli skrz pocatek
zpét do roviny z = 1. Pfedstavme si body A, B, C, D na pfimce. Po otoceni se zob-
razi na body A;, By, C1, D1 v prostoru. Prohlédneme si rovinu danou pocatkem P a
pfimkou Ay B1C1 D1. V ni lezi i findlni obrazy této perspektivy. Z promitaciho tvrzeni
plyne (Al, Bl, Cl, Dl) = (Al, Bl, Cl, Dl)P = (A/7 B/, C/, D/)p = (A/, B/, Cl, D/)
Neboli celd perspektiva zachovala dvojpomér (A, B, C, D).

Tvrzeni 28. (zobecnény pomér?) Pro A, B, C, D na pfimce, kde D je nevlastni,
plati:
|AB
A, B,C,D) = — 21,
Dikaz.  Zvolime si mimo pfimku ABCD bod P. Na pfimee p || ABC D prochézejici
bodem P zvolime vlastni bod D’. Pak

[APB] [CPD/|

[BPC] [D'PA]

(4,B,C,D) =(A,B,C,D')p =

Trojuhelniky CPD’ a D' PA maji stejny obsah, protoZe maji stejnou zékladnu D’'P
a stejnou vysku. Ale maji opacnou orientaci, takze % = —1. Trojahelniky ABP

a BC'P maji stejnou vysku neboli hodnota celkového dvojpomeéru je rovna
[APB] |AB]|

“[BPC] ~ |BC| H

Tvrzeni 29. (dvojpoméry na kruznicich) Méjme kruznici w a na ni body A, B,
C,D, P,Q. Pak (A,B,C,D)p = (A,B,C,D)q.

Dikaz. Hodnota (A, B,C,D)p je zavisld jen na thlech mezi pfimkami PA, PB,
PC, PD. Z obvodovych thlid jsou vSechny tyto thly stejné jako thly mezi pfimkami
QA, @B, QC, QD, tedy hodnota (A, B,C, D) x je nezavisla na volbé X na w. (Takto
se nam muzou obvodové thly zménit na doplitkové obvodové thly. Rozmysli si, Ze to
funguje i pro né. Pokud @ = A, tak primka QQ A degeneruje do tecny v bodé A, kde
tak namisto obvodového tthlu dostaneme tihel isekovy.) Opét si rozmysli, Ze tvrzeni
pofad plati. Pro body A, B, C, D budeme pomoci (4, B,C, D) znaéit pravé tuto
hodnotu a z kontextu bude jasné, jestli se jedna o dvojpomér na pfimce nebo na
kruznici. ]

Dulezitou vlastnosti dvojpomérti, kterou budeme v seridlu vyuzivat, je nasledujici
tvrzeni:
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Tvrzeni 30. (jednoznac¢nost dvojpomértt) Pokud (A, B,C,X) = (A, B,C,Y), tak

plati X =Y.

D . . . _ |AB| |CX] . ) )
tkaz. Z definice vime, 7e (A,B,C,X) = 5ol * XAl A obdobné také plati

I
(A,B,C)Y) = % . %. Tedy plati

[AB| |CX| _|AB| [CY| _ |CX| _|CY|
|BC| |XA| |BC| |YA] XAl YAl

(A,B,C,X)=(A,B,C)Y) &

Rozmysli si, ze na primce ABC’ﬁ existuji pravé dva body takové, ze posledni pomeér
je néjaké pevné dané ¢islo. Délky v pomérech ale uvazujeme orientované, coz uz nam
da jednoznacné jen jeden bod. O

Pojdme si ukézat, jak dvojpoméry pouzit na pofadné tloze:
Véta 31. (Pascal) Na kruznici w mame body A, B, C, D, E, F. Ozna¢me body
P=BANDE,Q=DCNFA, R=FEFNBC. Pak P, Q, R lezi na jedné piimce.

Diikaz. Ozna¢ime si X = CDNAB aY = AF N BC. Definujeme Ry = BC' N PQ.
Ry, i R tedy lezi na BC. Myslenka dikazu bude takova, Ze zkusime postupnym
promitdnim ukazat, ze (B,Y,R;,C) = (B,Y, R, C). Z jednoznac¢nosti dvojpoméri
to pak bude znamenat, ze Ry = R, tedy pfimky BC, RE, PQ prochéizi jednim
bodem, tudiz P, @, R lezi na pfimce. Pouzijeme tato promitani:

(B,Y, R, C) % (B, A, P, X) % (B,A,E,C) % (B,Y,R,C),

¢imz je dikaz dokoncen. O




Uloha 32. Mgéjme trojuhelnik ABC s kruznici opsanou w a libovolny bod M. Dale
necht pfimka skrz M protind CB, CA, AB postupné v bodech A, B, C;. P¥imky
AM, BM, CM protinaji w postupné v bodech Ay, Bs, Cy. DokaZ, Ze pfimky A; Ao,
B1Bsy, C1C5 se protinaji na w.

Uloha 33. (Pappus) Mé&jme dané piimky p a ¢. Na p jsou po fadé body Ai, Bi,
C7 a na ¢ jsou po fadé body Az, Bs, Cs. Dokaz, ze pruseciky X, Y, Z postupné
dvojic pfimek A1 By a B1 Ay, A1Cy a C1 Ay, B1Cs a C1 By, lezi na jedné primce.

Uloha 34. (tézkd) Mgéjme &tyithelnik ABCD. Ozna¢me M; bod na strané AB.
Necht Ms je projekce bodu M; skrz D na piimku BC. Déle ozna¢me M3 projekci
My skrz A na CD. My projekci M3 z B na DA. Ms projekci My z C na AB. Takto
pokracujeme, az dostaneme Mis. Dokaz, ze My3 = M;.

Obecna kolineace

Casto se hodi afinni zobrazeni a perspektivu mezi sebou rtizné skladat. Abychom
nemuseli vZdycky psat, jaka vSechna zobrazeni skladame, bude pro nas kolineace uni-
verzalnim zobrazenim, do kterého spadaji vSechna sloZeni perspektivnich a afinnich
zobrazeni.

Rekneme, ze kolineace je jakékoli zobrazeni projektivni roviny, které

e zobrazuje pfimky na piimky,
e zachovava dvojpomeéry.

Znovu se jedna o vlastnost nékterych zobrazeni, tedy sloZzeni dvou takovych zob-
razeni a jeho inverz zachovavaji danou vlastnost. Takze sloZeni dvou kolineaci a
inverzni zobrazeni ke kolineaci je zase kolineaci. VSechny perspektivy jsou koline-
ace 1 vSechna afinni zobrazeni jsou kolineace. Proto zobrazeni, které jsme zminili
v tvrzeni Perspektiva a kruznice, je také kolineace.

Tvrzeni 35. (kolineace a dvojpomeérové svazky) Méjme piimky a, b, ¢, d prochd-
zejici jednim bodem P. Uvazme néjakou kolineaci zobrazujicia — a’, b — b, c — ¢/,
d — d'. Pak

(a,b,c,d) = (a',V',c,d).

Dikaz. Myslenka v dikaze je definovat dvojpoméry svazki pomoci dvojpoméru
bodu, které se z definice zachovaji. Uvazme pfimku protinajici a, b, ¢, d postupné
v bodech A, B, C, D. Pak plati

(a,b,c,d) = (A,B,C,D)p = (A,B,C,D) = (A'",B',C",D") =
= (A/,B/,C,,D/)p/ = (a’,b’,c’,d’). [l
Tvrzeni 36. (kolineace a dvojpoméry na kruznicich) Méjme kruznici w a na ni
body A, B,C,D. Pak pokud kolineace zobrazi w na kruznici, plati (A, B,C,D) =
(A, B',C", D).
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Diikaz. MysSlenka dikazu je dvojpoméry na kruZnicich definovat pomoci svazki,
o kterych uz vime, Ze se zachovaji. Uvazme na w bod P ruzny od A, B, C, D. Pak
plati
(A,B,C,D) = (AP,BP,CP,DP) = (A'P',B'P',C'P',D'P') =
= (A", B',C'", D). |

Uloha 37. Mame trojihelnik ABC. Na strané BC zvolime body A; a A, tak, Ze
(B, A1,C, Ay) = —1. Obdobné zavedeme body By, Bs a C1, Cy. Pfedpokladejme, Ze
Ag, Bs, C lezi na jedné pfimce. Dokaz, ze AA;, BB;, CC1 prochézi jednim bodem.

A2 BQ 02

Reseni. 'V tloze se vyskytuje spousta podminek s dvojpoméry, které piisobi na
prvni pohled dost nepfistupné. Kdyby zminéné dvojpoméry mély kazdy jeden bod
v nekonec¢nu, uloha by se fesila lépe, pfeci jen s poméry se 1épe zachazi. Pomoci
kolineace si zobrazime piimku A BsCs na nevlastni. Nyni muZzeme tlohu trochu
preformulovat: Mame trojthelnik ABC. Na strané BC' zvolime bod A; tak, ze
(B, A1, C,00) = —1 neboli Iff‘cll = 1. To ale znamen4, ze A; je stfedem BC. Analo-
gicky je B; stted AC a C; stfed AB. Pt¥imky AA;, BB;, CCy jsou té&Znice v ABC),
tudiz prochazi jednim bodem. O

Harmonické dvojpoméry

V predchozi tloze se vyskytovala hodnota dvojpoméru —1. Po srovnani jsme zjistili,
Ze tzce souvisi se stiedem tsecky. Ctvefice bodfi na pifmce s hodnotou dvojpo-
méru rovnou —1 se v geometrii objevuje tak casto, ze si vyslouzila specialni nézev.
Rika se ji harmonickd a v literatufe se vztah (A, B,C,D) = —1 ¢asto oznacuje
H(A, B,C, D). Jak uz ale vime, dvojpomér je také vlastnost ¢tyi pfimek. Obdobné
tak Gtyfi pfimky a, b, ¢ a d prochézejici jednim bodem, pro které (a,b,c,d) = —1,
budeme nazyvat harmonickym svazkem. Vzpomen si, jak jsme piepocitavali hodnoty
dvojpomeéri podle poradi bodd. Harmonické dvojpoméry maji tu vlastnost, ze jsou
harmonické nezévisle na protoceni bodi:
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~1=(4,B,C,D) = (B,C,D, A).

Také nezavisi na sméru ¢teni:

—1=(4,B,C,D) = (D,C, B, A).

Harmonické ¢tvefice a svazky maji i spoustu dalSich uzitecnych vlastnosti.

Tvrzeni 38. (dvé ze t¥l) Méjme ¢tyFi pfimky a, b, ¢ a d prochézejici jednim bodem.
Pak z libovolnych dvou nasledujicich tvrzeni plyne tvrzeni treti:

(i) Piimka b je osou thlu, ktery sviraji piimky a a c.
(ii) Piimky b a d jsou na sebe kolmé.
(iii) Pfimky a, b, ¢ a d tvoii harmonicky svazek.

Dikaz. DokéZzeme pouze, Ze z (i) a (ii) plyne (iii). Ozna¢me P priiseéik vSech ¢tyf
pfimek. Uvazujme pfimku p rovnobéznou s d, ta protne pfimky a, b a ¢ postupné
v bodech A, B a C. Pfimka b je v trojuhelniku PAC vyskou i osou thlu, tedy
trojuhelnik PAC' je rovnoramenny. Bod B je tudiz stiedem strany AC. A nyni uz

ze zndmé konfigurace (A, B, C, 00) = —1, takze pfimky a, b, ¢ a d tvofi harmonicky
svazek. 0
c b a
P
d
A B C P

Cviceni 39. Dokaz zbyvajici dvé implikace tvrzeni dvé ze tri.

Tvrzeni 40. (Ceval*~Menelaus) Méjme ctyithelnik ABCD a oznacme v ném
Q =ABNCD, R=ADnNBC, P= ACnN BD. Prise¢cik RP a AB ozna¢ime X.
Potom plati (A, X, B,Q) = —1.

MGt [Ceval.
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Diikaz. Uvazme kolineaci takovou, kterd zobrazi QR do nekoneéna. BUNO jsme
tim dostali R, @ nevlastni. V takovém ptipadé je ABCD rovnobéznik. Uvazime
afinni zobrazeni, které z néj vytvori ctverec. Bod X pak ze symetrie lezi ve stfedu

AB. Takze H(A, X, B, Q). O
IR
D c @Q
P
A X B

Uloha 41. V trojtuhelniku ABC lezi na stranach BC, C A, AB postupné body A’,
B’, C' tak, ze AA’, BB’', CC’ prochézi jednim bodem. Necht p je rovnobézka k BC
vedené bodem A. Pi¥imka A’B’ protina p v X. Piimka A’C’ protind p v Y . Dokaz,
ze |AX| = |AY.

Uloha 42. Doka# tvrzeni 3. (Blanchet) pomoci kolineace a dvojpoméri.

Uloha 43. Necht AD je vy$ka v ostrotthlém trojihelniku ABC. Déle P je libovolny
bod na AD. Piimky BP a C'P protinaji AC' a AB postupné v M, N. Pfimka M N
protind AD v Q. Déale necht F je libovolny bod na AC. Pfimka F'Q protinda CN
v E. Dokaz, 7e |[<FDA| = |<EDA].
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Uloha 44. Na piimce p jsou dany body B, D, C v tomto potradi. Dokaz, Ze viechny
body A takové, ze AD je osa uhlu BAC, lezi na pevné kruznici (tzv. Apoloniové
kruznici).

Uloha 45. Uhlopiicky AC, BD tétivového étyithelnika ABCD, vepsaného do
kruznice k se stfedem O, se protinaji v P # O. Polopfimka OP protne k v X.
Ukaz, Ze obraz primky C' A podle C'X, obraz ptimky DB podle DX a pfimka OX
prochéazeji jednim bodem.

Uloha 46. V trojthelniku ABC jsou dany cevidny'® AD, BE, CF, které se proti-
naji v bodé K. Ozna¢me X pruseéik F'D a BK. Oznac¢ime P stfed AK. A nakonec
Y priseéik EP a AB. Dokaz, ze XY || AD.

Harmonické ctyrahelniky

Obdobné jako je dvojpomér na piimce harmonicky, pokud (A, B,C, D) = —1, bu-
deme fikat, Ze je dvojpomér na kruznici harmonicky, pokud (4, B,C, D) = —1. Tim
ziskdvame definici velmi zajimavého geometrického objektu, harmonickych ¢tyiihel-
nikd. Pojdme si rozmyslet vlastnosti, které maji.

Tvrzeni 47. (o obdélnicich) Jedinym harmonickym obdélnikem'® je étverec.

A

C

Diikaz. Mé&jme obdélnik ABCD s kruznici opsanou w. Ozna¢me p primku BD a X
prisecik teény k w v bodé A s piimkou p. Déle necht Y je prise¢ik AC a BD. Pak

(4,B.C,D) £ (X, B.Y, D).

Ale Y je stfedem BD, takze (X, B,Y,D) je harmonickd pravé tehdy, kdyz X je
nevlastni. To plati pravé tehdy, kdyZ teéna k w v bodé A je rovnobéznéd s BD, coz
je pravé tehdy, kdyz je ABCD ¢&tverec. g

Tvrzeni 48. (o deltoidech!”) Vsechny tétivové deltoidy jsou harmonické.

15Ceviany v trojihelniku jsou tii p¥imky, z nichZ kazda prochézi jingm vrcholem trojihelnika
a protinaji se v jednom bodé.

16 Ctverec bereme jako specialni piipad obdélnika.

1"Deltoid je konvexni étyFuhelnik osové soumérny podle jedné z thlopiicek.
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Diikaz. (kolineaci) Vzpomen si, Ze kolineace zachovavala dvojpoméry na kruznicich.
Méjme tétivovy deltoid ABCD, ve kterém AC' je pramér kruznice opsané. Oznacme
P prusecik te¢en ke kruznici opsané v bodech B, D. Ze symetrie P lezi na AC'. Kol-
mici na AC prochézejici P ozna¢ime p. Uvazme kolineaci zobrazujici p na nevlastni
a zachovavajici kruznici opsanou. Ta z BD vytvofi prumér kruznice opsané, ktery
je kolmy na AC. Z ABCD tim vznikl ¢tverec, o kterém vime, Ze je harmonicky. O

Diikaz. (promitdnim) Meéjme tétivovy deltoid ABCD, ve kterém AC je primér
kruznice opsané. Ten promitneme skrz bod A na pfimku BD. Ozna¢me X stied BD
a Y nevlastni bod piimky BD. Pak

(A, B,C,D) % (Y,B,X,C) = —1. 0

Priklad 49. Mame trojuhelnik ABC' s kruznici opsanou w. Te¢ny k w v bodech
B a C se protinaji v bodé P. Druhy prisec¢ik AP s w ozna¢me D. Pak (A, B,C, D)
je harmonicky.

P

Reseni. Oznaéme Q priise¢ik tecen k w v bodech A a D. Uvazme kolineaci, kterd
zobrazi PQ) na nevlastni a w na kruznici. Tim dostaneme néjakou kruznici w, na ni
v bodech B a C rovnobézné teény a v bodech A a D rovnobézné teény neboli BC
i AD jsou pruméry w. Ale zaroven AD je rovnobéziné s PB, tudiz kolmé na BC.
Takze PB | QD. Z toho plyne, ze ABC'D musi byt ¢tverec, tedy je harmonicky. O

o v N

Poznamka. Nezvykej si moc, ze vzdycky muzes takovou kolineaci uvazit. Dobie
si proto rozmysli, ze dana pfimka nikdy neprotina kruznici, kterou chces zachovat.
Kdyz Ti to neni jasné, zkus kolineovat pomalu. Nejdfiv jeden bod a az pak i ten
druhy. Casto to miize zjednodusit argumentaci, pro¢ se opravdu nikdy neprotinaji.

Poznamka. Primka AD, kterd se v predchozi tloze objevila, ma v geometrii do-
konce vlastni nazev. Rika se ji symedidna bodu A vzhledem k ABC.

Tvrzeni 50. (pfeklopend téZnice) Symedidna bodu A v trojihelniku ABC' je osové
preklopena téznice podle osy thlu.
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P tr

Diikaz. Ozna¢me M stied BC, D prusecik A-symedidny s kruznici opsanou, P
prusecik tecen z B a C ke kruznici opsané a nakonec E prusecik AM s kruznici
opsanou.

Tvrzeni je ekvivalentni s [<M AB| = |<<DAC|. Z obvodového tihlu to znamena, ze
je tloha ekvivalentni s tvrzenim, Ze oblouky BE a C'D maji stejnou velikost neboli
BC || ED.

Mé¢jme rovnobézku p s BC' prochézejici bodem P. Uvazime kolineaci zobrazujici
p na nevlastni a zachovavajici kruznici opsanou. Ta zachovd pomér %, tedy M
bude stale stfedem BC'. Z BC' se stane prumér kruznice, takze z M se stane stied
kruznice opsané. P¥imka AP je ted kolmé4 na BC. Z Thaletovy véty je ED kolmé
na AD neboli BC || ED. O

Uloha 51. Uhlopiicky tétivového étyithelniku ABCD se protinaji v P. Dokaz, Ze
pokud je BP symedidna v ABC', pak AP je symediana v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Uloha 52. Je dana kruznice w a bod A mimo ni. Ozna¢me body dotyku teden z A
k w postupné X, Y. Mé&jme na kruznici tétivu BC takovou, ze A lezi na piimce BC.
Ozna¢me M stied BC. Dokaz, ze |[<XMA| = |<Y M A|.

Uloha 53. Mg¢jme kruznici k a bod P vné této kruznice. Z bodu P vedeme teény
PX a PY ke k. Na kratsim oblouku XY zvolime bod A. P¥imka PA protne kruznici
podruhé v bodé B. Ozna¢me M stifed AB. Dokaz, ze trojuhelniky BXM a Y BM

jsou podobné.

Co jesté umi kolineace

Tvrzeni 54. (kolineace a ¢tyfthelniky) Ukdzeme si, Ze pro body A, B, C, D
v obecné poloze a body A’, B’, C', D' v obecné poloze existuje kolineace, kterd
zobrazuje A—+ A', B— B, C - C', D - D'.

Diikaz. Oznatme P = ABNCD, Q = BC N DA. Uvazme kolineaci, kterd zob-

razi P(Q na nevlastni pfimku. Tahle kolineace zobrazi ABCD na rovnobéznik. Pro

kazdy rovnobéznik umime najit afinni zobrazeni, které z néj vytvoii ¢tverec. Neboli
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pro ABC D existuje kolineace, ktera jej zobrazi na ¢tverec. Obdobné pro A’B'C'D’
existuje kolineace, ktera ho zobrazi na stejny ctverec. Inverzni kolineace k této je
také kolineaci, takZe existuje kolineace, kterad ¢tverec zobrazi na A’B'C’'D’. Takze
slozenim kolineace, kterd zobrazi ABCD na ¢tverec, a té, co zobrazi ¢tverec na
A’'B'C’'D’, dostaneme hledané zobrazeni. O

Poznamka. Takova kolineace existuje pravé jedna. Dukaz, ktery zndme, je spiSe
pracny a nezajimavy, tak jej neuvadime.

Tvrzeni 55. (trojihelnik s kruznici vepsanou) Méjme trojihelnik ABC' s kruznici
vepsanou w a trojihelnik A’B’'C’ s kruznici vepsanou w’. Pak existuje kolineace,
kterd zobrazuje A— A', B—+ B',C - C" aw — W'

A
1A
>
B C ¢
B
TA
B C

Dikaz. Uvazme kolineaci, kterd zobrazi A do nekonecna a kruZnici w zobrazi na
kruznici. Dostaneme tim pfimky AB a AC rovnobéZné, mezi nimi vepsana kruZnice
w. Chtéli bychom, aby BC bylo kolmé na AB, ale to zatim nemusi. Uvazme body
dotyku w s AB a AC postupné D, E. Oznaéme P prisec¢ik DE a BC. Nakonec
méjme primku p rovnobéZznou s AB prochéazejici bodem P. Uvazime kolineaci, kterd
p zobrazi na nevlastni a w zobrazi na kruznici. Pak ze symetrie je BC' kolmé na AB.
Tim jsme nalezli kolineaci, ktera z obecného trojihelnika ABC s kruZnici vepsanou
vytvori ,trojuhelnik s jednim nevlastnim bodem a pravymi tthly u zbyljch vrcholu a
w zobrazi na kruznici. Neboli existuje i kolineace, ktera tenhle ,trojuhelnik* prevadi
na obecny trojihelnik s kruznici vepsanou. Slozenim téchto kolineaci dostavame
kolineaci, ktera zobrazuje A -+ A, B— B, C - (' aw — W'. O
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Poznamka. Pokud chceme zobrazit trojihelnik na rovnostranny a zachovat kruz-
nici vepsanou, existuje jedna pfimka, kterou mizeme zobrazit na nevlastni, a tim se
z obecného trojuhelnika stane rovnostranny. Mizes si zkusit rozmyslet, ktera to je.

Uloha 56. Mame trojthelnik ABC. Oznaéme body dotyku kruznice vepsané ke
strandm BC, AC, AB postupné X, Y, Z. Ozna¢me K, L, M pruseéiky postupné
ABa XZ,BC aZY,(CA a XY. Dokaz, ze body K, L, M lezi na jedné pfimce.

Zobeciiovani dvojpoméri

Tahle kapitolka je pouze doplnugjici, jeji pochopeni neni nutné k pochopeni zbytku
serialu, ani k resent soutéznich tloh.

V kapitole o dvojpomeérech jsme si mohli vybrat jakykoli sudy pocet bodt a na
nich definovat néjaky n-pomér. Zastavili jsme se u ¢tyr, ale co kdyz pokracujeme
dal. T vicepoméry se obcas daji pouzit v dukazu. Ukazeme si, jak vyuzit trojpomeér
neboli vlastnost Sesti bodd k nahlédnuti Cevovy véty.

Véta 57. (Ceva) Méjme trojihelnik ABC. Na strandch BC, CA a AB zvolime
postupné body X, Y, Z tak, ze piimky AX, BY , CZ prochazi jednim bodem X.
Pak

|AZ] [BX| |CY]| _

. . =1.
|BZ| |CX| |AY]

Diikaz. Vsimni si, ze obdobné jako u dvojpomeéru jsme se mohli zbavit pomocného
bodu, pokud vsechny lezely na pfimce, tak u trojpoméru se mizeme pomocného
bodu zbavit, kdyz lezi po tfech na pfimce. Neboli hodnota zminéna v Cevové vété
je vlastné trojpomérem Sesti bodid (A, Z, B, X,C,Y). Trojpomér se podobné jako
dvojpomér zachovava pii promitani, takze muzeme na rovinu aplikovat jakoukoli
perspektivu nebo afinni zobrazeni a hodnotu trojpoméru nezménime.

Vzpomen si na tvrzeni kolineace a c¢tyruhelniky. Takové kolineace se d&4 dosahnout
vyuzitim pouze perspektivy a afinnich zobrazeni, takze tahle kolineace zachovava
trojpomery!®. Uvazme ¢tytuhelnik A, B, C, X. Podle tvrzeni kolineace a ctyrihelniky
ho zobrazime na rovnostranny trojihelnik ABC, kde X je jeho stfedem. V takovém
pfipadé Cevova véta ziejmé plati, takze plati vzdycky. O

18Dokonce kazda kolineace zachovavé jakékoli n-poméry.
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Shrnuti

Shrneme, co jsme si v prvnim dile seridlu ukazali.

Afinni zobrazeni:

(10)

Zachovava primky.

Zachovava poméry na piimkach.

Zachovava rovnobézky.

Elipsy zobrazuje na elipsy.

Zachovava poméry obsaht.

Pro kazdou elipsu existuje afinni zobrazeni, které ji zobrazi na kruZnici.
Pro kazdé dva trojuhelniky ABC a A’B’C’ existuje afinni zobrazeni, které
je na sebe prevadi. (Existuje dokonce pravé jedno.)

Slozeni afinnich zobrazeni je afinni.

Inverzni zobrazeni k afinnimu je afinni.

Piiklady afinnich zobrazeni jsou: podobné zobrazeni, zkoseni, zmacknuti.

Dvojpoméry

(1)

Hodnotu ¢étyf bodd na pfimce znacime (A4, B,C, D), ¢yt bodt vzhledem
k patému (A, B, C, D) p, ¢tyf ptimek prochazejicich jednim bodem (a, b, ¢, d)
nebo ¢tyt bodi na kruznici (A, B, C, D).

Dvojpoméry jsou méficim nastrojem v projektivnim svété, protoze vsechna
projektivni zobrazeni ho zachovaji.

Hodnotu (A, B,C, D)p spo¢itdme postupnym nasobenim a délenim obsaht
trojuhelniki.

Promitaci tvrzent.

S jednim bodem nevlastnim degeneruje do obycejného poméru.

Skrz bod na kruznici se daji promitat na kruznici.

Jsou jednoznaé¢né, neboli pokud (A, B,C, X) = (A,B,C,Y), tak X =Y.

Kolineace

(1)
2)

Zachovava primky.

Zachovava dvojpoméry na pfimce, dvojpomérové svazky i dvojpoméry na
kruznici.

Kuzelosecky zobrazuje na kuzelosecky. KuZelosecky, které neprotinaji ne-
vlastni pfimku, jsou elipsy. KuZelosecka, co se ji dotykaji, jsou paraboly,
a ty, co ji protinaji ve dvou bodech, jsou hyperboly.

Pro kazdou pfimku existuje kolineace, ktera ji zobrazi na nevlastni. (Je to
perspektiva.)

Pro kazdou kruznici a pfimku, kterad ji neprotind, existuje kolineace, ktera
danou pfimku zobrazi na nevlastni a kruznici zachova.
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(6) Pro kazdy tecnovy ¢tyithelnik s kruznici vepsanou existuje kolineace, ktera
z néj vytvori kosoétverec a zachova kruznici vepsanou.

(7) Pro kazdy tétivovy ¢tyfuhelnik s kruznici opsanou existuje kolineace, ktera
z néj vytvori obdélnik a zachova kruznici opsanou.

(8) Pro kazdé dva ¢tytihelniky ABCD a A'B'C'D’ existuje kolineace, ktera je
na sebe prevadi.

(9) Pro kazdé dva trojuhelniky s kruznici vepsanou ABC a A’B’C’ existuje
kolineace, ktera je na sebe prevadi a zachova kruznici vepsanou. Obdobné i
s kruznici opsanou.

Harmonické dvojpoméry

(1) Hodnota dvojpomeéru je pro né rovna —1.

(2) Ctvetice A, M, B, oo je harmonicka, pravé kdyz M je stied AB.
(3) Tvrzeni Ceva-Menelaus je zndmou harmonickou ¢tvefici.

(4) Pro harmonické svazky plati tvrzeni dvé ze ti.

(5) H(A,B,C,D)=H(A,D,C,B) =H(D,C, B, A).

Harmonické ¢tyruhelniky

(1) Ctyii body na kruznici, jejichz dvojpomér je roven —1.

(2) Z obdélnikt je harmonicky pravé étverec.

(3) Vsechny deltoidy jsou harmonické.

(4) Ozna¢me X priisecik teden ke kruznici opsané trojthelniku ABC v bodech
B a C. Pak A-symedidna v trojuhelniku ABC je pfimka AX.

(5) Ctyitihelnik ABCD je harmonicky pravé tehdy, kdyz AD je symedidna

v ABC.

Par slov zavérem

Gratulujeme, docetl(a) jsi se az sem! V seridlu jsme si ukézali, jak matematicky
popsat koukani se na obrazky z jinych thli a jak ndm to muiize pomoct pii FeSeni
uloh. Zacali jsme s afinnimi zobrazenimi, kterd néas provazela po zbytek seridlu.
Naucili jsme se perspektivu, kolineaci, dvojpoméry, a co to znamend, kdyz jsou
harmonické.

V dalsim dile budeme pokracovat v nasi cesté projektivni geometrii. Dozvis se
napiiklad, co znamena podivné znéjici véta: ,,Polara bodu na polare prochazi pdlem
puvodni poléary.“, jak tyhle véci souvisi s komplexnimi ¢isly, a hlavné, co je to dualita.
Dualita pro nas bude dokazovaci nastroj podobné jako v tomto dile perspektiva
¢i kolineace. Na rozdil od nich se ale nebude na obrizek koukat jen z jiného thlu
pohledu, ale celkové ndm obrazek uplné prekresli. Z pfimek nam udéla body a z bodi
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zase primky. Ale nemtzeme prece prozradit vSechno, na vic se muzes t&sit v druhém
dile.

Navody

6. Mayji stejny. Rozmysli si, Ze afinni zobrazeni zachovava pomeéry obsaht a zobraz
na rovnoramenny.

11. Zobraz P na nevlastni tak, aby se zachoval pomér na pfimce AY a kruznice.

12. Dokaz, ze PA | BC. Zobraz rovnobézku s BC prochézejici bodem A na ne-
vlastni a ukaz, ze pak je P také nevlastni.

13. Zobraz ABCD na kosoc¢tverec a zachovej kruznici vepsanou.
14. Zobraz tak, aby se zachovala kruznice a ziskal jsi z ABCD kosoctverec.

15. Necht I je stfedem w a F je bod dotyku w se stranou BC. Zobraz EI a KL
na rovnobézky a zachovej poméry a kruznici.

16. Zobraz PQ a UV na rovnobézné a zachovej kruznici. Rozmysli si, Ze pravy
thel mezi RS a UV se zachova, protoze se zachovava symetrie podle UV.

17. Oznac¢ K prusecik CB N EF. Zobraz AK na nevlastni.

18. Zobraz C na nevlastni a zachovej poméry. Nasledné srovnej afinnim zobraze-
nim.

19. Posli A na nevlastni.

20. Zachovej kruznici a zobraz A na nevlastni.

21. Ukaz, Ze umi$ vSechny povolené konstrukce na sebe prevést néjakou kolineaci.

22. Dokresli Thaletovu kruznici nad AD. Zobraz BC' a AD na rovnobézky a za-
chovej tuhle kruznici.

32. Oznaé Aj prusecik AA; s BC. Obdobné By a Cs. Dokaz, ze (A, B, A3,C) =
(B1,A, Bs,C). Promitni oba tyto dvojpoméry na ¢&tyfthelnik ABCX, kde X je
hledanym bodem na kruznici.

33. Ozna¢ K = A1CoNB1 Ay a L = C1 AsNBCy. Zkus ukézat, ze (Ag, X, K, By) =
(L7Z7 OQaBl)'

34. Ozna¢ X prusecik AB a CD. Dokaz, ze (X, A, My, B) = (X, A, M;3, B). Pro-
mitni (X, A, My, B) na BC skrz bod D. Nésledné na CD skrz bod A. Obdobné
promitni dvanactkrat.

, L |AX .
41. Zobraz BC na nevlastni. Pomér ﬁ se zachova.

42. Pfeved pomoci tvrzeni dvé ze 7 na tlohu, co chce dokézat, Ze je néjaky svazek
harmonicky. Jakoukoli pfimku zobraz na nevlastni a vSimej si symetrii.

43. Pfeved na podminku, Ze je svazek harmonicky. Zobraz BC' na nevlastni a neboj
se, ze je nevlastni pfimka soucast harmonického svazku. Pokud ¢tyti primky tvori
harmonicky svazek, tak kazdou dalsi pfimku protnou v harmonickém svazku.

44. Dokresli ¢tvrtého do party k B, D, C a vyuzij tvrzeni ,dvé ze tii“.
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45. Protahni polopfimku i na druhou stranu a pouzij ,,dvé ze t¥i“.

46. Vyuzij promitaci tvrzeni z bodu Y. S jeho pomoci je tloha ekvivalentni
s H(B, X, K, E). Ted uz je tloha lehkou kofisti pro kolineaci.

51. Preved na harmonicky a vyuzij symetrii harmonickych ¢tvefic.

52. Promitni tthel na kruznici a preved lohu na tvrzeni o rovnobéznosti. Zobraz
A na nevlastni.

53. Vyber si dvojici uhll, o které chces dokazat, ze jsou stejné. Zobraz je na kruz-
nici a preved tim thlovou podminku na rovnobéznost. Pak uz mizes pouzit kolineaci.

56. Zobraz pomoci tvrzeni trojuhelnik s kruznici vepsanou ABC na rovnostranny.

56. Pomoci tvrzeni trojuhelnik s kruznici vepsanou zobraz trojihelnik na rovno-
stranny.
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