Projektivni geometrie | —
Pravy ahel pohledu

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava prvni dil letosniho seridlu, ktery se bude zabyvat projektivni
geometrii. Na geometrii se mizeme divat jako na takové obrazky — rizné piimky,
kruzZnice, trojuhelniky nakreslené na papife. Pod projektivni geometrii si mazes pro-
zatim predstavit divani se na takové obrazky ,z rtznych stran“. Ukazeme si, Ze
zapeklity problém je casto tézky pravé tim, ze se na néj koukdme ze Spatného tthlu
pohledu. Pokud obrazek obejdeme, naklonime hlavu nebo si vedle néj lehneme do
travy, pokazdé vypada trosku jinak. A kdyZz se umime na obrazky koukat z toho
spravného thlu, razem se z obecnych trojuhelnika stavaji rovnostranné, z ¢tyruhel-
nik obdélniky, z obecnych primek rovnobézky a podobné. Dokazovat tvrzeni pro
tyto objekty je pak ¢asto mnohem leh¢i, nez jak tomu bylo v ptivodnim zadéani.

V serialu si budeme kreslit spoustu obrazki, proto se nedés jeho délky. Z prak-
tickych duvodt nebudeme vSechno dokazovat uplné do detaild a formalné, a tak
néco nechame jen pro zajemce. Pokud Ti formalni detaily nepfijdou tak dilezité,
tak se s nimi nemusi§ moc trapit :-). Seridl dopliuji spise leh¢i cvidend, ktera by
méla doprovazet nové véci predstavené v dané kapitole. Cviceni doporucujeme fe-
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8it chronologicky pii ¢teni. Na konci kazdé kapitoly najdes tulohy. Ty mtzou mit
razné obtiznosti, od lehkych az po velmi tézké. Vibec nevadi, pokud jich vyresis
jen par nebo nékteré preskocis, na konci textu jsou k dispozici napovédy. Ke konci
serialu muzes také najit bonusovou kapitolu Zobecniovani dvojpomért. Ta je pouze
dopliujici a jeji pochopeni neni dtlezité ke zbytku seridlu ani k feseni soutéznich
uloh.

Seridl pro tebe letos pisi Radek Olgak a Lenka Kopfovi. Kdybys mél(a) néjaké
nejasnosti ¢i otazky, nevahej se na nas obratit. Muzes nam napriklad napsat mail
na radek@olsak.net nebo na lenka.kopfova@gmail.com.

Zobrazeni

Co to je zobrazeni?

Pro ucely seridlu budeme zobrazeni brat jako funkci, kterda kazdému bodu roviny
prifadi néjaky jiny bod roviny. Zobrazovany bod, napf. P, nazveme vzorem a bod,
na ktery se vzor zobrazi, nazveme obrazem. Pokud nestanovime jinak, obraz budeme
znadit stejné jako vzor, akorat s ¢arkou, tedy P’. Bod, pro néjz vzor splyva s obrazem
(P = P'), se nazyva pevnym bodem zobrazeni.

Asi nejzndméjsimi geometrickymi zobrazenimi jsou tzv. shodnéd a podobné zob-
razeni. Mezi shodna zobrazeni patii napf. osova a stfedova soumérnost, otoceni ¢i
posunuti. Piikladem podobného zobrazeni pak mtze byt tieba stejnolehlost ¢i spi-
ralni podobnost!. Tato zobrazeni nejsou pfedmétem nageho serialu, ale jejich znalost
se bude hodit. Proto pokud se o nich chces dozvédét vice nebo si je jen chces pfipo-
menout, doporu¢ujeme prvni dil seridlu na geometricka zobrazeni.?

Prosté zobrazeni

Pro seridl bude dilezité védét, co je to prosté zobrazeni. Prostym nazveme kazdé
zobrazeni, které zddné dva body nezobrazi na tentyz obraz. Prostd se zdaji byt
vSechna ,,rozumné“ zobrazeni. Pfikladem zobrazeni, které neni prosté, by naptiklad
mohla byt projekce na pfimku. V seridlu se zabyvame riznymi prostymi zobraze-
nimi roviny, nejprve tedy odvodme, jaké vlastnosti ziskdme jen z prostoty daného
zobrazeni. Dilezitou vlastnosti prostych zobrazeni je, ze ,zachovavaji tecny“. Méjme
v roviné kruznici w a pfimku p, ktera je jeji tecnou a dotyka se ji v bodé X. Na tuto
rovinu aplikujme né&jaké prosté zobrazeni. Pak at uz p’ a w’ vypadaji jakkoli, maji
pravé jeden spoleény bod, a to bod X’ (viz obréazek). Zadny dalsi vzniknout nemohl
(diky tomu, ze zobrazeni je prosté) a X’ na obou lezi. I kdyZ to mtze znit jednoduse,
je dilezité na to nezapomenout, az nékdy zminime, ze zobrazeni zachovava tecnost.

IPokud nevis, co je spiralni podobnost, viibec to nevadi. Pro pochopeni serialu to neni potieba.
2Nalezne$ ho na strance http://mks.mff.cuni.cz/archive/31/9.pdf.
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Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni pro nas budou vSechna prosta® zobrazeni splitujici:

e Kazda primka se zobrazi na primku.
e Na kazdé pfimce zachova poméry vzdalenosti. Takze kdykoli A, B, C lezi v pfimce,
tak ABl _ 4B
ak ey = A
e Rovnobézné primky zobrazi na rovnobézné primky.

Treti bod ve skute¢nosti nepotrebujeme. Rovnobéznost primek p a ¢ totiz umime
vyjadrit pomoci pomeért. Méjme libovolny bod X a libovolnou pfimku r prochazejici
bodem X, pruseciky r s pfimkami p a ¢ ozna¢me po fadé P, (). Rozmysli si, ze
rovnobéznost pfimek p, ¢ je ekvivalentni s podminkou, ze KSI je konstantni nezavisle

na volbé piimky 7.
Cviceni 1.
(i) Rozmysli si, Ze sloZeni dvou afinnich zobrazeni je afinni.
(ii) Rozmysli si, ze inverzni zobrazeni k afinnimu zobrazeni je afinni.*

Nyni se podivame na priklady afinnich zobrazeni. VSechna podobna zobrazeni
jsou afinni. Existuji ale i afinni zobrazeni, kterd nejsou podobna. Dvé takova si
vytvorime. U obou za¢neme s néjakou obecnou primkou p, ktera zistane zachovana
neboli v8echny jeji body jsou pevné.

3V serialu se budeme zabyjvat pouze prostymi zobrazenimi, obecné vsak afinni zobrazeni prosté
byt nemusi.

4Zobrazeni jsme si definovali jako funkci, kterd vzoru ptifadi jeho obraz. Pak na inverzni zobra-
zeni se muzeme divat jako na funkci, kterd naopak obrazu prifadi jeho vzor. Takze napfiklad plati,
ze slozeni zobrazeni a jeho inverzu je identita. Inverzni zobrazeni existuje, protoze uvazujeme pouze
prosta zobrazeni.
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e Zmacknuti: Vybereme si bod X mimo pfimku p. Na kolmici na p prochézejici
bodem X zvolime obraz X' takovy, Ze nelezi na p. Pomoci vlastnosti, které se
musi zachovat, zkonstruujeme obrazy vsech boda v roviné.

C P

Uvazujme kolmici ¢ na pfimku p prochazejici bodem X. Oznacme P prisec¢ik
piimek p a ¢. Zvolme si libovolny bod Y na q. Zajima nés, kde bude lezet Y.

Pro pfimku ¢’ musi platit, Ze prochdzi X’ a P’. Bod P se z definice zobrazi
sam na sebe a X’ leZi na ¢. TudiZz body piimky ¢ se opét zobrazi nékam na g,
specialné na ni leZi také Y. ProtoZe P se z definice zachova, bude shodné s P’.

Chceme tedy, aby platilo \‘l’;;fll = ‘UIZ',;(,/" = ‘Iii’(:l‘ Na pfimce g tedy zmacknuti
funguje stejné jako stejnolehlost se stfedem v P a koeficientem \ = %.

Vezméme libovolny bod Y, ktery nelezi na pfimce ¢g. Déale uvazujme pfimky
s a r prochazejici bodem Y, kde s || ¢ a r || p. Ozna¢me @ prisecik piimek
p, s a Z prusecik piimek r, g. Analogicky k pfedchozimu uz vime, ze bod Y’
musi lezet na s. Rovnobéznost se zachovava, tudiz obrazy pfimek p a r musi
byt také rovnobd&zné. ProtoZe ale p’ je totozna s p, v’ musi byt také rovnobézna
s p. Obraz bodu Z zname, je to bod na pfimce ¢ s tim ,spravnym® pomérem.
Vedeme-li rovnobézku s p bodem Z’, jeji priseéik s s tak musi byt pravé Y'.

Z rovnobéznosti tedy plati “IIDDZZ,H = IlQQ;’/"I =\
q ]
r Z Y
4 Y'!
p P Q

Z obou pripadu plyne, Ze pokud pro libovolny bod Y oznac¢ime P patu kolmice
z Y na p, pak zmacknuti zobrazi bod Y na jeho obraz v stejnolehlosti se stredem
v P a koeficientem A. Dalo by se tedy fict, ze zmacknuti je takova ,stejnolehlost
podle primky*.
Uz vime, kam se v zmacknuti zobrazi vSechny body roviny. Musime ale jesté
ovéfit, ze se skuteéné jednd o afinni zobrazeni, tedy ovéfit dané dvé (respektive
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tfi) podminky. Mé&jme libovolnou piimku ¢, kterd neni rovnobézna s p, a ozna¢me
S prusecik primek p, q. Nyni ozna¢me A, B libovolné body piimky ¢. Z vyse
uvedeného vime, ze pfimky AA’ a BB’ jsou rovnobézné (obé jsou kolmé na p). To
1SA| _ |SA'|
je ekvivalentni podmince 1SB] = 5B . Rozmysli si, Ze z toho plyne, Ze se uz nutné
vSechny poméry na piimce ¢ zachovavajl a ze to samé plati pro primky rovnobézné
s p. Treti podminku jsme jiz dfive prevedli na prvni, tedy staci dokézat, ze pfimky
se zobrazuji na pfimky. Toto tvrzeni neni zajimavé, a tak ho dokazovat nebudeme.

e Zkoseni: Vybereme si bod X mimo pfimku p. Na rovnobéZce s p prochézejici
bodem X zvolime X’. Op&t se pokusime zkonstruovat obrazy vSech ostatnich
bodt roviny.

~X X/

Zvolme libovolny bod Y a zkusme zjistit, kam se zobrazi{ Y’. Ozna¢me P pru-

secik primek p a XY . Vime, ze poméry se zachovavaji, tedy % = ﬂiii:; Pokud
tedy oznacime A = ||PX‘ pak Y’ se zobrazi na piimku r tak, aby |I£;/,| =\

PX'[
Mtizeme si to tedy predst‘amt tak, jako bychom pfimku PX otocili podle bodu P
na piimku PX’. Pokud jsme tedy zméacknuti nazvali stejnolehlosti podle pfimky,
pak by vhodny nézev pro zkoseni nejspis byl otoceni podle piimky.>:6 Jesté je po-
tfeba podobné jako pii zmacknuti dokazat, ze se pri takovéto konstrukci obrazu
libovolného bodu Y zachovavaji rovnobézky a poméry na primkach. Rozmysli si,
ze tomu tak opravdu je. Diikaz je podobny jako pfi zméacknuti.

X X'
\r_ v

p P

5A slozeni zmacknuti a zkoseni by pak byla spirdlka podle p¥imky. :D (Je to jen hloupy vtip,
nic hlubsiho v tom nehlede;j.)
6Kazdopadné se rozhodné nejedna o néjakou oficidlni terminologii.
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Pojdme si shrnout, jak se afinni zobrazeni chovad k dtvartim v roviné. Obecné
afinni zobrazeni zachovava:

primky,

rovnobéznost,

poméry na primkéach,

poméry obsah,

elipsy. Dokonce existuje pro kazdou elipsu afinni zobrazeni, které ji zobrazi na
kruznici.

A nezachovéva:

e kruznice,
e vzdalenosti,
e thly.

Uloha 2. Mgjme lichobéznik ABCD, kde AB || CD. Ozna¢me P prisecik jeho
uhlopricek. Dale M, N jsou postupné stredy stran AB a CD. Dokaz, ze M, N, P
lezi na jedné primce.

Reseni. Ozna¢me jako ¢ pfimku spojujici M a N. Uvazime zkoseni, které zachova
piimku AB a zobrazi N na bod pfimo nad M. To zpusobi, Ze ¢’ bude kolm4 na A’ B’
(a tedy i C'D’). Protoze stfedy tsedek se zachovavaji, bude ¢’ osou A’B’ i C'D’,
takze cely obrazek bude symetricky podle ¢’. Specialné to znamena, ze P’ musi lezet
na ¢’, tedy i P lezi na q. a

D N C D N

RV

Poznamka. V mnoha tlohach aplikujeme zobrazeni na cely obréazek, propfisté
nebudeme popisovat obrazy bodi ¢arkami.

/ B/

Tvrzeni 3. (Blanchet”) V trojuhelniku ABC oznac¢me D patu vysky z vrcholu A.
Na strandch AC a AB jsou postupné body E, F takové, Ze primky BE a CF se
protinaji na AD. DokaZ, Ze |<EDA| = |<FDA]|.

Diikaz. Na prvni pohled to vypada, ze mame problém, protoze tloha chce dokazat
rovnost 1hld a afinni zobrazeni thly nezachovava. Tvrzeni, které mame dokazat,
si tedy preformulujeme na: ,pfimky ED a FD jsou osové symetrické podle AD“.
Jestlize zachovame pfimku BC, muzeme uvazit jakékoli zmacknuti a dostaneme

7Cti [Blancet)].



ekvivalentni tlohu. Uvézime tedy takové, ze |[<BEC| = 90°. UkdZeme si, Ze ta-
kové zmacknuti urcité existuje. Sestrojime si Thaletovu kruznici nad pramérem BC'
Oznacme Y jeji prisecik s vyskou z bodu E v trojuhelniku FBC. Pak uvazujme
takové zméacknuti, které zachovava pfimku BC a bod E zobrazi na Y. Z Thaletovy
véty mame zaruceno, ze |<BEC| = 90°. Nyni protoze AD i BE jsou vysky, tak
i C'F je vyska. Sta¢i nam tedy dokdzat toto tvrzeni pro vysky. To uz se lehce dothli.
Ctyithelnik AEDB je diky pravym thlim tétivovy, tedy |[<EDA| = |<ABE| =
= 90° — |<BAC|. (Nebo = |[<BAC| — 90°, pokud je u A tupy uhel.) Obdobné také
Gtyfahelnik AFDC je tétivovy, takze |[<FDA| = |[<ACF| = 90° — |<BAC|. (Nebo
se rovna |<<BAC|—90°, pokud je u A tupy thel.) Z ¢ehoz plyne |[<EDA| = |<F DA|
a dtikaz je hotov. O

A

Cviceni 4.

(i) Rozmysli si, ze pro kazdy trojihelnik existuje afinni zobrazeni, které z néj
vytvori rovnostranny, a jak z toho plyne, Ze pro kazdy trojuhelnik existuje
afinni zobrazeni, které ho zobrazi na jakykoli jiny vybrany trojuhelnik.

(ii) DokaZ pomoci afinnich zobrazeni, Ze se téZnice protinaji v jednom bodé.

(iii) Je déana elipsa e se stfedem S. Na ni lezi bod X. Oznacme t teénu k elipse
v bodé X. Rovnobézka s t vedend bodem S protne elipsu v bodech A, B.
Dokaz, Ze te¢na k e v bodé A je rovnobézna s X S.

Uloha 5. Elipsa vepsana obdélniku ABCD se dotyké jeho stran AB, BC, CD,
DA postupné v bodech X, V, W, Y . Dokaz, ze |AY |- |BX| = |AX|-|DY].

Uloha 6. Je dan pravothly lichobéznik ABCD se zdkladnami AB a CD s pra-
vym tdhlem u ramena BC spliujici |AB| > |CD| > @. Stfedy thlopticek AC,
BD ozna¢ime postupné E, F. Nakonec pruseéiky AF a BE, CF a DE oznac¢ime
postupné X, Y. Ktery z ¢tyfuhelniki ADXY, BCXY ma vétsi obsah?

Definice. (obecna poloha) Body A, B, C jsou v obecné poloze, pokud zadné tii
z nich nelezi na pfimce.

Poznamka. Vsimni si, Ze z prvni ¢asti cvideni 4 plyne, ze kazdé afinni zobrazeni
muZeme jednoznac¢né definovat pomoci tfi bodi v obecné poloze a jejich obrazu.
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Shrnuti

Zavedli jsme si afinni zobrazeni. Afinnimi zobrazenimi jsou pro nas vSechna shodna
a podobna zobrazeni, mackéni, koseni a vSechna sloZeni téchto zobrazeni.

Rozsifeni roviny

V klasické roviné skoro plati, ze kazdé dvé pfimky se protinaji v pravé jednom
bodé. Existuje vsak trochu hloupy, degenerovany pfipad, kterym jsou rovnobézky.
Ty by se protly az nékde v nekoneénu. Pro kazdy smér pfimek proto doddme k nasi
roviné nevlastni bod.® Kdyz uvazime a, b, ¢ rovnob&zné p¥imky, tak viechny tii pro-
chézi stejnym nevlastnim bodem. I pfesto, Ze pfimky ,,jdou do nekonecna ve dvou
smeérech®, nevlastni bod protinaji jen jeden. Tim jsme pfidali ,kolem“ roviny neko-
nec¢no nevlastnich bodi. Rekneme, ze véechny nevlastni body lezi na jedné nevlastni
primce. Rozmysli si, ze nyni se opravdu kazdé dveé primky protinaji v pravé jednom
bodé, a dokonce kazdymi dvéma body prochazi pravé jedna piimka. Takto rozsi-
fenou rovinu nazyvame projektivni rovinou. VSimni si, Ze afinni zobrazeni funguji
i v projektivni roviné.

Obrazek naznacuje nevlastni primku kolem celé roviny.

Cviéeni 7. (body v nekone¢nu) Cilem tohoto cviceni si je jen rozmyslet, jak fun-
guji body na nevlastni pfimce. Ukolem je tedy si jen tak né&jak kreslit. Nebud proto
zmateny /zmatend, ze se nejednd o tlohu v pravém slova smyslu. Zkonstruuj si v ro-
viné ¢tverec ABC'D. Oznac¢ X prusecik AB a CD. Na strané BC zvol bod P. Pfimka
PX protind DA v Q. Oznaé¢ R prisecik AC' s nevlastni pfimkou.

8 Nevlastni znamena, 7e nelezi v roving, na kterou jsme zvykli.
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Perspektiva

Zatim jsme papir, na kterém mame nakreslenou konstrukeci, jen rizné mackali. V této
kapitole vyzkousime, jak se chova, kdyz se na néj podivame z riznych bodi v pro-
storu. Znas to, stojis na dlouhé rovné cesté na rozlehlé planin€. Jeji okraje tvori dvé
rovnobézné primky, ale kdyz se podivas do dali, cesta mizi kdesi na horizontu, kde se
jeji okraje ,protinaji“. Okraje jiné cesty, vedouci trochu jinym smérem, se protinaji
na stejném horizontu, ale v jiném bodé.

Pokusime se tento fenomén vyuzit v feseni illohy. Vezmeme obrazek a zkusime Fict,
ze je to vlastné mnohem hez¢i obrazek, na ktery se akorat nékdo podival ,,z boku*.

Vé&ta 8. (Desargues®) Méjme dva trojiihelniky v roviné — ABC a A'B'C". Ozna¢me
priseciky X = BOCNB'C',) Y =CANC'A" aZ =ABNA'B’. Pak pokud X,Y, Z
lezi na jedné primce, tak pfimky AA’, BB’, CC' prochédzi jednim bodem.

9Cti [Dezark].



Diikaz. (ndhledem) Pfedstavme si, Ze obrdzek méme nakresleny na zemi a ptimka
prochézejici body X, Y, Z je horizontem. Pak to, co je nakreslené na zemi, jsou
dva trojahelniky, ve kterych AB || A’B’, BC || B'C’, CA || C'A’. Kazdou tuto
dvojici si muzeme predstavit znovu jako cesty a body X, Y, Z jsou jejich body na
horizontu. Na zemi tedy maji trojihelniky rovnobézné odpovidajici strany neboli
jsou stejnolehlé. P¥imky AA’, BB’, CC’ prochdzi stfedem stejnolehlosti. (Jesté se
mize stat, ze neplijde o stejnolehlost, ale o posunuti. V tom pripadé se dané tii
piimky protnou v jednom bodé aZ na nevlastni pfimce.) |

Muze se zdat, Ze jsme tlohu nevyfesili pro vSechny pfipady. Co kdyz primka
XY Z prochazi ,stfedem“ obrazku? Prece bézné nad horizontem zemé neni. Tedy
10



podivame-li se na rovinu ,z boku“, nevidime ji celou, protoze néjaka jeji cast je
za nami.

Proto si zadefinujeme zobrazeni, které tyto problémy vyfesi a pritom se bude
velmi blizit pravé onomu ,,podivani z boku“.

Perspektiva formalné

Vyuzijeme jesté jedné predstavy ze zivota. Piedstav si, ze pfed tebou je okno. Sviij
pohled, jakym vidi§ zem, miizes nakreslit na okno tak, ze na kazdy bod X na okné
nakreslis to, co je z tvého pohledu za nim. Tuto projekci z jedné roviny do druhé si
definujeme poradné.

Jak matematicky Tict, co znamena divat se na véc z jiného pohledu? Budeme po-
uzivat klasickou soufadnicovou soustavu s osami x, y, z. Umistime rozsifenou rovinu
do rozsifeného trojrozmérného prostoru s pocitkem P (to bude nas pozorovatel),
a to tak, ze obsahuje vSechny body, pro které z = 1. Tuto rovinu v prostoru oto¢ime
podle P. Néasledné promitneme zpét do roviny z = 1 skrz podatek (promitneme na
okno). Promitnuti tady znamend, ze bod X v prostoru se zobrazi na X’ takovy, Ze
P, X, X' lezi na pfimce a z souradnice bodu X’ je rovna 1. Z konstrukce perspek-
tivy si muzeme uvédomit, ze perspektiva je zobrazenim, které zachovava primky a
pruseciky.

Promitnuti trojuhelnika ABC' z jedné roviny do druhé skrz bod P.
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Vsimnéme si, Ze pro body prostoru, pro které z = 0, neexistuje v obycejné roviné
projekce do roviny z = 1. Proto se takové body zobrazi na nevlastni body v daném
smeéru. Otocend rovina se protind s rovinou z = 0 v jedné pfimce. Tato primka se
v tomto zobrazeni zobrazi na nevlastni. To je pravé ta pfimka, kterou jsme brali
jako ,horizont“.

Rozmysli si, Ze ta ¢ast obrazku, kterou nyni vidime ,,nad horizontem“, je ta ¢ast
roviny, kterou jsme viibec nevidéli, protoze byla za nami. (v pfedstavé s oknem a
zemi atd.)

Zformulujeme jesté jednou dukaz Desarguesovy véty, jak by mél byt spravné for-
malné sepsany.

Dikaz. (Desargues podruhé — formdlni) Existuje perspektiva zobrazujici pfimku
XY Z na nevlastni. Ta zachova vSechny vlastnosti tilohy, protoze se tloha zabyva
pouze priseciky piimek. Mizeme tedy Fict, BUNO' jsou body X, Y, Z nevlastni.
Trojthelniky potom maji po dvou rovnobézné strany AB | A’B’, BC || B'C’ a
CA || C'"A’. Z toho plyne, Ze jsou stejnolehlé. P¥imky AA’, BB’ a CC’ prochazi tedy
jednim bodem, a to stfedem stejnolehlosti. (Nebo stejné jako v neformélnim dikazu
pijde o posunuti, tedy o stejnolehlost se stfedem v nevlastnim bodé.) O

Perspektiva a kruZnice

Predstav si kruznici w a pfimku p mimo ni. Pak perspektiva, ktera zobrazuje primku
p na nevlastni, nasi kruznici roztahne do elipsy. Tuto elipsu pak miZeme pomoci
afinniho zobrazeni ,srovnat“ zpét do kruznice. Slozenim téchto zobrazeni jsme ziskali
nové zobrazeni, které zobrazilo p na nevlastni a zachovalo jednu, nami vybranou,
kruznici. Zachovali znamen4, Ze jejim obrazem je znovu kruznice, ale nemusi platit, ze
body kruznice jsou pevnymi body tohoto zobrazeni. Ukazeme si silu tohoto zobrazeni
na prikladu:

Piiklad 9. (Radeckovo lemma) Méjme kruznici w a bod P mimo ni. Body K, L
lezi na w tak, Ze PK a PL jsou teény k w. Body A, B lezi na w tak, ze A, B, P lezi
na jedné pfimce a body C, D na w tak, ze P lezi na pfimce C'D. Dokaz, ze pfimky
AC, BD a KL prochézi jednim bodem.

107kratka pro ,bez Gjmy na obecnosti“.
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Reseni. Uvazme rovnobézku p s K L prochazejici bodem P. Pouzijme slozeni per-
spektivy a afinity takové, které zachova w a pfimku p zobrazi na nevlastni. Trans-
formovany obrazek pak bude vypadat nasledovné. Mame kruznici w a v nekoneénu
bod P. Body K, L lezi na w tak, ze teény k w v K a L prochéazi bodem P, tudiz
jsou rovnobézné. KL je tedy prumérem kruznice w. Pfimka AB je také rovnobézna
s PK neboli musi byt kolma na K L. Takze body A a B jsou podle K L symetrické.
Obdobné body C a D jsou podle KL symetrické, takze i pfimky AC a BD jsou
podle K L symetrické neboli se protinaji na K L. O

V obrazku méme u nevlastniho bodu P sipku nahoru i doli. Je to tim, Ze body
v nekonecnu jsou definované neorientovanymi rovnobézkami, takze ten bod ,nahofe®
je ten samy jako ten bod ,dole“.
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Zachovavame toho vic
Méjme kruznici w a pfimku p mimo ni.

e Oznacme ¢ kolmici na p prochézejici stfedem w. Pak tato konfigurace je podle
q symetricka. Pokud zobrazime p do nekone¢na a w zachovame, vysledek bude
podle ¢’ také symetricky. Pro ditkaz si rozloz perspektivu na otodeni v prostoru
a projekci a uvédom si, ze symetrie podle ¢ je zachovana.

e Na obecné rovnobéZzce s p riizné od p méjme dané body A, B, C. Pak perspektiva,
ktera zobrazi p do nekonec¢na, zachova pomér %. Pro dikaz znovu rozloz na
rotaci v prostoru a projekci a uvédom si, ze na rovnobézkach s p se projekce chova
jako stejnolehlost neboli zachovava pomeéry.

Pojdme si nyni dokézat dalsi tlohu:

Tvrzeni 10. (butterfly) M¢éjme kruznici w a na ni tétivu AB se stfedem M. Na
w zvolme body K, L. Oznacme Ky pruse¢ik K1M s w rizny od K;. Obdobné
definujme bod Ls. Necht X = K1L1 NAB aY = KyLo N AB. Pak | XM| = |Y M]|.

Ky

Ks

K

Dikaz. Oznacme R prisecik tecen k w v bodech A, B. Uvazme pfimku p || AB
prochéazejici bodem R, ta urcité neprotind w. Pi¥imku p zobrazime na nevlastni a w
zachovame. Pak se z AB stane prumér kruZnice w, protoze te¢ny v A a B budou
rovnobézné. Poméry % a KSJ\AZIII‘ jsme zachovali, protoZe p || AB. TakZe jsme ziskali

ekvivalentni tlohu. Takto upravena tloha je jiz velmi snadna. O

Poznamka. Pojdme si uvédomit, co nam fikéa trik vyuzity v této tloze. Mame
kruznici w a na ni body A, B. Pak miiZzeme zobrazit AB na priamér w a w zachovat.
Takové zobrazeni zachovava poméry na rovnobézkach s AB. I kdyZ to zni jako trochu
podvod, mtizeme Fict, BUNO je AB priimeér.!!

HDokud si tedy ddvame pozor na to, ze v tloze zachovame vie potiebné.
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TéZko na cvicisti. ..
A nyni si miaZe$ nabyté znalosti vyzkouset na nésledujicich tlohéch.

Uloha 11. Mg¢jme body P, A, B na piimce v tomto potfadi. Ozna¢me p kolmici na
tuto pfimku vedenou bodem A. Déle méjme te¢nu PX ke kruZnici nad primérem
AB, kde X je bod dotyku (te¢ny jsou dvé, uvazujeme libovolnou z nich). Oznac¢ime
Y jako prusec¢ik BX a p. Dokaz, ze PX puli AY.

Uloha 12. Mgjme rovnoramenny trojtihelnik ABC (|AB| = |AC|). Na jeho rameni
AB zvolime bod X. Rovnobézka s BC' vedena bodem X protne AC v Y. Oznacime
S stfed XY a M stied BC. Necht P je prisecik M X a CS. Dokaz, ze trojihelnik
PMC ma poloviéni obsah nez ABC.

Uloha 13. Mgéjme teénovy ¢tyiahelnik ABCD. Oznaéime si body dotyku kruznice
vepsané po fadé K, L, M, N. Dokaz, ze pfimky KM, LN, AC, BD se protinaji
v jednom bodé.

Uloha 14. M¢jme tec¢novy ¢tyfthelnik ABCD. Ozna¢me body dotyku kruznice
vepsané ke stranam AB, BC, CD, DA postupné W, X, Y, Z. Dokaz, ze pfimky
AC, WX, YZ prochazi jednim bodem.

Uloha 15. (téz51)) Mé&jme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou w. Oznaéme D
bod dotyku kruZnice pfipsané ke strané BC. Na pfimce AD zvolme bod X tak, aby
usecka X D neobsahovala zadny bod w. Te¢ny z X k w protnou stranu BC' v bodech
K, L. Dokaz, ze |BK| = |CL|. (Iksko 2018/19)

Uloha 16. Mame danou ptilkruznici nad priimérem UV. Na této ptlkruznici zvo-
lime body P, Q. Prusecik teCen z P a @) ozna¢ime R. Prusecik UP a V(@ oznacime
S. Dokaz, ze SR L UV.

Uloha 17. V trojihelniku ABC oznaéme body dotyku kruznice vepsané se stra-
nami BC, CA, AB postupné D, FE, F. Na tse¢ce AD uvnitf kruznice vepsané zvolme
bod L. Usecky BL a CL protnou kruznici vepsanou postupné v bodech X, Y. Dokaz,
ze piimky E'F, BC, XY prochézi jednim bodem.

Uloha 18. Bod M je stfedem strany AB trojthelnika ABC'. Na polopiimce opacéné
k MC zvolime bod N a uvniti tsecky AM zvolime bod P. Oznacime ) prusec¢ik
primek AC a NP, dale R prusecik QM a NB a nakonec S prusecik AB a RC.
Dokaz |PM| = |SM]|.

Uloha 19. Mgjme trojihelnik ABC. Oznaéme A’ bod dotyku vepsané u strany
BC. Druhy prusecéik pfimky AA’ s vepsanou ozna¢me P. Priseéiky BP a C'P s ve-
psanou ozna¢me postupné M, N. Dokaz, ze BN, MC, AA’ prochézi jednim bodem.

Uloha 20. V trojihelniku ABC oznaéme M stied BC. P¥imka AM protina kruz-
nici vepsanou v bodech P, Q. Rovnobézky s BC prochazejici body P, resp. () pro-
15



tinaji znovu kruznici vepsanou v X, resp. Y. Pfimky AX, AY protinaji BC v K,
L. Dokaz, ze |BK| = |CL|.

Uloha 21. Mg¢jme pevnou usecku AC a na ni bod B. Skrz body AC vedeme
kruznici w. Teény k w v bodech A a C se protinaji v P. Use¢ka PB protne kruznici
podruhé v @ (B lezi na tseéce PQ), osa thlu AQC protne AC v R. Dokaz, ze pomér

% nezavisi na volbé kruznice w. (IMO Shortlist 2003/G2)

Uloha 22. Mgjme ¢&tyithelnik ABC'D takovy, ze |[<ABD| = |<ACD| = 90°. Bod
P lezi na BD tak, ze |[<PAD| = 90° a obdobné @ lezi na AC tak, ze |<QDA| = 90°.
AC a BD se protinaji v bodé X a PC' a B(Q se protinaji v Y. Ukaz, ze XY je kolméa
na AD.

wr

Dvojpoméry'? aneb méfime v projektivnim svété

Dvojpoméry pro nas budou velmi dilezitym nastrojem v celém seridlu. Potfebujeme
si totiz zadefinovat vlastnost, kterou kolineace zachové, protoze vzdalenosti a poméry
se kolineaci méni.

Definice 23. (orientovany obsah) Symbolem [ABC] budeme znacit orientovany
obsah trojuhelniku ABC. V absolutni hodnoté bude [ABC] mit velikost obsahu
trojuhelniku ABC, muZe se ale lisit znaménkem. To znamend, Ze pokud jsou body
v poradi po sméru hodinovych ruc¢i¢ek, bude hodnota orientovaného obsahu zaporna,
jinak bude kladna.'®

Tvrzeni 24. (pomocné) Pokud v trojithelniku jeden bod posuneme po strané tak,
Ze (orientovana) délka piislusné strany se zméni na k-ndsobek, potom se i orientovany
obsah trojuhelniku zméni na k-nasobek.

Pokusime se vymyslet néjaky vyraz, ktery kazdé n-tici pfimek pfifadi néjaké
realné ¢islo. Méjme rovinu a v ni libovolny bod P. Déle v ni lezi n bodi riznych od
P, kde n je sudé ¢islo. Oznacime je X1, Xo,...,X,,—1,X,,. Podivime se na obsahy
trojuhelnikt X; X, .1 P, pfiemz za X, 1 uvazujeme X; a za X,, 2 bod X5. Téch je
sudy pocet. Obarvime kazdy se sudym i ¢ervené a kazdy s lichym ¢ modie. Pak kazdy
z bodti X; nélezi pravé jednomu ¢ervenému a praveé jednomu modrému trojihelniku.
Pokud nahradime bod X; jakjmkoli jinym bodem rtuznym od P na pfimce PX;, tak
se pravé jednomu modrému trojthelniku zméni obsah k-krat (pro vhodné reélné k)
a pravé jednomu Cervenému trojihelniku se zméni obsah k-krat. Takze kdyz néjaky
vyraz V obsahuje

[Xi—1PX;]
[(XiPX;11]’

12Byvaji v literatuie obc¢as zaménovany s pojmem GtyFpoméry. Pro nés ale étyfpoméry budou
znamenat néco jiného.
130pravdu se standardné znaéi smér proti sméru hodinovych rucicek jako kladny.
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tak se jeho hodnota nezméni, i kdyz zaménime bod X; jinym bodem piimky X;P.

Uvazme tedy vyraz, kde v ¢itateli budou vSechny cervené trojuhelniky a ve jme-
novateli vSechny modré:

[X1PX,] - [X3PXy) - [Xn_1PX,)

V= [X2PX3] - [X4PX5) - [XnPX1]

P

Hodnota V' se nezméni, pokud jakykoliv X; nahradime jinym bodem na X; P. Tuto
hodnotu mizeme vnimat jako hodnotu primek X; P, X5P, ..., X,,P. Nedés se téhle
obludy, predstavuj si ji jako modré a Cervené trojuhelniky, jejichz obsahy stiidavé
nasobime a délime.

Zkusime nyni najit dobrou hodnotu n, pro kterou bude tento vyraz uzitec¢ny. Jako
prvni se nabizi n = 2. Ale po dosazeni dostavame:

X1 PX

V= XaiPXo] ~1.

[X2PX;]

Takze hodnota V' jakychkoli dvou pfimek by byla rovna —1. To nezni jako moc

uziteény vyraz. Zkusme tedy dalsiho kandidata, n = 4. Ta uz takovy problém nemé,

a proto se jako nejmensi uzite¢nd vyuziva. Tato hodnota se oznacuje dvojpomérem
17



danych ¢tyf piimek. Pro body A, B, C, D, P budeme dvojpomeér ¢tyf bodi v obecné
poloze vzhledem k bodu P znacit takto:

1

(A,B,C,D)p = [APB] - DPA

.[CPD] -

[BPC]

P¥imky PA, PB, PC, PD oznadime a, b, ¢, d. ProtoZe uz vime, ze tuto hodnotu
muzeme vnimat jako hodnotu pfimek prochazejicich jednim bodem, budeme také
znacit
(a,b,¢,d) = (AP,BP,CP,DP) = (A,B,C,D)p.
Hodnota dvojpomeéru je zavisla na potadi, ale obcas se permutace daji pfepocitat.

Cviceni 25. Rozmysli si, Ze plati:

1 1

L (a’b7c7d): (b c d a) :(C7d7a7b): (d a b C)’
1

¢ (@bed) =m0y

Pojdme si ukazat, pro¢ takhle obludné definovana hodnota je pravé ta uziteénéa:
Uvazujme v roviné bod P. Déle v ni lezi ¢tyfi body A, B, C, D, které lezi na
jedné ptrimce neprochazejici bodem P. Pak

_|AB| |cD|

A B,C,D)p = .
( ) aca )P ‘BC| |DA‘

Délky potfebujeme uvazovat orientované, abychom dostali spravné znaménko. M-
Zete si vSimnout, Ze tenhle vyraz viibec nevyuzivad bod P, budeme tedy symbolem
(A, B,C, D) znacit dvojpomér étyf bodi na jedné pfimce.

Tvrzeni 26. (promitaci) Mé&jme ¢tyfi body na pfimce A, B,C, D a ¢tyfi body na
jiné primce X, Y, Z, W takovym zpiisobem, ze piimky AX, BY , CZ, DW prochazi
jednim bodem P. Pak plati (A,B,C,D) = (X,Y,Z,W).

Drikaz.

(A,B,C,D) = (A,B,C,D)p = (AX, BY,CZ,DW) =
= (XY, Z,W)p = (X,Y, Z,W). O

Abychom nemuseli vzdy psat tuto promitaci myslenku, vyslouzila si vlastni zna-
¢eni. Kdyz plati (A, B,C, D) = (X, Y, Z, W) pfi promitnuti skrz bod P, tak zna¢ime

(4, B,C, D) % (X,Y, Z,W).

Cviceni 27. Méjme trojihelnik ABC a pevné dané body K, L na strané BC.
Ozna¢me postupné X, Y, Z pruseciky primek AK, AL, AC s osou vnitiniho thlu
u vrcholu B. Dokaz, ze (B, K,L,C) = (B, X,Y, Z).

18



Perspektiva zachovava dvojpoméry

Promitaci tvrzeni pro nas znamena, ze jsme nasli hodnotu, ktera se zachovava v per-
spektivé. Zopakujme si, jak jsme si perspektivu definovali. Nejdfive jsme rovinu oto-
¢ili v prostoru, to dvojpoméry zachovava, a néasledné jsme ji promitli skrz pocatek
zpét do roviny z = 1. Pfedstavme si body A, B, C, D na pfimce. Po otoceni se zob-
razi na body A;, By, C1, D1 v prostoru. Prohlédneme si rovinu danou pocatkem P a
pfimkou Ay B1C1 D1. V ni lezi i findlni obrazy této perspektivy. Z promitaciho tvrzeni
plyne (Al, Bl, Cl, Dl) = (Al, Bl, Cl, Dl)P = (A/7 B/, C/, D/)p = (A/, B/, Cl, D/)
Neboli celd perspektiva zachovala dvojpomér (A, B, C, D).

Tvrzeni 28. (zobecnény pomér?) Pro A, B, C, D na pfimce, kde D je nevlastni,
plati:
|AB
A, B,C,D) = — 21,
Dikaz.  Zvolime si mimo pfimku ABCD bod P. Na pfimee p || ABC D prochézejici
bodem P zvolime vlastni bod D’. Pak

[APB] [CPD/|

[BPC] [D'PA]

(4,B,C,D) =(A,B,C,D')p =

Trojuhelniky CPD’ a D' PA maji stejny obsah, protoZe maji stejnou zékladnu D’'P
a stejnou vysku. Ale maji opacnou orientaci, takze % = —1. Trojahelniky ABP

a BC'P maji stejnou vysku neboli hodnota celkového dvojpomeéru je rovna
[APB] |AB]|

“[BPC] ~ |BC| H

Tvrzeni 29. (dvojpoméry na kruznicich) Méjme kruznici w a na ni body A, B,
C,D, P,Q. Pak (A,B,C,D)p = (A,B,C,D)q.

Dikaz. Hodnota (A, B,C,D)p je zavisld jen na thlech mezi pfimkami PA, PB,
PC, PD. Z obvodovych thlid jsou vSechny tyto thly stejné jako thly mezi pfimkami
QA, @B, QC, QD, tedy hodnota (A, B,C, D) x je nezavisla na volbé X na w. (Takto
se nam muzou obvodové thly zménit na doplitkové obvodové thly. Rozmysli si, Ze to
funguje i pro né. Pokud @ = A, tak primka QQ A degeneruje do tecny v bodé A, kde
tak namisto obvodového tthlu dostaneme tihel isekovy.) Opét si rozmysli, Ze tvrzeni
pofad plati. Pro body A, B, C, D budeme pomoci (4, B,C, D) znaéit pravé tuto
hodnotu a z kontextu bude jasné, jestli se jedna o dvojpomér na pfimce nebo na
kruznici. ]

Dulezitou vlastnosti dvojpomérti, kterou budeme v seridlu vyuzivat, je nasledujici
tvrzeni:
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Tvrzeni 30. (jednoznac¢nost dvojpomértt) Pokud (A, B,C,X) = (A, B,C,Y), tak

plati X =Y.

D . . . _ |AB| |CX] . ) )
tkaz. Z definice vime, 7e (A,B,C,X) = 5ol * XAl A obdobné také plati

I
(A,B,C)Y) = % . %. Tedy plati

[AB| |CX| _|AB| [CY| _ |CX| _|CY|
|BC| |XA| |BC| |YA] XAl YAl

(A,B,C,X)=(A,B,C)Y) &

Rozmysli si, ze na primce ABC’ﬁ existuji pravé dva body takové, ze posledni pomeér
je néjaké pevné dané ¢islo. Délky v pomérech ale uvazujeme orientované, coz uz nam
da jednoznacné jen jeden bod. O

Pojdme si ukézat, jak dvojpoméry pouzit na pofadné tloze:
Véta 31. (Pascal) Na kruznici w mame body A, B, C, D, E, F. Ozna¢me body
P=BANDE,Q=DCNFA, R=FEFNBC. Pak P, Q, R lezi na jedné piimce.

Diikaz. Ozna¢ime si X = CDNAB aY = AF N BC. Definujeme Ry = BC' N PQ.
Ry, i R tedy lezi na BC. Myslenka dikazu bude takova, Ze zkusime postupnym
promitdnim ukazat, ze (B,Y,R;,C) = (B,Y, R, C). Z jednoznac¢nosti dvojpoméri
to pak bude znamenat, ze Ry = R, tedy pfimky BC, RE, PQ prochéizi jednim
bodem, tudiz P, @, R lezi na pfimce. Pouzijeme tato promitani:

(B,Y, R, C) % (B, A, P, X) % (B,A,E,C) % (B,Y,R,C),

¢imz je dikaz dokoncen. O




Uloha 32. Mgéjme trojuhelnik ABC s kruznici opsanou w a libovolny bod M. Dale
necht pfimka skrz M protind CB, CA, AB postupné v bodech A, B, C;. P¥imky
AM, BM, CM protinaji w postupné v bodech Ay, Bs, Cy. DokaZ, Ze pfimky A; Ao,
B1Bsy, C1C5 se protinaji na w.

Uloha 33. (Pappus) Mé&jme dané piimky p a ¢. Na p jsou po fadé body Ai, Bi,
C7 a na ¢ jsou po fadé body Az, Bs, Cs. Dokaz, ze pruseciky X, Y, Z postupné
dvojic pfimek A1 By a B1 Ay, A1Cy a C1 Ay, B1Cs a C1 By, lezi na jedné primce.

Uloha 34. (tézkd) Mgéjme &tyithelnik ABCD. Ozna¢me M; bod na strané AB.
Necht Ms je projekce bodu M; skrz D na piimku BC. Déle ozna¢me M3 projekci
My skrz A na CD. My projekci M3 z B na DA. Ms projekci My z C na AB. Takto
pokracujeme, az dostaneme Mis. Dokaz, ze My3 = M;.

Obecna kolineace

Casto se hodi afinni zobrazeni a perspektivu mezi sebou rtizné skladat. Abychom
nemuseli vZdycky psat, jaka vSechna zobrazeni skladame, bude pro nas kolineace uni-
verzalnim zobrazenim, do kterého spadaji vSechna sloZeni perspektivnich a afinnich
zobrazeni.

Rekneme, ze kolineace je jakékoli zobrazeni projektivni roviny, které

e zobrazuje pfimky na piimky,
e zachovava dvojpomeéry.

Znovu se jedna o vlastnost nékterych zobrazeni, tedy sloZzeni dvou takovych zob-
razeni a jeho inverz zachovavaji danou vlastnost. Takze sloZeni dvou kolineaci a
inverzni zobrazeni ke kolineaci je zase kolineaci. VSechny perspektivy jsou koline-
ace 1 vSechna afinni zobrazeni jsou kolineace. Proto zobrazeni, které jsme zminili
v tvrzeni Perspektiva a kruznice, je také kolineace.

Tvrzeni 35. (kolineace a dvojpomeérové svazky) Méjme piimky a, b, ¢, d prochd-
zejici jednim bodem P. Uvazme néjakou kolineaci zobrazujicia — a’, b — b, c — ¢/,
d — d'. Pak

(a,b,c,d) = (a',V',c,d).

Dikaz. Myslenka v dikaze je definovat dvojpoméry svazki pomoci dvojpoméru
bodu, které se z definice zachovaji. Uvazme pfimku protinajici a, b, ¢, d postupné
v bodech A, B, C, D. Pak plati

(a,b,c,d) = (A,B,C,D)p = (A,B,C,D) = (A'",B',C",D") =
= (A/,B/,C,,D/)p/ = (a’,b’,c’,d’). [l
Tvrzeni 36. (kolineace a dvojpoméry na kruznicich) Méjme kruznici w a na ni
body A, B,C,D. Pak pokud kolineace zobrazi w na kruznici, plati (A, B,C,D) =
(A, B',C", D).
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Diikaz. MysSlenka dikazu je dvojpoméry na kruZnicich definovat pomoci svazki,
o kterych uz vime, Ze se zachovaji. Uvazme na w bod P ruzny od A, B, C, D. Pak
plati
(A,B,C,D) = (AP,BP,CP,DP) = (A'P',B'P',C'P',D'P') =
= (A", B',C'", D). |

Uloha 37. Mame trojihelnik ABC. Na strané BC zvolime body A; a A, tak, Ze
(B, A1,C, Ay) = —1. Obdobné zavedeme body By, Bs a C1, Cy. Pfedpokladejme, Ze
Ag, Bs, C lezi na jedné pfimce. Dokaz, ze AA;, BB;, CC1 prochézi jednim bodem.

A2 BQ 02

Reseni. 'V tloze se vyskytuje spousta podminek s dvojpoméry, které piisobi na
prvni pohled dost nepfistupné. Kdyby zminéné dvojpoméry mély kazdy jeden bod
v nekonec¢nu, uloha by se fesila lépe, pfeci jen s poméry se 1épe zachazi. Pomoci
kolineace si zobrazime piimku A BsCs na nevlastni. Nyni muZzeme tlohu trochu
preformulovat: Mame trojthelnik ABC. Na strané BC' zvolime bod A; tak, ze
(B, A1, C,00) = —1 neboli Iff‘cll = 1. To ale znamen4, ze A; je stfedem BC. Analo-
gicky je B; stted AC a C; stfed AB. Pt¥imky AA;, BB;, CCy jsou té&Znice v ABC),
tudiz prochazi jednim bodem. O

Harmonické dvojpoméry

V predchozi tloze se vyskytovala hodnota dvojpoméru —1. Po srovnani jsme zjistili,
Ze tzce souvisi se stiedem tsecky. Ctvefice bodfi na pifmce s hodnotou dvojpo-
méru rovnou —1 se v geometrii objevuje tak casto, ze si vyslouzila specialni nézev.
Rika se ji harmonickd a v literatufe se vztah (A, B,C,D) = —1 ¢asto oznacuje
H(A, B,C, D). Jak uz ale vime, dvojpomér je také vlastnost ¢tyi pfimek. Obdobné
tak Gtyfi pfimky a, b, ¢ a d prochézejici jednim bodem, pro které (a,b,c,d) = —1,
budeme nazyvat harmonickym svazkem. Vzpomen si, jak jsme piepocitavali hodnoty
dvojpomeéri podle poradi bodd. Harmonické dvojpoméry maji tu vlastnost, ze jsou
harmonické nezévisle na protoceni bodi:
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~1=(4,B,C,D) = (B,C,D, A).

Také nezavisi na sméru ¢teni:

—1=(4,B,C,D) = (D,C, B, A).

Harmonické ¢tvefice a svazky maji i spoustu dalSich uzitecnych vlastnosti.

Tvrzeni 38. (dvé ze t¥l) Méjme ¢tyFi pfimky a, b, ¢ a d prochézejici jednim bodem.
Pak z libovolnych dvou nasledujicich tvrzeni plyne tvrzeni treti:

(i) Piimka b je osou thlu, ktery sviraji piimky a a c.
(ii) Piimky b a d jsou na sebe kolmé.
(iii) Pfimky a, b, ¢ a d tvoii harmonicky svazek.

Dikaz. DokéZzeme pouze, Ze z (i) a (ii) plyne (iii). Ozna¢me P priiseéik vSech ¢tyf
pfimek. Uvazujme pfimku p rovnobéznou s d, ta protne pfimky a, b a ¢ postupné
v bodech A, B a C. Pfimka b je v trojuhelniku PAC vyskou i osou thlu, tedy
trojuhelnik PAC' je rovnoramenny. Bod B je tudiz stiedem strany AC. A nyni uz

ze zndmé konfigurace (A, B, C, 00) = —1, takze pfimky a, b, ¢ a d tvofi harmonicky
svazek. 0
c b a
P
d
A B C P

Cviceni 39. Dokaz zbyvajici dvé implikace tvrzeni dvé ze tri.

Tvrzeni 40. (Ceval*~Menelaus) Méjme ctyithelnik ABCD a oznacme v ném
Q =ABNCD, R=ADnNBC, P= ACnN BD. Prise¢cik RP a AB ozna¢ime X.
Potom plati (A, X, B,Q) = —1.

MGt [Ceval.
23



Q

Diikaz. Uvazme kolineaci takovou, kterd zobrazi QR do nekoneéna. BUNO jsme
tim dostali R, @ nevlastni. V takovém ptipadé je ABCD rovnobéznik. Uvazime
afinni zobrazeni, které z néj vytvori ctverec. Bod X pak ze symetrie lezi ve stfedu

AB. Takze H(A, X, B, Q). O
IR
D c @Q
P
A X B

Uloha 41. V trojtuhelniku ABC lezi na stranach BC, C A, AB postupné body A’,
B’, C' tak, ze AA’, BB’', CC’ prochézi jednim bodem. Necht p je rovnobézka k BC
vedené bodem A. Pi¥imka A’B’ protina p v X. Piimka A’C’ protind p v Y . Dokaz,
ze |AX| = |AY.

Uloha 42. Doka# tvrzeni 3. (Blanchet) pomoci kolineace a dvojpoméri.

Uloha 43. Necht AD je vy$ka v ostrotthlém trojihelniku ABC. Déle P je libovolny
bod na AD. Piimky BP a C'P protinaji AC' a AB postupné v M, N. Pfimka M N
protind AD v Q. Déale necht F je libovolny bod na AC. Pfimka F'Q protinda CN
v E. Dokaz, 7e |[<FDA| = |<EDA].

24



Uloha 44. Na piimce p jsou dany body B, D, C v tomto potradi. Dokaz, Ze viechny
body A takové, ze AD je osa uhlu BAC, lezi na pevné kruznici (tzv. Apoloniové
kruznici).

Uloha 45. Uhlopiicky AC, BD tétivového étyithelnika ABCD, vepsaného do
kruznice k se stfedem O, se protinaji v P # O. Polopfimka OP protne k v X.
Ukaz, Ze obraz primky C' A podle C'X, obraz ptimky DB podle DX a pfimka OX
prochéazeji jednim bodem.

Uloha 46. V trojthelniku ABC jsou dany cevidny'® AD, BE, CF, které se proti-
naji v bodé K. Ozna¢me X pruseéik F'D a BK. Oznac¢ime P stfed AK. A nakonec
Y priseéik EP a AB. Dokaz, ze XY || AD.

Harmonické ctyrahelniky

Obdobné jako je dvojpomér na piimce harmonicky, pokud (A, B,C, D) = —1, bu-
deme fikat, Ze je dvojpomér na kruznici harmonicky, pokud (4, B,C, D) = —1. Tim
ziskdvame definici velmi zajimavého geometrického objektu, harmonickych ¢tyiihel-
nikd. Pojdme si rozmyslet vlastnosti, které maji.

Tvrzeni 47. (o obdélnicich) Jedinym harmonickym obdélnikem'® je étverec.

A

C

Diikaz. Mé&jme obdélnik ABCD s kruznici opsanou w. Ozna¢me p primku BD a X
prisecik teény k w v bodé A s piimkou p. Déle necht Y je prise¢ik AC a BD. Pak

(4,B.C,D) £ (X, B.Y, D).

Ale Y je stfedem BD, takze (X, B,Y,D) je harmonickd pravé tehdy, kdyz X je
nevlastni. To plati pravé tehdy, kdyZ teéna k w v bodé A je rovnobéznéd s BD, coz
je pravé tehdy, kdyz je ABCD ¢&tverec. g

Tvrzeni 48. (o deltoidech!”) Vsechny tétivové deltoidy jsou harmonické.

15Ceviany v trojihelniku jsou tii p¥imky, z nichZ kazda prochézi jingm vrcholem trojihelnika
a protinaji se v jednom bodé.

16 Ctverec bereme jako specialni piipad obdélnika.

1"Deltoid je konvexni étyFuhelnik osové soumérny podle jedné z thlopiicek.
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Diikaz. (kolineaci) Vzpomen si, Ze kolineace zachovavala dvojpoméry na kruznicich.
Méjme tétivovy deltoid ABCD, ve kterém AC' je pramér kruznice opsané. Oznacme
P prusecik te¢en ke kruznici opsané v bodech B, D. Ze symetrie P lezi na AC'. Kol-
mici na AC prochézejici P ozna¢ime p. Uvazme kolineaci zobrazujici p na nevlastni
a zachovavajici kruznici opsanou. Ta z BD vytvofi prumér kruznice opsané, ktery
je kolmy na AC. Z ABCD tim vznikl ¢tverec, o kterém vime, Ze je harmonicky. O

Diikaz. (promitdnim) Meéjme tétivovy deltoid ABCD, ve kterém AC je primér
kruznice opsané. Ten promitneme skrz bod A na pfimku BD. Ozna¢me X stied BD
a Y nevlastni bod piimky BD. Pak

(A, B,C,D) % (Y,B,X,C) = —1. 0

Priklad 49. Mame trojuhelnik ABC' s kruznici opsanou w. Te¢ny k w v bodech
B a C se protinaji v bodé P. Druhy prisec¢ik AP s w ozna¢me D. Pak (A, B,C, D)
je harmonicky.

P

Reseni. Oznaéme Q priise¢ik tecen k w v bodech A a D. Uvazme kolineaci, kterd
zobrazi PQ) na nevlastni a w na kruznici. Tim dostaneme néjakou kruznici w, na ni
v bodech B a C rovnobézné teény a v bodech A a D rovnobézné teény neboli BC
i AD jsou pruméry w. Ale zaroven AD je rovnobéziné s PB, tudiz kolmé na BC.
Takze PB | QD. Z toho plyne, ze ABC'D musi byt ¢tverec, tedy je harmonicky. O

o v N

Poznamka. Nezvykej si moc, ze vzdycky muzes takovou kolineaci uvazit. Dobie
si proto rozmysli, ze dana pfimka nikdy neprotina kruznici, kterou chces zachovat.
Kdyz Ti to neni jasné, zkus kolineovat pomalu. Nejdfiv jeden bod a az pak i ten
druhy. Casto to miize zjednodusit argumentaci, pro¢ se opravdu nikdy neprotinaji.

Poznamka. Primka AD, kterd se v predchozi tloze objevila, ma v geometrii do-
konce vlastni nazev. Rika se ji symedidna bodu A vzhledem k ABC.

Tvrzeni 50. (pfeklopend téZnice) Symedidna bodu A v trojihelniku ABC' je osové
preklopena téznice podle osy thlu.
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P tr

Diikaz. Ozna¢me M stied BC, D prusecik A-symedidny s kruznici opsanou, P
prusecik tecen z B a C ke kruznici opsané a nakonec E prusecik AM s kruznici
opsanou.

Tvrzeni je ekvivalentni s [<M AB| = |<<DAC|. Z obvodového tihlu to znamena, ze
je tloha ekvivalentni s tvrzenim, Ze oblouky BE a C'D maji stejnou velikost neboli
BC || ED.

Mé¢jme rovnobézku p s BC' prochézejici bodem P. Uvazime kolineaci zobrazujici
p na nevlastni a zachovavajici kruznici opsanou. Ta zachovd pomér %, tedy M
bude stale stfedem BC'. Z BC' se stane prumér kruznice, takze z M se stane stied
kruznice opsané. P¥imka AP je ted kolmé4 na BC. Z Thaletovy véty je ED kolmé
na AD neboli BC || ED. O

Uloha 51. Uhlopiicky tétivového étyithelniku ABCD se protinaji v P. Dokaz, Ze
pokud je BP symedidna v ABC', pak AP je symediana v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Uloha 52. Je dana kruznice w a bod A mimo ni. Ozna¢me body dotyku teden z A
k w postupné X, Y. Mé&jme na kruznici tétivu BC takovou, ze A lezi na piimce BC.
Ozna¢me M stied BC. Dokaz, ze |[<XMA| = |<Y M A|.

Uloha 53. Mg¢jme kruznici k a bod P vné této kruznice. Z bodu P vedeme teény
PX a PY ke k. Na kratsim oblouku XY zvolime bod A. P¥imka PA protne kruznici
podruhé v bodé B. Ozna¢me M stifed AB. Dokaz, ze trojuhelniky BXM a Y BM

jsou podobné.

Co jesté umi kolineace

Tvrzeni 54. (kolineace a ¢tyfthelniky) Ukdzeme si, Ze pro body A, B, C, D
v obecné poloze a body A’, B’, C', D' v obecné poloze existuje kolineace, kterd
zobrazuje A—+ A', B— B, C - C', D - D'.

Diikaz. Oznatme P = ABNCD, Q = BC N DA. Uvazme kolineaci, kterd zob-

razi P(Q na nevlastni pfimku. Tahle kolineace zobrazi ABCD na rovnobéznik. Pro

kazdy rovnobéznik umime najit afinni zobrazeni, které z néj vytvoii ¢tverec. Neboli
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pro ABC D existuje kolineace, ktera jej zobrazi na ¢tverec. Obdobné pro A’B'C'D’
existuje kolineace, ktera ho zobrazi na stejny ctverec. Inverzni kolineace k této je
také kolineaci, takZe existuje kolineace, kterad ¢tverec zobrazi na A’B'C’'D’. Takze
slozenim kolineace, kterd zobrazi ABCD na ¢tverec, a té, co zobrazi ¢tverec na
A’'B'C’'D’, dostaneme hledané zobrazeni. O

Poznamka. Takova kolineace existuje pravé jedna. Dukaz, ktery zndme, je spiSe
pracny a nezajimavy, tak jej neuvadime.

Tvrzeni 55. (trojihelnik s kruznici vepsanou) Méjme trojihelnik ABC' s kruznici
vepsanou w a trojihelnik A’B’'C’ s kruznici vepsanou w’. Pak existuje kolineace,
kterd zobrazuje A— A', B—+ B',C - C" aw — W'

A
1A
>
B C ¢
B
TA
B C

Dikaz. Uvazme kolineaci, kterd zobrazi A do nekonecna a kruZnici w zobrazi na
kruznici. Dostaneme tim pfimky AB a AC rovnobéZné, mezi nimi vepsana kruZnice
w. Chtéli bychom, aby BC bylo kolmé na AB, ale to zatim nemusi. Uvazme body
dotyku w s AB a AC postupné D, E. Oznaéme P prisec¢ik DE a BC. Nakonec
méjme primku p rovnobéZznou s AB prochéazejici bodem P. Uvazime kolineaci, kterd
p zobrazi na nevlastni a w zobrazi na kruznici. Pak ze symetrie je BC' kolmé na AB.
Tim jsme nalezli kolineaci, ktera z obecného trojihelnika ABC s kruZnici vepsanou
vytvori ,trojuhelnik s jednim nevlastnim bodem a pravymi tthly u zbyljch vrcholu a
w zobrazi na kruznici. Neboli existuje i kolineace, ktera tenhle ,trojuhelnik* prevadi
na obecny trojihelnik s kruznici vepsanou. Slozenim téchto kolineaci dostavame
kolineaci, ktera zobrazuje A -+ A, B— B, C - (' aw — W'. O
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Poznamka. Pokud chceme zobrazit trojihelnik na rovnostranny a zachovat kruz-
nici vepsanou, existuje jedna pfimka, kterou mizeme zobrazit na nevlastni, a tim se
z obecného trojuhelnika stane rovnostranny. Mizes si zkusit rozmyslet, ktera to je.

Uloha 56. Mame trojthelnik ABC. Oznaéme body dotyku kruznice vepsané ke
strandm BC, AC, AB postupné X, Y, Z. Ozna¢me K, L, M pruseéiky postupné
ABa XZ,BC aZY,(CA a XY. Dokaz, ze body K, L, M lezi na jedné pfimce.

Zobeciiovani dvojpoméri

Tahle kapitolka je pouze doplnugjici, jeji pochopeni neni nutné k pochopeni zbytku
serialu, ani k resent soutéznich tloh.

V kapitole o dvojpomeérech jsme si mohli vybrat jakykoli sudy pocet bodt a na
nich definovat néjaky n-pomér. Zastavili jsme se u ¢tyr, ale co kdyz pokracujeme
dal. T vicepoméry se obcas daji pouzit v dukazu. Ukazeme si, jak vyuzit trojpomeér
neboli vlastnost Sesti bodd k nahlédnuti Cevovy véty.

Véta 57. (Ceva) Méjme trojihelnik ABC. Na strandch BC, CA a AB zvolime
postupné body X, Y, Z tak, ze piimky AX, BY , CZ prochazi jednim bodem X.
Pak

|AZ] [BX| |CY]| _

. . =1.
|BZ| |CX| |AY]

Diikaz. Vsimni si, ze obdobné jako u dvojpomeéru jsme se mohli zbavit pomocného
bodu, pokud vsechny lezely na pfimce, tak u trojpoméru se mizeme pomocného
bodu zbavit, kdyz lezi po tfech na pfimce. Neboli hodnota zminéna v Cevové vété
je vlastné trojpomérem Sesti bodid (A, Z, B, X,C,Y). Trojpomér se podobné jako
dvojpomér zachovava pii promitani, takze muzeme na rovinu aplikovat jakoukoli
perspektivu nebo afinni zobrazeni a hodnotu trojpoméru nezménime.

Vzpomen si na tvrzeni kolineace a c¢tyruhelniky. Takové kolineace se d&4 dosahnout
vyuzitim pouze perspektivy a afinnich zobrazeni, takze tahle kolineace zachovava
trojpomery!®. Uvazme ¢tytuhelnik A, B, C, X. Podle tvrzeni kolineace a ctyrihelniky
ho zobrazime na rovnostranny trojihelnik ABC, kde X je jeho stfedem. V takovém
pfipadé Cevova véta ziejmé plati, takze plati vzdycky. O

18Dokonce kazda kolineace zachovavé jakékoli n-poméry.
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Shrnuti

Shrneme, co jsme si v prvnim dile seridlu ukazali.

Afinni zobrazeni:

(10)

Zachovava primky.

Zachovava poméry na piimkach.

Zachovava rovnobézky.

Elipsy zobrazuje na elipsy.

Zachovava poméry obsaht.

Pro kazdou elipsu existuje afinni zobrazeni, které ji zobrazi na kruZnici.
Pro kazdé dva trojuhelniky ABC a A’B’C’ existuje afinni zobrazeni, které
je na sebe prevadi. (Existuje dokonce pravé jedno.)

Slozeni afinnich zobrazeni je afinni.

Inverzni zobrazeni k afinnimu je afinni.

Piiklady afinnich zobrazeni jsou: podobné zobrazeni, zkoseni, zmacknuti.

Dvojpoméry

(1)

Hodnotu ¢étyf bodd na pfimce znacime (A4, B,C, D), ¢yt bodt vzhledem
k patému (A, B, C, D) p, ¢tyf ptimek prochazejicich jednim bodem (a, b, ¢, d)
nebo ¢tyt bodi na kruznici (A, B, C, D).

Dvojpoméry jsou méficim nastrojem v projektivnim svété, protoze vsechna
projektivni zobrazeni ho zachovaji.

Hodnotu (A, B,C, D)p spo¢itdme postupnym nasobenim a délenim obsaht
trojuhelniki.

Promitaci tvrzent.

S jednim bodem nevlastnim degeneruje do obycejného poméru.

Skrz bod na kruznici se daji promitat na kruznici.

Jsou jednoznaé¢né, neboli pokud (A, B,C, X) = (A,B,C,Y), tak X =Y.

Kolineace

(1)
2)

Zachovava primky.

Zachovava dvojpoméry na pfimce, dvojpomérové svazky i dvojpoméry na
kruznici.

Kuzelosecky zobrazuje na kuzelosecky. KuZelosecky, které neprotinaji ne-
vlastni pfimku, jsou elipsy. KuZelosecka, co se ji dotykaji, jsou paraboly,
a ty, co ji protinaji ve dvou bodech, jsou hyperboly.

Pro kazdou pfimku existuje kolineace, ktera ji zobrazi na nevlastni. (Je to
perspektiva.)

Pro kazdou kruznici a pfimku, kterad ji neprotind, existuje kolineace, ktera
danou pfimku zobrazi na nevlastni a kruznici zachova.
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(6) Pro kazdy tecnovy ¢tyithelnik s kruznici vepsanou existuje kolineace, ktera
z néj vytvori kosoétverec a zachova kruznici vepsanou.

(7) Pro kazdy tétivovy ¢tyfuhelnik s kruznici opsanou existuje kolineace, ktera
z néj vytvori obdélnik a zachova kruznici opsanou.

(8) Pro kazdé dva ¢tytihelniky ABCD a A'B'C'D’ existuje kolineace, ktera je
na sebe prevadi.

(9) Pro kazdé dva trojuhelniky s kruznici vepsanou ABC a A’B’C’ existuje
kolineace, ktera je na sebe prevadi a zachova kruznici vepsanou. Obdobné i
s kruznici opsanou.

Harmonické dvojpoméry

(1) Hodnota dvojpomeéru je pro né rovna —1.

(2) Ctvetice A, M, B, oo je harmonicka, pravé kdyz M je stied AB.
(3) Tvrzeni Ceva-Menelaus je zndmou harmonickou ¢tvefici.

(4) Pro harmonické svazky plati tvrzeni dvé ze ti.

(5) H(A,B,C,D)=H(A,D,C,B) =H(D,C, B, A).

Harmonické ¢tyruhelniky

(1) Ctyii body na kruznici, jejichz dvojpomér je roven —1.

(2) Z obdélnikt je harmonicky pravé étverec.

(3) Vsechny deltoidy jsou harmonické.

(4) Ozna¢me X priisecik teden ke kruznici opsané trojthelniku ABC v bodech
B a C. Pak A-symedidna v trojuhelniku ABC je pfimka AX.

(5) Ctyitihelnik ABCD je harmonicky pravé tehdy, kdyz AD je symedidna

v ABC.

Par slov zavérem

Gratulujeme, docetl(a) jsi se az sem! V seridlu jsme si ukézali, jak matematicky
popsat koukani se na obrazky z jinych thli a jak ndm to muiize pomoct pii FeSeni
uloh. Zacali jsme s afinnimi zobrazenimi, kterd néas provazela po zbytek seridlu.
Naucili jsme se perspektivu, kolineaci, dvojpoméry, a co to znamend, kdyz jsou
harmonické.

V dalsim dile budeme pokracovat v nasi cesté projektivni geometrii. Dozvis se
napiiklad, co znamena podivné znéjici véta: ,,Polara bodu na polare prochazi pdlem
puvodni poléary.“, jak tyhle véci souvisi s komplexnimi ¢isly, a hlavné, co je to dualita.
Dualita pro nas bude dokazovaci nastroj podobné jako v tomto dile perspektiva
¢i kolineace. Na rozdil od nich se ale nebude na obrizek koukat jen z jiného thlu
pohledu, ale celkové ndm obrazek uplné prekresli. Z pfimek nam udéla body a z bodi
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zase primky. Ale nemtzeme prece prozradit vSechno, na vic se muzes t&sit v druhém
dile.

Navody

6. Mayji stejny. Rozmysli si, Ze afinni zobrazeni zachovava pomeéry obsaht a zobraz
na rovnoramenny.

11. Zobraz P na nevlastni tak, aby se zachoval pomér na pfimce AY a kruznice.

12. Dokaz, ze PA | BC. Zobraz rovnobézku s BC prochézejici bodem A na ne-
vlastni a ukaz, ze pak je P také nevlastni.

13. Zobraz ABCD na kosoc¢tverec a zachovej kruznici vepsanou.
14. Zobraz tak, aby se zachovala kruznice a ziskal jsi z ABCD kosoctverec.

15. Necht I je stfedem w a F je bod dotyku w se stranou BC. Zobraz EI a KL
na rovnobézky a zachovej poméry a kruznici.

16. Zobraz PQ a UV na rovnobézné a zachovej kruznici. Rozmysli si, Ze pravy
thel mezi RS a UV se zachova, protoze se zachovava symetrie podle UV.

17. Oznac¢ K prusecik CB N EF. Zobraz AK na nevlastni.

18. Zobraz C na nevlastni a zachovej poméry. Nasledné srovnej afinnim zobraze-
nim.

19. Posli A na nevlastni.

20. Zachovej kruznici a zobraz A na nevlastni.

21. Ukaz, Ze umi$ vSechny povolené konstrukce na sebe prevést néjakou kolineaci.

22. Dokresli Thaletovu kruznici nad AD. Zobraz BC' a AD na rovnobézky a za-
chovej tuhle kruznici.

32. Oznaé Aj prusecik AA; s BC. Obdobné By a Cs. Dokaz, ze (A, B, A3,C) =
(B1,A, Bs,C). Promitni oba tyto dvojpoméry na ¢&tyfthelnik ABCX, kde X je
hledanym bodem na kruznici.

33. Ozna¢ K = A1CoNB1 Ay a L = C1 AsNBCy. Zkus ukézat, ze (Ag, X, K, By) =
(L7Z7 OQaBl)'

34. Ozna¢ X prusecik AB a CD. Dokaz, ze (X, A, My, B) = (X, A, M;3, B). Pro-
mitni (X, A, My, B) na BC skrz bod D. Nésledné na CD skrz bod A. Obdobné
promitni dvanactkrat.

, L |AX .
41. Zobraz BC na nevlastni. Pomér ﬁ se zachova.

42. Pfeved pomoci tvrzeni dvé ze 7 na tlohu, co chce dokézat, Ze je néjaky svazek
harmonicky. Jakoukoli pfimku zobraz na nevlastni a vSimej si symetrii.

43. Pfeved na podminku, Ze je svazek harmonicky. Zobraz BC' na nevlastni a neboj
se, ze je nevlastni pfimka soucast harmonického svazku. Pokud ¢tyti primky tvori
harmonicky svazek, tak kazdou dalsi pfimku protnou v harmonickém svazku.

44. Dokresli ¢tvrtého do party k B, D, C a vyuzij tvrzeni ,dvé ze tii“.
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45. Protahni polopfimku i na druhou stranu a pouzij ,,dvé ze t¥i“.

46. Vyuzij promitaci tvrzeni z bodu Y. S jeho pomoci je tloha ekvivalentni
s H(B, X, K, E). Ted uz je tloha lehkou kofisti pro kolineaci.

51. Preved na harmonicky a vyuzij symetrii harmonickych ¢tvefic.

52. Promitni tthel na kruznici a preved lohu na tvrzeni o rovnobéznosti. Zobraz
A na nevlastni.

53. Vyber si dvojici uhll, o které chces dokazat, ze jsou stejné. Zobraz je na kruz-
nici a preved tim thlovou podminku na rovnobéznost. Pak uz mizes pouzit kolineaci.

56. Zobraz pomoci tvrzeni trojuhelnik s kruznici vepsanou ABC na rovnostranny.

56. Pomoci tvrzeni trojuhelnik s kruznici vepsanou zobraz trojihelnik na rovno-
stranny.
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Projektivni geometrie |l -
Naprosto nesouvisejici diagramy

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava druhy dil seridlu o projektivni geometrii. V prvnim dile
jsme se seznamili s afinnimi zobrazenimi, dvojpoméry a s tim, jaké to je, kdyz se na
obrazek koukame z jiného thlu pohledu — pomoci perspektivy a kolineace. V tomto
dile si ukdZzeme, Ze se nemusime omezovat jen na koukani se na obrazek jinak, ale
7ze nékdy jej mizeme uplné cely prekreslit. Zacneme trochu komplexnéji, poté si
ukdzeme, Ze inverzi mozno minit je i néco jiného nez slov poradi ve vété Spatné.
Dale se vyddme na vypravu az k polim a nésledné zavedeme dualitu. Zjistime, ze
ve spravném slova smyslu pfimky a kruznice miizeme povazovat za ten samy objekt.
A Ze zase v jiném kontextu miZeme zaméinovat pfimky za body a naopak.

Také bychom radi upozornili na fakt, ze druhy a tteti dil se budou zabyvat dosti
odlisnymi tématy, a tedy k pochopeni tfetiho dilu nebude potfeba pochopit dil druhy
a naopak. Ale samoziejmé nic Ti nebréni pochopit dily oba :).
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Uvod do komplexnich isel

Komplexni ¢isla si zavedeme trochu netradi¢né, a to pomoci jejich geometrické pred-
stavy.! Komplexni é&isla jsou rozsifenim ¢isel redlnych a ty si miizeme piedstavit na
Ciselné ose. Kazdy bod na této ose pak predstavuje jedno realné ¢islo. Pokud redlna
¢isla lezi na pfimce, pfirozenym rozsifenim se zda byt tedy rovina. Libovolny bod
v této roviné pak predstavuje komplexni ¢islo, pricemz pocatek bude odpovidat ¢islu
0. S ¢isly bychom ale chtéli umét délat i néjaké operace, naptiklad je scitat, naso-
bit a podobné. Je tedy trochu otazkou, jak tyto operace zavést pro body v roviné.
Mizeme se inspirovat u realnych ¢isel.

Scitani komplexnich Cisel

Zamysleme se nad tim, jak se s¢itaji redlna c¢isla. Jak jsme si uz fekli, redlné ¢isla si
mizeme pfedstavit jako body na ¢iselné ose. Na to, abychom je secetli, si mizeme
pfedstavit, Ze z poc¢atku vede do kazdého z nich sipka®. Soudet pak ziskdme jedno-
duse tak, ze dané Sipky prilozime za sebe a vysledny bod, na kterém druha Sipka
skon¢i, pak nazveme souctem. Naprosto obdobné si miZeme definovat s¢itani na
komplexnich ¢islech. Predstavime si Sipky vedouci z poc¢atku do danych dvou bodi
v roviné a za jejich soucet budeme povazovat bod, ktery dostaneme, pokud polozime
dané dvé sipky za sebe. Kdyz uz umime komplexni ¢isla s¢itat, naprosto obdobné se
muzeme podivat na odéitani. V redlnych ¢islech si mizeme vS§imnout, Ze rozdil dvou
realnych cisel ziskame, kdyz druhou Sipku pfipojime za prvni ale tentokrat jejim
Lkoncem se Sipkou“. A stejné tak to bude platit i v komplexnich ¢islech.

Poznamka 1. Vidime, Ze Sipky a body v komplexni roviné spolu souvisi. Kazdy
bod jednozna¢né urcuje Sipku od pocatku do tohoto bodu. Analogicky kazd4 Sipka
od pocatku urcuje sviij koncovy bod. Dale uvedené vlastnosti tak plati i pro vektory
i pro body, zalezi jen, jak se na to zrovna koukame. Pro rozliseni téchto dvou pohledt
se vektory bézné znaci malymi pismeny a body pismeny velkymi.

Doporuéujeme se podivat na video Mirka Olsdka (jiz vyslouzilého organizatora MKS) na toto
téma. Najdes ho na odkaze
youtube.com/watch?v=Ip69mJyF-8s.

20dborné pak mizeme potkat tuto sipku pod krycim nazvem vektor.
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u—+v

Nasobeni komplexnich cisel

Naésobeni je uz trochu zajimavéjsi. Rozmysleme si nejprve, jak by mélo fungovat
nasobeni komplexniho ¢isla redlnym. Méjme néjaké komplexni ¢islo u. Z nasi definice
s¢itani komplexnich ¢isel uz umime fict, jak by tento souc¢in mél vypadat. Naptiklad
2u = u + u, tedy 2u, vznikne ,natdhnutim“ Sipky odpovidajici u dvakrat. Obdobné
3u, 4u, %u, —3u by bylo natdhnutim Sipky wu tolikrat, kde natdhnuti —3krat si
muzZeme predstavit jako preklopeni sipky podle pocatku a pak ,natazeni® prislusnou
jiz kladnou realnou konstantou — v tomto pfipadé 3.

Uz tedy vime, jak se nasobi komplexni ¢islo redlnym. Diky komutativité se na to
mizeme podivat z druhé strany. Misto toho, abychom se na dané nasobeni divali jako
nasobeni komplexniho ¢isla s redlnym, podivejme se, co se déje, kdyz vynasobime
realné Cislo komplexnim? No nejprve se Sipka urcujici dané realné ¢islo otoci kolem
pocatku o tuhel, ktery komplexni ¢islo u svird s redlnou osou, a poté se vynasobi
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velikosti u. Z toho uz muzeme odvodit, jak bude fungovat obecné nasobeni dvou
komplexnich ¢isel. Méjme komplexni ¢islo v a chceme ho vynésobit ¢islem u. Pak toto
nasobeni bude s Sipkou v délat to samé jako pfedtim nasobeni realného cisla ¢islem
u. Tedy nejprve Sipku do v otoci o tthel mezi u a kladnou redlnou poloosou a poté
Sipku velikosti v vynasobi velikosti u. Obecné tedy pro nasobeni dvou komplexnich
Cisel plati, Ze nasobeni s¢itd uhly, které dané dvé Sipky sviraji s realnou osou, a
nasobi velikosti. Obdobné déleni bude odé¢itat thly a délit velikosti.

Definice 2. Méjme komplexni ¢islo x, pak symbolem T znac¢ime komplexné sdru-
zen€ cislo k x a jde o komplexni ¢islo, které dostaneme preklopenim = v osové
soumeérnosti podle realné osy.

Poznamka 3. MiZes si rozmyslet, Ze komplexni sdruZzovéani je distributivni prak-
ticky na vSem. Napriklad pro komplexni ¢isla u a v plati, Ze w-v = u - v nebo
u+v=u+mv.

Cviceni 4. Rozmysli si, Ze redlnd ¢isla jsou pravé ta, pro kterd plati x = Z. A Ze
soucin 27 je vzdy kladny realny.

Definice 5. (velikost komplexniho &sla) Velikosti komplexniho ¢isla z nazveme?

V2% a budeme ji znadit |z| (z pfedchoziho cvi¢eni vime, Ze odmociiovana hodnota je
vzdy kladné redlné ¢islo).

Poznamka 6. Pokud jsi se uz diive setkal(a) s komplexnimi ¢isly, tato geometrickd
se komplexni ¢isla zavadéji pomoci imaginarni jednotky i, ktera je definovana jako
feseni rovnice 22 = —1. PfestoZe toto zavedeni k pochopeni seridlu potieba nebude a
vystacime si pouze s geometrickou predstavou komplexnich ¢isel, nastinime alespon,
jak spolu dané dva pohledy souviseji a ze se vlastné jedné o tutéz véc. Pokud bychom
si v nasi komplexni roviné definovali soufadnicovy systém, pak imaginarni jednotka 4
by se nachézela na soufadnicich [0, 1]. Ve skole se zavadi komplexni ¢isla jako vSechna
disla ve tvaru a + bi, kde a, b jsou realna é&isla. Cisla a, b tak odpovidaji soufadnicim
komplexniho ¢isla v dané komplexni roviné. Dale se typicky definuji algebraické
vlastnosti komplexni ¢isel — napfiklad plati, Ze (a+bi) + (¢ +di) = (a+¢) + (b+d)i
nebo (a+bi)(c+di) = ac—bd+ (ad+bc)i. Tyto vlastnosti si jiz dokazovat nebudeme,
protoze pro nas nebudou potfebné. Ale muZes si rozmyslet, ze z geometrické definice
komplexnich ¢isel plynou i tyto vlastnosti.

Komplexni dvojpomér

V prvnim dile seridlu jsme si definovali dvojpomér na riznych objektech. Zkusme
dvojpomér bodt na pfimce zapsat v feci komplexnich ¢isel. Méjme ¢tyti riiznd kom-

3Muzes si vSimnout, ze velikost komplexniho &isla tak odpovidéa velikosti vektoru, ktery dané
komplexni ¢islo urcuje.
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plexni ¢&isla A, B, C, D na piimce, pak dvojpomér (4, B, C, D) je roven
(B—A)(D-0C)
(C—B)(A-D)’

Pokud A, B, C, D lezi na piimce, pak velikost vysledného komplexniho ¢isla bude
rovna standardnimu dvojpomeéru. Zarovei vSechna ¢isla B— A, D—C,C—B, A—D
sviraji s redlnou osou stejny thel a. Vysledné komplexni ¢islo bude tedy s redlnou
osou svirat thel 2o — 2o = 0, takze bude realné. Orientace rozdilta je stejna jako
orientace usecek v definici z prvniho dilu, takze znaménko se také shoduje. Na pfimce
se tedy komplexni dvojpomér tiplné shoduje se standardnim.

Tim, ze vyuzivame komplexni ¢isla, se uz nebudeme omezovat na body na pfimce.
Timto vyrazem tedy znacime komplexni dvojpomér obecné ¢tvefice komplexnich
Cisel. Zkus si rozmyslet, Ze tyto dvojpoméry jsou i v komplexnim tvaru jednoznacné,
takze (A, B,C,X) = (A,B,C,Y), pravé kdyz X =Y.

Pro body, co nelezi na pfimce, bude hodnota jejich dvojpoméru rovna néjakému
komplexnimu ¢islu. Nas ale bude vic zajimat, kdy miize hodnota dvojpoméru vyjit
realné ¢islo. Uz vime, Ze to plati pro ¢tyfi body na pfimce. Pojdme se podivat kdy
jindy.

Tvrzeni 7. Realnou hodnotu dvojpoméru mayji ¢tytri komplexni cisla, pravé kdyz
lezi vSechny na jedné primce nebo kruznici.

Diikaz. Vsimni si, Ze komplexni ¢islo X — Y urcuje smér primky XY. Oznacme
podily k = % al = %. Pokud vynasobime ¢islo C' — B ¢islem k, dostaneme
komplexni ¢islo B — A. TakZe z ndsobeni komplexnich ¢isel svira & s redlnou pfimkou
stejny thel, jako je tithel mezi pfimkami BC a AB. Aby vysledny dvojpomér byl
realny, musi svirat k a £ s redlnou pfimkou thly «, respektive 5 takové, ze a+ 5 =0
modulo 180°. TakZe tato podminka je ekvivalentni s tim, Zze v ¢tyfahelniku ABCD
je soucet protilehlych ahla 180°, tedy ABCD z obvodového thlu lezi na kruznici
nebo na pfimce. O

Poznamka 8. Zbylé piipady poradi bodu se daji vyfesit analogicky, nebo cely
problém tuhlit orientované.



V dalsi ¢asti seridlu se ndm pravé z tohoto divodu bude hodit vnimat kruznice a
primky dohromady jako ten samy objekt.

Ruizna rozsifeni rovin

V prvnim dile jsme si zadefinovali rozsifeni roviny R?. V tomto dile se budeme zaby-
vat podobnym rozsifenim komplexni roviny. K této roviné pridame jeden nevlastni
bod v nekone¢nu, budeme ho znacit co. VSechny primky pak budou timto bodem
prochézet. Rovnobézné primky se tedy ,dotykaji* v tomto nevlastnim bodé. Toto
rozsifeni nazveme projektivni komplexni ¢isla*.

Pfimky tak mizeme vnimat jako kruznice se stfedem v nekonecnu. Mize se Ti
zdat divné, zZe stied takové kruznice pak na ni lezi. To je tim, ze v projektivnim svété
stfed kruznice neni bodem, ktery by byl pro kruznici zajimavy.

Dodefinujeme si jak se komplexni sdruzeni chova s nevlastnim bodem &6 = occ.

Poznamka 9. Existuje diivod, pro¢ jsme ted pfidali jen jeden bod, ale v prvnim
dile celou pfimku. Obecné k prostoru dimenze d potiebujeme pridat prostor dimenze
d—1, aby se z néj stal projektivni. V prvnim dile jsme méli rovinu, kde je kazdy bod
dan dvojici redlnych cisel neboli mé dimenzi dva. Tady si sice kreslime komplexni
¢isla zase do roviny, ale kazdy bod ndm urcuje jedno komplexni ¢islo, méa tedy dimenzi
jedna.

Poznamka 10. Doplnime si, jak se chovd komplexni dvojpomér s nevlastnim bo-
dem. Analogicky jako v prvnim dile zdegeneruje do poméru

B-A A-B

(A,B,C,oo):—ciB oyt

Dévej pozor, ze opravdu vyuzivame jiné rozsifeni nez v prvnim dile. Taky se mtize
stat, ze budeme rozsifeni kombinovat. Nejdfive si tfeba pfidame jeden nevlastni bod,
pak chvili budeme pracovat s timhle rozsifenim, nasledné ho smazeme a pfidame
nevlastni primku. Takové ptridavani a odebirani bodti je vétSinou v potadku, jen je
obcas potfeba si dat pozor, ze tim opravdu neztracime zadné informace. Treba kdyz
by tloha tvrdila, ze néjaké ¢tyri nevlastni body tvori harmonickou ¢tvefici, tak si ji
musime nejdfive nékam promitnout, nez na ty body zapomeneme.

Primky a kruznice v tomto novém svété budou tak moc podobné, Ze si zavedeme
pojem pro objekt, ktery je pfimkou nebo kruznici. Takové objekty budeme nazy-
vat kruZimky®. V&imni si, ze kdykoli mame trojici bodii, tak existuje pravé jedna
kruzimka, kterd jimi prochézi. Z pfedchoziho tvrzeni jesté navic vime, ze ¢tyfi body
maji redlnou hodnotu komplexniho dvojpoméru, pravé kdyz lezi na kruzimce. Z toho
plyne nasledujici tvrzeni.

4Také se oblas nazyva invertivnd rovina &i komplexni projektivni primka.
5 Anglicky se nazyvaji clines.
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Tvrzeni 11. Méjme zobrazeni f projektivnich komplexnich ¢isel takové, ze Ctyfri
body mayji realnou hodnotu komplexniho dvojpomeéru, pravé tehdy, kdyz jejich ob-
razy maji realnou hodnotu komplexniho dvojpoméru. Pak toto zobrazeni zobrazuje
kruzimky na kruzimky. Specialné pokud néjaké zobrazeni zachovava dvojpomeéry,
tak zobrazuje kruzimky na kruzimky:.

Diikaz. Ozna¢me A, B, C tfi body v komplexni roviné. Pak body X, pro které
(A, B,C, X) je realné, jsou pravé ty body, které lezi na kruzimce prochézejici body
A, B, C. Pro kazdé takové X tedy plati, ze (f(A), f(B), f(C), f(X)) je redlné. Z toho
ale plyne, ze f(X) lezi na kruzimce uréené body f(A), f(B), f(C). Takze obrazy
vSech bodl na pivodni kruZzimce lezi na nové kruzimce. Ale protoze jsme chtéli,
aby byl redlny pravé tehdy, tak muzeme tento argument aplikovat i obracené. Za-
¢neme cilovou kruzimkou a zobrazime ji zpét. Tim dostaneme, Ze vysledkem tohoto
zobrazeni je opravdu cela kruzimka, a ne jen jeji cast. O

M@obiovska zobrazeni

Néktera standardni zobrazeni v roviné se daji snadno popsat pomoci komplexnich
Cisel.
(i) Posunuti je jen pii¢teni néjakého komplexniho éisla. Takze f(x) = x + ¢,
kde ¢ je komplexni.
(ii) Stejnolehlost se stfedem v pocatku je vyndsobeni redlnym éislem. Takze
f(x) = rz, kde r je realné.
(iii) Rotace se stfedem v pocatku je vyndsobeni néjakym komplexnim &islem,
které m4 velikost jedna. Takze f(x) = kz, kde |k| = 1.
(iv) Spiradlni podobnost se stifedem v pocatku je vyndsobeni obecnym kom-
plexnim ¢islem. TakZe f(z) = cx pro ¢ komplexni.

Rozmysli si, ze vSechna zatim zminéné zobrazeni zachovavaji komplexni dvoj-
pomeéry. Zaméfime se jesté na jednu funkci v komplexnich c¢islech. Konkrétné na
komplexni inverz

1
x)=—.
fl@) = -
Toto zobrazeni neni definované pro x rovné poc¢atku nebo nevlastnimu bodu, takze
si ho rozsifime tak, ze f(0) = oo a f(o0) = 0.
Tvrzeni 12. Komplexni inverz zachovava dvojpomdéry.

Dikaz. Do vzorce pro vypocet komplexniho dvojpoméru dosadime c¢tvetici %7 %,

bk
-2 G-2) () (GH) _A-BC-D) _(B-AD-0)
G503 GG E-O0-H ©-BA-D)



Takze pro kazdé ¢tyti body A, B, C, D plati (A,B,C,D) = (%,%,%7%). Pro
uplné dokonceni ditkkazu je potfeba si rozmyslet, ze tuto vlastnost spliuje, i kdyz
jeden z bodi je nevlastni. a

7 tohoto tvrzeni, jak uz vime, plyne, Ze komplexni inverz zobrazuje kruzimky na
kruzimky. To ndm dava lepsi geometrickou predstavu, jak se komplexni inverz chova.

Prohlédnéme si nyni nas arzenal komplexnich funkci, které zachovavaji dvojpo-
méry, a tedy i kruzimky:

(i) fi(z) =z +c
(i) fa(z) = cz,
(i) fa(x) = ;-
Komplexni ¢islo ¢ zde muze byt libovolné. Vsechny funkce, které vzniknou jejich
sloZzenim, pak také zachovavaji dvojpomeéry i kruzimky. Témto funkcim se fika Mo-

biovskd zobrazeni®.

Tvrzeni 13. Vsechna Mdobiovska zobrazeni se daji zapsat ve tvaru linearni lomené

funkce ?;fig, kde a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla. A vSechna zobrazeni tohoto tvaru,

ktera jsou bijektivni, urcuji Moébiovska zobrazeni.

Tvrzeni 14. Mé&jme komplexni ¢éisla A, B, C, A’, B’, C'. Pak existuje pravé jedno
Mbobiovské zobrazeni, které zobrazuje A — A', B— B’ a C — C".
Dikaz. Takové zobrazeni musi zachovavat dvojpoméry neboli pro vSechna X plati,
ze (A,B,C,X) = (A", B’,C",X"). Z jednozna¢nosti dvojpomérii existuje nanejvys
jedno zobrazeni, které tuto podminku spliiuje. Vyjaddiime X’ ze vztahti
(A,B,C,X)=(A",B,C", X',
(B-AX-C) B -A)X-C)

(C-B)(A-X) (C'-B)A-X')

Komplexni ¢isla A, B, C, A’, B/, C’ jsou pro nds néjaké konstanty. Pfevedeme oba
zlomky na stejnou stranu. Po roznasobeni vyrazu jmenovateli a roznasobeni zavorek
tedy dostaneme vyraz ve tvaru:

U1XX/—|—u2X—|-U3X/ 4+ ug =0,

kde ui, us, uz a uy jsou néjaké konstanty v komplexnich ¢islech, protoze vznikly
nasobenim a s¢itanim konstant. To ale umime upravit do tvaru

’Ul(X—‘r’Uz)(XI +U3) —v4 =0

pro néjakd konstantni vy, ve, v3, v4. Z toho uz umime vyjadiit X':

V4
X +wv = ——,
( 2 v1(X + v2)
Vg
X =— —
”Ulevl Y3,

6Pro geometrickou piedstavu doporu¢ujeme video youtube.com/watch?v=0z1fIsUNhO4.
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coz je tvar néjaké linedrni lomené funkce, takze se jedna o Mobiovské zobrazeni. [

Dokonce vSechna prosta zobrazeni zachovavajici dvojpomeéry v komplexnich ¢is-
lech jsou Mobiovska. Rozmysli si, Ze z tvrzeni 14 plyne, ze pokud se dvé Mobiovska
zobrazeni shoduji na obrazu tfi rtiznych bodt, tak uz se shoduji na vSech bodech.

Inverze

Podivejme se znovu na zobrazeni % To kazdému komplexnimu ¢islu pfifadi jiné kom-
plexni ¢islo, které svira s readlnou pfimkou opacny tihel. TakZe pokud toto zobrazeni
slozime s preklopenim podle redlné pfimky, bude navic spliovat, ze pfimka vedena
body x a f(z) vzdy prochazi po¢atkem. Toto zobrazeni si jesté obohatime o stej-
nolehlost se stredem v pocatku, vyslednym zobrazenim se stane inverze. Protoze
vznikne slozenim s komplexnim sdruzenim, nejedna se jiz o Mbiovské zobrazeni.

Definice 15. Inverzi nazveme zobrazeni projektivnich komplexnich ¢isel ve tvaru

f2) = (’“) — /7,

T

kde k je realné ¢islo, kterému fikame koeficient inverze. Protoze si muzeme pocatek
vZdy umistit v roviné, kam chceme, zadefinujeme si stied inverze jako bod, ktery
budeme povazovat za pocatek.

Vsimni si, ze pokud je koeficient ve tvaru a-b, pak inverze zobrazi komplexni ¢islo
o velikosti a na komplexni ¢islo o velikosti b a obracené.

Tvrzeni 16. Mé&jme inverzi s kladnym koeficientem k, pak mnozZina pevnych bodii
je kruznice.

Diikaz. Hleddme viechna X takové, ze k/X = (£) = X neboli XX = k. Cislo
XX jerovno | X|?, takze | X| = v/k. Mnozina viech takovych X tedy lezi na kruznici
se stfedem 0 a polomérem k. Rozmysleme si, Zze pro kazdy bod této kruznice uz
pak plati, Ze se zobrazi sém na sebe a mnozinou vsech takovychto bodi je skutecéné
celd kruznice. ]

Z tohoto duvodu se inverzi ¢asto fikéa kruhovd inverze. A ¢asto se nedefinuje svym
stfedem, ale pravé touto kruznici. Oba pohledy na inverzy maji riznd vyuziti. VSimni
si, Ze kruhovéa inverze se omezuje jen na kladné koeficienty. Na druhou stranu se da
rozsifit kruhova inverze o inverzi podle pfimky. Chceme néjaké Mobiovské zobrazeni
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s komplexnim sdruzenim, které bude mit jako mnozinu pevnych bodt primku. Tim je
preklopeni podle dané pfimky. Pokud tedy budeme mluvit o inverzi podle kruzimky,
muze dana kruzimka byt i pfimkou a pak se jedna o preklopeni.

Vsimni si, Ze ted pod pojmem inverze myslime dvé zobrazeni. Jedno je inverze
dané stfedem a koeficientem. Ta neumi inverzi podle pfimky. Druhé je inverze podle
kruzimky. Ta pro zménu nepovoluje inverze se zapornym koeficientem.

Tvrzeni 17. Inverze zobrazuje kruzimky na kruzimky.

Dikaz. Stadi si v8imnout, ze k/x zobrazuje kruzimky na kruzimky a pfeklopeni
také.

Zkusme si ale rozmyslet, co se déje s dvojpoméry po inverzi. Zobrazeni % je za-
chovéa. Zbyva aplikovat komplexni sdruzeni. Tim se akorat na vysledny dvojpomér
aplikuje komplexni sdruzeni. To znamena, Ze inverze zachovava readlné hodnoty kom-
plexnich dvojpomérti a komplexni hodnoty komplexné sdruzi. (]

Pozorovani 18. V inverzi je obrazem kruznice prochazejici poc¢atkem piimka,
protoze se zobrazi na kruzimku prochazejici nevlastnim bodem.

Tohle pozorovani je jeden ze zdkladl, k cemu se inverze bézné v geometrii da
pouzit. Pokud tloha obsahuje pfili§ mnoho kruznic prochézejicich jednim bodem,
tak je inverzi mizeme se stfedem v daném bodé zménit na piimky. Pojdme si to
ukazat!

Priklad 19. Mé&jme ¢tyfi kruznice «, 3, 7, 0 takové, ze zadné dvé se neprotinaji
a «a se dotykd B v A. Obdobné se § dotykd v v B, kruznice 7 se dotykd d v C a
konecéné § se dotykd o v D. Dokaz, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruZnici.

Reseni. Ulohu zinvertujeme se stfedem v D. Z kruznic a a § se stanou pifmky.
Protoze se dotykaji, stanou se z nich rovnobé&zné pfimky o’ a ¢’. KruZnice S se
zobraz{ na kruznici, co se dotykd o’ v A’. KruZnice «y se zobrazi na kruZnici, kter4 se
dotykd ¢’ v C" a 8’ v B’. Chceme ukézat, ze A’, B’, C', D’ lezi na jedné kruzimce,
ale D' je nevlastni, takze chceme, aby A’, B/, C’ lezely na primce.

Uvéazime stejnolehlost se stiedem v B’ zobrazujici 8’ na +. Stejnolehlost zacho-
vavé rovnobézky, takze zobrazi o’ na ¢'. TakZe zobrazi i A’ na C’. To ale znamen4,
7e B’ lezi na ptimce A’C’, coZ jsme chtéli dokézat.
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Uloha 20. M¢jme dvé kolmé piimky p, ¢ s prisecikem O. Kruznice w; a ws maji
stfed na p a prochézi O. KruZnice wy a wy maji stfed na q a prochazi O. Ozna¢me
pruseciky ruzné od O kruznic A = wy Nwe, B =wsNws, C =w3Nws a D = wsNwy.
Dokaz, ze A, B, C, D lezi na jedné kruznici.
Uloha 21. Je dén trojuhelnik A; Ay A3 a sedm kruznic wy,ws, . . . , wy, které splituji
nasledujici dvé podminky:

(i) kruznice wy prochdzi body A; a As, kruznice wy body As a As, kruznice ws

body A3 a A; a tak dale, az kruznice wy prochazi body A; a As,

(ii) kruznice w; a w;y1 maji vnéjsi dotyk pro vSechna i € {1,2,...,6}.

Dokaz, ze kruznice wi a wr splyvaji.

Tvrzeni 22. Pokud je P stiedem inverze a ¢arkami znacime obrazy bodi, pak

plati |[<ABP| = |<B'A'P|.
Dikaz. ZapiSseme thel pomoci dvojpoméru s nevlastnim bodem. Komplexni ¢islo
(A, B, P,o0) = % svird s redlnou primkou tthel <ABP. Po inverzi se dvojpomér

komplexné sdruzi, takze
(A,B,P,o0) = (A", B’,00, P).

Nasledné vyuzijeme permutovani dvojpoméri z prvniho dilu a nakonec upravime
znovu pomoci dvojpoméru s nevlastnim bodem

—_ 1 B - A
A B’ P=l————)=(—=——F].
(A, B, 00, F) ((P,A’,B’,oo)) <P—A’)
Komplexni sdruzeni neméni velikost sviraného thlu. Vysledné komplexni ¢islo tak
svira s realnou osou thel <B’A’P. Takze |<<ABP| = |<B'A'P|. O

Poznamka 23. Vsimni si, Ze z toho plyne, Zze body A, B, A’, B’ lezi na kruznici
pro vSechna A, B.

7Standardni dtikaz tohoto tvrzeni je pfimocaré vyuziti mocnosti, protoze ji ale v seridlu moc
nevyuzivame, ukazeme si méné tradi¢ni dikaz.
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Poznamka 24. VSimni si, Ze z pfedchoziho dikazu se d4 zjistit vlastnosti néjakych
pomeért po inverzi. Protoze k dokdzani ihlu vyuzivame silnéjsi podminku.

vvvvv

thly. Obcas se uz muze dokonce vyplatit vyuzit inverzi, i kdyz v zadani Zadn&
kruznice neni. P¥i invertovani se hodi si rozmyslet, kolik tak kruznic navic nam
z primek vznikne a jestli spi§ pomtzou, nebo uskodi. Pfimky, na kterych lezi jen dva
body, jako tfeba strany trojuhelnika invertovat nemusime, protoze nam nedavaji
zédnou informaci navic.

Uloha 25. M¢jme kruznice w; a wo, které se protinaji v bodech A, B. Na pfimce
AB lezi bod O. Kruznici se stfedem O a polomérem |OA| oznacime 2. Déle necht 2
protind w; v bodech A, Xy. Pfimka XA protne ws v X7. Analogicky, €2 protne wy
v A, Yy. Primka Yy A protne wy v Y7. Prisecik € s primkou AB rtzny od A oznac¢ime
Z. Dokaz, 7e |[<ZX,A| = |[<ZY1 A|.

Uloha 26. (Shooting lemma) Méjme kruznici w a na ni tétivu AB. stfed oblouku
AB ozna¢ime S. Uvazme dvé piimky p, ¢ prochazejici S. P¥imka p protne w podruhé
v Xo a BC' v X1. Obdobné ¢ protne w podruhé v Yy a BC' v Y;. Dokaz, ze Xy, X1,
Yo a Y7 leZi na kruznici.

Uloha 27. Je dan pravothly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C a
uvnitt¥ jeho stran AC, BC po fadé body D, E. Dokaz, ze paty vysek z bodu C na
primky AB, AE, BD, DFE lezi na jedné kruZnici.

Uloha 28. Necht se kruznice k, [ se stiedy S, T protinaji ve dvou riiznych bodech
A, B. Necht pfimka AS protind [ v bodé C # A. Necht pfimka AT protiné k v bodé
D # A. Dokaz, ze pfimka AB prochdzi stfedem kruZnice opsané trojahelniku AC'D

Uloha 29. (IMO 1996) Necht P je bod uvniti ABC takovy, Ze
|<APB| — |<ACB| = |<<APC| — |<ABC|.

Dokaz, ze osy uhli <ABP a <ACP protinaji pfimku AP v jednom bodé.

Tvrzeni 30. Méjme v roviné kruznici w a bod A, ktery na ni nelezi. Pak existuje
inverze se stiedem v A takova, Ze obraz w je znovu w. Neboli Ze existuje inverze,
ktera kruznici w , preklapi® skrz bod A.

Diikaz. Oznacme P stfed w. Uvazme piimku prochézejici skrz body PA. Ta protne

w v bodech X, Y. Pak existuje inverze, se stfedem A a koeficientem |AX]| - |AY|

zobrazujici X — Y. KruZnice w je symetrickd podle pfimky AP. Protoze P na téhle

piimce leZi, bude i vysledna kruZnice w’ symetrickd podle AP. TakZe i vysledné

kruznice je kruznice nad primérem XY (|
12



Poznamka 31. Koeficientu takové inverze se stiedem v A, kterd w ,,preklapi“, se
také ¥ikd mocnost bodu A ke kruznici w.

Dvojpoméry na kruznicich

Komplexni dvojpomér jsme navrhli tak, aby se shodoval se standardnim dvojpo-
meérem na piimce. Jenze v prvnim dile jsme si definovali dvojpomér i na kruznici.
Komplexni dvojpomér na kruznici nam vysel redlny, ale chovaji se obé definice na
kruznici opravdu stejné? Jen pro rozliSeni v této ¢asti budeme znacit na chvili definici
dvojpoméru z prvniho dilu pomoci hranatych zavorek [A4, B, C, D].

Uvazme ¢&tyii komplexni éisla A, B, C, D lezici na kruznici. Pak libovolné in-
verze se stfedem S na w zobrazi w na néjakou primku. Na této pfimce vime, ze se
nase dvé definice chovaji stejné. Oznacime-li tedy ¢arkami obrazy v této inverzi, pak
(A", B',C",D") = [A,B',C’, D']. Protoze inverze zachovava redlné hodnoty kom-
plexnich dvojpomeérty, tak plati (A’, B’,C’,D’) = (A, B,C, D). Z prvniho dilu vime,
ze dvojpomeér na kruznici ziskdme pomoci projekce néjakého dvojpomeéru na piimce
skrz bod na kruznici. Neboli

[A',B',C",D'| = [SA',SB',SC",SD'] = [A, B, C, D).

Posledni rovnost plyne z toho, zZe v inverzi plati, ze S, X a X’ lezi na piimce. TakzZe
[A,B,C,D] = (A,B,C, D). O
13



A/ B/ C/ D/

Takze uz muzeme v klidu pouzivat dvojpoméry na kruznicich a nemusime se
odkazovat na to které, protoze se obé& definice chovaji stejné. Pojdme se s timto
novym vzhledem znovu podivat na harmonické ¢tytithelniky.

Jak uz z prvniho dilu vime, harmonické ¢tyttuhelniky jsou ty, které maji hodnotu
dvojpoméru rovnou —1. Pojdme se podivat, co nového o nich vime, kdyZ vyuzijeme
komplexni dvojpomeér.

Tvrzeni 32. Pro harmonicky ¢tyrihelnik plati

AB|-|CD| = |BC| - |DA.

Dikaz. To, ze je dany ¢tytuhelnik harmonicky, znamend, ze hodnota komplexniho
dvojpomeéru je rovna —1 neboli

=-1.
(C—B)-(A-D)
Takze
|B—A|-|D-C| _1
|C — B|-|A—- D] o

coz po prondsobeni |C' — B|-|A — D| davé pfesné rovnost, kterou jsme chtéli ukazat.
g

Skladame inverze

Tvrzeni 33. SloZeni dvou inverzi, které mohou mit rizné stiedy, je Mobiovské
zobrazeni.

Diikaz. Inverzi se stfedem v P mizZeme zapsat v roviné s pocatkem 0 jako

() +»

Kdyz slozime dvé takova zobrazeni, tak se dvé komplexni sdruzeni vyrusi a zbyde
néjaké linearni lomenda funkce neboli Mébiovské zobrazeni. (]
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Lemma 34. (Kouzelné inverzni lemma — KIL) Rekneme, Ze konfigurace je hezk4,
pokud obsahuje kruzimku k a body A, B, které jsou svoje inverzy podle k. Pak
pokud zobrazime hezkou konfiguraci pomoci jakékoli inverze f, dostaneme znovu
hezkou konfiguraci.

Diikaz. Cérkou zna¢ime obrazy v inverzi f.

Oznacme g;, inverzi podle k a gx inverzi podle k zobrazeného pomoci f. Dale
ozna¢me A" = f(A) a B’ = f(B). Zobrazeni f(gr(X)) je Mobiovské, protoze se
jedné o slozeni dvou inverzi. Obdobné zobrazeni gy (f(X)) je Mobiovské. Podivame
se na obraz néjakého bodu M leziciho na k.

(i) Nejprve se podivejme na zobrazeni f(gx(X)). Protoze M lezi na k, tak se
zobrazi pomoci gx(X) sdm na sebe. TakZe v tomto zobrazeni M’ = f(M).
(ii) Podle gp/(f(X)) nejdiive zobrazime M pomoci f. Tim dostaneme M’ =
f(M). Pak zobrazime M’ podle gi/. Ale protoze M’ lezi na k', tak se zobrazi
sam na sebe.
ODbé zobrazeni se shoduji na obrazech alespon t¥i bodt na k a jsou Mobiovska, takze
uz se shoduji na vSech bodech. Tedy

f(gk(A)) = g (f(A)),
f(B) = g1 (A"),
B/ = gk’ (A/)

7 &ehoz plyne, ze B’ je opravdu obraz A’ podle k’. Neboli tvori hezkou konfiguraci.
U

Priklad 35. Mg¢jme kruznici w se stifedem O a bod A vné této kruznice. Kruznice
J se sttedem A a polomérem |AO| protne w v bodech P, Q. Ozna¢me A’ invertované
A podle kruznice w. Dokazte, ze PQ je osa tsecky A’O.
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Reseni. Konstrukce tvofena kruzmici 6, bodem A a bodem v nekonenu oo tvori
hezkou konfiguraci. Tu zinvertujeme podle w. Z § se stane pfimka, protoze prochazi
stfedem w, konkrétné pfimka P(Q. Z bodu A se stane A’ a z oo se stane O. Takze
z tvrzeni KIL je O obraz A’ podle PQ. To ale uz vime, Ze je pieklopeni. Takze PQ
je osa A'O.

Poznamka 36. Z tvrzeni KIL obecné plyne, Ze pokud se tiloha zabyva jen otazkou
inverzl, mtzeme ji jakkoli zinvertovat a dostaneme ekvivalentni alohu.

Uloha 37. V trojthelniku ABC oznaéme w kruznici se stfedem A a polomérem
|AB|. Déle necht je D inverzi bodu C podle w. Jako X ozna¢me pieklopené A podle
primky D B. Nakonec budiz O inverzi X podle w. Dokaz, ze O je stfedem kruznice
opsané ABC.

Uloha 38. Mgéjme harmonicky étyfahelnik ABPC. Ozna¢me w kruznici prochéze-
jici A a dotykajici se BC v B. Analogicky €2 je kruznice prochézejici A a dotykajici
se BC' v C. Druhy prisecik w a 2 oznac¢ime X. Dokaz, ze X a P jsou osoveé soumérné
podle BC.

l.]hly mezi kruZimkami

Zadefinujeme si thel mezi dvéma kruznicemi, které se protinaji, jako thel svirany
jejich te¢nami ze spole¢ného bodu. Predstavme si to tak, Ze se podivame opravdu
blizko jejich pruseciku. Pti pfiblizeni vypadaji skoro jako primky, takze sviraji néjaky
uhel. Analogicky thel mezi kruznici a piimkou je thel mezi teénou v priseéiku
s danou primkou.

Vsimni si, ze pokud se dvé kruznice protinaji ve dvou bodech, tak v obou maji
mezi sebou stejny thel.

Tvrzeni 39. Mobiovska zobrazeni zachovavaji thly mezi kruzimkami.
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Pozorovani 40. Z predchoziho tvrzeni plyne, Ze inverze thly mezi kruzimkami
preklapi, takze také zachovava jejich velikost.

Formaélni ditkkaz tohoto tvrzeni je nad ramec seridlu. Ukazeme si ale néhled, proc
by néco takového mélo platit. Velikost tthlu je lokdlni vlastnost neboli velikost tthlu
umime poznat, af se na bod divame jakkoli blizko, nezajimé nds vzdalené okoli
v obrazku. Kdyz se podivame na Mobiovské zobrazeni ,hodné blizko“, chova se jako
afinni. Okoli bodu néjak pootoci a zachova piimky. Ale zaroven, protoze je Mobi-
ovské, zachovava kruznice. Ale vSechna afinni zobrazeni, kterd zachovéavaji kruznice,
jsou podobna zobrazeni, takze zachovéavaji i tihly.

Kolmé kruznice

Toto tvrzeni dava vzniknout kruznicim, které jsou na sebe kolmé. Ty se v mnoha
ohledech chovaji pékneé.

Tvrzeni 41. KruZnice w a § jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz obraz § v inverzi
podle w je zase §.

Dikaz. Protoze se tloha zabyva jen otdzkou inverzi, muzeme podle tvrzeni KIL
celou situaci jakkoli zinvertovat a dostaneme ekvivalentni ilohu. Zinvertujeme celou
tlohu podle jednoho priiseéiku w a 6. Tim se z kruznic stanou piimky. Obraz ¢’
podle W’ je ¢, pravé kdyz jsou tyto piimky na sebe kolmé. TakZe § se zobrazi na ¢
podle w, pravé kdyz jsou kolmé. O

Tvrzeni 42. Méjme kruznice w, 6, které se protinaji. Piimka p prochéazi stiedy
obou z nich a protinaw v A, C' ad v B, D. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Kruznice w a ¢ jsou na sebe kolmé.
(ii) Ctvefice bodii (A, B,C, D) je harmonicka.

Dikaz. Oznaéme B’ obraz B v inverzi podle w. Pak protoZe inverze zachovava
dvojpoméry, vime, ze (A, B,C,B’) = (A, B’,C,B). Z prepo¢itavani dvojpoméri
z prvnfho dilu dostaneme (A, B,C,B’) = chB). TakZe kdyZ oznac¢ime z =
(A,B,C,B’), plati z = % Tedy x je rovno 1 nebo —1. Ale kdyby = = 1, tak
A, B, C, B’ nejsou rtizné body, z ¢ehoz plyne x = —1. Takze (A, B,C, B’) je harmo-
nicka.

Tudiz (A, B, C, D) je harmonickd, pravé kdyz D = B’, coz nastane, pravé kdyz w
v inverzi zobrazi § samu na sebe neboli pravé kdyz jsou na sebe kolmé. (]
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Poznamka 43. Tento trik, ve kterém jsme projektivné zobrazili (A, B,C, D) na
néjak zpermutovanou ¢tvefici A, B, C, D a tim ukazali, Ze je harmonické, mtze obcas
usnadnit dokazovani harmonickych étveric. Zkus si podobnym zptisobem dokazat
vétu Ceva—Menelaus z prvniho dilu jen pomoci promitani dvojpoméri.

Uloha 44. Méjme kruznici w se stiedem O. Na w lezi bod S. Na poloptimce OS
lezi bod X. Déale X’ je obraz bodu X v inverzi podle w. Na w lezi bod A. Dokaz, Ze
AS je osa thlu XAX'.

Uloha 45. Méjme dvé kolmé kruznice w a d se stfedy O a S. Piimka OS protina
w v A tak, ze O lezi mezi S a A. Jeden pruseéik w a § oznacime X. Piimka AX
protne § podruhé v Y. Dokaz, ze Y.S 1. OS.

Lemma 46. Pro dvé kruznice w a §, které se neprotinaji, existuje Mobiovské
zobrazeni, které je zobrazi na soustiedné kruznice.

Diikaz. Vsimni si, ze pokud jsou dvé kruznice soustfedné, tak maji vice spolec-
nych os symetrii. Pokusime se tedy sestrojit pomoci inverzi dvé piimky, které jsou
obé kolmé na zadané kruznice. Po téchto zobrazenich uz tyto kruznice musi byt
soustiedné.

Zacneme inverzi se stfedem v jakémkoli bodé na kruznici w. Tim se z w stane
pfimka a 6 bude kruznice, kterd w neprotind. Oznac¢me S patu vysky ze stfedu
kruznice § na pfimku w. Sestrojime kruznici v kolmou na § se stfedem v S. Tu
sestrojime tak, Zze z S vedeme teény SK, SL k ¢ kruznice o poloméru |SK]| je pak
kolma na 6.

Oznac¢me p pfimku kolmou na w prochazejici S. Pak plati tyto kolmosti: p L ~,
plLlw pld v L v L w Oznatme X jeden z pruseciki v a p a invertujme se
stfedem v X. Tim se z v a p stanou kolmé piimky. Z w a § budou znovu kruznice.
Piimky ~ i p jsou na obé kruZznice kolmé neboli w a § jsou soustiedné. Toto zobrazeni
jsme dostali jako slozeni dvou inverzi, tedy je Mobiovské. (]
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Véta 47. (Steinerovo porisma) Méjme dvé kruznice w a (, které se neprotinaji
a mezi né se dé vepsat pds kruznic, které se navzdjem dotykaji. Pak at nakreslime
prvni kruznici pasu kdekoli tak, aby se dotykala w i), tak tato kruznice je soucasti
néjakého uzavieného kruznicového pasu, ktery se dotyka w i ).

(S
O

Diikaz. Protoze se tloha zabyva pouze kruznicemi a tim, jak se dotykaji, muzeme

na ni aplikovat jakékoli inverze a Mobiovskd zobrazeni. Z predchoziho lemmatu zob-

razime kruznice w a 2 na soustfedné. V takovém pfipadé mizeme ziskat jakykoli

novy kruznicovy pas pouhym otofenim jiz znamého péasu podle stfedu w. Aplikova-

nim inverzniho Mobiovského zobrazeni dostaneme zpét ptivodni konfiguraci s novym

pasem. O
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Dualita

Poznamka 48. V této ¢asti seridlu se vratime do rozsifeni roviny z prvniho dilu
a nebudeme tedy pouzivat komplexni ¢isla.

Obecny princip duality

Body a pfimky v roviné se chovaji do ur¢ité miry podobné, jenom ,obracené. Jaké-
koli dva rtizné body jednoznacné urcuji pfimku a naopak jakékoli dvé nerovnobézné
primky maji jednoznacny prisecik. V nasledujici definici si zavedeme ,,prohazovani®
pfimek a bodda.

Definice 49. Diagramem® D rozumime néjakou mnozinu piimek a mnozinu bodt.
Duélni diagram D’ pak je takovy diagram, ve kterém kazdému bodu A v D odpovida
dualni p¥imka A’ v D’, podobné kazdé piimce p v D odpovida duélni bod p’, a
navic kdykoli bod A leZi na piimce p, tak bod p’ leZi na piimce A'.

Priklad 50. M¢jme t¥i pfimky p, ¢, r prochézejici bodem A. Na p lezi bod B a
na r lezi bod C. Pf¥imku BC ozna¢me s. Zdualizuj diagram.

Reseni. Nakreslime si pfimku A’. ProtoZe p, q, r prochézeji bodem A, tak p’, ¢/, r’
lezi na A’. Tak si je dokreslime. Na p lezi B, coz znamené, %e B’ prochazi bodem p'.
Analogicky C' prochézi r’. Jako s je oznacena piimka BC| takZe v dudlnim diagramu
je s’ prusecik B, C".

8Vite, kolik vazi jeden Fecky bith? — Jeden diagram :D.
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Cviceni 51. Zkus si prekreslit nasledujici obrazek tak, ze nahradis pfimky za body.

V dosavadnich ptikladech jsme dualizovali pouze kone¢né diagramy. V néasledujici
sekci si ukazeme, ze toho ve skutecnosti mizeme dualizovat mnohem vic. Ukaze se,
ze cela projektivni rovina je sama k sobé duélni.

Tento pohled na dualitu budeme v dalsich kapitolach dost vyuzivat, takze jestli
se citi§ trochu nejisté, zkus si prekreslit néjaké dalsi obrazky. Ted si ukdzeme, jak
takovéto prohozeni bodu a pfimek celé roviny udélat. Geometricky si popiseme, jakou
presné piimku pfifadime kterému bodu.

Definice 52. (skaldrni sou¢in) Uvazme rovinu s po¢atkem P a v ni dva body A a
B rizné od pocéatku. Bod B kolmo promitneme na pfimku PA a projekci oznac¢ime
By. Pak skaldrni soucin A - B definujeme jako souc¢in PA - PBy, kde vzdélenosti
bereme orientované, tedy pokud P lezi mezi A, By, bude hodnota skalarniho souc¢inu
zdpornd. Rozmysli si, Ze to mZeme zapsat jako A - B = |PA| - |PB|cos(a), kde «
je thel mezi PA a PB. Z toho si vSimni, ze je skalarni soucin symetricky neboli
A-B=B-A

Polary

Nyni uz mame néstroj, ktery ndm umoziuje splnit nasi myslenku obecné duality.
Bodu A v roviné pfifadime mnoZinu A’ viech bodt X spliiujicich A-X = 1. Projekce

vsech takovych bodi na polopfimku PA musi mit velikost \P71A|' Ozna¢me B bod na
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polopfimce PA takovy, ze |PB| = \P71A|‘ Pak A’ obsahuje vSechny body na piimce
kolmé na P A prochézejici bodem B. Takze jsme bodu A pfiradili pfimku A’. Piimka
A’ se nazyva poldrou A a bod A se nazyva polem A’. Pro kazdou primku, ktera
neprochazi pocatkem, existuje pol.

Tvrzeni 53. Necht D znadi diagram obsahujici viechny body v roviné kromé po-
Catku, a vSechny primky v roviné neprochazejici poc¢atkem. Pak zobrazeni, které
zobrazi kazdy bod na jeho polaru a kazdou primku na jeji pdl, definuje dualitu
diagramu D se sebou samotnym.

Diikaz. Uvazme bod A a piimku p diagramu D tak, ze A lezi na p. Potfebujeme
dokézat, ze p’ lezi na A’. JelikoZ A lezi na polare bodu p’, tak A-p’ = 1. To z definice
polary bodu A souc¢asné znamena, ze bod p’ lezi na polaie bodu A neboli na A’.° O

Cviceni 54. Rozmysli si, Zze pokud dodefinujeme polaru pocatku jako nevlastni
pfimku a polaru jakéhokoli nevlastniho bodu A jako pfimku prochéazejici pocatkem
kolmou na smér A, tak dostaneme dualitu celé projektivni roviny se sebou samotnou.

Podobné jako jsme inverzi skladali se stejnolehlosti a koeficientu dané stejnoleh-
losti fikali koeficient inverze, budeme i dualitu skladat se stejnolehlosti. Vznika nam
tim pojem koeficient duality.

Definice 55. Definujeme polarovou dualitu se stfedem v P. Posuneme P do po-
¢atku. Pak tato dualita bude definovana tak, Ze bodu A pfifadi mnozinu vSech bodu
X takovych, ze A- X =k, kde k je nenulové redlné ¢islo, kterému fikdme koeficient
duality.

Tvrzeni 56. Méjme v roviné body A, P a piimku p, ktera jimi neprochazi a je
kolma na AP. Pak existuje dualita se stfredem P, kterd zobrazi A na p.

Polary podle kruznice

Vsimni si, ze polarova dualita s kladnym koeficientem k zobrazi bod, ktery lezi na
kruznici se stiedem v po¢atku a polomérem vk, na p¥imku prochézejici danym
bodem, ktera je te¢nou k dané kruznici.

Analogicky jako jsme mohli pouzivat pojem inverze podle kruZznice, mizeme nyni
pouzivat pojem polarovéa dualita podle kruznice.

Tvrzeni 57. Méjme bod A vné kruznice w. Oznacme X, Y body dotyku tecen
vedenych bodem A ke kruznici w. Pak XY je polarou bodu A podle w.

Diikaz. Vime, ze AX je polarou X a AY je polarou Y. Protoze pfimka XY je
piimkou definovanou body X, Y a bod A je bodem definovanym piimkami X', Y,
tak z principu duality je XY polarou A. O

9Tvrzeni také znamé pod nazvem: ,Polara bodu na polafe prochizi pélem puvodni polary“.
V anglické literatufe oznacovano jako La Hire’s Theorem.
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Véta 58. (Brianchon) Méjme tecnovy Sestithelnik ABCDFEF. Pak pfimky AD,
BE a CF prochazi jednim bodem.

Diikaz. Uvazme dualitu podle kruznice vepsané. Ozna¢me body dotyku vepsané

s AB, BC,CD, DE, EF, FApostupné I, J, K, L, M, N. Pak A’ = I N. Analogicky

zname poléry i zbylych bodu Sestitthelnika. Pdl pfimky AD je prusecikem polar A

a D. Coz jsou dvé protéjsi strany Sestitthelnika IJK LM N. Tvrzeni, ze AB, BC,

CD prochéazi jednim bodem, znamena, Ze jejich pdly lezi na jedné pfimce. Ale to je

presné Pascalova véta, kterou jsme si ukazovali v prvnim dile. |
(BEY

C

Uhel mezi bodem a piimkou

Hlavni trik, ktery s polarami budeme vyuzivat, je prenaseni tthli. K usnadnéni tohoto
prenéseni si vSak musime dodefinovat par znaceni.

Definice 59. Nasledujici definice vyuzivaji rovinu s pocatkem P.
(i) Uhel mezi pfimkami |<pq| je pro nas tihel, o ktery musime otoéit p¥imku p
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali piimku q.
(ii) Uhel mezi body |<AB| je pro nés thel, o ktery musime oto¢it pifmku PA
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali pfimku PB.
(iii) Uhel mezi bodem a p¥imkou |<tAp|, kde A lezi na p, je pro nas thel, o ktery
musime otoc¢it pfimku PA proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali
pfimku p. Obdobné |<pA| je thel, o ktery musime otoéit p na PA.

Tvrzeni 60. (o dualité thlt) Pro vSechny body a pfimky v dualité plati
(i) [<pgl = |<p'q|,
(ii) |[«AB|=|<A'B|,
(iii) |<Ap| = [<A'p].

Diikaz.

(i), (ii) Nejdiive dokdzeme prvni a druhé tvrzeni. Oznacime A = p’ a B = ¢'. Dale
oznacime pruseciky X = PANp,Y = PBNga Z = pNq. Pak PXZY lezina
jedné kruznici protoze |<ZY P| = 90° = |<Z X P|. Takze z obvodového thlu
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je thel mezi p a ¢ stejny jako thel mezi PA a PB. Coz jsme chtéli dokazat.

O

(iii) Pro tfeti tvrzeni ozna¢ime X = PAN A" aY = Pp'Np. Pak X, A, Y, p' lezl
na jedné kruznici, protoze |<(p'Y A| = 90° = |<p' X A|. Znovu z obvodového
ihlu plyne, Ze tthel mezi p a PA je stejny jako tihel mezi A’ a Pp'. O

Uloha 61. M¢jme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Necht E = ABNCD a F
AD N BC. Mé&jme bod X uvnitt ABCD takovy, ze |<AXE| = |[<CXF|. Dokaz,
|<TAXB| + |<CXD| = 180°.

Uloha 62. (Blanchet zas a znovu) V trojthelniku ABC ozna¢me D patu vysky
z vrcholu A. Na stranach AC a AB jsou postupné body E, F' takové, ze pfimky BE
a CF se protinaji na AD. Dokaz, ze |[<EDA| = |[<FDA|.

Uloha 63. Méjme pevny bod D a pevné p¥imky k, I, které prochazeji spoleénym
bodem A. Na piimkéch k, | jsou postupné body X a Y takové, ze |<XDA| =
|<Y' DA|. Dokaz, ze pfimka XY prochdzi pevnym bodem.

N<
)

Uloha 64. Mgéjme rovnobéznik ABCD a v ném naleznéme bod F, ktery spliiuje
|<CDF| = |<CBF)|. Dokaz, 7e |<FCB| = |<FAB]|.

Uloha 65. Mgjme trojihelnik ABC takovy, ze |[<BAC| = 120°. Ozna¢me po-
stupné D, F, F priseciky os thla u vrchola A, B, C s protéjsi stranou. Dokaz, Ze
|<EDF|=90°.

Tvrzeni 66. (o dualité na kruznici)  Mé&jme trojihelnik ABC' se stranami a, b, c.
Na jeho kruznici opsané méjme bod P. Uvazme dualitu se sttedem v P. Pak plati, ze
ctyiahelniky ABCP a a'b'c' P jsou podobné. Tedy specidlné bod P lezi na kruznici
opsané a'b'c’.

Dikaz. DokéZeme, %e trojihelniky ABP a a’b’ P jsou podobné. Z obvodového tihlu
|<BAP| = |<BCP)|. Z duality thla

|<BCP| =|<Ca| =|<C'd| = |t/ d'P|.
Znovu z obvodového thlu |<APB| = |<ACB]|. Z duality Ghld pak

|<ACB| = |<ab| = |<d't| = |<d' PV|.
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Dostali jsme, ze |[<BAP| = |<b/d’P| a |[<APB| = |<a’PV|. Takze z véty uu jsou
trojuhelniky ABP a o'b’ P podobné. Obdobné jsou trojuhelniky ACP a o'¢’ P. Takze
i ¢tyrtahelniky ABCP a a’b'c’ P jsou podobné. O

Véta 67. (Simsonova piimka) Méjme trojithelnik ABC' a na jeho kruznici opsané
bod D. Ozna¢me X, Y, Z postupné paty z D na piimky BC, AC, AB. Pak X, Y,
Z lezi na jedné piimce.

Diikaz. Oznacéme a, b, ¢ postupné strany trojuhelnika BC, CA, AB. Uvazme pola-
rovou dualitu se stfedem v D a libovolnym koeficientem. Z tvrzeni 66 lezi D na kruz-
nici opsané a'b'c’. Z duality 1hlt 90° = |<Xa| = |[<X'a’|. Takze pfimka X’ je kolmice
na Da’ prochézejici a’. Analogicky Y’ je kolmice na Db’ skrz V' a Z’ je kolmice na
D¢ skrz /. Cheeme ukézat, ze X', Y’', Z' prochézi jednim bodem. Oznacéme D
bod naproti na kruznici opsané a'b’c’ od bodu D. Pak |<Da’Dy| = 90°. Takze X’
prochdzi Dy. Analogicky i Y’ a Z’ prochézi Dg. Tedy X', Y’ a Z’' prochézi jednim
bodem, takze X, Y, Z musely lezet na jedné piimce. (]

Uloha 68. Mg¢jme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou w a vepsistém 1. Oznaéme
p teénu k w raznou od stran trojuhelnika. Na pfimce p zvolme body Ag, By, Cy tak,
aby |<<ATAg| = |<BIBy| = |<CICy| = 90°. Dokaz, ze piimky AAy, BBy a CCy
prochézi jednim bodem.

Uloha 69. (Miqueliv bod) Mé&jme étyfahelnik ABCD. Ozna¢me P prisecik AB a
CD. Analogicky Q je prusecik BC' a AD. Dokaz, ze kruznice opsané trojahelnikim
QAB, QCD, PBC a PAD prochézi jednim bodem M. Dokaz, ze M lezi na PQ,
pravé kdyz ABCD je tétivovy. Muzes si vSimnout i dalsich zajimavych dhlovych
vlastnosti.
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Polary a inverze

Vsimni si, Ze inverze a polary spolu dost souvisi. Konkrétné polaru bodu A dosta-
neme tak, ze vedeme kolmici na PA prochézejici inverzi (se stejnym koeficientem)
bodu A, kde P je stied duality i inverze.

Tvrzeni 70. (dualita zachovava dvojpoméry) Méjme body A, B, C, D na pfimce.
Uvazme jakoukoli dualitu. Pak (A, B,C,D) = (A',B’,C’,D"). (Z principu duality
vime, ze pfimky A’ B'C' D’ prochézi jednim bodem, takzZe je na nich dvojpomér dobie
definovany.)

Diikaz. Oznacme P stied duality. Rozlisme dvé konfigurace.

(i) Nejprve rozeberme piipad, kdy P lezi na p¥imce A, B, C, D. V8echny pfimky
A', B, C', D' jsou rovnobé&zné. Promitneme dvojpomér (A’, B’,C’, D’) na
pfimku A, B,C, D. Tim dostaneme to samé, jako kdyz (A, B,C, D) zinver-
tujeme se stejnym stfedem a koeficientem.

(ii) V druhém piipadé, kdyz P lezi mimo ABCD, z promitactho tvrzeni vime,
ze

(A,B,C,D)=(PA,PB,PC,PD).
Oto¢ime tento svazek o 90° na (PAy, PBy, PCy, PDy). Pak PA; je rovno-
bé&mé s A, PBy | B', PCy || C' a PD;y || D'. Protoze u dvojpomérového
svazku zalezi jen na tthlech mezi primkami, plati, ze

(PA,, PBy,PCy,PD,) = (A", B',C", D).
Takze (A, B,C, D) = (A, B',C", D"). O

Uloha 71. Mgjme tecnovy ¢tyfihelnik ABCD a nechf I je stied kruznice jemu
vepsané. Oznaéme Q = ABNCD a P = BC N AD. Oznaéme M kolmou projekci
bodu I na pfimku PQ. Dokaz, ze |[<DMI| = |<BM]I|.
Véta 72. (Simsonova pfimka podruhé) Méjme trojuhelnik ABC' a na jeho kruznici
opsané bod D. Oznac¢me X, Y, Z postupné paty z D na pfimky BC, AC, AB. Pak
X, Y, Z lezi na jedné piimce.
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Diikaz. Uvazme dualitu se stfedem v D a naslednou inverzi se stejnym koeficientem
a stfedem v D. Ta zobrazi stranu trojuhelnika na patu z D na danou stranu.Takze
tfeba a — X. Oznacme ¢arkou obrazy v dualité a dvojcarkou obrazy po nésledné
inverzi. Z tvrzeni dualita na kruznici vime, ze a’b'c’D je tétivovy. Takze po inverzi
mame, %e a”’b”c’ oo lezi na kruzimce. Ale protoze obsahuje bod v nekone¢nu, musi
lezet na ptimce. Takze X, Y, Z lezi na pfimce. (|

MiZe se Ti zd4t, Ze jsme na tuto vétu vyuzili moc silné nastroje (dualitu i inverzi),
kdyz se da jednoduse vyuhlit. Tyto nastroje nam ale davaji dalsi vhled do toho, co to
Simsonova pfimka vlastné je. Pojdme si ukdzat netrivialnéjsi tvrzeni, které z tohoto
nahledu celkem rychle plyne.

Priklad 73. Méjme harmonicky ¢tyfthelnik ABCD. Oznaé¢me X, Y, Z paty z D
na ptimky BC, CA, AB. Pak | XY | =Y Z|.

Reseni. Zmovu aplikujeme dualitu se stfedem v D. Z tvrzeni dualita na kruz-
nici vime, ze a'b'c’D je podobny s ABCD, tedy specidlné je harmonicky. TakZe
(a',b,c, D) = —1. Po zinvertovani podle D dostédvame, ze

(X,Y,Z,00) = (a"’,b",c",00) = —1.

To je ale dvojpomér s bodem v nekone¢nu, tedy Y je stfedem tsecky X Z.

Uloha 74. V étyfahelniku ABCD oznaéme P priisecik thlopticek AC a BD. Déle
oznac¢me M prisecéik kruznic opsanych PC'D a PAB rizny od P. Nakonec ozna¢me
H,, Hy, H3 a H4 postupné paty kolmic z bodu P na ptimky AB, BD, DC a CA.
Dokaz, ze H1, Hy, H3 a H,4 lezi na jedné pfimce.

Polary v zadani

Obcas se stane, ze k vyfeSeni tlohy ji ani nepotfebujeme celou dualizovat, ale staci
si uvédomit, které pfimky v zadani jsou polary kterych bodt v zadani. Nejlépe si to
ukézeme na ptikladeé.

Uloha 75. Mgéjme trojihelnik ABC' s kruznici vepsanou w se stiedem I. Kruznice
w se dotyka stran BC, CA, AB postupné v bodech D, F, F. Pfimka EF protina
pfimku BC v G. Dokaz, ze GI L AD.

Reseni. Pokusime se ukézat siln&jsi tvrzeni, ze AD je polarou G podle w. Pak musi
GI byt kolmé na AD. Najdeme pdl AD podle w. Ten musi byt prasecikem polar A
a D. Polara A je E'F, polara D je BC, takze G je opravdu pélem AD.

Uloha 76. Mgéjme trojihelnik ABC' a jeho vepsisté I. Ozna¢me body dotyku ve-
psané kruznice se stranami BC, C'A, AB postupné D, F, F. Ozna¢me S prusecik
pfimek EF a BC. Dokaz, ze SI 1 AD.
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Polary a kolineace

Uz jsme si ukazali, jak vypada polara bodu lezictho na kruznici a vné kruznice.
Pojdme néjak projektivné zkonstruovat polaru bodu uvnitt kruznice.

Tvrzeni 77. Méjme bod X uvnitf kruznice w. Necht p, q jsou libovolné piimky
prochazejici bodem X, p protinaw v A, B a q protinaw v C, D. Teény kw v A a B
se protinaji v F. Teény k w v C' a D se protinaji v G. Pak pfimka F'G je polara X.

B

Diikaz. Uz vime, Ze p je polara F a q je polara G. Z principu duality tak pfimka
prochézejici F, G. musi byt polarou pruseciku p, gq. Takze F'G je opravdu polara X.
|

Tvrzeni 78. (kolineace zachovava polary) Méjme kruznici w, bod A a jeho polaru
a vzhledem k w. Pak pokud kolineace zobrazi w na kruznici w', A — A’ aa — d,
tak a' je poldra A’ vzhledem k «'.

Dikaz. Polary umime zkonstruovat vyuzitim pouze tecen a priseciki. To vSechno
ale kolineace zachovava. Zachovava tedy i polary. (|

Tim se moznosti kolineace jesté rozsitily. Pojdme si to ukazat.

Priklad 79. Mgjme tétivovy &tyifuhelnik ABCD se stiedem O kruznice opsané.
Ozna¢me P=ACNBD,Q=ABNCD a R=AD N BC. Dokaz, ze PO 1 QR.

Reseni. Oznadme w kruznici opsanou ABCD. Dokézeme silnéjsi tvrzeni. Dokéa-
zeme, ze QR je polara P podle w. Uvazme kolineaci zobrazujici QR na nevlastni a
w na kruznici. Z ABCD se tim stane obdélnik. Polary se zachovaly. QR je nevlastni
a P je stfed w, takze QR je polara P. Takze PO muselo byt kolmé na QR.

Poznamka 80. Rozmysli si, Zze v pfedchozim piipadé dokonce PQ je polara R a
PR je polara (Q podle w a Ze z toho plyne, ze O je ortocentrum PQR. To je tvrzeni,
které se v prvnim dile zdalo kolineaci absolutné nedokazatelné.
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Uloha 81. Méjme tec¢novy tétivovy étyFuhelnik ABCD. Oznaéme I stied kruznice
vepsané, O stfed kruznice opsané a P prusecik uhlopticek. Dokaz, ze O, I, P lezi na
jedné primce.

Dualita s ortocentrem

Ukazeme si specialni pripad duality. Pro trojuhelnik ABC se stranami a, b, ¢ najdeme
dualitu, ktera zobrazi A — a, B — b, C' — c.

Tvrzeni 82. (existence duality podle trojahelnika) Uvazme dualitu zobrazujici
A — BC se stiedem v ortocentru. Podivame se, kam tato dualita zobrazi B. B lezi
na A’ neboli B’ prochdzi skrz A. Zaroveri musi byt kolma na BH, ale to je pravé
AC'. Analogicky je polara C piimka AB.

Poznamka 83. Pro pravouhly trojuhelnik tato dualita neexistuje, protoze orto-
centrum v ném splyva s vrcholem.

Priklad 84. Mséjme ostrouhly trojuhelnik ABC' s ortocentrem H. V ném lezi bod
P. Ozna¢me By bod na AC takovy, ze BoH 1 BP. Analogicky sestrojime Cjy na
AB tak, aby CoH | CP. Dokaz, ze PH 1 CyBy.

Reseni. Najdeme pély pfimek PB a PC v dualité podle trojihelnika ABC. Piimka
PB prochéazi bodem B, takze jeji pol lezi na b. Oznacime jeji pdl Q. Pak protoze
stfed duality je ortocentrum, musi platit, ze QH | PB. Takze @ = By. Analogicky
pdl PC je Cy. Takze primka CyBy je polara P = PB N PC. Z toho plyne, zZe
PH 1 CyBy.

Poznamka 85. Mohli jsme dodefinovat i bod Ag. Pak z toho, ze PA, PB, PC
prochézi jednim bodem, plyne, ze Ay, By, Cy lezi na primce.
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Uloha 86. M¢jme trojthelnik ABC' a ozna¢me H jeho ortocentrum. Dale mé&jme
ceviany'® AD, BE, CF. Kolmice na piimku DH prochézejici skrz A protind BC
v Ag. Obdobné kolmice na EH prochézejici skrz B protind AC v By a kolmice
na F'H prochézejici C protind AB v Cy. Dokaz, ze Ag, By a C lezi na jedné piimce.

Uloha 87. Mgjme ostrothly trojiuhelnik ABC s ortocentrem H. Ozna¢me M, stied
strany BC, M, stfed strany AC a M, st¥ed strany AB. Pruse¢ik poloptimky M, H
s kruznici opsanou oznacime X, a prusecik AX, s BC ozna¢ime Y,. Analogicky
sestrojime body X3, X. a Y3, Y. Dokaz, ze Y,, Y3 a Y. lezi na piimce.

Uloha 88. Mgéjme trojihelnik ABC a jeho ortocentrum H. Na strané BC lezi bod
D. Piimka skrz H kolma na DH protne pfimky AB a AC postupné v bodech K a

. - |KH| _ |BD|
L. Dokaz, ze I = DT

Uloha 89. Mg¢jme trojuhelnik ABC s ortocentrem H. Na AC naleznéme bod
B’ takovy, ze |[<AHB'| = |<ABC|. Analogicky na AB nalezneme C’ spliiujici
|<AHC'| = |[<ACB]|. Dokaz, ze B'C" || BC.

Uloha 90. V trojihelniku ABC' s ortocentrem H a patami vysek z vrcholit A, B,
C oznac¢enymi D, FE, F. Necht M je stied strany BC. Pfimka EF protne p¥imku
BC v X. Dokaz, ze XA 1 HM.

Uloha 91. (Droz-Farny) Méjme trojthelnik ABC' s ortocentrem H. P¥imky p, g
jsou na sebe kolmé a prochazi bodem H. Pfimka p protinda BC v Ay, AC v By a
AB v Cy. Analogicky ¢ protind BC' v Ay, AC v By a AB v C1. Dokaz, ze stiedy
usecek AgA1, BoBy a CyC4 lezi na primce.

Uloha 92. Mgéjme trojihelnik ABC. Ozna¢me H jeho ortocentrum a M stied
strany BC'. Déle K je pruse¢ik M H s kruznici opsanou ABC. P¥imka rovnobézna
s BC prochéazejici skrz H protind pfimku AK v bodé X. Vnéjsi osa thlu BHC
protind BC' v bodé Y. Oznacme S stfed oblouku BC' neobsahujici A. Dokazte, ze
SH 1L XY

Uloha 93. V trojihelniku ABC ozna¢me H ortocentrum. vnéjsi osa tthlu BHC
protne BC v X. vnitini osa AHB protne AB v Y a vnitini osa AHC protne AC
v Z. Dokaz, ze X, Y, Z lezi na piimce.

Shrnuti

Shrneme, co jsme v druhém dile ukazali.

10Ceviany v trojihelniku jsou tii p¥imky, z nichZ kazda prochézi jingm vrcholem trojihelnika
a protinaji se v jednom bodé.
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Komplexni dvojpomér

(1)

(2)

Definovan jako

pro komplexni ¢isla A, B, C, D.
Na pfimce i na kruznici se chova stejné jako standardni.

Moébiovska zobrazeni

1)

(2)
3)

Lineéarni lomené funkce v komplexnich ¢islech

axr +b
cx+d

pro komplexni koeficienty a, b, ¢, d.
Zachovévaji dvojpoméry.
Zachovavaji kruzimky.

Inverze

9)

Definovand stfedem a koeficientem. Posuneme stied do pocatku, pak je to
zobrazeni tvaru k/Z, kde k je redlny koeficient.

komplexné konjuguji dvojpomeéry.

Zachovava kruzimky.

Ozna¢me P stied inverze a ¢arkou obrazy. Pak P, X, X' lezi na pfimce pro
vSechna X.

KruzZnice prochéazejici stfedem se zobrazi na primku neprochazejici stfedem.
Pro body A, B a jejich inverzy A’, B’ podle inverze se stiedem P plati
|<PAB| = |<PB'A|.

SloZeni dvou inverzi je Mobiovské zobrazeni.

Inverze podle kruzimky. Definovana jako Mobiovské zobrazeni s pruhem,
jehoz mnozina pevnych bodt je zadanad kruzimka. Inverze podle primky je
preklopeni.

Tvrzeni KIL.

Kolmé kruZnice

(1)
(2)
3)

Tecny v jejich prusecicich jsou kolmé.

Obraz w v inverzi podle € je znovu w pravé kdyz jsou w a ) na sebe kolmé.
Ozna¢me p pfimku spojujici stfedy kolmych kruznic. Ta kruznice protne
ve ¢tyfech bodech. Tyto body tvoii harmonickou ¢tvefici.

Dualita

(1)
(2)

Nahrazujeme body a piimky tak, aby se zachovala vlastnost nalezeni. Takze
pokud A lezi na p, pak p’ lezi na A’.
Konecné dudlni diagramy.

Polary

(1)

Skalarni sou¢in A-B ve svété s po¢atkem P jeroven A-B = |PA|-|PB| cos(a),
kde « je thel mezi PA a PB.
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(2) Definované pomoci skaldrniho sou¢inu. Poldra A je mnozina bodt X tako-
vych, ze A- X =k, kde k je redlny koeficient polarové duality.

(3) Urcuji dualitu celé projektivni roviny.

(4) Dobfe se pfepocitavaji thly.

(5) Pro ¢tyfi body na kruznici ABCD plati, Ze po dualité se stfedem v D jsou

Styiuhelniky ABCD a a’b'c’ D podobné, kde a, b, ¢ jsou strany trojuhelnika

ABC.

(6) Inverze bodu A je pata stfedu duality na polaru A’.

(7) Pokud kolineace zachové kruznici, zachova i polary vzhledem k dané kruznici.

(8) Pro trojihelnik ABC existuje polarova dualita se stfedem v ortocentru zob-
razujici A - a, B—baC —c.

Par slov zavérem

Zde kon¢i nase putovani projektivnim svétem druhého dilu. Ale nemusis truchlit,
vydame se zde jesté jednou a naposled v dile tfetim. Pro pfipomenuti: na druhé
prochéazce jsme nejprve potkali komplexni ¢isla, téch jsme se nezalekli a ukazali si,
7e pomoci nich 1ze jednoduSe popsat néktera klasicka zobrazeni, celou tfidu téchto
zobrazeni jsme pak nazvali Mobiovska. Déle jsme se podrobnéji zaméfili na jedno
konkrétni zobrazeni — inverzi a zjistili, ze kruznice a pfimky jsou si v jistém pohledu
tak podobné, Ze jsme jejich Celed nazvali kruzimky. Také jsme se vydali az na pdl,
kde jsme namisto ocekavanych polarnich medvéd nalezli polary. Hlavnim objevem
druhého vyletu se pak stal tvor jménem dualita, ktery kudy chodil, tu se hned pfimky
ménily v body a naopak body v primky. Pro vétsi sblizeni se vSemi potkanymi
zvitatky jsme si vlastnosti jednotlivei demonstrovali na spousté prikladi a obrazki.

A na co se muzes tésit ve tfetim putovani? Tentokrat se vydédme do konéin do-
sud nepoznanych a tajuplnych. UkéZeme si, jak se daji tlohy dokazovat za pomoci
hybani s body. A Ze obcas je stac¢i dokazat ve tfech specidlnich piipadech a pak uz
jsou dokazany celé. Pomoci hybani pak budeme schopni dokazovat i zvlastni tvrzeni
jako tfeba, ze urc¢itd mnozina primek prochazi jednim bodem bez toho, abychom
znali dany bod. Sezndmime se se zvifatkem zvanym Desarguesova involuce, které
sice mize dle jména ptsobit désivé, ale pfi bliz§im poznani umi schovat zoubky,
byt kouzelné a poradit si s mnohymi obrazky. Napriklad umi dokazat, ze néjaké
dvé nahodné tsecky na primce jsou stejné dlouhé. Doufame, ze jste se pii této vy-
pravé nezalekli Ssavlozubych tygra a doprovodite nas i na této zavérecné cesté. Vsttic
novému dobrodruzstvi!

Navody
20. Zinvertuj podle O. Z kruznic vznikne obdélnik.
21. Invertuj se stfedem As. Rozmysli si, co se stane s dotykajicimi se kruznicemi.

25. Zinvertuj podle A a prenes uhly.
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26. Najdi pevnou inverzi se stfedem v S, kterd zobrazi X, na X; nezévisle na
poloze pfimky p.

27. Dokresli kruznice nad pruméry AB, AC, CD, CE. Nésledné zinvertuj podle
C.

28. Zinvertuj podle A. Objevi se trojuhelnik s vyskami.
29. Zinvertuj podle A a dokaz, ze |AB|/|BP| = |AC|/|CP)|.

37. Oznaé¢ O stied kruZnice opsané ABC'. kruZnice opsand ABC, nevlastni bod
a bod O; tvoii hezkou konfiguraci.

38. X, P a BC maji tvofi hezkou konfiguraci. Zinvertuj podle A.

44. Najdi harmonickou ¢tvetici. Najdi pravy thel. Vyuzij tvrzeni dvé ze tii.
45. Zinvertuj podle § a najdi pravy thel.

61. Zdualizuj podle X.

62. Zdualizuj podle paty vysky.

63. Zdualizuj podle D. Dokaz, ze pdly hledanych p¥imek lezi na jedné piimce.
64. Zdualizuj podle F.

65. Rozmysli si, jak se chova dualita podle bodu, ktery lezi na ose thlu. Co kdyz
lezi na rameni?

68. Zdualizuj podle kruznice vepsané.

69. Zdualizuj tlohu podle priisec¢iku dvou kruznic opsanych. Uvédom si, ze z toho
co dostane$ plyne, ze M lezi i na zbylych dvou. Pro druhou ¢ast preved t&tivovost
na soucet thla 180.

71. Zdualizuj podle kruznice vepsané. Pieved podminku pomoci dvé ze tii na har-
monicky svazek.

74. Staéi najit Simsonovy prfimky. Zkus ale vyuzit dikaz Simsonovy piimky. Zdu-
alizuj a zinvertuj podle M.

76. Zjisti, ze S je polara AD podle kruznice vepsané.

81. Najdi polaru P podle kruZnice vepsané i opsané. To, co zjistis, fikd dost infor-
mace, aby platilo, Ze O, I, P lezi na pfimce.

86. Hledana piimka je polara pruseéiku cevian AD, BE, C'F' v dualité podle ABC.
87. Jaka je polara bodu M, v dualité podle ABC.

88. Preved pomér na dvojpomér s nevlastnim bodem a pak zdualizuj podle ABC.
89. Prenes tihel v dualité podle ABC.

90. Pieklop A podle M na Aj. Jaka je polara Ag v dualité podle ABC.

91. Pro zdualizovani preved na harmonické svazky. Po dualité uz jen zbyva vyuhlit.
92. Zdualizuj podle ABC osu tthlu BAC a osu strany BC'.

93. Body X, Y, Z se v dualité podle ABC zobrazi na rtzné osy thla.
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Projektivni geometrie 1l -
Pohybliva geometrie

Par slov Givodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostavé tieti a zdvéreény dil seridlu o projektivni geometrii (tzv.
progeo!). Nez ale vyrazime na nasi posledni pouf a pozndme novy svéta kus, za-
vzpominejme nejprve na zazitky z posledni vypravy. Ve druhém dile jsme se sezna-
mili s komplexnimi ¢isly a Mobiovskymi zobrazenimi. Déle jsme bliZze poznali Geled
kruzimkovitych a skamaradili se s inverzi a dualitou. Trasu tietiho vyletiku velitel
rozvrhl opét do svéta s nevlastni pfimkou. Tentokrate bychom zde méli potkat jiné
druhy nez posledné. Budeme se, oproti pfedchozim diltim, hlavné zabyvat zobraze-
nimi, které nezobrazuji celou rovinu. Nauc¢ime se vice rozumét, jak jsou spolu jed-
notlivé objekty v obrazcich provazané a jak dokazovat tlohy pomoci hybani s body.
Nakonec se podivame na zoubky Desarguesové involuci (nedbaje lidové moudrosti

B

darované involuci na zuby nehled)

INejedna se bohuzel o oficidlni termin hodny zapisu do matriky geometrickjch pojmii.
1



Drzaky dvojpoméri

V prvnim dile jsme si definovali dvojpomér. Umime ho urcit pro ¢tvefici bodu na
pfimce, ¢tverici bodl na kruznici nebo ¢tvefici pfimek prochéazejicich jednim bodem.
Obecné budeme drzdk fikat mnoziné objekti, kde kazdé ¢tvefici z nich umime urcit
dvojpomér. Takze mnozina bodid na pfimce je drzak, mnozina bodt na kruznici taky
a mnozina primek prochézejicich pevnym bodem také.

Poznamka 1. (abstrakce) Drzéky by mohly byt teoreticky i dost zbésilé objekty
a dvojpoméry dost zbésilé funkce. Po dvojpoméru obecné vyzadujeme, aby splioval
jednoznacnost dvojpomeérti a prepocitavaci lemmata z prvniho dilu. V celém dile se
budeme ale zabyvat dost jednoduchymi drzaky, tak tuto abstrakci nebudeme piilis
vyuzivat.

Podivejme se nyni na zobrazeni mezi drzaky, zejména nas budou zajimat ta, ktera
zachovavaji dvojpomeéry.

Definice 2. Projektivni nazveme zobrazeni mezi drzaky f : U — )V takové, ze
zachovava dvojpoméry. Takze pro vSechny ¢tvetice A, B, C, D € U plati, Ze

(4,B,C.D) = (f(A), /(B). £(C). f(D)).

Vsimni si, ze potifebujeme, aby na U/ i na V byl dvojpomér definovan, proto vyza-
dujeme, aby to byly drzéky.

Prace se zobrazenim, a ne jen se ¢tvefici bodd nam v mnohém usnadni praci.
Protoze Casto se pak staci soustiedit misto ¢tyf bodt jen na jeden a zaroven mizeme
vyuzivat triky s dvojpomeéry. Ukazeme si, ze projektivni zobrazeni uz vlastné zname,
jen jsme je tak nenagzyvali.

V prvnim dile jsme si ukazovali promitaci tvrzeni. To fikalo, ze kdyz méame ¢tyfti
body A, B, C, D lezici na pfimce a bod P mimo ni, tak

(A,B,C,D) = (PA, PB, PC, PD).

Nyni mtzeme toto tvrzeni preformulovat do svéta zobrazeni.

Tvrzeni 3. (promitaci) Méjme pfimku q a bod P mimo ni. Pak zobrazeni, které
bodu X € q pritadi pfimku PX, je projektivni.

Tvrzeni, které pojednéavalo o ¢tvericich bodd, jsme tim zapsali prehlednéji vyu-
zitim méné bodu. Zatim Ti mozn4 tohle neptijde tak tichvatné, jen se tu plahoc¢ime
v definicich. Ale ¢asem v tomto dile uvidis, jak tenhle pohled na dvojpoméry dokaze

vvvvvv

2



Jesté si ukazeme par takovychto tvrzeni, kterd nejsou nijak hluboce prekvapiva. Di-
kazy obcas nechame jako cviCeni, vétsinou sta¢i zobrazit obecnou ¢tvefici v tomto
zobrazeni a uvédomit si, ze dvojpomeér se zachoval.

Na konci této kapitoly si ukazeme, jak jsou tyhle ,jednoduché“ nastroje silné.
Bez namahy pak piijdou fesit netrivialni tlohy.

Tvrzeni 4. SloZeni dvou projektivnich zobrazeni je projektivni.
Tvrzeni 5. Inverzni zobrazeni k projektivnimu je projektivni.
Cvicéeni 6. Dokaz predchozi tvrzeni.

Tvrzeni 7. (tfi body sta¢l) Méjme dvé projektivni zobrazeni f,g z drzaku U do
drzaku V. Pokud existuji tii riizné prvky A, B,C € U takové, Ze se na nich f a g
shoduji, pak se tato zobrazeni shoduji na vSech bodech.

Duikaz. Dikaz plyne velmi rychle z jednoznacnosti dvojpomért. Libovolny prvek
X € U umime charakterizovat dvojpomérem (A, B, C, X). Pak protoze jsou zobra-
zeni f i g projektivni, tak

(£(A),£(B), £(C). (X)) = (A, B,C.X) = (9(4),9(B). 9(C), g(X)).

Takze pokud f(A) = g(A4), f(B) = ¢g(B) a f(C) = ¢g(C), tak z jednoznac¢nosti
dvojpomért se f(X) = g(X). O

Ukézeme si par uziteénych projektivnich zobrazeni, zkus si rozmyslet, ze opravdu
jsou projektivni.
(i) Mé&jme kruznici w a na ni bod P, pak zobrazeni, které X € w pritadi pfimku
PX, je projektivni (bodu P pfifadi teénu k w).

(ii) Libovolnd inverze je projektivni zobrazeni. (Drzdk musi byt mnozina bodi
na kruznici nebo na pfimce.)

(iii) Mé&jme dvé ptimky p, ¢ a bod P, ktery na nich nelezi. Dale pokud f:p — ¢
je zobrazeni takové, ze X € p se zobrazi na Y € ¢ tak, ze PXY lezi na
pfimce, pak f je projektivni.

(iv) Uvazme drzék pfimek prochazejicich bodem P. Ozna¢me ¢ jednu pevnou
primku prochézejici P. Zobrazeni, které pfimce p pfifadi pfimku osové sou-
meérnou podle ¢, je projektivni.

(v) Libovolné podobné zobrazeni neboli libovolné pevné posunuti, stejnolehlost
¢i rotace. Je tfeba davat pozor, jak pak vypada vystupni drzak.

(vi) Jakakoli kolineace je projektivni. Zatim si musime trochu dévat pozor, jaké
drzaky na sebe zobrazujeme, pozdéji si ukazeme, jak tenhle problém trochu
obejit.

(vil) (prostfelovaci) Mé&me kruznici w a bod P, ktery na ni nelezi. Pak zobrazeni
[+ w — w definované tak, Ze bodu X pfifadi druhy priseéik XP a w, je
projektivni. Pro ditkkaz vyuzij bud kolineaci, nebo si vzpomeri, Ze existuje
inverze se stfedem v P, kterd w proklapi na sebe.
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I kdyz to tak mozna jesté nevypadé, jsme uz vyzbrojeni opravdu silnymi nastroji.
Nejdrive si ukdzeme, jak se tyto nastroje pouzivaji na jednoduché tuloze, a hned
pak si predvedeme, jak si poradi s tlohou z IMO 2010. Nenech se odradit tim, Ze
tady feSeni sepisujeme docela dlouhd, snazime se vysvétlit, pro¢ délame kroky, které
délame.

Piiklad 8. (Blanchet potfeti) V trojihelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vr-
cholu A. Na strandch AC' a AB jsou postupné body E, F' takové, ze pfimky BE a
CF se protinaji na AD v bodé G. Dokaz, ze |[<EDA| = |<FDA].

Regeni. Oznaéime F; bod leZici na AB spliujici |[<EDA| = |<F; DA|. K dokazani
ulohy staci dokézat, ze F; = F. Za¢neme hybat s bodem G po pfimce AD. Tim
body A, B, C zustanou pevné, ale body E, F, F; se budou néjak hybat. Zkusime
tyto pohyby nasimulovat pomoci projektivnich zobrazeni. Konkrétné zkusime nalézt
dvé projektivni zobrazeni, ktera zobrazi G na F', resp. na Fj. Pak mizeme vyuzit
lemmatu ¢4 body staci.

A

B D C

Jak z G sestrojime F'? Dokreslime piimku CG a nalezneme prusecik CG a AB.
Zobrazeni G +— CG je projektivni zobrazeni z drzaku body na AD do drzéku primky
skrz C. Nasledné zobrazeni CG — F je projektivni zobrazeni z drzdku primky skrz
C do drzdku body na AB. SloZzenim téchto zobrazeni jsme projektivnim zobrazenim
nasimulovali pohyb F' v zavislosti na G.

Analogicky dostaneme projektivni zobrazeni zobrazujici G na E. Zbyva nasimu-
lovat stejné thly, abychom dostali projektivni zobrazeni z E do F;. To dostaneme
jako sloZeni zobrazeni z FE do pfimky DFE, nasledné tuto pfimku preklopime podle
AD. To je projektivni a drzdk se nezménil (pfimky skrz D). Vyslednou p¥imku pro-
mitnutim na AB zobrazime na F}. TakZe mame projektivni zobrazeni z £ do F; a
z G do E. Jejich slozenim dostavame projektivni zobrazeni z G do Fj.

Pomoci lemmatu t74 body staci porovname projektivni zobrazeni z G do F az G
do Fl.
(i) Pro G lezici na BC plati, ze F' = F; = B.
(ii) Pro G = A plati F = F; = A.



(iii) KdyZ G je obraz A podle BC, dostavame cely obrazek symetricky podle BC,
specialné i F, F jsou symetrickd podle BC. Takze F je preklopené F' podle
BC'. Protoze je AD kolmé na BC, spliiuji podminku o thlech. Plati tedy, ze

F =F.
E
A
D
By \! c
G
F=F

Protoze se tato dvé zobrazeni rovnaji pro tfi volby G, tak se rovnaji vSude. Pro
vSechna G pak plati, ze F} = F, takze i ptivodni tloha.

Poznamka 9. Jako tfeti bod jsme mohli uvéazit taky tfeba ortocentrum a pak
thlit jako v prvnim dile.

U vybéru tfi vhodnych bodu je tfeba si davat pozor a nevybrat néjaky bod
dvakrat. Casté volby tii bodti jsou pozice, kdy se n&jaké body rovnaji jinym v zadéni,
lezi na pfimkach nebo jsou body v nekonecnu.

Piiklad 10. (IMO 2010/2) Ms&jme trojihelnik ABC'. Oznaéime I jeho vepsisté a
w jeho kruznici opsanou. P¥imka Al protne w podruhé v bodé D. Mé&me body E
lezici na oblouku BDC' a F' lezici na BC takové, ze

1
|<BAF| = |<CAE| < 5\<1BAC\.

Daéle ozna¢me G stied IF. Dokaz, ze prusecik pfimek FETI a DG lezi na w.

Reseni. Oznadme K, priseéik EI a w a K, pruseéik DG a w. Stadéi ukazat, ze
Ky = K.

Predstavme si, Zze bod E se hybe po celé kruznici opsané. Bod E ted bydli na
drzédku w. Zobrazeni, které bodu E pfifadi pfimku AFE, je projektivni. Pfeklopend
AF podle osy thlu u A prochazi bodem F. Pieklopeni je také projektivni, takze
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D

E — AFE — AF je projektivni. Zarovenn BC' je pevna pfimka, takze AF +— F je
projektivni. F' bydli na drzdku BC'. Stejnolehlost se stfedem v I a koeficientem
% zobrazi F' — G. Bod G bydli na drzédku p, kde p je pfimka rovnobézna s BC),
ktera vznikne aplikovanim stejnolehlosti na BC'. Zobrazeni G — DG je projektivni
z promitani. A nakonec zobrazeni z DG — K je projektivni. Ozna¢me g zobrazeni
E — Ks. Pak g je sloZzenim zobrazeni

E— AE+— AF — F+— G+— DG +— Ky,

takze je projektivni.

Zaroven ale i zobrazeni f definované jako F — K je projektivni, protoze je to
prostieleni skrz pevny bod I.

Pravé jsme pomoci zobrazeni G nasimulovali konstrukci bodu Ky v zavislosti na
bodu E (g(E) = K»3) a pomoci f nasimulovali konstrukci bodu Ky (f(E) = Kj).
K tomu, abychom ukéazali, ze K1 = K, sta¢i ukdzat, Ze tyto funkce jsou shodné.
K tomu ale mame tvrzeni t7 body staci. Sta¢i nam tedy ovéfit tvrzeni pro tfi body
na w.

(i) Pokud E = C, pak AE = AC, AF = AB, F = B, G je stted BI. K5 je
prusecik DG a w. K; je prusecik CI s w, takze stfed oblouku AB. Chceme
ukazat, ze K1 = Ky. Takze staci ukézat, ze DGK; lezi na pfimce. Nyni
vyuZijeme trochu znalost o st¥edech obloukt. Vime, ze |K;I| = | K3 B|, ana-
logicky |DI| = |DB|. Takze D a K; lezi na ose BI. Na ni ale lezi i bod G.
Takze jsme ukazali, ze f(C) = g(C).

(ii) Pokud FE = B, tak je dikaz tplné stejny jako pro E = C. Takze f(B) = g(B).
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(iii) Nakonec necht F = D. Pak AE = Al = AF, F = AIN BC, G je stfed FI.
Plati DG = DI, takze Ky = A. K je také A. Takze f(D) = g(D).

Tohle ale znamena z tvrzeni 7% body staci, ze f a g se shoduji na vSech bodech
vstupu. Takze tloha je celd dokazana.

Poznamka 11. VSimni si, Ze Gloha nds omezovala na F leZzici na malém oblouku.
Takovy maly oblouk ale neni nas standardni drzak, se kterym umime pracovat, tak
jsme si tlohu lehce zobecnili pro E lezici kdekoli na w.

Této metodé budeme Fikat metoda projektivniho hybani s body?. Myslenka bude
takova, Ze se pokusime nejdiive tlohu pievést na to, ze se néjaké dva body rovnaji,
nasledné zac¢neme s néjakym bodem hybat. Konstrukce v tloze v zavislosti na tomto
bodé zkusime nasimulovat pomoci projektivnich zobrazeni. Tim pfevedeme tlohu na
otazku, zda se néjaka projektivni zobrazeni rovnaji. Tu vyfesime pro libovolné tii
ruzné body. Dost Casto si budeme chtit vybirat body, které ilohu néjakym zptisobem
degeneruji.

Poznamka 12. Reseni piikladu 10 by se dalo piepsat také tak, ze dodefinujeme
T, stied oblouku AB a Ty stfed oblouku AC. Pak ukézeme, Ze dvojpomér

(T27T17A7K1) = (B,C,D,E) = (T27T1aA7K2)

a pouzitim jednoznacnosti dvojpoméru obdrzime feSeni tlohy. TakZe potiebné na-
stroje jsme méli uz v prvnim dile, jen tento novy pohled je v mnoha ohledech pfi-
jemnéjsi. Protoze nejdiive zkontrolujeme, ze tiloha sta¢i ovérit ve tfech bodech, a
az pak ty body hledame a nemusime promitat celé ¢tvefice, ale staci sledovat obraz
jediného bodu.

Poznavame projektivni zobrazeni

Uz jsme si ukazali, jak ziskdvat nova projektivni zobrazeni skladanim jiz zndmych
projektivnich zobrazeni. To je ten nejsilnéjsi nastroj, ktery budeme potiebovat. Ob-
Cas urCit, Ze je zobrazeni projektivni, nebude tak jednoduché. Ukazeme si priklad

projektivniho zobrazeni a jak to o ném dokéazat.

Priklad 13. Mame dvé pfimky p, ¢, které se protinaji v P. Dale mame pevny bod
D mimo né. Pak zobrazeni g, které bodu X € p pritadi Y € ¢, definované tak, ze
body X, Y, P, D lezi na jedné kruznici, je projektivni.

2Pouhé hybdni s body uz vyuzivd Frantisek Konopecky a oznaduje odlisnou metodu, ktera
nevyuziva projektivnich néstroju. Viz https://prase.cz/library/HybaniFK/HybaniFK.pdf.
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Reseni. Chceme toto zobrazeni rozebrat na vice zobrazeni, o kterych vime, Ze pro-
jektivni jsou. VyuZijeme proto inverzi ¢ se stfedem v P. Pak X', Y’, D’ oznacime
obrazy bodtt X, Y, D. A protoze X, Y, P, D lezi na kruZnici, X', Y’, D' lezi na
piimce. TakZe zobrazeni f, které dostane X’ a vrati Y’, je promitnuti skrz pevny
bod D', tudiz je projektivni. Z bodu Y’ do Y se dostaneme znovu zpétnou inverzi.
Takze hledané zobrazeni je slozenim téchto projektivnich g = @ o f o .

Tento zpisob feSeni by se dal shrnout tak, ze inverze zobrazuje projektivni zob-
razeni na projektivni zobrazeni. Dilezité je si z toho odnést, Ze kdyz chces dokézat,
Ze néco je projektivni, inverze je tvij velky kamarad. Obdobnym zptsobem Ti miiZze
pomoct i kolineace ¢i obcas dokonce polarova dualita. Inverze je vSak castéjsi. Muzes
si to zkusit na nasledujicich cvicenich.

Cviceni 14. Mgjme piimku p a pevné body A, B mimo ni. Definujeme zobrazent,
které bodu X € p pritadi Y € p takové, ze A, B, X, Y lezi na kruzimce. Dokaz, Ze
je projektivni.

Cvicéeni 15. Méjme piimku p, ktera se dotyka kruznice w v bodé A. Zobrazeni g
zobrazi X # A € pna Y € w tak, ze XY je tetna k w a Y # A. Dokaz, ze g je
projektivni. Jak by se mélo chovat pro X = A?

Poznamka 16. Projektivni zobrazeni z predchoziho cviceni miize byt ¢asto uzi-
tecné. Umoznuje Ti totiz projektivné rozhybat trojuhelnik s pevnou kruznici vepsa-
nou.

Cviceni 17. Méjme kruZnici w a pfimku p. Pak zobrazeni f definujeme tak, Ze
bodu X € w (X ¢ p) pfifadi Y # X € w tak, Ze existuje bod G na p takovy, ze XG
i YG jsou teéné k w. Dokaz, ze f je projektivni. Jak by se mélo chovat, kdyz X je
prusecik p a w?



Cviceni 18. Méjme piimku p a kruZnici w tak, Zze A je jeden jejich prtisecdik.
Definujeme zobrazeni f z X # A € pdo Y € w tak, 7e |[<AY X| = 90°. Dokaz, Ze je
projektivni. Kam by se mélo zobrazit A?

Mozné Té prekvapilo, ze se T€ ve cvicenich ptame, jak se zobrazeni chova v bo-
dech, kde jsme ho nedefinovali. Je to velmi uzitecna véc, jakou si u projektivnich
zobrazeni uvédomit, protoze tyto degenerované pripady jsou Casto praveé ty, které
chceme ovéfovat pro lemma t7 body staci.

Pojdme si jesté ukéazat, jak intuitivné poznat, Ze zobrazeni projektivni neni. Nej-
lepsi je vSimnout si, zda je zadané zobrazeni bijektivni. Nejlépe tak, ze si zkusis$ pro
zadané zobrazeni najit inverzni, pokud neexistuje jednoznacné inverzni, toto zob-
razeni projektivni neni3. Dalsi, ¢eho se d4 vsimat, je, jak moc ,jednoznaéné“ lze
zkonstruovat. Ukdzeme si na prikladé.

Piiklad 19. Mé&jme kruZnice w a 0 tak, Ze ¢ lezi uvnitf w a neprotinaji se. Pak
zobrazeni f z X € w do Y € ¢ definujeme tak, ze XY je ,pravotocivd® tefna
k 4. Pak f je bijektivni, ale intuice by Ti meéla fict, Ze tato definice neni dobfe
zkonstruovatelna, takze f projektivni neni. To, co by Té mélo bit do oci, je, Ze
mame , pravotoc¢ivou“ a ,levotocivou“ tec¢nu, ale dost umeéle si vybirame jednu z nich.
Samoziejmé, ze toto neni dobfe definovatelné pravidlo, mtzou existovat i divna
projektivni zobrazeni, ale casto je to dobry nahled na to, co projektivni neni.

Poznamka 20. Vsimni si, Ze kdyZ uz mame projektivni zobrazeni zobrazujici bod
A do B, tak protozZe existuje vZdy inverzni zobrazeni, tak méme i projektivni zob-
razeni z B do A, takZe obcas budeme fikat, Ze jsou A, B projektivné svizané, ¢imz
myslime, ze existuji tato projektivni zobrazeni.

V tlohéch je dulezitym krokem pii pouziti této metody vybrat spravny bod kte-
rym hybat. Vétsinou se chces snazit hybat jemné, aby se co nejméné c¢asti tlohy
hybalo. Pak je vétsi Sance, Ze vznikla zobrazeni budou projektivni. TTi jednoduché
ptipady uz pak casto existuji.

Uloha 21. (existence kamardda) Rikdme, Ze body P, Q jsou kamarddi v ABC,

pokud |<PAB| = |[<QAC], |[<PBA| = |[<QBC| a |<PCB| = |<QCA|. Dokaz, ze
kazdy bod P, ktery nelezi na stranach trojuhelnika ABC, ma kamarada.

V prvnim dile jsme Ti ukazali kouzelny diikaz Pascalovy véty pomoci promitani
dvojpoméru. Ted uz ale mas néastroje na to si ji dokdzat sdm (sama).

Uloha 22. (Pascalova véta) Méjme tétivovy Sestitthelnik ABCDEF. Ozna¢me
X = ABNDE,Y = BONEF, Z = CD N FA. Dokaz, 7e X, Y, Z le#i na jedné
pfimce.

Uloha 23. Mg¢jme trojihelnik ABC' s vepsistém I. Kruznice vepsana se dotyka
strany BC' v D. Body P, Q lezi postupné na BI, CT tak, Ze |<PAQ| = 3|<BAC].
Dokaz, ze |<<QDP| = 90°.

3Dala by se definovat projektivni zobrazeni, ktera nejsou prosta, ale standardné takova nepotkas.
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Uloha 24. (Unlikely Concurrence) Méjme trojithelnik ABC. Oznaéme body do-
tyku kruznice vepsané se stranami AB, BC postupné X, Y. Dokaz, ze XY, stfedni
pricka vzhledem k vrcholu C' a osa tthlu u vrcholu A prochazi jednim bodem. N&-
sledné oznac tento bod R a dokaz, ze |[<<CRA| = 90°.

Uloha 25. Uvazme rovnostranny trojuhelnik ABC a v ném bod P. Ozna¢me A;
preklopené P podle BC'. Analogicky B; ptreklopené P podle AC a C; pieklopené P
podle AB. Dokaz, ze ptimky AA,, BB, CC; prochéazi jednim bodem.

Uloha 26. (Jacobi) Mgjme trojihelnik ABC. Sestrojme body X, Y, Z tak, Ze
<Y AC| = |<ZAB|, |<ZBA| = |<XBC| a |<YCA| = |<XCB|. Dokaz, 7 AX,
BY, C'Z prochézi jednim bodem.

Uloha 27. Necht ABCD je rovnoramenny lichob&znik s AB || CD. Kruznice k
prochazejici body A a B protind AD v X a AC v Y. Te¢na ke k z bodu B protina
CD v bodé Z. Ukaz, 7ze X, Y a Z lezi na jedné ptimce. (PraSe 38 Mys-Mas/6)

Uloha 28. Mg¢jme trojihelnik ABC. Ozna¢me M, N stfedy stran AB, AC. Na
teéné ke kruznici opsané ABC v bodé A zvolme bod X. Ozna¢me wp kruznici
prochézejici M B dotykajici se pfimky M X. Analogicky we je kruznice skrz body
NC dotykajici se NX. Dokaz, 7ze wp a we se protinaji na BC.

Uloha 29. Mgéjme P, Q kamarady* v ABC. Ozna¢me X patu @) na BC. Kruznice
nad prumérem AP protind opsanou ABC v K razném od A. Pfimka AQ protina
opsanou ABC' v T rtzném od A. Dokaz, ze T', X, K lezi na pfimce.

Uloha 30. Hedvika nasla v roviné kruznici k& a bod P vné k. Z bodu P nakreslila
dvé teény ke k, body dotyku pojmenovala A a B. Bod @ umistila tak, aby A byl
stied tsecky P(Q). Nésledné prisel Tonda a na tseéce AB nakreslil bod L. KruZnice
opsané trojuhelniku PLB protnula k podruhé v bodé T. Ukaz, ze at uz byl Tonda
jakkoli zdkeiny, vzdy plati |[<PBT| = |<QLA]|. (PraSe 38 Teény/7)

Uloha 31. Uvnit¥ ostrothlého trojihelniku ABC lezi body P, Q takové, Ze plati
|[<PBA| = |[<QBC|, |<PCB| = |[<QCA| a |<PAC| = |<QAB]|. Necht jsou Oy,
O stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelniki PBC a QBC. Dokaz, ze plati
|<<BAO;| = |<CAO,|. (1KS 9. roénik G5)
Uloha 32. Mgjme &tyitihelnik ABCD takovy, ze |<BAD| + 2|<BCD| = 180°.
Oznac¢me F prusecik osy <BAD s BD. Osa AFE protina BC'a CD v X a Y. Dokaz,
ze A, C, X, Y lezi na jedné kruznici.

Uloha 33. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Na strané BC zvolme bod D. Na ose uhlu
BAC zvolme bod I. Pfimky BI, AI protinaji kruznici opsanou ABD postupné
v bodech P, ). Analogicky pfimky CI a AI protnou kruznici opsanou AC'D v bodech
R, S. Dokaz, ze pfimky RS, PQ, BC prochazi jednim bodem.

Uloha 34. Mgéjme bod P na strané AB v trojihelniku ABC. Na stranach AC a
BC zvolime S a T tak, aby |AP| = |AS| a |BP| = |BT|. KruZnice opsana PST

4Viz tloha existence kamarada.
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protne AB a BC znovu v @ a R. Pfimky PS a QR se protnou v L. Ukaz, ze pfimka
CL pili PQ.

Uloha 35. Mgéjme étyfahelnik ABCD. Ozna¢me H ortocentrum ABC. Dale na
AB a BC zvolme P, Q tak, aby PH || AD a QH || CD. Dokaz, ze kolmice na PQ
skrz bod H prochézi ortocentrem ACD.

Uloha 36. V trojuhelniku ABC ozna¢me A’ a B’ paty vysek z A a B. Na kruznici
opsané ABC na oblouku ACB je bod D. Déle P = AA'NBD a Q = BB'N AD.
Dokaz, ze stfed PQ lezi na A'B’.

Uloha 37. V trojihelniku ABC se kruznice vepsané se stfedem I dotyka stran
AC a AB v bodech F, F. Obrazy bodu E, F' ve stiedové symetrii pfes I ozna¢me
G, H. Bud Q prusecéik GH a BC a M stfed BC'. Dokaz, ze jsou ptimky IQ a IM
na sebe kolmé. (Taiwan TST 2014)

Zahadny bod

Pojdme se nyni podivat na trochu jiny styl iloh. Budou to ilohy, kde je tfeba doka-
zat, ze néjakd mnozina pfimek prochazi pevnym bodem. Standardni postupy nam
tikaji, ze jako prvni chceme zjistit, co je ten spolec¢ny prusecik zac, a pak jen o kazdé
pfimce dokazat, ze timto bodem prochazi. Ukazeme si zptsob, jak lze obcas pre-
skocit tento krok urcujici vlastnosti hledaného bodu. Dokazeme, Ze mnozina piimek
prochéazi pevnym bodem, i kdyz viibec nezjistime, o jaky bod se jedna. K tomu nam
poslouzi nasledujici lemma.

Lemma 38. (o zdhadném bodu) Méjme dvé piimky p, q. Oznacme A jejich pri-

sec¢ik. Necht je f : p — q projektivni zobrazeni. Pak pokud f(A) = A, pak vSechny
pfimky X f(X) prochdzeji pevnym bodem.
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Diikaz. Uvazme rtzné body B # A € p, C # A € p. Ozna¢me Z prusecik Bf(B)
a C'f(C). Definujme zobrazeni g jako promitnuti z p do ¢ skrz bod Z. Zobrazeni f i
g jsou projektivni. Zéroveinl f(B) = g(B), f(C) = g(C) a f(A) = A = g(A). Takze
z lemmatu t7% body stacé? je f shodné s g. Takze v8echny pfimky X f(X) prochazi
skrz Z. O

Priklad 39. Na strané BC v trojihelniku ABC méjme body P, @ tak, Ze plati
|<BAP| = |<QAC|. Osa thlu ABC protind AP a AQ postupné v bodech M a L.
Osa thlu ACB protind AP a AQ postupné v K, N. Dokaz, ze BC, MN a KL
prochézi jednim bodem.

B P Q C

Reseni. Podivame se na osy thli <ABC a <ACB jako drzaky U, V. Pak dodefi-
nujeme zobrazeni ¢, které bod X € U zobrazina Y € V tak, ze |[<XAB| = |<Y AC|.
Vsimni si, Ze tohle zobrazeni je projektivni. Ozna¢me I prusecik osy <ABC a osy
<ACB. Pak ¢(I) = I, protoze je to stfed kruznice vepsané. Takze podle lemmatu
o zéhadném bodu vSechny pfimky X¢(X) prochazi pevnym bodem. Pro dokonceni
dukazu si sta¢i véimnout, ze p(M) = N, ¢(L) = K a ¢(B) = C. Takze BC, M N a
KL prochazi jednim bodem.

Uloha 40. Méjme pevny bod D a pevné piimky k, I, které prochazeji spoleénym
bodem A. Na pfimkéach k, [ jsou postupné body X a Y takové, ze |[<XDA| =
|<Y'DA|. Dokaz, ze pfimka XY prochazi pevnym bodem.

Uloha 41. (té7zkd) Mgjme trojihelnik ABC. Na strané BC lezi bod P. Kruznice
nad primérem BP protne podruhé kruznici opsanou APC v Q. Pfimka PQ a AC
se protinaji v M. Oznatme H ortocentrum trojahelnika ABP. Dokaz, Ze kdyz se P
hybe na BC, tak primky H M prochazi pevnym bodem.

Dokreslujeme kuZelosecky

V této kapitole si ukdzeme, jak muze byt obcas praktické si do ulohy dokreslit
kuzelosecku, kde jako kuzelose¢ku bereme jakkoli zkolineovanou kruznici. Aby se
nam kuzelosecky hodily, dodefinujeme si na nich dvojpomeér, takze kuzelosecky budou
zapadat do drzaka. Jak dodefinovat dvojpomér na obecné kuzelosecce? Udélame
maly podvod, nefekneme pfimo, jak ho jednodusSe spocitat, ale ukazeme, ze néjak
urcit lze.
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Definice 42. (dvojpomér na kuZzeloseckich) Uvazme kuzelosecku ¢ a na ni &tyfi
body A, B, C, D. Pak existuje kolineace, ktera zobrazi § na kruznici. Na této kruznici
ale A, B’, C', D’ umime pfitadit néjaky dvojpomér. Takze (A, B, C, D) definujeme
na kuzelosecce jako dvojpomér (A’, B, C', D'), kde jsme ¢ zobrazili kolineaci.

Je tahle definice jednoznac¢na? Vzpomen si, ze pokud kolineace zachova kruznici,
tak na ni zachova i dvojpomér. Zaroven slozeni kolineaci je stale kolineace. TakZe ne-

miuZou existovat dvé rizné kolineace zobrazujici § na kruznici takové, Ze dvojpoméry
(A, B',C", D') by se lisily.

Projektivni zobrazeni na kuzeloseckach jsou velmi podobné projektivnim na kruz-
nici. Hlavné se ndm budou hodit tyto dvé:

(i) Mgjme kuzelosecku ¢ a bod A, ktery na ni lezi. Pak zobrazeni z ¢ do svazku
v A takové, Ze zobrazi X na AX, je projektivni. Bod A se zobrazi v tomto
zobrazeni na tecnu k 4.

(ii) (prostfelovaci) Mé&jme kuzelosecku d a bod A, ktery na ni nelezi. Pak zobra-
zeni z § do § takové, ze bod X zobrazi na Y tak, ze Y je druhy prisecik X A
a . Pokud existuje jen jeden prisecik, X se zobrazi samo na sebe.

Cviceni 43. Zkus si dokazat, Ze jsou tato zobrazeni opravdu projektivni.

Véta 44. (Steinerova kuzelosecka) Méjme riizné body A, B v projektivni roviné.
Oznac¢me U drzak piimek prochazejicich bodem A a 'V drzak pfimek prochazejicich
bodem B. Dale méjme projektivni zobrazeni ¢ z U do V. Pak pokud obraz AB
neni BA, tak mnoZina priseciki p N ¢(p) je kuZelosecka. A plati, Ze A, B na této
kuzelosecce lezi a ¢ zobrazi AB na te¢nu v B k této kuzelosecce.

Dukaz. Myslenka diikazu je takova, ze se pokusime tilohu zkolineovat tak, ze zadané
zobrazeni je néjaké pékné, u kterého mnozinu prisecikti zndme. Dobrym kandidatem
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je zobrazeni pfimky p skrz A na pifmku ¢ skrz B tak, Zze p L ¢.> Pak mnozina jejich
priseciki je Thaletova kruZnice. Tak to pojdme udélat.

Oznaéme ! zobrazeni inverzni k ¢. Déle ozna¢ime k = p(AB) a { = ¢~} (BA).
Pak protoze AB se nezobrazi na BA, tak k a ¢ jsou ruzné piimky. Oznacme R
jejich prisecik. Vyberme libovolnou® pfimku ¢ prochazejici A. Ozna¢me G priisecik
aMe(q).

Tak nyni mame ¢tyfi body A, B, R, G. Kolineace nam dovoluje tyto ¢tyri body
umistit do libovolngch jinych ¢tyf bodt projektivni roviny (v obecné poloze). Tak
si pojdme rozmyslet, kde je chceme mit, aby se ¢ chovalo jako ta rotace, kterou
hledame.

Kdyz chceme, aby byly vzdycky kolmé, tak AB se zobrazi na kolmici na AB skrz
B a BA se inverzné zobrazi na kolmici skrz A, takZze R chceme zobrazit na nevlastni
bod ve sméru kolmém na AB. Bod G je obecny bod na nasi hledané kuzelosecce,
takZe ten chceme zobrazit na Thaletovu kruznici nad AB.

IR

To je presné kolineace, kterou pouzijeme. Zbyva Fict, ze ¢ po této kolineaci je
opravdu ta hezkd rotace, kterou chceme. K tomu vyuzijeme t7% body staci. ¢ je
projektivni a rotace o 90° taky, takze mame tyto dvé projektivni zobrazeni a ty
porovnavame. Obraz AB je v obou BR. Obraz AG je v obou BG a obraz AR
je v obou BA. Takze mame tii body, kde se shoduji. Mnozina pruseciki p N ¢(p)
je kuzelosecka, protoZe jsme ji kolineaci dokézali zobrazit na kruZnici. A zminéné
vlastnosti o tom, Ze A, B na ni lezi, a na co se zobrazi AB, z této kolineace plynou
taktéz. |

Mozné by Té zajimalo, jaka je mnozina téchto prusecikii, kdyz ¢(AB) = BA.
Pak je tato mnozina pfimka. Muzes si zkusit rozmyslet, Ze tohle tvrzeni je dudlni

5Toto zobrazeni je projektivni, protoze se jedna o otodeni o 90° a nasledné posunuti z A do B.
6Dost obecnou, takze nesmi byt rovna tém, o kterych uz jsme mluvili.

14



k tvrzeni o zdhadném bodu. Hodi se k tomu, Zze dualita zachovava dvojpomeéry, takze
se chova hezky k projektivnim zobrazenim.

Mame uz dostatek znalosti o kuzeloseckach, tak si mizeme ukézat, jak nam mazou
pomoci pii feSeni metodou projektivniho hybani s body.

Piiklad 45. (Kariya) Mé&jme trojuhelnik ABC a I ozna¢me jeho vepsisté. Pak
ozna¢me D,, Dp, Dc paty I na strany a, b, respektive c. Body X, Y, Z lezi
postupné na polopfimkach ID4, IDg, ID¢ tak, ze |IX| = |IY| = [IZ|. Dokaz, Ze
piimky AX, BY, CZ prochézi jednim bodem.

Reseni. Zac¢neme hybat z bodem X po piimce ID4. Pak zobrazeni z X do Y je
projektivni, kde pro X na polopfimce opa¢né k ID, bude Y lezet na polopfimce
opacné k IDpg. To, Ze je projektivni, se d4 nahlédnout bud tak, Ze je to obecné
shodné zobrazeni, nebo ho pfimo najit jako rotaci kolem 1.

Obdobné zobrazeni z X do Z je projektivni, takze mame projektivné svizané
piimky AX, BY, CZ. Jenze ted nardzime na problém. Nase ptivodni metoda pred-
pokladala, Ze najdeme dvé zobrazeni do néjakého bodu na néjakém drzaku. Ale
hledany prisecik AX, BY a C'Z se obecné nehybe ani po pfimce, ani po kruznici.
Pfichéazi na fadu Steinerova kuzelosecka. Dokreslime Steinerovu kuzelosecku, kterou
generuji primky BY a CZ, a oznacime ji w.

Nejdfive dokazeme, Ze A na ni lezi, zatim to vime jen o B a C. Ale pokud tloha
plati, tak ze symetrie na ni musi lezet i A. Necht Y je prise¢ik IDg s AB. Pak
ze symetrie podle osy thlu <CAB je Z prusecik ID¢o s AC. Takze piimka BY je
shodnéd s AB a piimka C'Z je shodna s pfimkou AC, takze A = CZ N BY lezi na w.
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Dodefinujeme si body H; a Hs. Budiz H; druhy prisecik BY a w a Hs druhy
prusecik AX a w. Vime, Ze Hq lezi na BY a CZ a H; lezi na AX. Staci tedy ukazat,
ze se tyto dva body rovnaji nezavisle na poloze X. Konec¢né tedy definujeme dvé
projektivni zobrazeni. Prvni bude ¢ a zobrazuje X — Y +— BY — H;. A druhé
bude ¢ a zobrazuje X — AX — Hj.

Mtzeme tedy vyuzit lemma ¢ body staci. Porad si ale musime davat pozor,
abychom nedokazovali llohu kruhem, a musime pamatovat na to, Ze w je definovana
jako pruseciky primek BY a CZ. Takze tfeba nevime, ze BA se zobrazi na tecnu
k w v A. A tohle dokézat neni trividlni, takZe si vybereme radsi jiné degenerované
pripady, které se dokazuji 1épe.

(i) Kdyz X lezina AC, tak H; = Hs = C. Plyne ze symetrie podle thlu <BCA.
(ii) Kdyz X lezi na AB, tak H; = Hs = B. To je trochu slozit&jsi. Ze symet-
rie znovu vime, ze C'Z protind w podruhé v B. Obraz CZ v projektivnim
zobrazeni do BY tedy musi byt tecna k w v B. Takze H; = B.
(iii)) Kdyz X =1, Pak H; = Hy = I.
Tim jsme dokéazali, ze se Hy vidy rovna Hs.

Poznamka 46. Vsimni si, Zze se nemohlo stat, Ze by Steinerova kuZelosecka byla
degenerovana do pfimky. Pak by totiz B, C na ni nelezelo. Zato A by na ni stale ze
stejného argumentu lezelo. To by ale porusilo symetrii celé tilohy. Takze se opravdu
jedna o kuzelosecku, a ne o primku.

Poznamka 47. Vsimni si, ze dva ze tii pfipadd ndm Steinerova kuzelosecka dala

vlastné zadarmo, protoze vime, ze existuje pripad, kdy se H; bude rovnat B, resp. C'.

Tyto dva pripady byvaji casto degenerované, takze jsou pfimo urcené k lemmatu ¢74

body staci. Proto si casto stac¢i uvédomit, kdy tyto pripady nastanou, a najit jeden

pfipad navic. Pozor na ptipad, kdy se H; rovna A. Ten sice také vidycky existuje,
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ale neumime Fict, ze Hs je v tu chvili také A. K tomu bychom préavé potiebovali, Ze
AX je tend k w.

Tato metoda je velmi uzitecnd, protoze nam pomdha se vyporadat s body, co se
po hezkych drzécich nehybou pfimo. Ale neni jednoduché ji umét spravné pouzit,
protoze je potieba davat velky pozor na to, co mame jak definované a nezapocitat
néjaky degenerovany pripad dvakrat.

Uloha 48. (IMO 2019/2) Na stranach BC a AC trojthelnika ABC' lezi po fadé
body A; a B;. Body P a @ jsou zvoleny postupné uvniti usecek AA; a BB tak,
ze pFimka P(Q je rovnobézna se stranou AB. Déale P; je bod na pfimce PBj, pro
né&jz plati, ze By lezi uvnitt tsecky PP, a zaroven |<PP,C| = |[<BAC|. Podobné
bod @ lezi na pfimce QA; tak, ze A; lezi uvniti tsecky Q@1 a zaroven plati
|[<CQ:1Q| = |<CBA]|. Dokaz, ze body P, Q, P;, Q1 lezi na jedné kruznici.

Involuce

Nyni se podivame na specialni projektivni zobrazeni, kterym se fika involutorni ¢i
primo involuce.

Definice 49. Involuci nazyvame projektivni zobrazeni ¢ z drzaku U do U, které
je samo sobé inverzni neboli plati p(¢(X)) = X.

Poznamka 50. Obecné se v matematice involuce fiké jakémukoli zobrazeni, které
je samo sobé inverzni. Jen v tomto seridlu kdykoli fekneme involuce, myslime projek-
tivni zobrazeni. Také identita je priklad involuce, dokonce i projektivni. Té budeme
tikat trividlni involuce.

Rozmysli si, ze par involuci uz zndme — tieba prostielovaci projektivni zobrazeni
nebo jakakoli inverze. Pojdme si ukdzat, jak se involuce chové na kuzelosedce. Obecné
se na involutorni zobrazeni chces ¢asto divat jako na rozdéleni objektti” do dvojicek,
kde bod muze byt ve dvoji¢ce sdm se sebou (takovou dvojicku pak nazveme trivialni).
Také si vS§imni, ze dvé involuce jsou stejné, pokud se shoduji na dvou dvojickach,
kde alespon jedna je netrividlni. Pak totiz méme t¥i body, na kterych se shoduji.

Lemma 51. Necht w je kuzelosecka® a ¢ je netrivialni involuce na této kuzelosecce.
Pak vSechny piimky X ¢(X) prochdzi pevnym bodem. Tomuto bodu budeme fikat
stred involuce.

"Dvoji¢ky mohou byt napiiklad body & piimky, zélezi, na jakém drzaku jsme.
8Vétsinou se bude hodit jako kuzelosecka pfimo kruznice.
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Diikaz. Uvazme bod Y € w, ktery se nezobrazi sim na sebe, a Y’ = (V). Déle
méjme bod Z € w rtizny od Y a Y. Pak p ozna¢ime pfimku Y'Y’ a ¢ pfimku Z¢(Z2),
kde pokud ¢(Z) = Z, bereme teénu k w v Z. Ozna¢ime S = p N ¢. Nyni definujeme
involutorni zobrazeni 1) na w jako prostieleni skrz S. Pak v a ¢ se shoduji na obrazech
riznych bodt Z, Y, Y’, takZe jsou z lemmatu t7 body stac? stejné. TakZe vSechny
piimky X¢(X) prochazi bodem S. O

Vsimni si, Ze tohle znamend, Zze kazda involuce na kruznici je inverze, protoze
prostielovaci zobrazeni je inverze. Tak to vypadéa, Ze na kruznici jsme uz vSechna
involutorni zobrazeni znali, ukdzeme si, Ze stejné tak je tomu i na primce.

Tvrzeni 52. Kazda netrivialni involuce na p¥imce je néjaka inverze.

Dikaz.  Uvazme pfimku p a na ni netrivialni involuci . Ozna¢me A;, Ay (A1 # As)
prvky jedné dvojicky této involuce a By, By (B # Bs) prvky druhé. Pak dokresleme
kruznice nad praméry A;As a By By. Pak chordéla téchto kruZnice protind p v X.
Takze existuje inverze se stfedem X, ktera prohazuje pravé tyto dvojicky. Takze tri
body staci a tato inverze je stejna jako ptvodni involuce. O

Tvrzeni 53. Méjme projektivni zobrazeni ¢, pro které plati, Ze prohazuje jednu
dvojic¢ku, neboli pro rizng A, B plati p(A) = B a p(B) = A. Pak ¢ je involuce.
Diikaz. Naleznéme obraz néjakého tfetiho prvku C. Oznaéime D = ¢(C). Pak
se podivdme na dvojpomér (A, B,C, D). Po aplikovani projektivniho zobrazeni ¢
dostavame rovnost

(4,B,C.D) = ((A),¢(B), 2(C), ¢(D)) = (B, A, D, (D)) = (4, B,¢(D), D).

Takze z jednoznacnosti dvojpoméri ¢(D) = C, Takze toto zobrazeni je involuci. O
18



Tvrzeni 54. Netrividlni involuce ma nanejvys dva pevné body.

Diikaz. Oznac¢me ¢ involuci s alesponi tfemi pevnymi body A, B, C. Pak pro libo-
volny prvek X rizny od A, B, C plati

(4,B,C,X) = (p(4),¢(B), ¢(C), (X)) = (4, B.C.o(X))

Takze z jednoznac¢nosti dvojpoméri X = ¢(X) pro vSechna X. Ale z toho plyne, ze
© je trividlni involuce. |

Tvrzeni 55. Pokud se dvé netrivialni involuce shoduji na dvou pevnych bodech,
jsou stejné.

Diikaz. Oznaéme ¢ a 1 involuce s pevnymi body A, B. Ozna¢me C obecny prvek
rizny od A, Ba D = ¢(C). Pak aplikovdnim ¢ na dvojpomér (4, B, C, D) dostavame

1
A, B,C, D) = (o(A), o(B), o(C), p(D ) —(A,B,D,C)= ———~ .
( ) = (#(4),¢(B), ¢(C), 0(D)) = ( )= ZB.cD)
Protoze jsou body A, B, C, D rizné, znameni to, ze (A, B,C, D) = —1. Oznacime
E = ¢(C). Pak analogicky dostaneme, ze (A, B,C, E) = —1 neboli z jednoznacénosti
dvojpoméri D = F. Takze zadané involuce se shoduji ve vSech bodech. (|

Poznamka 56. Pokud bychom pfedchozi lemmata dokazovali jen pro body na
primce, muzeme nahlédnout, Ze plynou z toho, Ze vSechny involuce jsou inverze.

Lemma 57. (ping pong) Méjme kuZelosecku w. Déle méjme tii body A, B, C
lezici na primce p. Pak oznaCme @ 4 involuci na w se stfedem A. Analogicky ¢p a
pc. Pak slozeni ¢4 o pp o wo je znovu involuce a ma stied na pfimce p.

A
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Diikaz. Uvédom si, ze z toho, Ze mame involuce, tak inverzni zobrazeni k ¢4 je ¢4
a analogicky pro ¢p a ¢c. Dokazeme nejdiive, ze se jedna o involuci. Stac¢i ukazat,
ze pro kazdé X na w plati

(X)) = palelpc(X))) = vc(pp(pa(X))) = £HX).

Ozna¢me U n&jaky bod na w. Déle oznacme V = ¢c(U), W = ¢p(U). Pak
wa(W) = &(U). Analogicky definujeme F = p4(U), G = pp(F) a H = pc(G).
Pak H = ¢71(U). Takze staci ukazat, ze H = pa(W). Neboli ze HW prochézi A.
To ale plyne z Pascalovy véty na UVW HGF'. Takze se opravdu jedna o involuci.
K druhé éasti diikazu udélame trochu triky. Kolinea¢ni BUNO se jedné o kruznici.
Vime, ze involuce na kruznici se stfedem v K se da interpretovat jako inverze se
stfedem v K. Podivame se tedy na zobrazeni ¢4, ¢p, ¢c v celé komplexni roviné.
Jedné se o inverze se stiedy A, B a C. Kazda z téchto inverzi je zobrazeni, které
je symetrické podle primky p. TakZe i vysledné zobrazeni bude symetrické podle p.
Takze se jedna o inverzi, kterd je symetrickd podle p. To ale znamend, ze ma stfed
na p. ([l

Uloha 58. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Oznaé¢me H jeho ortocentrum a O stied
kruZnice opsané w. Ozna¢me A; bod naproti A na w. Bod A’ budiz druhy prisecik
A1H a w. Bod A” ozna¢me preklopené H podle strany BC. Symetricky definujeme
body B’, B”, C’, C". Dokaz, ze piimky A’A”, B'B”, C'C" se protinaji v jednom
bodé na Eulerové piimce® trojihelniku ABC.

Lemmata, co tu jsou, si zkus také dokazat. Budou se Ti jesté hodit.

Lemma 59. Mé¢éjme kruznici w a na ni involuci ¢. Mimo ni bod P. Dokaz, ze
kruzimky opsané PX (X)) prochdzi pevnym bodem riznym od P.

Lemma 60. Méjme primku ¢ a mimo ni bod P. Dale uvazme involuci ¢ na /.
Dokaz, Ze nezavisle na volbé X € (¢ vSechny kruzimky opsané PX¢(X) prochazi
pevnym bodem riznym od P.

Uloha 61. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Na ose tihlu u A zvolme bod G. Déle zvolme
body K, L na BC tak, ze |<KAB| = |<LAC|. Dokaz, ze nezévisle na bodech K, L
kruznice opsané GK L prochazi pevnym bodem riznym od G.

Lemma 62. Me¢jme pfimku ¢ a na ni involuci ¢. Dokaz, Ze nezavisle na X € /
vSechny kruznice nad priimérem X p(X) sdili chordélu.

Desarguesova involuce

V této kapitolce si ukdzeme nastroj, ktery ndm pomuze nalézt involuce v tloze.

9Pokud nevis, co je to Eulerova pfimka, doporu¢ujeme Ti prvni dil seridlu o Geometrii troji-
helnika. Viz https://prase.cz/archive/36/uvodls.pdf.
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Vé&ta 63. (Desarguesova involuce — DIT1?)  Mé&jme étyii body A, B, C, D. Ozna¢me
p1r = AB, po = CD, ¢1 = AD, ¢o = BC, r; = AC, ro = BD. Dale méjme
v roviné primku ¢ neprochéazejici body A, B, C, D. Oznac¢ime P; = ¢ N p;. Analo-
gicky definujeme Py, QQ1, Q2, Ry, Ry. Libovolna kuzelosecka prochéazejici body A, B,
C, D protina ¢ v S1, S3. Pak na piimce ¢ existuje involuce, ktera prohazuje dvojicky

(P1, P), (Q1,Q2), (R1, R2), (S1,52).

Dikaz. Uvazme na ¢ involuci (inverzi) &, kterd zobrazi Sy, S, P; postupné na Sa,
S1, P». Ta existuje, protoze inverze, stejné jako Mobiovské zobrazeni, je ddno tfemi
obrazy. Protoze jde o inverzi, zobrazi P, na P;. Ukdzeme, ze £(Q1) = Q2. VSimni si,
ze

(P17Q1781a52) % (B7D751732) % (Q27P2781a52> = (P27Q2752751)~

Uz vime, ze £ zobrazi P;, S1, S na Py, S, S1. Protoze je projektivni, zachovava
dvojpomér, takze z jednoznac¢nosti dvojpomért se £(Q1) = Q2. Analogicky ukdzeme,
7e £(R1) = Rs. Takze & je hledanou involuci. a

Nez si ukdzeme, jak toto tvrzeni pouzit v tloze, hodi se si rozmyslet, jak vypadaji
degenerované varianty.

Véta 64. (Desarguesova involuce pro 3 body) Méjme trojithelnik ABC na kuze-
losecce w. Dale méjme primku ¢. Ta protina AB, AC, BC postupné v Py, Ps, Q1.
Dale protina te¢nu k w v A v bodé Q5. Také protina w v bodech Sy, Sa. Pak existuje
involuce prohazujici dvojicky (P1, P), (Q1,Q2), (S1,S2).

Véta 65. (Desarguesova involuce pro 2 body) Méjme body A, B na kuZelosecce
w. Primka ¢ protina tecny vedené A, B k w postupné v bodech )1, Q2. Dale £

10Pochézi z anglického Desargues Involution Theorem.
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protind AB v X aw v Sy, Ss. Pak existuje involuce prohazujici tyto dvojicky (X, X),
(Qla Q2)a (517 SQ)

Tato tvrzeni nedoporucujeme vnimat jako t¥i odlisné véty. Hodi se naucit se ,vi-
dét v téchto tvrzenich ptvodni Desarguesovu vétu. Rozmysli si ¢im nesmi prochézet
pfimka £ v téchto degenerovanych pfipadech, kdyz v DIT nesmi prochéazet body A,
B, C, D.

Ukazeme si nyni pouziti DIT na jiz znamé tloze.

Priklad 66. (butterfly) Mé&jme kruznici w a na ni tétivu AB se stfedem M. Na
w zvolme body K;, L;. Oznaéme K, priseik K1 M s w riazny od K;. Obdobné
definujme bod Ls. Necht X = K11 NAB aY = KyLoNAB. Pak |[XM|=|YM]|.

Ky

Ly

Ky

Reseni. Uvazme é&tyftuhelnik K;L;L,K, s kruznici opsanou a piimku AB. Apli-
kujme na né Desarguesovu involuci. Dostavame involuci ¢ prohazujici dvojicky
(A,B), (M,M), (X,Y). Definujeme si involuci, kterd je na pfimce AB a jedna
se o preklopeni podle M. Pak (A, B) a (M, M) jsou v této involuci, takze ¢ se
s touto involuci shoduje na tfech bodech, takze ¢ je pfeklopeni podle M. Takze
| XM| =Y M|

Poznamka 67. Vsimni si, Ze jsme dokazali i silnéjsi tvrzeni, vime, Ze kdykoli vez-
meme libovolnou kuzelose¢ku prochéazejici body K7 L1 L1 K>, tak protne AB v bodech
symetrickych podle M.

Uloha 68. Mgéjme trojihelnik ABC s kruznici opsanou w. Oznaéme p teénu k w
v A. Piimka ¢ protind AB, AC, BC, p v bodech K, L, M, N. Dokaz, ze kruznice
opsané AKL a AMN se protinaji na w.

Uloha 69. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Kruznice vepsana se dotyka stran a, b, ¢
v bodech A;, B;, C7. Ozna¢me M prusecik A-téZnice a pfimky B;Ci. Dokaz, ze
M A; je kolma na BC.
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Uloha 70. (t&éz51)) Mé&jme trojihelnik ABC' s kruznici opsanou 2. Kruznice w se
dotykd Q v T'a AB v K. Osa uhlu <BCA protind w v bodech P, Q. Dokaz, zZe
|[<BAP| = |<QAC|.

Dualni Desarguesova involuce

Vétsinou se nam v tlohach bude hodit dualni varianta Desarquesovy involuce. Du-
alni budeme myslet podle kruznice opsané ABC D. Ale ob¢as ABCD neni tétivovy.
V minulém dile jsme si ukézali, Ze pokud kolineace zachova kruznici, zachova dualitu
podle dané kruznice. Podobné jako jsme dodefinovali na kuzeloseckach dvojpomér,
tak ted miizeme dodefinovat dualitu podle kuzelosecky tak, Ze je to dualita podle
kruznice po néjaké kolineaci.

Véta 71. (dualni Desarguesova Involuce — DDIT) Méjme ¢tyrahelnik ABCD. Déle
kuzelosecku, ktera se dotyka piimek AB, BC, CD, DA. Déle méjme v roviné bod
P nelezici na téchto piimkach. Oznac¢me PSy a PSs tecny z P na w. Dale ozna¢me
X =ABNCD aY = BC N DA. Pak ve svazku piimek skrz P existuje involuce
prohazuji dvojice pfimek (PX, PY), (PA, PC), (PB,PD) a (PSy,PS>).

Tato véta se ¢asto d& pouzit i bez kuzelosecky, protoze vzdycky lze nalézt kuze-
losecku vepsanou ¢tyfem pfimkam. Bez kuzelosecky dostanes tii dvojicky involuce.
Uz dvé nedegenerované dvojicky ji pomoci lemma 7 body staci presné uréi. Takze
dostanes néjakou informaci o treti dvojicce. Ukazeme si, jak se tim dala Fesit cast
tlohy z druhé série.

Priklad 72. Mg¢jme ¢tyitahelnik ABCD. Priseéik AB a C'D oznacdime () a prusecik
AC a BD je P. Déle m&jme bod X takovy, ze |[<AXD| = 90° = |<BXC|. Dokaz,
se |[<QX P| = 90°.
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A % —

Reseni. Uvazme ¢tyfahelnik ABDC. Na pofadi zélezi, protoze to urcuje, jaké dvo-
jicky nam DDIT dé. Aplikujeme DDIT na ABDC' a bod X. Dostaneme tyto dvojicky
v jedné involuci (XA, X D), (XB,XC) a (XP, XQ). Otoceni svazku o 90° je invo-
luce, protoze je projektivni a dvakrat aplikovana je identita. Prvni dvé dvojicky jsou
v involuci rotace o 90°, takze i posledni dvojicka je v involuci rotace o 90°. Takze
|[<PXQ| =90°.

DDIT také casto potkas v zdegenerované podobé. Proto si napiseme i dalsi vari-
anty, které casto potkas v dloze.

Véta 73. (DDIT pro trojuhelnik) Méjme trojihelnik ABC' s kuzeloseckou vepsa-
nou w, ktera se dotyka strany BC' v D. Dale méjme bod P rizny od A, B, C, D.

Oznac¢me PSy, PS; tecny z P k w. Pak existuje involuce ve svazku primek skrz P,
kterd prohazuje (PA, PD), (PB, PC) a (PSy, PSs).

Véta 74. (DDIT pro dva body) Méjme dva body A, B na kuZelosecéce w. Tecny
kw v A, B se protinaji v X. Méjme v roviné bod P. Te¢ny z P k w oznac¢ime PS1,

PS,. Pak existuje involuce ve svazku piimek skrz P, ktera prohazuje (PX,PX),
(PA,PB) a (PSl,PSQ)

Znovu si rozmysli, ze v téchto vétach vidis ptivodni DDIT. Tyto degenerované
varianty nam uz davaji pouze tti dvojicky, které se prohazuji, takze bez kuzelosecky
jejich pouziti nedava zadné nové informace. Taky si rozmysli, kde v téchto degene-
rovanych pfipadech nesmi byt bod P, kdyz v DDIT nesmi leZzet na pfimkach AB,
BC, CD, DA.

Uloha 75. Mgéjme trojahelnik ABC. Na BC zvolme A;, X, Y. V A; zvolme
pfimku ¢. Ta protne AB a AC v By, C;. Piimky XB; a Y (] se protinaji v Z.
Dokaz, ze mnozina vSech Z lezi na jedné pfimce nezavisle na poloze /.

Uloha 76. Na strané BC trojthelnika ABC zvolme bod A;. Na polopfimkach
BA a CA zvolme body Cy a By tak, aby |<BA;C;| = |<CA;B|. Piimky B1B a
24



C1C se protinaji v As. DokaZ, Ze nezavisle na poloze By a Cy pfimky A; As prochazi
pevnym bodem.

Uloha 77. (isogonal lines lemma) Mé&jme v roviné bod A. Déle uvazujme body K,
L, M, N takové, ze |<KKAM| = |<LAN]|. Ozna¢me X = LNNKM aY = LMNKN.
Pak |[<XAN| = |<Y AM]|.

Uloha 78. Mg¢jme trojtihelnik ABC' s kruznici vepsanou w. Ozna¢me D bod dotyku
kruznice pripsané ke strané BC. Na pfimce AD zvolme bod X tak, aby tsecka X D
neobsahovala zadny bod w. Teény z X k w protnou stranu BC' v bodech K, L.
Dokaz, 7e |BK| = |CL]|. (1KS 8. ro¢nik)

Uloha 79. Mgéjme trojihelnik ABC. Dale pfimku £ a na ni bod P. Ozna¢me A;
prusecik piimky AP pteklopené podle £ s BC. Analogicky sestrojme By a Cy. Dokaz,
ze A1, By, C1 lezi na pfimce.

Poznamka 80. Pomoci této tlohy se da dokdzat tloha z minulého dilu (Droz-
Farny). Vezmi P jako ortocentrum ABC' a pak najdi spravné dvé kolmice.

Uloha 81. V trojihelniku ABC oznaéme I stfed kruznice vepsané. Na strané
BC zvolme bod K. Kruznice nad primérem KI (ozna¢ime ji w) protne kruZznici
vepsanou ABC v bodé L ¢ BC. Pfimka AL protne w podruhé v M. Dokaz, ze M I
je osa ihlu BMC.

Uloha 82. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Osa tthlu u A protind BC' v D. P¥imky skrz
D, které jsou tecné postupné kruznicim opsanym ABD a ACD, protinaji postupné
AC v E a AB v F. Ozna¢me G pruse¢ik BE a C'F. Dokaz, ze |[<EDG| = |[<ADF|.

Uloha 83. Mgéjme trojthelnik ABC. Kruznice jemu vepsana se dotykd BC' v bodé
D. Na piimce AD vné kruznice vepsané zvolme bod G. Ozna¢me w kruZnici opsanou
BCG. Te¢ny z G ke kruznici vepsané ABC protinaji w podruhé v E, F. AD protina
w podruhé v T. Dokaz, ze piimka EF a tecna k w v T' se protinaji na BC.

Uloha 84. Mgjme trojihelnik ABC a bod P. Skrz P vede pfimka (. P¥eklopme
PA podle £, vyslednad pfimka protne BC v A;. Analogicky pieklopené PB a PC
protnou AC' a AB v By a Cy. Dokaz, ze Ay, By, C1 lezi na pfimce.

(USAMO 2012 P5)

Uloha 85. (t8z51) Mgjme trojihelnik ABC' s kruznici vepsanou w. Body dotyku
vepsané se stranami a, b, ¢ jsou postupné D, E, F. Bod K je jednim z pruseciki EF
a kruznice opsané ABC. Teény z K k w protnou kruznici opsanou ABC podruhé
v I, J. Dokaz, ze IJ prochazi pélem piimky BC podle kruznice opsané ABC.

Uloha 86. (téz5i)) Mgjme trojihelnik ABC. Kruznici vepsanou ozna¢me w a jeji
stfed I. Ozna¢me T bod na kruznici opsané ruzny od A, ktery spliiuje, Ze osa <CT'B
prochézi I. Déle zvolme M libovolny bod na kruznici opsané ABC'. Teény z M k w
protinaji BC' v bodech X7, Xs. Dokaz, ze ¢tyfahelnik M X; XoT je tétivovy.
(Taiwan TST3 2014 P3)
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Poznamka 87. Bod T v této tloze je zndmy jako bod dotyku ,,Mixtilinear incircle*
a kruznice opsané. O tomto bodu se vi spoustu zajimavych vlastnosti. Pro vyfeseni
této ulohy o ném vsak nic védét nepotiebujes.

Invertujeme Involuce

V této kapitole nas budou zajimat hlavné nasledujici dvé pozorovani.

(i) Involuce na pfimce, kterd mé nevlastni bod pevny, je pieklopeni.

(ii) Kdyz invertujeme involuci, v invertovaném svété dostaneme znovu involuci.**

Priklad 88. M¢gjme tétivovy ¢tyfuhelnik ABC'D s kruznici opsanou (2. Prusecik
AD a BC oznaéme P. Skrz P vedme pfimku p. Ta protind Q v bodech A;, Bj.

Déle protina kruznici opsanou PAB v As a kruznici opsanou PDC v By. Dokaz, Ze
|A14s| = |B1By|.

Reseni. K dokézani stejnjch délek si muZeme fFict, Ze hledame pieklopeni, které
zobrazi A; na B; a As na Bs. Standardni postup by pak byl dokresleni stiedu
A1 B; a snaZeni se dokézat, Ze je to stied i A; Bs. Ale my uz vime, Ze pieklopeni se
dé definovat i jinou vlastnosti nez pomoci stfedu. Chceme najit pieklopeni, které
zobrazi A1 na By a As na By. To znamend, Ze hleddme involuci, kterd zobrazuje
tyto dvojicky na sebe a nevlastni bod je v ni pevnym bodem.

Zinvertujeme celou tlohu podle P. Dostdvame tétivovy ¢étyfuhelnik A’B'C’'D’,
pfimka p’ = p protne Q' v A} a Bj. Déle protne A'B’ v A} a C'D’ v Bj. Chceme
ukdzat, Ze existuje involuce zobrazujici A| na B, A} na B}, kterd ma P jako pevny
bod. To je ale pfesné Desarguesova involuce na pfimku p a ¢tyfuhelnik A’B'C'D’.

Uloha 89. Rozmysli si, ze predchozi piiklad plati, i kdyz nahradime kruznice
opsané PAB a ADC kruznicemi opsanymi PBD a PAC.

Uloha 90. Mg¢jme trojthelnik ABC. Na straniach AB a AC zvolme body E, F.
Pfimka EF protina kruznici opsanou v Ay, B;. Déle protinad kruZnice opsané troj-
thelniktim ABF a ACE postupné v As, Bs. Dokaz, ze |A; B| = |A2Bs|.

Uloha 91. Mg¢jme trojthelnik ABC. Na ose tthlu u A zvolme bod P. Kruznice
opsand ABP protina AB a AC' v bodech Bj, C;. Kruznice opsand ACP protina
AB a AC v bodech Ba, Co. Dokaz, 7e | By Ba| = |C1Cs|.

Shrnuti
Co jsme si v tomto dile ukazali.

1 Pozor, tohle neznamend, ze skladani involuci je involuce, to dokonce vétsinou neni.
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Drzaky
1) Jakékoli objekty, na kterych pro kazdé étyfi prvky umime uréit dvojpomér.
2) Definujeme je, abychom mohli o svazcich, bodech na pfimkéch a bodech na

kuzeloseckich mluvit jako o jednom objektu.

(
(

Projektivni zobrazeni

(1) Zobrazeni mezi drzéky.
(2) Zachovavéa dvojpoméry.
(3) Slozeni projektivnich zobrazeni je projektivni.
(4) Existuje inverzni projektivni zobrazeni.
(5) Lemma t7% body staci.
(6) Zahadny bod.
(7) K poznani projektivniho zobrazen{ muze ¢asto pomoci inverze.
Steinerova kuzelosecka
(1) Projektivné svazané pfimky generuji kuzelosecku.
(2) Resi tlohy, kde se tii projektivné svdzané primky maji protinat v jednom
bodé.
Involuce

(1) Projektivni zobrazeni, které je samo sobé inverzni.
(2) Rozdéluje prvky na dvojicky a pevné body.
(3) Kazd4 involuce na kuzelosecce ma stied.
(4) Dvé netrividlni involuce se rovnaji, pokud maji shodné dvé dvojicky.
(5) Kdyz na kuzelosedce slozime t¥i involuce, jejiz st¥edy lezi na p¥imce, dosta-
neme novou involuci se stfedem na téze pfimce. (Ping pong)
(6) Netrividlni involuce na piimce, kterd mé nevlastni bod pevny, uz nutné je
preklopeni.
(7) Na involuce se mizeme divat ve zinvertovaném svété a stale jsou to involuce.
(8) Pro involuci ¢ na piimce plati, Ze vSechny kruznice nad priméry X o(X)
maji spole¢nou chordélu.
(9) Pro involuci ¢ na p¥imce a bod P mimo ni plati, Ze vSechny kruzimky opsané
PXp(X) prochézi druhym pevnym bodem.
Desarguesova involuce
(1) Standardni varianta je pro ¢tyfthelnik, ale da se degenerovat az do varianty

jen pro dva body.
(2) M4 uzite¢nou duélni variantu, ktera hovoii o involuci ve svazku piimek.

Par slov zavérem

Zde se shledavame u rozcestniku na konci nasi posledni vypravy. Unaveni, zahlceni

zéazitky a dojmy z projektivniho svéta. Doufame, Ze se Ti tato destinace libila, my

jsme radi byli Tvymi pravodci. A tfeba na ni jesté nékdy vzpomenes za nostalgickych
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vecerti u praskani ohné. Tady na rozcesti, poutnice, je ale Tva volba, kam se vydat
pristé a do kterych kon¢in matematiky T¢& nohy zanesou. Ale at uz to bude kamkoli,
prejeme Ti lehky krok a tismév na rtech.

Serial pro Tebe psali Radek a Lenka. Velkou mérou ndm ale pomohla i spousta
jinych PraSatek, timto dékujeme piredevsim Hedvice, Radovi, Matéjovi, Kubovi,
ale také vsem ostatnim priizkumnikéim terénu projektivniho svéta. Na vidénou zas
nékdy pristé :-).

Navody

14. Zinvertuj podle A. Najdi prostfelovaci zobrazeni.
15. Inverze se stfedem A. Jak se chova konstrukce te¢né kruznice ke dvéma rov-
nobézkam?
17. Najdi pdl p podle w.
18. Dokresli kruznici nad primérem AX.
21. Hybejs P po AP.
22. Hybej tfeba s A po kruznici opsané. Existuji pravé tii z ostatnich bodi takové,
ze kdyZ se jim A rovné, véta je trivialni.
23. Hybej s P po BI. Pro treti pfipad vyber P vepsisté mensiho trojuhelnika.
24. Hybej s C po AC. Stiedni pricka je rovnobézna se stranou.
25. Najdi vhodnou pfimku, po které P hybat, aby se zachovala pfimka AA;.
26. Hybejs X po BX.
27. Hybej s D po CD.
28. Oznaé D prisecik we a BC. Vsimni si, ze |[<XND| = |<ACB|. TakZe zobra-
zeni z X do D se d& vnimat jako rotace o pevny thel.
29. Oznacte X' prisec¢ik KT a BC. Zafixujte ABC a bod T. Hybejte s Q po AT.
Ukazte, ze Q — X a Q — X' jsou projektivni.
30. Pieved podminku o thlech na LQ || AT.
31. Hybej s P po PB. Jako tfeti bod zvol P na ose AC'B a tuhle konfiguraci vyfes
znovu hybanim.
32. Oznac I vepsisté BAD. Hybej s C po kruznici opsané BID.
33. Hybej s I po AI. Najdi dva trividlni pripady a za tfeti zvol nevlastni bod. Pak
rozhybej D.
34. Uvédom si, ze I je opsisté PST. Pata na AB je pak stfedem PQ. Hybej s P
po AB. Dokaz, ze se piimky C'D, PS a QR protinaji v jednom bodé.
35. Zafixuj A, B, C, P a hybej s Q po BC. Uvaz Q = B, Q = BC a PQ || AC.
36. Hybej s P po AA’. Definuj Q’ jako priseéik BB’ a vystejnolehlené A'B’ z P
koeficientem 2.
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37. Hybejs A po AB.
40. Najdi projektivni zobrazeni zobrazujici X na Y.

41. Zobrazeni z P do M je projektivni. Dokresli kruznici opsanou a dobfe tohle
zobrazeni definuj.

48. Dokresli pruseciky X, Y piimky PQ s CB a CA. Pak Q1CQX je tétivovy.
Preved tétivovost PQP; (1 pomoci novych kruznic a mocnosti na pruseéik primek.
Hybej s By po CA.

58. OH je Eulerova pfimka. Sloz involuce se stiedy H, O, H.

59. Zinvertuj podle P.

60. Zinvertuj podle P

62. Chordéla je mnozina stfed kolmych kruznic (obecné inverzi). Najdi inverzi
kolmou na vSechny zadané kruznice.

68. Pouzij lemma o involucich, které mluvi o pruseciku kruznic.
69. Degenerované DIT na By B;C;C;. Vyslednou involuci promitni na BC'

70. Dokresli prisecik CT s w. Osa thlu <BCA bude hrat roli pfimky ¢. Pouzij
DIT pro trojthelnik.

75. DDIT na B;C,CB skrz bod A. Involuci promitni na BC'.

76. DDIT na B;BC;C. Co pak spliuje pfimka A; As?

77. Pfimocaré pouziti DDIT, kde involuce bude pfeklopeni podle osy thlu <K AL.
78. DDIT pro trojtahelnik.

79. DDIT pro ¢tyiahelnik. Piedefinuj bod Cf.

81. DDIT na M a trojuhelnik.

82. Dokaz, ze EF || BC, a z toho pak, ze |<EDC| = |<FDB|. Pak vypust DDIT.
83. Promitni dualni Desarguesovu involuci na w.

84. Predefinuj C; jako prusecik A;, By s AB. Dokaz pomoci DDIT, zZe spliiuje
pozadovanou vlastnost.

85. Pouzij DDIT podle K na EEDD a FFDD. Dokaz, ze na BC urcuji stejné
involuce. Ukaz, ze I BJC' je harmonicky.

86. DDIT se stfedem v T Ti d4 informaci o thlech u 7. DDIT se stiedem M
pomoci lemmatu preved na jinou tétivovost, zbavis se tak divnych bodt X; a Xs.

89. Jen se v Desarguesové involuci zméni, kterou dvojicku bereme.
90. Zinvertuj podle A. Involuci na kruznici najdi pomoci jejiho st¥edu.

91. Pieklop celou tlohu podle osy thlu. Pak uz ji mtzeS prevést na involuci a
invertovat podle A. Hledana involuce bude pireklopeni svazku primek prochazejicich
vhodnym bodem.
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