Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4. KVETNA 2020

V této sérii nejsou tlohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tlohy!

ULoHa 1.

(a) V jidelnég je kulaty sttl a kazdy z alespon t¥i zakd okolo stolu ma na talifi néjaky pocet
brambor. Ve chvili, kdyz si néjaky z nich vSimne, Ze oba jeho sousedi maji méné brambor, muze
jednu svou bramboru snist a skodolibé& zavolat kuchaiku, at obéma jeho sousediim po brambofe
prida. Brambory jsou tak nechutné, Ze je jindy nejedi. Existuje pocateéni rozdéleni brambor, pro
které si takto muzou provadét naschvaly donekoneéna? (2 BODY)
(b) U vedlejsiho kulatého stolu sedi n > 3 uditelti. Kucharka pfipravila n rizné velkych porci o
velikostech 1 az n klobasek. Kolika zptsoby jim muze kuchatrka rozdat porce tak, aby pro kazdého
ucitele platilo, ze pocet jeho klobasek déli soucet poc¢tu klobasek jeho sousedi. (3 BODY)

ULOHA 2.

V fadé je napsand koneénd posloupnost alespon dvou celych ¢isel. Kouzelnice Anicka prijde k
posloupnosti a muize s jejimi ¢leny dé€lat nasledujici operaci. Pokud ma ¢len za souseda stejné velké
¢islo, zvétsi ho o dva, v opa¢ném pripadé pouze o jedna.

(a) Miuze Anicka z libovolné poéateéni posloupnosti vytvofit konstantni, pokud miZe operace

provadét na libovolna éisla, kolikrat chce? (2 BODY)
(b) Pokud Ani¢ka musi operaci provést na kazdé ¢islo pravé jednou, existuje pocatecéni posloup-
nost, ze které umi takto vytvorit konstantni? (3 BODY)
ULoHA 3.

(a) Terka dostala tabulku 3 X 3 vyplnénou samymi nulami. V kazdém kroku vybere dvé sousedni
policka a bud k obéma pfi¢te 1, nebo ji od obou odecte. Ukazte, ze timto postupem nikdy nedostane
tabulku se samymi dvojkami. (2 BODY)

(b) Necht n je pfirozené ¢islo. Hedvika chtéla vyplnit tabulku 1 Xn ervenymi, zelenymi a modrymi
Ctverecky. Zjistila ale, ze misto modrych ¢tvereckt koupila modra domina, kterd neumi lamat.
Necht p, zna¢i pocet zpusobt, jak umi (za pouziti Cervenych ctverecki, zelenych &tvereckl a
modrych domin) vyplnit tabulku tak, aby kazdé poli¢ko bylo pokryto pravé jednim utvarem a nic
neprecnivalo. Ukazte, Ze py,, déli pap41. (3 BODY)

ULOHA 4.

(a) Budiz ABC trojuhelnik se stiedem kruznice vepsané I a kruZznici opsanou w. Pfimka Al
protind w podruhé v bodé M. Necht D je prusecik BI a kruznice opsané C'M I ruzny od I. Ukazte,
ze BD = CD. (2 BODY)

(b) Bud w kruznice se stfedem O a polomérem ri. Necht £ je pfimka dotykajici se w v daném
bodé P a necht Q je libovolny bod na £. Usecka OQ protind w v bodé S. Oznaéme R prisecik

PS a kruznice opsané OPQ rtzny od P a necht ry je polomér kruznice opsané O PQ. Dokazte, ze
% = % (3 BODY)
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(a) Urcete hodnotu s (s <s (s (444 >>)>, kde s(n) znadi ciferny soucet ¢isla n. (2 BODY)

(b) Mg¢jme trojihelnik se stranami délek a, b, c. Dale vime, Ze ab + bc + ca = 1. Dokazte, ze

(a+1)(b+1)(c+1) <4
(3 BODY)

ULoHA 6.

(a) Lenka si napsala na tabuli pfirozené ¢islo n a hrala si s nim. V kazdém kroku napsané éislo
nahradila sou¢inem jeho cifer. Po néjaké dobé bylo na tabuli napsano ¢islo 1. Najdéte vSechna
moZné n. (2 BODY)

(b) Martin dostal k narozenindm nekone¢nou mfizku a snazi se do m¥izovych bodd umistit p¥i-
rozend Cisla tak, aby kazdé bylo pouzito pravé jednou. Zaroven musi pro kazdé n platit, ze soucet
¢isel v kazdém ctverci n X n je ndsobkem n. Muze se mu to podafit? (3 BODY)

ULOHA 7.

(a) Na sachovnici 2020 x 2020 je umisténo 2020 Sachovych dam tak, Ze se zaddné dvé navzajem

neohrozuji. Ukazte, ze v kazdém z rohovych ¢tverci 1010 x 1010 se nachdazi alespon jedna dama.
(2 BODY)

(b) Pepa sbird kartic¢ky fotbalovych brankait. Kazdy brankaf ma na dresu nékteré z ¢isel 1, ..., n.
Navic plati, ze soucet ¢isel brankait na vSech kartach je roven k-n! pro néjaké pfirozené k. Dokazte,
ze Pepa dovede rozdélit svoje karty do k hromadek, v kazdé z nichz je soucet Cisel brankait roven
nl. (3 BODY)
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4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

(a) V jidelné je kulaty stil a kazdy z alespori tif Zaki okolo stolu ma na talifi néjaky podet
brambor. Ve chvili, kdyz si néjaky z nich vsimne, Ze oba jeho sousedi maji méné brambor, miize
jednu svou bramboru snist a §kodolibé zavolat kuchaiku, at obéma jeho sousediim po brambore
prida. Brambory jsou tak nechutné, Ze je jindy nejedi. Existuje po¢atecni rozdéleni brambor, pro
které si takto muzou provadét naschvaly donekonec¢na? (Jakub Lowit)

(b) U vedlejsiho kulatého stolu sedi n > 3 uciteli. Kuchatka pfipravila n rizné velkych porci o
velikostech 1 az n klobasek. Kolika zpiisoby jim miize kucharka rozdat porce tak, aby pro kazdého
ucitele platilo, ze pocet jeho klobasek déli soucet poctu klobasek jeho sousedii? (Marian Poljak)

RESENT:
(a) Ukazeme, zZe to nebudou moci provadét donekoneéna pro zadné rozdéleni. Oznacme nejvétsi
pocet brambor mezi zaky m. Indukci podle pocétu kroki dokdzeme, Ze se toto maximum nezvétsi.
Na zacatku to trividlné plati. Nyni predpoklddejme, ze po n krocich ma kazdy z zakt nejvyse m
brambor. Kdyby to prestalo platit po n + 1 krocich, znamenalo by to, Ze uz po n-tém kroku mél
néktery zak vice nez m brambor, aby mohl pfidat bramboru tomu s mensim pocétem, ktery jich
pravé ziskal m + 1. To je ale spor s indukénim piedpokladem, proto se maximum opravdu nemuze
zvetsit.

Navic se pii kazdém kroku zvétsi pocet brambor mezi studenty o 1, a jelikoz je celkovy pocet
brambor shora omezen m-nasobkem poctu zakt, tak vime, Ze toto postuchovani nepotrva doneko-
necna.

(b) Reseni byla v principu dvojiho typu. Prvni rozebirala, co se stane pro kazdé &islo a jeho
sousedy, a druhéa si vSimla, ze kdyz odebereme ucitele s nejvyssim poctem klobések od stolu, tak
dostaneme stéle validni feseni pro n — 1 ucitela.

RESEN{ DIVANIM SE NA SOUSEDY:

Prvné si v§imneme, ze pokud sousedi dvé suda éisla, tak jsou nutné suda i vSechna ¢isla na kruhu,
protoze kdyz méme vedle sebe t¥i ¢isla g, h, x, pfi¢emz g a h jsou sudd, tak h | z + g, takZe i  musi
byt sudé. Nutné tedy musi byt dvé licha ¢isla kolem kazdého sudého. Z toho plyne, Ze pro sudé
n jsou Cisla rozdélena rovnomérné a pro liché n jsou vzdy dvé licha cisla vedle sebe. Podivejme se
nyni na pfipad pro sudé n.

Cislo n musi mit sousedy, jejichZ soudet mu je pravé roven, jelikoz 2n > (n — 1) + (n — 2).
Podivejme se na ¢islo n — 1. To je liché, ale ma za sousedy dvé suda ¢isla. Proto jejich souc¢et musi
byt sudy nasobek n — 1. Z toho uz plyne, Ze sousedé n — 1 jsou n a n — 2. Nyni budeme postupovat
indukci. Reknéme, Ze mame jiz rozmisténo i éisel a Fesime, jak muZe vypadat to dalsi. Rada tedy
vypada nasledovné: n,n —1,...,n — i+ 1,z. To znamend, z2e n +i — 1 | x +n — i + 2, jelikoz jsou
vSak vetsi ¢isla nez n —i vypotiebovand az+n—i+2 >n—i+1,taki3(n—i+1) >z+n—1+2,
tudiz © = n — 4. Timto jsme ukézali konstrukci pro suda n. Celkovy poéet zpusobu s otofenim a
preklopenim je tedy 2n.



Nyni proberme lichd n > 3. Stejné dobfe vime, Ze n je souctem svych sousedi, ale jelikoz je
liché, tak musi mit vedle sebe jedno é&islo liché. Rozeberme dva pfipady: bud n — 1 sousedi s n,
a potom stejnou argumentaci jako prve dostaneme piedchozich 2n pfipadi, nebo n — 1 nesousedi
s n. Podivejme se podobné jako v pfedchozim ptipadé na velké liché ¢&islo, tentokrat n — 2. To bud
sousedi s n, ale to by znamenalo, Ze jeho druhy soused je n — 4, coz je také liché ¢islo, a tedy spor.
Nebo sousedi s n — 1 a n — 3. Dokud tedy neumistime n, tak mizeme pouzivat stejnou argumentaci
jako pro sudé n a dostaneme klesajici fadu od n — 1 do 4, kde 7 sousedi s n. Jelikoz n nesousedi
s n — 1, tak musi byt n pouze mezi ”T'H a "T_l A ted to pojdme dokézat. Vezméme si toto &islo 7,
které je soucésti klesajici fady od n—1 a sousedi s n. Pro toto ¢islo plati, ze i | n+i+1 = ¢ | n+1,
ale jelikoz je i < n+ 1, tak ¢ < "TH Zaroven n sousedi s n&jakym dalsim j, kde j <4 (i #1) a
n | i+ j. Z toho tedy plyne, ze n < i+ j < 2, neboli 4 > "TH

Pokud je tedy ¢ > 1, tak plati, ze i = ”TH Druhé cislo dostaneme odectenim od n, takze to
musi byt ”T_l

Nyni se naposledy podivejme na souseda ”T_l, nazvéme jej x. Potom ”T_l | n+ z, coz po
odecteni dvojnasobku ”T_l dava "T_l | x 4+ 1. Protoze je vSak = < "T_l, tak vime, ze x +1 = ”T_l
Nyni uz mame zase pouzita vSechna vétsi ¢isla nez "T_l — 1 a klesajici fadu zacinajici dvéma cleny
"T_l a nT_l — 1. Proto nasi zndmou argumentaci dostaneme, ze tato fada klesa az do 1.

Jako posledni musime vytesit pripad n = 3, pro ktery je vysledek 6, protoze vyhovuje libovolna

permutace. Vysledkem tedy je, ze pro licha n > 3 je vysledek 4n a pro suda n je vysledek 2n.

Zkouska: Pro klesajici fadu mame bud sousedici i + 1, 4, i — 1, tedy podminka plati, nebo n —1,

n, 1 an, 1, 2, coz ale také o€ividné spliiuje podminku. Pro fadu roztrhnutou v ptlce éleny ";rl a

"T_l je vse kromé okoli téchto dvou ¢isel analogické jako v minulém pripadé, takze staci ovérit, ze
HT%’ ”T'H, n) a (n, n—l "—_3) Prvni trojice podminku spliiuje, protoze

2 2
, stejné jako druhd, protoze

podminku spliuji trojice (
n+1 ‘ 3(n+1) n—1 ‘ 3(n—1) )

2 2 2 2
RESENT PODLE LUCKY KRAJCOVIECHOVE PRES INDUKCI:
Pro n = 3 mize kucharka rozdat porce libovolné, ¢ili zde je 3! = 6 moznosti. Pro n = 4 musi vedle
4 byt ¢isla 1 a 3, takze tehdy je 4 - 2 = 8 moznosti. Dale budeme predpokladat n > 5.

At a, b, ¢, d jsou takova ¢isla, ze porce velikosti a, b, n, ¢, d maji néjaci ucitelé v tomto poradi.
Plati n | b+ ¢, ale zarovenn 2 < b+ ¢ < 2n, takZze b+ c = n. Déle plati b | a + n, takze b | a + b+ ¢,
a tedy i b | a+ c. Analogicky plati ¢ | b+ d. Kdyby tedy ucitel s nejvétsim poctem klobasek odesel,
tak by i nadéle pro kazdého ucitele u stolu platilo, ze pocet jeho klobéasek déli soucet klobasek jeho
sousedi. VSechny konstrukce pro n se tak daji sestrojit z konstrukci pro n — 1 tak, Ze se ¢islo n
prida mezi dvé sousedni Cisla, jejichz soucet je n.

Indukeci ukazeme, Ze pro sudé n musi byt velikosti klobas od nékterého ucitele nékterym smérem
v pofadi 1,2, ...,n, ¢imZ dostaneme 2n moznosti (2 moznosti pro smér a n pro uditele, ktery ma jen
jednu klobasku). Pro lichd n to mize byt jak 1,2...,n, taki1,2,..., ”T_l,n, ”T'H, ”T"'s, .o,n—1.
Pro lichd n proto mame 2n + 2n = 4n zpusobu.

Pro n = 4 je to uz dokazano. Pokud to plati pro n — 1, pfi¢emz n je liché, tak pfidanim n mezi
¢isla 1 a n — 1 podminka ocividné plati. Kdyby se novy ucitel posadil mezi takové, ktefi maji k a
k + 1 klobasek, tak musi platit n = 2k + 1, takze k = "771, neboli uditel se posadi mezi ";1 a
"T‘H. Pro tohoto nového ucitele i oba jeho sousedy podminka zjevné bude stéle platit. Ostatnim se
sousedé nezménili, takze u nich to plati i nadéle. Jiné moznosti navic uz neméame.

Pokud tvrzeni plati pro n — 1, pfiCemz n je sudé, tak se novy ucitel musi posadit mezi ucitele,
ktefi maji soucCet klobasek sudy, tedy musi mit stejnou paritu poctu klobasek. Pokud ten, ktery
mé n — 1 klobasek, sedi mezi témi s "7*2 a 5, tak zddnd takova dvojice sousednich ucitelii neni
vyhovujici. Pokud n—1 sedi mezi 1 a n—2, tak n si mize sednout jedin€ mezi 1 a n—1. Dokazované
tvrzeni tak plati pro vSechny n > 3, takze pro n = 3 existuje 6 riznych zptsobt, pro sudé n > 4
dostavame 2n zptisobtu a pro liché n > 5 maji kuchatrky 4n zptsobu.
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POZNAMKY:

Rekl bych, ze pfislo zhruba stejné mnozstvi feseni ¢asti (a) jako &asti (b)), coz je zajimavé vzhledem
k tomu, ze piiklad (a) byl snadnéjsi. Na druhou stranu byl piiklad (b) hravéjsi, a proto se mozna
mohl vice zalibit. Vétsina feseni prvni ¢asti byla spravné a pouzivala myslenku ze vzoraku. V druhé
¢asti prichazely bud pouze konstrukce, za které jsem udéloval jeden bod, nebo byla feSeni zcela
spravna. Obcas nékdo zapomnél na to, ze jsou ucitelé rozlisitelni, a proto musime pocitat otoceni
a zrcadlovy obraz, ale za to jsem body nestrhaval. (Filip Cermék)

Uloha 2.

V fadé je napsana konecna posloupnost alespon dvou celych cisel. Kouzelnice Anicka prijde k
posloupnosti a muze s jejimi ¢leny délat nasledujici operaci. Pokud ma c¢len za souseda stejné velké
¢islo, zvétsi ho o dva, v opacném piipadé pouze o jedna.

(a) Mize Anicka z libovolné pocéateéni posloupnosti vytvorfit konstantni, pokud miZe operace

provadét na libovolna ¢isla, kolikrat chce? (Jakub Loéwit a Anic¢ka Dolezalova)
(b) Pokud Ani¢ka musi operaci provést na kazdé ¢islo pravé jednou, existuje pocateéni posloup-
nost, ze které umi takto vytvorit konstantni? (Anic¢ka Dolezalovd)
RESENE:

(a) Ano, mtze. Ani¢ka muze od prvniho k poslednimu élenu posloupnosti kazdy z nich (jeden
po druhém) postupné zvysit na é&islo m + 2, kde m je maximalni hodnota této posloupnosti. Cislo
m + 2 urcité nemine, protoze jediny zpusob, jak preskocit m + 2, je skocit z m + 1 pfimo o 2, ale
to se nemuze stat, protoze ve chvili, kdy Anicka pracuje s jednim ¢lenem, nemd zadny dalsi ¢len
posloupnosti hodnotu m + 1.

(b) Ne, takova posloupnost neexistuje. Pro spor ale predpokladejme, Ze ano a ze z ni Ani¢ka umi
vytvori konstantni posloupnost s ¢Cisly a. Kazda operace zvysi puvodni ¢islo o jedna nebo o dva,
tato posloupnost tedy musela obsahovat pouze ¢islaa —1 a a — 2.

Pokud v puvodni posloupnosti bylo alespon jedno ¢islo a — 2, tak se posledni z téchto cisel
provedenim operace zvétsi jen na a — 1.

Pokud v ni ale nebylo zadné ¢islo a — 2, pak prvni provedeni operace zvysi nékteré ¢islo z a — 1
na a + 1, coz je také spor.

POZNAMKY:

Uloha byla pomérné snadna, vétsina feSeni byla spravné. V prvni ¢asti se éasto objevil také postup,
ve kterém Anicka nejprve vytvori posloupnost ostie rostouci a poté ji od posledniho ¢lenu postupné
dorovnavé na konstantni hodnotu. (Jachym Solecky)

Uloha 3.

(a) Terka dostala tabulku 3 X 3 vyplnénou samymi nulami. V kazdém kroku vybere dvé sousedni
policka a bud'k obéma pFi¢te 1, nebo ji od obou odecte. Ukazte, Ze timto postupem nikdy nedostane
tabulku se samymi dvojkami. (Terka Poldkové)

(b) Necht'n je prirozené ¢islo. Hedvika chtéla vyplnit tabulku 1 X n éervenymi, zelenymi a modrymi
ctverecky. Zjistila ale, ze misto modrych ctverecki koupila modra domina, ktera neumi lamat.
Necht p, znac¢i pocdet zptisobi, jak umi (za pouziti dervenych ¢tverecki, zelenych étverecku a
modrych domin) vyplnit tabulku tak, aby kazdé policko bylo pokryto pravé jednim tdtvarem a nic
nepiecnivalo. Ukazte, Ze ppn déli pan+1- (Rado van Svarc)
RESENT:

(a) Obarvéme tabulku Sachovnicovym zplsobem, ziskdme 5 Cernych a 4 bild policka. Nyni si
vS§imnéme, ze kazdad TerCina operace ovlivni jedno Cerné a jedno bilé policko. To znamena, ze se
rozdil souctu ¢isel na bilych a ¢ernych polickach neméni. Na zac¢atku je popsany rozdil nulovy, na
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konci mé byt roven 2, coz neni mozné. Tim bylo dokdzéano, ze Terka nikdy nemuze dostat tabulku
se samymi dvojkami.

(b) Nejprve definujme po = 1, protoze méame jednu moznost, jak vyplnit prazdnou tabulku.
Uvazujme polic¢ko, které je presné uprostied tabulky o délce 2n + 1. Pokud toto policko tvofi levou
éast domina, mame py,pn—1 moznosti, jak vyplnit zbytek tabulky (zbyvaji ndm dvé nezavislé ¢asti
délky n a n — 1). Pokud prostiedni policko netvoii levou ¢4st domina, miizeme za nim tabulku
rozdé€lit na casti velikosti n + 1 a n. Takto rozdélenou tabulku mutzeme vyplnit p,+1pn zpisoby.
Tim jsme pokryli vSechny pfipady a mame tedy celkem pant1 = pn(Pn—1 + Pn+1) moznosti, jak
tabulky vyplnit. Tim jsme tedy dokézali pr | p2n-1.-

POZNAMKY:

Vétsina feSitelil postupovala viceméné vzorovym zpusobem. Kromé toho se v prvni tiloze objevilo
nékolik FeSeni, ktera ulohu fesila (obvykle docela slozité) pomoci soustavy rovnic. V druhé tloze
stoji za zminku (pfekvapivé jednoduché) feseni, které posloupnost vyjadiilo explicitné, a potom
jenom ovéfilo délitelnost. (Josef Minafik)

Uloha 4.

(a) Budiz ABC trojihelnik se stfedem kruznice vepsané I a kruznici opsanou w. Pfimka Al
protind w podruhé v bodé M. Necht D je priise¢ik BI a kruznice opsané C M I riizny od I. Ukazte,
ze BD = CD. (Matéj Dolezélek)
(b) Bud w kruznice se stifedem O a polomérem ri. Necht ¢ je pfimka dotykajici se w v daném
bodé P a necht Q je libovolny bod na f. Usecka OQ proting w v bodé S. Oznaéme R priisecik
PS a kruznice opsané O PQ riizny od P a necht ro je polomér kruznice opsané O PQ. Dokazte, Ze

PSS _ 1
SE = e (Rado van Svarc)
RESENE:

(a) Ozna¢me velikosti uhld v trojahelniku ABC standardné jako «, 3, 7. Z tétivovosti ¢tyfuhel-
nika ABMC dostavame |[{AMC| = |<{ABC| = B. Nyni rozebereme dvé moznosti.
(i) I lezi na tseéce DB. Pak z tétivovosti DIMC mame |{BDC| = |<{UDC| = 180° —
|<UIMC| = 180° — 8.
(ii) D lezi na tsecce IB. Pak z tétivovosti IDMC mame |<{BDC| = 180° — |<IDC| =
180° — [<CLIMC| = 180° — 8.
Z toho dostavame, ze |[{BDC| = 180° — . Ze sou¢tu thli v trojahelniku DBC pak plati, ze
|[<DCB| = |<DBC| = /2. Tudiz je tento trojuhelnik rovnoramenny, takze |BD| = |CD|.

A A
A

4\
B C
c

M M

(b) Ozna¢me |[XOPS| = a. Pak protoze OPS je rovnoramenny trojuhelnik, musi byt |[<PSO| =
|[<RSQ| = a. Z tétivovosti ¢tyfahelniku OPQR dale plati, ze |<X<OQR| = «. To znamena, ze
trojuhelnik QRS je rovnoramenny, tedy |QR| = |SR)|.
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Oznaéme M stied kruznice opsané trojuhelniku OPQ. Protoze je |[<<OPQ| = 90°, bod M je
z Thaletovy véty stfedem usecky OQ.

Z toho dale vyplyva, Ze trojuhelnik M QR je rovnoramenny s thlem <{M QR o velikosti o mezi
ramenem a zakladnou, a je tak podobny trojuhelniku OPS. Z této podobnosti dostavame

|QR| _ |PS]

IMQ|  |sO|’

Vsimneme si, ze |SO| = r1 a [MQ| = r2. Po dosazeni a upraveni a s vyuzitim znalosti, ze |QR| =
|SR|, dostavame kyzenou rovnost:

|QR| _ |PS]

T2 r
T |PS| _ |PS]|
r2  |QR| |SR|

PozNAMKY:
Vétsina Feseni Fesilo ¢ast (b) pomoci riznych goniometrickych vét. Takze jsem se rozhodl vSechny,
ktefi fesili obé podulohy rozumné synteticky, odménit jednim imaginarnim bodem.

(Radek Olsak)

) 4 4
Oloha 4t — 4,

4
(a) Urcete hodnotu s <s <s (s <444 >>)>, kde s(n) znadi ciferny soucet ¢isla n.
(Marian Poljak)

(b) Mséjme trojuhelnik se stranami délek a, b, c. Dédle vime, Ze ab + bc + ca = 1. Dokazte, zZe
(a+1)(b+1)(c+1) < 4. (Martin Raska)
RESEN(: s
(a) Hledana hodnota je ¢tyfi. Ozna¢me z = N Postupné ukézeme, ze s(s(s(s(x)))) musi davat
zbytek ¢tyfi po déleni deviti a Ze je mensi nez tfinact. Slozenim obou pozorovani uz bude jedina
vyhovujici hodnota praveé ¢tyri.
K prvni ¢asti je tfeba pozorovani, ze kazdé ¢islo n dava stejny zbytek po déleni deviti jako jeho
ciferny soucet s(n) v desitkové soustavé. To je jednoduchy dusledek toho, ze kazda mocnina deseti
5



dava po déleni deviti zbytek jedna. Pouzitim tohoto tvrzeni ¢tytikrat po sobé tedy staci spocitat,
jaky zbytek dava x po déleni deviti.

Lze spocitat, ze 43 = 1 (mod 9). Déle &islo 44" dava po déleni tfemi zbytek jedna, nebot i ¢islo
Ctyfi dava zbytek jedna. Dohromady tak existuje ¢islo k, pro které plati

o= a4t gt 2y (43) =4.-(1)* =4 (mod 9),
diky ¢emuz tedy i s(s(s(s(z)))) =4 (mod 9).

K nésledujici sérii odhadt budeme pouzivat, ze pokud je &islo mensi nez 10%, tak ma nanejvys
k cifer, a tudiz je jeho ciferny soucet nejvyse 9k.

2=t <10t
s(z) < 944" < 104"+
() <9- (44+1) < 104,
s(s(s(a:))) <9-4=36.

Vsechna ¢isla mensi nez 36 maji ciferny soucet mensi nez 13, takze rovnéz s(s(s(s(z)))) < 13.
Tim je tato cast ulohy dokazana.

(b) Diky trojihelnikové nerovnosti plati 1 = ab+bc+ ca > b(a + c) > b2. Z toho plyne, ze b < 1,
a totéz lze symetricky dokéazat i pro délky a a c. Za pouziti ab + ac + bc = 1 plati

(a+1)b+1)(c+1)—4=abct+a+b+c+ab+ac+bc—3=
=abct+a+bt+c—ab—ac—bc—1=(a—1)(b—1)(c—1).

Posledni vyraz je souéinem tii zapornych &isel, nebot jsme jiz diive ukdzali, Ze a, b, c < 1, takze je
mensi nez nula. Z toho uz je tvrzeni ze zadani dokazané.

POZNAMKY:
Vétsina spravnych feseni postupovala v obou castech vzorové. V prvni casti se obcas vyskytly
drobné plus minus Jedmckove chyby v odhadech poctu cifer. Nékolik fesSitelii si bohuzel Spatné

vylozilo zapis ¢isla 44" Mocnéni neni asociativni a takto zapsanym mocnénim se mysli, ze kazdy
exponent se vztahuje pouze k jednomu ¢islu pod nim a ne k celé struktuie pod nim. Tedy naptiklad
&islo 44* je rovno 4(44) = 4256 5 ne (44)4 = 416, Takovymto vykladem doslo k velkému zjednoduseni
ulohy, nebot &islo 44 je oproti &islu ze zadani relativné malé a jde napiiklad vyéislit ruéné.
(Martin Raska)

Uloha 6.

(a) Lenka si napsala na tabuli pfirozené ¢islo n a hréla si s nim. V kazdém kroku napsané ¢islo
nahradila souc¢inem jeho cifer. Po néjaké dobé bylo na tabuli napsano cislo 1. Najdéte vSechna
mozna n. (Lenka Kopfova)

(b) Martin dostal k narozenindm nekonec¢nou mfizku a snazi se do mfizovych bodi umistit pii-
rozena cisla tak, aby kazdé bylo pouzito pravé jednou. Zaroven musi pro kazdé n platit, ze soucet
¢isel v kazdém c¢tverci n X n je ndsobkem n. MizZe se mu to podafit? (Pavel Hudec)



RESENI:
(a) Ziejmé piipad n = 1 spliiuje zadéni. Nasledné ozna¢me m &islo, které bylo na tabuli pred
jednickou. Soucin jeho cifer je jedna, takze vSechny jeho cifry musi byt jedni¢ky. Zaroven musi
m > 1.

Pro spor predpokladejme, ze m je souéinem cifer néjakého ¢isla. To by znamenalo, ze vSechny
jeho prvoéiselni délitelé jsou z mnoziny {2,3,5,7}. Zfejmé m neni délitelné ani dvéma, ani péti.
Pokud by m bylo délitelné tfemi, tak i jeho ciferny soucet by byl délitelny tfemi, neboli m by
obsahovalo 3k cifer pro néjaké k. Pak by ale platilo

m=11...1=111-100100...1001 = 3 -37-100100...1001,
N~—— S—— —

3k cifer k jednicek k jednicek

tedy m by bylo délitelné i prvocislem 37, coz nelze.

Jediné zbyvajici prvoéislo délici m je sedm, m tak musi byt mocninou sedmi. Protoze 74 = 2401
konéi dvojéislim 01, budou se posledni dvojéisli mocnin sedmicky od 7% opakovat, tedy jedind
mozna jsou 01, 07, 49 a 43. To znamena, Ze neexistuje Zaddnd mocnina sedmi konéici dvojéislim 11,
takze zadné Cislo slozené ze samych jednicek neni mocninou sedmi. Tim jsme dostali hledany spor.

Z toho plyne, ze Lenka musela ¢islem m zacit, jinymi slovy jedind mozné n jsou pravé cisla ze
samych jednotek, ktera zadani zjevné vyhovuji.

(b) Ano, Martinovi se to muze podafit.

Martin bude rovinu zaplnovat ¢isly po spirdle — zac¢ne v libovolném mfizovém bodé a pujde
o jeden bod doprava, néasledné pokud muze zatoé¢i doleva, jinak pijde rovné (viz obrazek). Pfedpo-
kladejme, ze je Martin v néjakém bodé spiraly a snazi se do néj zapsat Cislo z. Pak jsou body pred
nim a vpravo od néj jesté nezaplnény. Oznac¢me m nejvétsi ¢islo takové, ze se pfidanim nového bodu
zaplni ¢tverec m X m. Tim se zaplni pravé jeden ¢tverec velikosti n X n pro libovolné 1 <n <m a
navic libovolny mensi nové zaplnény Ctverec je plné€ obsazen v libovolném vétsim nové zaplnéném
¢tverci. Takovyto ¢tverec velikosti n X n oznac¢me Ch,.

Cy

Cs

Pro libovolné prvocislo p oznacme ap nejvétsi mocninu p vyskytujici se v prvociselném roz-
kladu néjakého piirozeného &isla ne vétsiho nez m. Nyni mizeme pouzit Cinskou zbytkovou vétul,
abychom zajistili, Ze pro libovolné prvocislo p bude soucet ¢isel ve ¢tverci Cpap velikosti p®r X p?»
délitelny p®r. Toho docilime tak, ze pro libovolné prvocislo p pozadujeme, aby x bylo kongruentni
s minus sou¢tem jiz zapsanych ¢isel v Cjap modulo pr. Cinska zbytkova véta nam da nekoneéné

1O té si mtizes predist v tomto piispévku: |https://prase.cz/library/CinskazbytkovavetaLsS |
|CinskazbytkovavetalLS.pdf.



https://prase.cz/library/CinskazbytkovavetaLS/CinskazbytkovavetaLS.pdf
https://prase.cz/library/CinskazbytkovavetaLS/CinskazbytkovavetaLS.pdf

mnoho feSeni takové soustavy kongruenci. Z téch je mozné vybrat dosud nepouzité ¢islo, jelikoz
jsme predtim pouzili jen kone¢né mnoho cisel.

Dokézeme, ze pii takovéto volbé x uz soudet éisel v kazdém C, je délitelny n. Necht nejprve
n = p* pro né&jaké prvodcislo p a néjaké k. Pak umime Chpap vydlazdit mensimi ¢tverecky velikosti
p* x p¥, pficemz jednim z nich je Cpk. Vime, Ze soucet Cisel v Cpap je délitelny p®» a ze soucet Cisel
v malych ¢tvereccich jinych nez Cpk (ty uz byly zaplnény dfive a splituji podminku) je délitelny
pF. Tedy i soudet &isel v Cpk — poslednim malém &tveredku — je délitelny pF.

Uvazme nyni obecné n. Pak stac¢i ukazat, ze soucet ¢isel v Cy, je délitelny vSemi prvocisly alespon
ve stejné mocniné jako n. Necht tedy n = p*l, kde I neni délitelné p. Pak opét Cy, lze vydlazdit
Ctverecky velikosti p* x p¥, z nichz jeden je Cpk a zbylé uz byly dokoncéeny dfive. Soucet éisel
v kazdém takovémto malém &tverecku je délitelny p*, takze i soucet isel v Cy, je délitelny p*. Tedy
dohromady je soucet ¢isel v kazdém C), délitelny n a x tak mizeme bez problému zapsat.

Zbyva si uvédomit, ze pokud jsme ,,v rohu“ spiraly, pak m = 1, a muzeme tedy misto postupu
vySe umistit nejmensi nepouzité ¢islo. Takto se Martinovi povede pouzit vSechna prirozena cisla
pravé jednou a splnit vSsechny podminky.

POZNAMKY:
Cést (a) nebyla obtiznd, objevilo se v ni vice riznych pfistupt a vétsina feseni byla az na néjaké
pripadné drobnosti spravné.

K casti (b) naopak do$la jen dvé spravna feSeni. Ackoliv tloha nezpochybnitelné nebyla jed-
noduché, nefesitelnd rozhodné nebyla. Myslenka budovani konstrukce postupné a pouziti Cinské
zbytkové véty v kazdém kroku se v podobnych tlohach vyskytuje casto. V této tloze vSak nelze
Cinskou zbytkovou vétu pouzit piimo. Kli¢ova myslenka pak ale je nevzdavat to a snazit se z Cin-
ské zbytkové véty dostat co nejvic to jde. Uloha je nastavena tak, Zze v tom piipadé uz je Cinskd
zbytkova véta dost silnd na jeji zdolani. (Pavel Hudec)

Uloha 7.

(a) Na sachovnici 2020 x 2020 je umisténo 2020 Sachovych dam tak, Ze se zadné dvé navzdjem
neohrozuji. Ukazte, ze v kazdém z rohovych ¢tvercii 1010 x 1010 se nachazi alespon jedna dama.
(Matéj Dolezalek)

(b) Pepa sbird karticky fotbalovych brankari. Kazdy brankar m4 na dresu nékteré z éisel 1, ..., n.
Navic plati, Ze soucet ¢isel brankafi na vSech kartach je roven k-n! pro néjaké prirozené k. Dokazte,
ze Pepa dovede rozdélit svoje karty do k hromadek, v kazdé z nichz je soucet ¢isel brankait roven
nl. (Matéj Dolezalek)

RESEN(:

(a) Pro spor necht v jednom z rohovych &tvercii z4dnd dama nelezi. BUNO nechf je to &tverec
vlevo nahote. Vzhledem k tomu, ze kazda z 2020 dam musi stat v jiném z 2020 sloupci Sachovnice,
nutné uz musi v kazdém sloupci stat pravé jedna dama. Jelikoz v levém hornim ¢étverci nelezi zadné
déamy, musi tedy v levém dolnim ¢tverci stat 1010 dam. Analogicky uvazovanim fadkt namisto
sloupcu stoji 1010 dam v pravém hornim ¢&tverci. Ukdzeme, ze dvé z téchto dam musi leZet na
stejné diagondle smérem doprava nahoru. Z osové soumérnosti podle diagonaly smérem doleva
nahoru zasahuji do pravého horniho étverce pravé ty diagondly, které zasahuji do levého dolniho
&tverce. Téchto diagonal je ale 2019, nebot tolik policek lezi v kazdém ze étvercd 1010 x 1010 na
okraji Sachovnice. Na 2019 diagondlach je rozmisténo 2020 dam, z Dirichletova principu tak na
nékteré lezi dvé damy, které se tim ohrozuji, coz je spor se zadanim. V kazdém rohovém ctverci tak
musi stat alespon jedna dama.



(b) Ukéazeme si dvé rtizna feseni.

RESEN{ SLEPOVANIM KARTICEK:

Postupujme indukci vzhledem k n. Pro n = 1 méa Pepa jenom nékolik karticek s ¢islem 1, z nichz
kazda tvori hroméadku o souc¢tu 1!, takze dokazované tvrzeni plati. Dale méjme n > 2. Nejprve uka-
zeme, ze karticky lze rozdélit do baliéki, z nichz kazdy mé soucet ¢n pro néjaké £ € {1,...,n — 1}.
Méjme na zacatku vsSechny karty na jedné velké hromadé a postupné odebirejme skupinky karet,
z nichz utvofime balicky. Jelikoz vzdy z celkové hodnoty hromady odebereme nasobek n, zachova se,
ze soucet karet na hromadé je stale nasobek n. Nejprve mizeme odebrat vSechny karty s hodnotou
n a vyrobit z nich samostatné balicky, nadéile tedy na hromadé méjme jenom karty s hodnotami
1,...,n—1.

Jakmile v této fazi zbude na hromadé méné nez n karet, pak maji urcité soucet mensi nez
n - (n — 1), takZe z nich mizeme vyrobit posledni bali¢ek. Pokud je na hromadé alespon n karet,
muzeme z nich nékteré odebrat a utvorit bali¢ek nasledujicim zpisobem: Sefadme n karet zleva
doprava v libovolném poradi. Ke kazdé karté si zapiSme soucet hodnot vSech karet nalevo od ni
vCetné prislusné karty samotné. Pokud je nékteré Cislo zapsané u a-té karty nasobkem n, staci vzit
téchto prvnich a karet. V opacném pripadé mame n cisel, kterd nabyvaji pouze n — 1 raznych
zbytkt modulo n, takze z Dirichletova principu musi soucty u a-té a b-té karty davat stejny zbytek
pro néjakd a < b. Potom ale musi souéet karet na pozicich a + 1 az b (v¢etné) byt nasobkem n,
takze muzeme utvorit balicek z téchto karet. Protoze jsme vzdy vybrali nejvySe n karet, z nichz
kazda ma hodnotu nejvyse n — 1, je souéet vybranych karet nejvyse n- (n — 1), takze jsme vytvorili
validni balicek.

Vsechny karty mame tedy rozdéleny do balickt se soucty ¢n pro ¢ € {1,...,n—1}. Pro dokonéeni
dtkazu slepme kazdy takovyto balicek se souctem ¢n do jedné megakarty a napisme na ni ¢islo 4.
Dostaneme tak megakarty s ¢isly 1,...,n — 1, jejichz soucet je ’i—’;' = k(n — 1)!. Z induké¢niho
pfedpokladu 1ze tyto megakarty rozdélit do hromédek po (n — 1)!. Nyni uz staéi v kazdé hromadce
megakarty rozlepit zpét na puavodni karty a ziskdme rozdéleni Pepovych karti¢ek na hromadky se
souctem n!.

RESEN{ POSTUPNYM ODKLADANIM KARTICEK:
Pro k = 1 tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy k > 2. UkdZeme postup, jakym umi Pepa vytvotit
hroméadku se souc¢tem n!. Pak mu uz stac¢i jenom pouzit tento postup opakované a ma vyhréano.

Oznac¢me &islo 1 < i < n populdrni, pokud mé Pepa alespoii n karti¢ek s danym éislem. Cislo n
pak bude popularni vzdy. Necht a1, a2, ...am je rostouci posloupnost obsahujici vSechna popularni
¢éisla. Pepa bude prochazet vSechna popularni éisla a pfitom postupné vytvaret hromddku. Soucet
této hromadky po pfidani karticek s ¢islem a; oznac¢me S;, pficemz So = 0.
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Ukézeme indukci podle j, ze Pepa dovede pridavat karticky tak, aby pro kazdé 0 < j < m platilo
aj+1 | Sj. Pro j = 0 to plati trividlné. Pfedpokladdejme, ze podminka plati pro j—1, tedy Ze existuje
pfirozené S’ takové, ze Sj_1 = a; - S’. Pak pokud Pepa pfida na hromadku « karticek s ¢islem aj,
kde z = —5’ (mod ajy1), tak S; = Sj—1 + za; = a;(S"+z) = 0 (mod aj11), takze podminka
plati i pro j. Diky popularité a; pak takové x vzdy umime najit (napf. x, které je zbytkem —S’ po
déleni a;, vyhovuje).

Konkrétné Pepa pro kazdé 1 < j < m pfida na hromadku nejvétsi mozny pocet karticek s ¢islem
a; tak, aby platilo aj 1 | S;. To je z odstavce vyse vzdy mozné, navic pokud by Pepovi zbylo alespoi
n karticek s cislem aj, tak jich miZe jesté a; 1 pridat.

Nyni odhadneme soucet S karticek, které Pepa na hromadku nevzal. Pokud je ¢ popularni, tak
jich zbylo nejvyse n — 1. Naopak pokud ¢ popularni neni, tak jich je taky nejvyse n — 1. Celkové
tedy pro n > 3 plati

(n—=1)-(n—=1)-n

S<(142+---+(n—-1)-(n—-1)= 5

<(n—2)-(n—1)-n<nl
Zaroven tento odhad plati i pro n = 1,2, takze S < n! pro v8echna n. Tedy i Sy, = kn! — S > nl,
neboli soucet ¢isel na Pepové hromadce dosdhne n!.

Jesté je potieba ukazat, Ze soudet nemuze nikdy preskocit n!. To je vSak snadné, nebotf pro
kazdé 1 < j < m pfi pridavani karticek s Cisly a; plati, Ze a; po celou dobu déli soucet ¢isel na
Pepové hromadce. To znamend, ze v priubéhu tohoto procesu prochéazi soucet postupné po sobé
jdouci nasobky a; a nemtize tudiz minout n!.

POZNAMKY:

V obou tlohach postupovala vSechna tispésna feseni viceméné vzorovym zpusobem. Nékolik FeSeni
tlohy (b) ztroskotalo na tom, Ze budto néjak tiSe predpoklddala, anebo prohlasila za v jistém
smyslu ,nejhorsi“ pfipad, ze Pepa méa ,mnoho“ karticek s ¢islem n, nacez kdyZz nalezne n karet
jedné hodnoty t, muze je nahradit za ¢ karet hodnoty n, takze téchto mensich karticek musi byt
,malo“. Tato myslenka se podoba vzorovému Feseni, nicméné prehlizi obtize, které mohou vzniknout
tim, ze takto neziskame ¢t skutec¢nych karet hodnoty n, ale jen jeden velky blok, ktery ma pouze
stejnou celkovou hodnotu. Nasledné neni vibec zfejmé, ze se dovedeme ,trefit* presné na nasobek
n!, obzvlasté pokud je skuteénych karet s hodnotou n jen malo. A¢ néktera z téchto feseni vypadala
na prvni pohled slibné, zadnému se nepovedlo mne presvédcCit, ze se s témito obtizemi zvladne
vyporadat. (Matéj Dolezalek)
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