Mrizky a tabulky

3. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 2.PROSINCE 2019

Tabulka n X n je tvofena n? &tverecky.

Mrfizka n X n je tvofena vrcholy a hranami ¢tverecki tabulky n X n.

ULoHA 1. (3 BODY)
Pepa vyplnil tabulku 3 x 3 ¢isly 1 az 9 tak, Ze soucet Cisel v kazdém fadku, sloupci i na hlavnich
diagonalach! byl délitelny deviti. Muselo pak byt &islo v prostiednim poli nasobek t¥#i?

ULOHA 2. (3 BODY)
Radecek umistil do tabulky 9 X 9 v néjakém poradi ¢isla 1 az 81. Potom Matéjovi fekl, aby nasel
takové ¢, Ze soucin Cisel v i-tém radku neni roven soucinu cisel v i-tém sloupci. Dokazte, Ze to Matéj
zvladl nehledé na rozmisténi ¢isel.

ULoHA 3. (3 BODY)
Pavel si vyrobil krabici o rozmérech 9 x 8 x 8 a chce do ni uskladnit svych 32 oblibenych kvadra
o rozmeérech 2 x 3 X 3 tak, aby jejich stény byly rovnobézné se sténami krabice a zadny nevycnival
ven. Ukazte, ze se mu to nepovede.

ULOHA 4. (5 BOD®)
Lenka chce vydlazdickovat ¢tvercovou podlahu koupelny o rozméru n X n. V mistnim obchodé ale
prodavaji pouze dlazdicky typu Ly, které maji dvé ramena tvoiend k ctverecky (viz obrazek) a
stoji k korun. Dlazdicky se nesmi prekryvat ani ldamat. Jak ma Lenka nakoupit, aby zaplatila co
nejméné?

ULOHA 5. (5 BOD)
Ondra s Luckou nasli bilou tabulku n X n a ¢islo k. Potom hrali nasledujici hru: Ondra vybere
k poli¢ek a obarvi je Cervené. Lucka pak nékolik Cervenych poli¢ek (alespon jedno) pfebarvi na
zelenou. Pro jaké nejmensi £ muze vzdy policka prebarvit tak, ze v kazdém fadku i sloupci bude
sudy pocet zelenych policek?

! Hlavni diagondla tabulky 3x 3 je tvoiena dvéma protilehlymi rohovymi a prostiednim polickem.



ULOHA 6. (5 BODD)
Martin dostal dvé posloupnosti a1,...,a2020 a b1,...,b2020. Kazda z nich je tvofena po dvou
ruznymi readlnymi ¢isly. Aby se naudil séitat, vypsal si tabulku souéti, a to takovym zpusobem, zZe
do policka v i-tém fadku a j-tém sloupci napsal a; + b;. Déle zjistil, ze soucin ¢isel v kazdém radku
je roven 1. Ukazte, Ze soucin ¢isel v kazdém sloupci musi byt roven —1.

ULOHA 7. (5 BoD)
Dominik vyplnil celou tabulku 2n X 2n nepiekryvajicimi se dominovymi kostkami 2 x 1 a 1 x 2.
Potom ji podal Terce, at obarvi vrcholy mfizky tfemi barvami tak, aby dva sousedni vrcholy mély
stejnou barvu pravé tehdy, kdyz jejich spojnice puli nékteré domino. Rozhodnéte, zda ke kazdému
rozlozeni domin Terka dokaze najit vyhovujici obarveni.

ULOHA 8. (5 BODD)
Verca dostala mrizku n X n. Do ni si nakreslila cestu prochazejici po hranach nebo diagonalach
jednotlivych ¢&tverecki. Cesta prochazi kazdym vrcholem pravé jednou a diagondly se v ni muzou
ki#izit. Uréete maximalni mozny pocet diagonal ve Verciné cesté.



Mrizky a tabulky

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Pepa vyplnil tabulku 3 x 3 ¢isly 1 az 9 tak, ze soucet Cisel v kazdém fadku, sloupci i na hlavnich
diagonalach® byl délitelny deviti. Muselo pak byt ¢islo v prostfednim poli ndsobek tii?

(Terka Poldkové)

RESEN(:
Pokud je soucet délitelny deviti, je délitelny i tfemi. Pro trojici ¢isel, jejichz soucet je délitelny
tfemi, existuji dvé moznosti, jaké zbytky po déleni tfemi mohou tato ¢isla davat: Prvni moznosti
je, ze maji vSechna d¢isla stejny zbytek. A druha je, ze ma kazdé z éisel jiny zbytek.

Prostfednim polickem prochézeji dvé diagonély, jeden sloupec a jeden fadek. Tedy Ctyfi soucty
v sobé obsahuji prostiedni policko. Pokud by vSechny tyto soucty byly tvotreny cisly davajicimi t¥i
ruzné zbytky, pak by zadné jiné cislo v tabulce nemohlo déavat stejny zbytek po déleni tfemi jako
¢islo v prostiednim policku. Z toho plyne, Ze alespon jeden z téchto souctu je tvoren ¢isly davajicimi
stejné zbytky po déleni tfemi. Takové trojice mohou byt pouze 24+5+8 =15, 1 +4 47 = 12 nebo
3+6+9 = 18. Nicméné cisla 15 a 12 nejsou délitelna deviti. Z toho divodu musi byt na prostfednim
policku ¢islo délitelné tfemi.

POZNAMKY:
Uloha byla bezproblémova, vétsina zaslanych feseni byla spravna. (Terka Poldkové)

Uloha 2.
Radecek umistil do tabulky 9 X 9 v néjakém poradi c¢isla 1 az 81. Potom Matéjovi fekl, aby nasel
takové i, Ze soucin ¢isel v i-tém Fadku neni roven soucinu c¢isel v i-tém sloupci. Dokazte, ze to Matéj
zvladl nehledé na rozmisténi cisel.

(Jdchym Solecky)

RESENT:

Podivame se, kde se nachazi prvocisla 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73 a 79. Jedna se o prvodisla,
ktera jsou mensi nez 81, zato jejich dalsi nasobky jsou vétsi. Téchto prvocisel je deset, ale hlavni
diagonala? tabulky mé pouze devét policek, takze alespoii jedno z téchto &isel na diagonale nelezi.
To znamena, ze toto Cislo pro néjaké i lezi v i-tém rfadku, ale ne v i-tém sloupci. Protoze je to
prvodislo, které se nevyskytuje v prvociselném rozkladu zadného jiného cisla v tabulce, vyskytuje
se v prvociselném rozkladu soucinu i-tého radku, ale nevyskytuje se v prvociselném rozkladu soucinu
i-tého sloupce. Tudiz se souéin ¢isel v i-tém fadku nerovné soucinu v i-tém sloupci. Matéjovi tedy
staci vybrat toto 1.

! Hlavni diagondla tabulky 3x 3 je tvoiena dvéma protilehlymi rohovymi a prostiednim polickem.
2Hlavni diagonalou tabulky myslime poli¢ka, kterd pro néjaké i lezi zaroven v i-tém sloupci i
v i-tém radku.



POZNAMKY:
Vétsina Feseni byla spravna a podobna vzorovému. Prekvapivé mnozstvi Fesiteld Spatné spocitalo
pocet prvocisel mezi 41 a 81, za coz jsem body nestrhévala, pokud i pfesto diikaz korektné dokon¢ili.
Resitelé, ktefi se tlohu pokouseli Fesit tplné jinak, obvykle nedospéli ke zdarnému konci.

(Anna Mlezivovd)

Uloha 3.

Pavel si vyrobil krabici o rozmérech 9 x 8 X 8 a chce do ni uskladnit svych 32 oblibenych kvadru
o rozmérech 2 X 3 X 3 tak, aby jejich stény byly rovnobézné se sténami krabice a zadny nevycnival
ven. Ukazte, ze se mu to nepovede.

(Pavel Hudec)

RESENT:

Objem krabice je stejny jako soucet objemu kvadru, takze v krabici nesmi byt zaddné volné misto.
Proto musi byt i kazda ze stén krabice beze zbytku pokryta sténami kvadri. Vime, Ze kvadry maji
stény s obsahy 3 x 2 =6 a 3 X 3 =9, coz jsou obé Cisla délitelnd tfemi. Z toho uz nutné plyne, ze
sténa 8 X 8 se pokryt nedd, nebof 64 neni délitelné tiemi, a tedy se 64 neda vyjadrit jako soucet
nasobkud 6 a 9.

PozNAMKY:
Vice nez polovina fesiteltl postupovala stejné jako vzorové feseni. Néktefi z nich ovSem zapomnéli
zminit (zfejmé) pozorovani o rovnosti objemu, bez néjz jejich feSeni nebyla kompletni.

Naslo se také dost lidi, ktefi se ilohu pokouseli fesit tak, ze zacnou kvadry do krabice skladat
»hejlepsim moznym zpusobem®, a pak ukazou, Ze to nevyjde. Takovd feSeni neméme radi (nebot
vétsinou nefunguji), protoze autorovi se opravdu malokdy povede dostateéné zdtvodnit, Zze jeho
zpusob je opravdu nejlep§i mozny a ze jiny zpusob také fungovat nebude. (Michal Tépfer)

Uloha 4.

Lenka chce vydlazdickovat ctvercovou podlahu koupelny o rozmeéru n X n. V mistnim obchodé ale
prodavaji pouze dlazdicky typu Ly, které maji dvé ramena tvofend k ¢tverecky (viz obrdzek) a
stoji k korun. Dlazdicky se nesmi prekryvat ani lamat. Jak ma Lenka nakoupit, aby zaplatila co
nejméné?

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Pro Lenku je nejvyhodnéjsi koupit od kazdého druhu jednu dlazdicku, celkem tedy n dlazdicek.
Nejprve ukazeme, jak plochu za pomoci n dlazdicek pokryt, a pak ukazeme, Ze jich nemize byt
méné. Dlazdicky vlozime do ¢tverce n X n tak, Ze za¢neme s dlazdickou L., aby jeji rohové pole
bylo v levém hornim rohu. Poté nam bude zbyvat ¢tverec s délkou strany o jedna mensi, kde zase
dame dlazdi¢ku L, _1 do levého horniho rohu a tak déle, az dojdeme k L.
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Nyni ukaZzeme, Ze dlazdicek nemuze byt méné. Podivejme se na cenu k, za kterou pokryjeme
x = 2k — 1 étverecki jednou dlazdici typu L na nasi dané plose. Pak k = TT'H =3+ %, ne-

boli zaplatime vzdy stejné za pokrytou jednotku obsahu plus jedna polovina za kazdou pouZitou
destic¢ku. Necht jsme koupili d dlazdic¢ek, kterymi jsme pokryli cely ¢tverec n x n. Pak vime, Ze

celkovd cena = % + % Tedy chceme minimalizovat pocet pouzitych dlazdicek.

Oznac¢me rohové pole, které ma kazdd dlazdicka pravé jedno, jako stfed. Necht kazdy radek
nebo kazdy sloupec obsahuje alespon jeden stfed. Pokud tomu tak je, vyhréli jsme a mame alespon
n dlazdi¢ek. Pro spor predpokladejme, Ze existuje fadek i sloupec, ktery neobsahuje zadny stied.
Podivejme se na jejich prinik. Tento CtvereCek nemuze byt pokryty, protoze aby byl ctverecek
pokryty, musi leZzet na jednom rameni néjaké dlazdicky. Tedy jeji stfed musi byt bud ve stejném
sloupci, nebo ve stejném radku jako on sam. Coz je vsak spor s predpokladem, ze tento fadek ani
sloupec zadny stied neobsahuje. Proto je nase konstrukce optimélni.

POZNAMKY:

Vsichni fesitelé, ktefi poslali sva feSeni, napsali spravné alespon konstrukci, ¢imz si vyslouzili jeden
bod. Spousta fesitelt se snazila dokazat, ze je nejlepsi pouzit co nejvétsi dlazdicky, ale ve svém
feSeni pouzili jak velké, tak malé dlazdicky, a proto nebylo jasné, pro¢ by nemohlo existovat FeSeni
lepsi. Nékolik fesitelti naslo spravny argument, ze chceme minimalizovat pocet dlazdicek, ale nebylo
jich mnoho. Par zavravoralo u obhéajeni, ze jich je alespon n, ale vcelku uz to nebyly zadné velké
chyby, které je stély nanejvys jeden bod. (Fila Cerméak)

Uloha 5.
Ondra s Luckou nasli bilou tabulku n X n a ¢islo k. Potom hrali nasledujici hru: Ondra vybere
k poli¢ek a obarvi je dervené. Lucka pak nékolik ¢ervenych policek (alesponi jedno) piebarvi na
zelenou. Pro jaké nejmensi k miuze vzdy policka piebarvit tak, ze v kazdém radku i sloupci bude
sudy pocet zelenych policek?

(Danil Kozevnikov)

RESENT (PODLE JANA BRADY):
Dokéazeme, ze hledané k je rovno 2n. Pro k = 2n — 1 to zfejmé Lucka nemuze zvladnout, protoze
Ondra muze obarvit napfiklad cely jeden fadek a jeden sloupec.

Nyni indukci podle n dokazeme, ze pro k = 2n to uz vzdy zvladne. Pro n = 1 tloha nema smysl,
pro n = 2 ma trivialni FeSeni, kdy oba obarvi vSechna ¢tyfi policka.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze pro vSechna Ondrova obarveni pro rozmér tabulky n to
Lucka zvlddne. S libovolnym obarvenim tabulky (n + 1) X (n + 1) nyni provedeme nasledujici:
najdeme fadek nebo sloupec, BUNO po piipadném otodeni tabulky fadek, s minimalnim poétem
obarvenych policek, ty jsou nejvyse dvé. Pokud maji vSechny fadky i sloupce pravé dvé obarvena
policka, ma Lucka kol snadny, sta¢i pfebarvit vSechna policka a je hotovo.
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V opacném piipadé mé tento fadek 0 nebo 1 obarvené policko. Tento fadek preskrtneme a
najdeme i sloupec s nejméné obarvenymi policky. Pokud ma 0 nebo 1 policko obarvené, vyskrtneme
ho také. Jinak maji vSechny sloupce 2 obarvena policka a v takovém pripadé zélezi na tom, zda
ma preskrtnuty fadek 0 nebo 1 obarvené policko. Pokud mé jedno obarvené policko, preskrtneme
sloupec, ve kterém se nachazi. Pokud nemé zadné obarvené, preskrtneme libovolny sloupec. Nyni
se tedy v preskrtnutém fadku a sloupci nachazi maximéalné celkem 2 obarvena pole. Pokud tedy
spojime zbylé oblasti do ¢tverce, vznikne ndm étverec n xn s minimélné 2(n+1)—2 = 2n+2—-2 = 2n
obarvenymi poli. Pro tento ¢tverec ale z indukce Lucka vzdy nalezne obarveni, které ziejmé funguje
i pro nas ¢tverec, tudiz mame dokazano.

RESEN{ POMOCI TEORIE GRAFU:
Dokazeme, ze hledané k je rovno 2n. Pro k = 2n — 1 to zfejmé Lucka nemuze zvladnout, protoze
Ondra muze obarvit naptiklad cely jeden fadek a jeden sloupec.

Tabulku si predstavime jako bipartitni graf, kde vrcholy jsou fadky a sloupce. V jedné partité
jsou vrcholy odpovidajici fadkim a ve druhé sloupcim. Mezi fadkem a sloupcem vede hrana pravé
tehdy, kdyz Ondra cervené obarvil policko lezici pravé v tomto sloupci i v tomto Ffadku. Nasim
tkolem je tedy najit neprazdny podgraf, ve kterém ma kazdy vrchol sudy stupen, hrany tohoto
podgrafu pak odpovidaji vybéru policek, které ma Lucka obarvit zelené.

Pro k = 2n takovyto podgraf jisté existuje, protoze nas graf ma 2n vrcholt a 2n hran, a vime, Ze
acyklicky graf (les) na 2n vrcholech mé nejvyse 2n — 1 hran. Tudiz graf obsahuje kruznici, ktera je
presné hledany podgraf, protoze kazdy vrchol kruznice mé stupen pravé dva. Pokud neznas pojmy
z tohoto Feseni, zkus se podivat na PraSeéi serial Letem grafovym svétem? ze 34. roéniku.

POZNAMKY:

Mnoho z Vs si s tlohou poradilo, at uz néjakym feSenim podobnym prvnimu, ¢i ponékud elegantnéji
néjakou variaci na feSeni druhé. Neékteri vsak ukazali jen to, ze pro k = 2n — 1 to Lucka nezvladne,
za coz jsem udélil jeden bod, ale nedokézali, ze pro k = 2n to zvladne pro vSechna Ondrova
obarveni, nejen pro néjaké specialni pfipady. Dalsim problémem byla chybna pocatecni myslenka,
ze Lucka musi obarvit poli¢ka tvorici pravouhelnik. Ale nejcastéjsi chybou bylo pfejmenovani Lucky

na Lenku. (Ondra Krabec)
Uloha 6.
Martin dostal dvé posloupnosti ai,...,a2020 a b1,...,b2020. Kazda z nich je tvorena po dvou

riuznymi realnymi Cisly. Aby se naucil scitat, vypsal si tabulku soucti, a to takovym zpusobem, ze
do policka v i-tém fadku a j-tém sloupci napsal a; + b;. Dale zjistil, Ze soucin Cisel v kazdém iadku
je roven 1. Ukazte, ze soucin ¢isel v kazdém sloupci musi byt roven —1.

(Danil Kozevnikov)

RESEN(:
Uvazme polynom
2020 2020
P@) =[] @+b)) - [ @—as).
j=1 i=1

Jelikoz je P definovany jako rozdil dvou monickjch? polynomt stupné 2020, tak bude mit stupeii
nejvyse 2019.

Ze zadéani vime, Ze pro vSechna 1 < ¢ < 2020 plati H?0:210 (a; +b;) = 1. Z toho plyne, zZe
pro vSechna takova ¢ plati P(a;) = 1 (prvni souéin se rovnd jedné, zatimco jeden ¢initel ve druhém
bude zjevné nulovy), takze polynom P(x)— 1 ma 2020 po dvou ruznych realnych kofenii. Nenulovy

3 https://prase.cz/archive/34/uvodls.pdf
4Polynom je monicky, pokud se jeho koeficient u nejvyssi mocniny z rovna jedné.
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redlny polynom stupné nejvyse 2019 vSak muZze mit nanejvys 2019 ruznych kofent, procez musi
byt P(z) — 1 nulovy polynom, neboli pro vSechna redlnd x plati

2020 2020
Il @+b) - J] (@—ai)=1.
j=1 i=1
Specialné tedy plati dand rovnost i pro = —b;. Timto dosazenim navic vynulujeme prvni
soucin a dostaneme
2020 2020 2020
1= [ (=by —a0) = =022 ] 5 +a) == [] 5 +a0),
i=1 i=1 i=1

neboli ze soucin ¢isel v j-tém sloupci je roven —1.

PozNAMKY:
Vsechna spravné feSeni prfiSla na to, Ze jsou nékde v uloze schované polynomy. Vétsina z nich
se ovSem misto kofeni divala na jejich koeficienty, coz vedlo na soustavu rovnic z Viétovych
vzorcl. Ani tento postup nebylo tak tézké dotdhnout ke zdarnému konci, ale vyzadovalo to vy-
razné vic algebraickych uprav nez vzorak. Nakonec jsem se rozhodnul nestrhavat body za drobné
neptesnosti v takovych feSenich (napiiklad za to, kdyz nebylo dostateéné vysvétleno, pro¢ plati
H?0:210 (x +bj) — H?flo (z — a;) = 1), ale pro p¥isté bych doporucil dévat si na takové véci pozor.
(Danil Kozevnikov)

Uloha 7.
Dominik vyplnil celou tabulku 2n X 2n nepfekryvajicimi se dominovymi kostkami 2 x 1 a 1 X 2.
Potom ji podal Terce, at obarvi vrcholy miizky tfemi barvami tak, aby dva sousedni vrcholy mély
stejnou barvu pravé tehdy, kdyz jejich spojnice puli nékteré domino. Rozhodnéte, zda ke kazdému
rozlozeni domin Terka dokaze najit vyhovujici obarveni.
(Rado van Svarc)
RESENT:
Vrcholy miizky si oéislujeme v kartézskych soufadnicich jako [a, ] pro 0 < a,b < 2n. Hrany v miizce
budeme nazyvat pilici a nepilici v zavislosti na tom, jestli puli néjaké domino.
Nyni obarvime vrcholy mfizky barvami 0, 1 a 2. Barvu bodu [z, y] si ozna¢ime b(z,y). M¥izku
obarvime tak, aby platilo:
(i) (0,0) =0.
(ii) Pokud dva body sousedi pfes ptlici hranu, maji stejnou barvu.
(iii) Pokud dva body [z,y] a [z + 1,y] sousedi pFes neptlici hranu, pak

bz +1,y) = b(z,y) + (~1)"*¥ (mod 3).
(iv) Pokud dva body [z,y] a [z,y + 1] sousedi pfes nepilici hranu, pak

b(z,y + 1) = b(z,y) — (—1)®Y  (mod 3).

Je jasné, ze pokud zvladneme body obarvit timto zptisobem, bude to skute¢né hledané obarveni.
Zbyva dokazat, ze toto obarveni skutecné lze sestrojit. Pro kazdé nezaporné celé k ukazeme, zZe to
lze pro vsechna [z,y] s 0 < z,y < 2n a z + y < k. Pak to specialné bude platit pro k = 4n a jsme
hotovi.

Pro k = 0 to urcité plati.

Nyni pro spor necht k£ > 0 je nejmensi takové, Ze to pro néj nejde. Protoze lze obarvit vrcholy se
souctem soufadnic nanejvys k — 1, nejde toto obarveni rozsifit. Tedy existuji x,y takova, Ze barva,
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kterou dostane [z + 1,y + 1] pfifazenou od [z,y + 1], je jind neZ ta, kterou dostane pfifazenou
od [z + 1,y].

Policko tvofeno [z,y], [+ 1,y], [z,y + 1] a [x + 1,y + 1] m4 pfesné jednu z hran piulici. Protoze
kdyz obejdeme toto policku po sméru hodinovych ruéicek, barva jednou ztstane konstantni a t¥ikrat
se zméni (vidy na stejnou stranu), musi barva b(z + 1,y + 1) vyjit z obou stran stejné. Receno
poradnéji:

(i) Pokud je hrana mezi [z,y] a [z, y + 1] pulici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1, y] barvu
b+ 1,y) — (1) TV = b(a,y) + (D)"Y — (=1)" T = b(a,y) + 2(-1)" ¥

aod [z,y+ 1] barvu b(x,y + 1) + (=1)*T¥+1 = b(z,y) — (—1)®TY, coZ je ale modulo tii to
sameé.
(ii) Pokud je hrana mezi [z,y] a [z + 1, y] pilici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1,y] barvu

b(a +1,y) — (=" = b(z,y) — (-1)"HvH

a od [z,y + 1] barvu b(z,y + 1) + (—=1)TT¥+1 = b(x,y) — 2(—1)=1Y, coz je ale modulo t¥i
to samé.

(iii) Pokud je hrana mezi [z + 1,y] a [z + 1,y + 1] pulici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1,y]
barvu b(z + 1,y) = b(z,y) + (=1)*TY a od [z,y + 1] barvu

bz, y+1) + (=17 = b(z,y) — 2(-1)"*,

coz je ale modulo tfi to samé.
(iv) Pokud je hrana mezi [z,y+ 1] a [z + 1,y + 1] pulici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1,y]
barvu
b(x +1,y) — (1) = b(z,y) + 2(-1)" TV

a od [z,y + 1] barvu b(z,y + 1) = b(x,y) + (—1)=T¥+L = b(x,y) — (—1)®1Y, coz je ale
modulo tfi to samé.

To ale znamen4, ze vrchol [z + 1,y + 1] jde obarvit v souladu s nasimi pozadavky, coz je spor.

POZNAMKY:

Mnoho z doslych feseni utrpélo na nedostatecnou presnost. Nestaci jen fict ,opakuji a opakuji, a
protoze to vyjde kolem jednoho domina, bude to vychazet porad“, je potfeba to diskutovat fadnéji
— obvykle nejlépe pomoci indukce.

Vaclav Jandcek dostal +i za pékné feseni, které spocivalo v tom, Ze domina obarvoval jen tak,
aby byla symetrickd podle pulici cary. Pak si rozmyslel, ze pro tabulku vyplnénou jen svislymi do-
miny to jde. Nasledné ukazal, ze kdykoliv mame pro néjaké rozlozeni vyhovujici obarveni, umime
vyhovujicim zptsobem vybarvit i mrizku vzniklou tak, ze jednu dvojici domin sousedicich delsi
hranou oto¢ime o 90°. A nakonec fekl, Ze kazdé rozlozeni domin lze témito operacemi ziskat z ta-
bulky jen ze svislych domin. (Rado van Svarc)

Uloha 8.
Verca dostala miizku n X n. Do ni si nakreslila cestu prochazejici po hranach nebo diagonalach
jednotlivych ¢tverecku. Cesta prochazi kazdym vrcholem pravé jednou a diagonaly se v ni miiZou
krizit. Urcete maximalni mozny pocet diagonal ve Verciné ceste.

(Rado van Svarc)



RESENI:
Maximalni pocet diagonal vyjde n2 pro sudé n a n? +n pro n liché. Nejdiive dokézeme tyto horni
odhady maximélniho poc¢tu diagondl a na zavér najdeme konstrukci.

Vrcholy miizky rozdélme do dvou skupin (kolecka a trojuhelniky) jako Sachovnici (tedy vrcholy
sousedici hranou jsou v riznych skupindch) napiiklad tak, aby levy horni roh byl kolecko. Plati,
ze hrany spojuji vrcholy rizného typu a diagonaly naopak vrcholy stejného typu. Vrcholt v mrizce
nxn je pravé (n+ 1)2 a cesta ma vzdy pravé n?+2n useki, stadi tedy minimalizovat po&et pouzitych
hran. Z pohledu rozdéleni to znamena, ze chceme typ vrcholu zménit co nejménékrat. Podivejme se
na nasi cesté pouze na diagonaly, které vedou mezi kolecky. Ty tvofi dohromady nékolik mensich
souvislych cesticek®, které spolu disjunktné pokryvaji véechna kolecka. Hlavni myslenka tedy bude
odhadnout, kolika nejméné disjunktnimi cestickami jsme schopni kolecka pokryt — to ndm néasledné
da i dolni odhad na to, kolikrat musime zménit typ vrcholu.

[ ]
L]
L]
°

Podivejme se nyni pouze na kolecka (ozna¢me jejich podet zatim m) a predpoklddejme, Ze je
umime pokryt pomoci k disjunktnich cesti¢ek. Kazda cesticka ma o jeden tisek méné, nez kolika pro-
chazi vrcholy, a vSechny cesticky dohromady pokryvaji vSechny vrcholy. Obsahuji tedy dohromady
m — k tsekt. Bude proto stacit, kdyz odhadneme, kolik nejvice tisekit mize obsahovat disjunktni
pokryti vsech kolecek. K tomuto odhadu se nam bude hodit obarvit si kolecka dvéma barvami
— Cernou a bilou, a to takovym zptusobem, Ze si rozdélime vrcholy do vrstev podle toho, jakou maji
vzdalenost od nejblizsi strany velkého Ctverce, ktery tvofi okraje mfizky. Vrcholy, které jsou na
okraji, obarvime Cerné, vrcholy o vrstvu niz se vzdalenosti 1 obarvime bile, vrcholy se vzdéalenosti
2 Cerné a takto budeme st¥idavé pokracovat. Nyni uz rozlisime situaci podle toho, jestli je n sudé,
nebo liché.

2
a) Necht n je liché. V tomto piipadé je kolecek stejné jako trojuhelnickd, tedy 1" 4 situ-
J Prip J jne ] Al ’ Yy 3

ace je pro oba typy vrcholi symetrickd. Kouknéme se na nase cernobilé obarveni kolecek
a spocitejme pocet bilych vrcholi. Kdyz se ve velkém c¢tverci podivame na ty diagonalni
pricky zleva doprava nahoru, které obsahuji kolecka, tak na kazdé je vzdy o jeden Cerny
bod vice nez bilych (dohromady je tam lichy poéet a postupné stiiddme sousedni vrstvy,
tedy i barvy). Takovychto diagondlnich p¥i¢ek je dohromady n + 1, tedy m¥izka obsahuje
o n + 1 vic ¢ernych vrcholi. Z toho uz je bilych vrcholi praveé "24_1. Méjme nyni néjaké

vyhovujici pokryti cestickami. Z kazdého bilého vrcholu vychazi nejvyse dva tseky, dohro-
1

mady tedy existuje nejvyse n22_ usekt spojujicich bud dva bilé vrcholy, nebo jeden bily

a jeden cerny vrchol. Zbyva odhadnout jesté pocet tisekt mezi dvéma ¢ernymi vrcholy.

5Cesti¢ka muze byt i trivialni, tedy délky nula, za¢inajici i konéici ve stejném vrcholu.
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Takovy tsek by musel vést mezi dvéma body ze stejné vrstvy a tam jsou body dostateéné
blizko pouze ve dvojicich podél hlavni diagondly (zleva doprava nahoru). Takovychto Cer-

nych dvojic bodu je tam praveé "T“ Dohromady je tedy v nasi konfiguraci cestic¢ek prave
2 2
% vrcholt a nejvyse 2+ 2 {sekil. Z diskuze vyse tedy vyplyva, Ze cesticek musi

byt alespon
n2+2n+1 n2+n_n+1

2 2 2

bychom neméli dostatek tseki. Analogické situace ze symetrie nastava pro pokryti troju-

)

helnickta. Typ vrcholu musime zménit pokazdé, kdyz prechazime mezi cestickami, a vzhle-
dem k tomu, ze cesticek je alespon n + 1, tak jej musime zménit alesponn n-krat. Diagonal
tedy pouzijeme nejvyse n? +2n —n =n? +n.

(b) Necht n je sudé. Tentokrat situace neni symetricka a tabulka obsahuje vice kole¢ek. Kon-

krétné se pocet kolecek po radcich stfida mezi % a %, dohromady jich je
n+2 n+2 n n 2
: +o o =—+n+l
2 2 2 2 2

Opét se podivame na pocet diagonal spojujicich kolecka. Bilych vrcholi je ze stejnych
diivodit o n + 1 méné nez Cernych, tedy pravé 7, takze diagondl vyuzivajicich alespoii

jeden bily vrchol je nejvyse "72 Tentokrat si ale miizeme vsimnout, Ze neexistuje diagonala,
kterd by vedla mezi dvéma ¢ernymi vrcholy. Vyplyva to z toho, Ze vSechny vrcholy v ¢erné
vrstvé jsou ted vzdalené alesporni o 2, protoze ¢erné vrcholy vzdy padnou do vrcholu étverce
uréujictho danou vrstvu. Usekii je tedy celkové nejvyse %, cesticek pokryvajicich kolecka
alespont m + 1. Situaci pro trojuhelniky (kterych je méné) nemusime vySetfovat, nebot
spravny odhad plyne uz z nésledujici uvahy. Pokazdé kdyz se chceme pfesunout mezi
dvéma disjunktnimi cestickami pokryvajici kolecka, musime pravé dvakrat zmeénit typ
vrcholu, dohromady tedy musime zménit typ alespon 2n-krat. Diagonal lze tedy nejvyse
pouzit n? + 2n — 2n = n?.

Jako konstrukce se nabizi jit postupné po dvojicich sloupcti. V kazdé dvojici nejdfive vystoupame
nahoru po diagonalach, pak zménime barvu a sestoupime po diagonélach dolu a prejdeme na dalsi
dvojici. Pro sudd n mame lichy pocet sloupct, takze nelze sloupce presné sparovat a posledni
sloupec napfiklad mtzeme projit cely po hranach. Tim jsou obé ¢asti dikazu hotovy.

POZNAMKY:

Vétsina doslych reseni spravné nalezla konstrukci, nicméné potom nebyla schopna podat korektni
dtikaz odhadu a snazila se typicky Fict, Ze jejich zpisob projiti mrizky je nejvyhodnéjsi. Takova
argumentace nicméné nikdy nevedla ke spravnému cili, protoze obvykle vySetfovala optimum jenom
lokalné, neuvazovala vSechny mozné cesty nebo si tlohu néjak jinak implicitné zjednodusila. Tato
fesSeni si vyslouzila jeden bod, jediné kompletni FeSeni prislo od Magdalény Misinove.

Samotné myslenka Sachovnicového obarvovani je v kombinatorice velmi bézna a hodi se ji umeét
pouzivat. Hlavni trik byl v konstrukci ¢ernobilého obarveni na odhad poc¢tu usekt, které je pro licha
n ponékud atypické — nicméné pro suda n degeneruje do klasického Sachovnicového obarveni.

(Martin Raska)



