Projektivni geometrie 1l

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 3. UNORA 2020

Ulohy této série jsou fazeny podle témat, nikoliv podle obtiznosti.

ULoHa 1. (5 BOD®)
Méjme tétivovy ¢tyfthelnik ABCD. Pfedpokladejme, Ze v ném existuje bod X spliujici |<<XAB| =
|[<XBC| = |<XCD| = |<XDA|. Dokaite, ze ABCD je harmonicky.

ULoHA 2. (5 BoD)
Mé¢jme t¥i kruznice o, 3, v, z nichz kazdé dvé jsou na sebe kolmé. Necht X, Xo jsou pruseciky a,
B, dale necht Y7, Y> jsou priseciky 3, v. Nakonec budiz Z jeden z pruseéikt v a . Dokazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikim X;Y1Z a X2Y2Z se dotykaji v jednom bodé.

ULOHA 3. (5 BoD)
Méjme konvexni ¢tyfthelnik ABCD. Predpokladejme, ze kruznice nad pruméry AB a DC' se pro-
tinaji v bodech X a Y. Oznaéme P prusecik AC, BD a Q prusecik AD, BC. Dokazte, ze P, Q,
X, Y lezi na jedné kruznici.
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2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Meéjme tétivovy ctyrihelnik ABC D. Predpokldadejme, ze v ném existuje bod X splnujici
|[<K<XBC| = |<<XCD| = |<<XDA|. Dokazte, ze ABCD je harmonicky.

IXAB| =

(Radek Olsak)

RESENI:

Promitnéme vrcholy é&tyfuhelniku skrz bod X, tim dostaneme novy &tyfuhelnik A’ B’C’D’. Diky
rovnosti thld ze zadani vime |[<{A’AB| = |<{B'BC| = |<<C'CD| = |<{D'DA]|, takze tétivy A’B,
B'C, C'D a D'’A jsou stejné dlouhé, protoze jim odpovidaji stejné obvodové tihly. VSechny tétivy
dokonce maji ,stejny smér“. Tim myslime, Ze koncovy bod usecky vzdy umime dostat otocenim
pocate¢niho bodu o stejny thel ve stejném sméru okolo stfedu kruznice opsané ABCD. To ovSem
znamena, e ¢tyfthelniky A’B'C’'D’ a BCDA jsou shodné (jsou viii sobé jenom otocené). Vime,
7e promitnuti zachovalo dvojpomér!, takze

(A7B707D) = (A/7B/7C,7D,) = (B707D7A)

Zéroven ale z prvniho dilu seridlu vime (A, B,C, D) = m Dostavame |(B,C, D, A)| = 1
a jsme skoro hotovi. Staéi si jenom uvédomit, ze (B,C, B, A) = 1, proto (B,C,D,A) # 1, tedy
(B,C,D,A) = —1 a tloha je vyfeSena.

POZNAMKY:

Snad kazdy, kdo ulohu vyfesil, to délal jinak. Nikdo ale ulohu nefesil stejné jako vzorové feseni

(i kdyz néktera FeSeni vyuzivala promitnuti skrz bod X)), pfestoze je velmi jednoduché a elegantni.
(Josef Minafik)

Uloha 2.
Mgéjme t¥i kruznice «, 3, v, z nichZ kazdé dvé jsou na sebe kolmé. Necht X1, Xo jsou priiseciky c,
B, déle necht Y1, Ya jsou priiseciky 3, v. Nakonec budiz Z jeden z prisec¢iki o a . Dokazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikum X1Y1Z a XoY2Z se dotykaji v jednom bodé.

(Radek Olsak)

RESEN(:

Chceme ukazat, ze bod Z je jediny prisecik kruznic opsanych trojihelnikim X;1Y1Z a XoY2Z.
Oznac¢me S druhy prusecik « a v. Zinvertujeme tlohu podle stfedu Z. VSimneme si, ze o i v se
zobrazi na pfimky. Inverze zachovava kolmost kruzimek, takze se nemuze (B zobrazit na pfimku,
jinak by v roviné existovaly tfi navzdjem kolmé primky.

1V serialu jsme zjistili, Ze promitnuti je vlastné inverze ,pieklapéjici® kruznici, proto zachovava
dvojpoméry.



Protoze se zachovala kolmost kruzimek, tak o’ L +'. Zaroven vime, ze pfimka je kolmé na
kruZnici pravé tehdy, kdyz prochazi jejim stiedem. ProtoZe stejné tak 3’ L 4" a 8’ L o, stfed
kruznice B8’ je S’. Cela uloha je nyni symetricka podle S’. Takze body X1, X}, Y{ a YJ tvofi vrcholy
étverce. Piimky X{Y{ a XY jsou protéjsi strany tohoto ¢tverce, takze maji jediny prisecik, tim
je nevlastni bod Z’. Z toho plyne, Ze i pfed inverzi mély kruzimky opsané X1Y1Z a X2Y2Z jediny
prusecik. Takze kruznice opsané X1Y1Z a X2Y2Z se opravdu dotykaji v jednom bodé.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni postupovalo stejné jako vzorové. Néktefi zinvertovali tlohu podle S, coz
velmi podobnym zptsobem vede také k spravnému feseni. (Radek Olsak)
Uloha 3.

Méjme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Piedpokladejme, ze kruznice nad pruméry AB a DC' se pro-
tinaji v bodech X a Y. Ozna¢me P prusecik AC, BD a Q prusecik AD, BC. Dokazte, ze P, Q,
X, Y lezi na jedné kruznici.

(Radek Olsak)

RESEN(:
Na okamzik zapometime na bod Y a provedme dualitu se stfedem v X. Pak diky Tvrzeni o dualité
ahld je [KA'B’| = |[<AB| = |[<AXB| =90° a |<{C'D’| = |[<<CD| = |<<CXD| = 90°.
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Protoze Q je prisecik AD a BC, je Q' spojnice priiseciku A’ s D’ s priseéikem B’ s C’. Protoze
A" L. B"aC’ 1L D', jsou A" a C’ vysky v trojuhelniku tvofeném piimkami B’, D’ a Q’. To znamena,
7e priuseéik A’ s C' je ortocentrum v tomto trojuhelniku.

Bod P je priisecik piimek AC a BD, takZze P’ prochéazi prisecikem A’ s C’ a prisec¢ikem B’
s D'. To ale znamena, Ze je tfeti vyskou v trojuhelniku tvofeném B’, D’ a Q’ ¢ili P! 1 Q’.

Z toho plyne 90° = |<{P'Q’| = |<<PQ| = |<<PXQ)|. Takze X lezi na kruznici nad primérem
PQ.

Analogicky dostaneme, ze i Y lezi na kruznici nad prumérem PQ, takze X, Y, P a @Q skuteéné
lezi na jedné kruznici.
POZNAMKY:
Vétsina feseni postupovala vzorové a byla spravné. (Rado van Svarc)



