Projektivni geometrie |

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 2. PROSINCE 2019
ULona 1. (5 BODU)
Méjme trojuhelnik ABC' s tézistém G. Oznacme stfedy stran AB a AC postupné M a N. Dale

méjme na strané BC body D a E, pficemz plati |BD| = |DE| = |EC| = @. Dale necht K je
prusecik pfimek AD a BN a obdobné necht L je pruseéikem pfimek AE a C'M. Dokazte, ze A, G
a prusecik pfimek DL a EK lezi na jedné pfimce.

ULOHA 2. (5 BODU)
Méjme te¢novy Etyithelnik ABCD. Necht K, L, M a N jsou po fadé body dotyku kruznice vepsané
se stranami AB, BC, CD a DA. Ozna¢me X prusecik pfimek AB a CD a Y prusecik pfimek AD
a BC. Déle necht P je priisecik pfimek X L a Y M. Obdobné definujme bod @ jako priise¢ik pfimek
XN a Y K. Dokazte, ze body A, P a @ lezi na jedné pfrimce.

ULoHA 3. (5 BODD)
Necht O je v konvexnim étyftuhelniku ABCD prisecik uhlopficek. Osy uhlt AOB, BOC, COD,
DOA protinaji strany ¢tyiuhelniku AB, BC, CD, DA postupné v bodech M, N, P, Q. Dokazte,
ze primky M@, NP a BD se protinaji v jednom bodé.



Projektivni geometrie |

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENI{
Uloha 1.

Méjme trojuhelnik ABC' s tézistém G. Oznac¢me stiedy stran AB a AC postupné M a N. Déle
méjme na strané BC body D a E, pfi¢emz plati |BD| = |DE| = |EC| = @. Déle necht K je

prusecik pfimek AD a BN a obdobné necht L je priisecikem piimek AE a CM. Dokazte, ze A, G
a prusecik piimek DL a EK lezi na jedné pfimce.

(Radek Olsak)
RESEN(:
Ze seridlu vime, ze libovolny trojuhelnik umime afinné zobrazit na rovnostranny, pficemz se nam
zachovaji pfimky a poméry na nich. Pro rovnostranny trojihelnik je celd konfigurace symetricka
podle pfimky AG, proto se na ni pfimky DL a EK zfejmé musi protinat. Protoze A, G a prusecik
lezi na pfimce po afinnim zobrazeni, musely lezet na primce i pfed nim, nebot afinni zobrazeni
zachovavaji pfimky.
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POZNAMKY:
Vétsina reSitelt postupovala viceméné stejné jako vzorové feseni. Nasli se ale i resSitelé, ktefi k du-
kazu vyuzili Cevovu vétu nebo tlohu fesili analyticky. (Josef Minarik)
Uloha 2.

Mgéjme tecnovy &tyithelnik ABCD. Necht K, L, M a N jsou po fadé body dotyku kruZnice vepsané
se stranami AB, BC, CD a DA. Ozna¢me X prusecik piimek AB a CD a'Y prusec¢ik pfimek AD
a BC. Déle necht P je prisecik pitimek XL aY M. Obdobné definujme bod Q jako priisec¢ik pfimek
XN aYK. Dokazte, ze body A, P a @ lezi na jedné piimce.

(Radek Olsak)



RESENI:

Oznac¢me p pfimku XY. Nejprve ukdzeme, Ze p neprotind kruznici vepsanou ABCD. Aby pfimka
protinala kruznici vepsanou ABC D, musi protnout alespon jednu z hran ¢tyftuhelnika ABCD. Ale
pruse¢iky pN AB =X, pNCD =X, pNAD =Y apnN BC =Y lezi vné use¢ek AB, CD, AD a
BC'. Takze p neprotinad kruznici vepsanou.

A

Proto muzeme uvazit kolineaci zobrazujici p na nevlastni a zachovavajici kruznici vepsanou
ABCD. Tim se z ABCD stane rovnobéznik s kruznici vepsanou, coz je koso¢tverec. V ném jsou
dvojice bodt (M, L), (N,K) a (X,Y) symetrické podle AC. Takze i dvojice pfimek (XL,YM) a
(XN,YK) jsou symetrické podle AC, neboli jejich pruseciky lezi na AC. Coz znameni, ze A, P,
@, C lezi na primce.

PozNAMKY:

Vétsina doslych Feseni se ubirala smérem toho vzorového. Rozhodl jsem se nestrhavat body za ne-
odtvodnéni, pro¢ XY neprotina kruznici vepsanou, protoze jsme si pfesné toto zobrazeni v serialu
ukéazali.



Neékteri fesitelé se snazili tlohu fesit jen pomoci afinnich zobrazeni, to vSak kvuli kruznici v za-
dani nevedlo ke zdarnému konci. (Radek Olsék)

Uloha 3.
Necht O je v konvexnim ¢&tyFuhelniku ABCD priisec¢ik uhlopficéek. Osy uhli AOB, BOC, COD,
DOA protinaji strany ¢tyruhelniku AB, BC, CD, DA postupné v bodech M, N, P, Q. Dokazte,
ze pfimky M@, NP a BD se protinaji v jednom bodé.

(Lenka Kopfovd)

RESENT PROMITANIM DVOJPOMERU:

Oznaéme K = ACNMQ a L = ACNNP, dale bud X; = BDNMQ a Xo = BDNN P. Budeme chtit
dokéazat, ze X1 = X2. Nejprve si uvédomme, Ze osou thla AOD a BOC je ta samé primka a totéz
plati pro osu thla AOB a COD. Navic AOB a BOC jsou thly vedlejsi, a tudiz jejich osy sviraji
90°. Ze seridlového tvrzeni dvé ze tii tak plyne, ze pfimky AO, MO, BO a NO tvofi harmonicky
svazek. Vime, ze pokud harmonicky svazek protneme néjakou pfimkou, pak ¢tyfi vzniklé pruseciky
tvofi harmonickou ¢tverici. Tedy plati, ze (M, K,Q,X1) = —1 a stejné tak (N, L, P, X2) = —1.
Z promitaciho tvrzeni plati

(M, K,Q, X1) % (B,O,D, X1) = -1,

(N, L, P, X3) % (B,0,D, X3) = —1.

Dohromady dostavame
(B,0,D,X;1)=(B,0,D,X>) = —1.

Z jednoznacnosti dvojpomériu na primce uz plyne X1 = Xa2, coz jsme chtéli dokazat.

RESEN{ ZKOSENIM DO CTVERCE:

Opét si nejprve vsimneme, ze primky AO, MO, BO a NO tvofi harmonicky svazek. Dale uvazujme
kolineaci takovou, kterd nam étyfuhelnik ABCD zobrazi na étverec. Vime, ze kolineace zachovava
dvojpoméry, tedy i po kolineaci pfimky AO, MO, BO a NO tvorfi harmonicky svazek. Ve ¢tverci
ale plati, ze thlopficky jsou na sebe kolmé. Z tvrzeni dvé ze i v novém obrazku tak vyplyva,
ze AO a BO jsou osami uhlu, které sviraji pfimky MO a NO. Plati tedy, ze nova konfigurace je
celd osové soumérné podle AC, z ¢ehoz uz plyne MQ || BD || NP. Dané pfimky se tedy protinaji
v jednom (nevlastnim) bodé, z ¢ehoz plyne, Ze se musely protinat i v ptivodnim étyfahelniku.
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POZNAMKY:

Pfiblizné polovina doslych FeSeni byla spravné a vesmés se ubirala jednim ze dvou vzorovych feSeni.
Nasly se ale i vyjimky, které pfisly na reSeni pomoci pomérd s pouzitim Menelaovy véty a angle
bisector theoremu. Vétsina fesiteld prisla na harmonicky svazek, za coz jsem udélovala dva body.
Poté ale castym kamenem trazu bylo pouziti né€jaké kolineace a neuvédomeéni si, ze kolineace neza-
chovava uhly, takze osy Ghla se po kolineaci nezobrazi nutné zase na osy uhli. (Lenka Kopfovd)



