Historky ze Skolni jidelny

1. PODZIMNI{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 30. zARf 2019

ULona 1. (3 BODY)
Pii pohledu na zmensujici se porce masa ve Skolni jidelné Pavla napadlo, jestli by neslo nahradit
kazdé z pismen M, A, S, O éislici (ne nutné kazdé jinou) tak, aby platilo:

MASO
MA S
M A
M
20109
Poradte mu, jak na to.
ULOHA 2. (3 BODY)

Terka se pohybuje po trojuhelnikové podlaze jidelny tvorené 25 dlazdickami jako na obrazku. Zac¢ina
na horni dlazdic¢ce a vzdy muze prejit na dlazdicku sousedici hranou. Nesmi ale dvakrat vstoupit na
stejnou dlazdicku ani chodit smérem nahoru. Kolika zptsoby muze Terka doskdkat na prostfedni
dlazdi¢ku ve spodni fadé?

Podlaha jidelny se zakreslenou jednou moznou cestou.

ULoHA 3. (3 BODY)
Po obvodu talife je napsiano 2018 celych ¢isel se sou¢tem 1. Martinek zkouma souvislé tseky tvorené
1 az 2017 &isly. Usek nazyva nemastng, pokud ma kladny soucet. V opa¢ném piipadé mu iika
neslany. Ukazte, Ze nemastnych tseku je stejné jako neslanych.

ULOHA 4. (5 BODU)
Ve fronté na obéd stoji n lidi, z nichZ néktefi jsou pravdomluvni a ostatni lhafi. Pravdomluvni
vzdy mluvi pravdu a lhéafi vzdy lzou. Kazdy z nich tvrdi, ze pfed nim je vice lhaft nez za nim

1o

pravdomluvnych. Urcete, kolik stoji ve fronté lhara.



ULoHA 5. (5 BODD)
Na stole lezi n hromadek oschlych knedliki. Na zacatku tvofi kazdou hromédku jeden knedlik.
Kucharka si v kazdém kroku vybere dvé hromadky a spoji je do jedné. Za spojeni hroméadek
obsahujicich z a y knedlikti dostane kucharka x - y korun. Kolik si mize kuchatka nejvyse vydélat
postupnym splacadnim vSech knedlikl na jednu hromadu?

ULOHA 6. (5 BoD)
V pismenkové polévce plave sedm ruznych lichych prvocisel. Maly Kubicek si myslel, Ze pro kazdou
dvojici p, q prvoéisel z polévky plati, Ze zbyljch pét prvoéisel déli hodnotu p® — ¢8. Ukazte, Ze se
Kubicek spletl.

ULOHA 7. (5 BoD)
Anicka si do ovesné kase nakreslila rovnostranny trojuhelnik ABC a oznacila M stfed strany AB.
PiiSel Fila a nakreslil na stranu AC bod D a na stranu BC bod E tak, aby |[<DME| = 60°.
Ukazte, ze plati |AD| + |BE| = |DE| + %|AB\, at uz Fila vybral body jakkoli.

ULoHA 8. (5 BODD)
Na 2n stolech $kolni jidelny po ob&dé zbyly hromadky ryze. Skolnik s uklizeckou hraji nasledujici
hru. Pravidelné se stfidaji v tazich, pricemz skolnik zacina. Hrac¢ na tahu si musi zvolit né€kterych
n neprazdnych stolt a z kazdého z nich snist libovolny nenulovy poéet zrnek ryze (nemusi ze vsech
stolt snist stejny pocet). Kdo nemuze tdhnout, prohral. V zavislosti na poétu stolli a zrnek ryze
na nich urcete, kdo ma vyhravajici strategii.



Historky ze Skolni jidelny

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Pri pohledu na zmenSujici se porce masa ve skolni jidelné Pavla napadlo, jestli by neslo nahradit
kazdé z pismen M, A, S, O ¢islici (ne nutné kazdé jinou) tak, aby platilo:

MAS O
MA S
M A
M
2019
Poradte mu, jak na to.
(Marian Poljak)

RESEN{:
Zadani prepiSeme do tvaru jedné rovnice, kde M, A, S a O jsou cela ¢isla od nuly do deviti:

1111M + 111A + 115 + O = 2019.

Kdyz bude M = 0, soucet bude roven nejvyse 999 + 99 + 9 = 1007 < 2019. Takze M # 0.
Pokud vsak M > 2, tak jen ¢len 1111 M > 2222, coz je vic nez 2019. Tedy jestli rovnice ma mit
feSeni, M musi byt 1. Dosadime do puvodni rovnice M = 1 a zjednodusime:

111A 4+ 115 + O = 2019 — 1111 = 908.

Kdyby bylo A < 7, leva strana by byla maximalné 777 4+ 99 + 9 = 885, tedy méné nez prava
strana. Jestlize A = 9, bude sam ¢len 111 A = 999 prilis velky. Ziskali jsme tedy nutné A = 8.
Opét dosadime do pfedchozi rovnice:

115 4+ O = 908 — 888 = 20.

Jelikoz O je nejvyse devét, nesmi se S rovnat nule. Také kdyby S bylo alesponn dva, muselo by
byt O zaporné. Takze S = 1 a lehce dopocteme O =20 — 11 = 9.

Jediné vyhovujici feSeni je M = 1, A =8, S =1 a O = 9. Jeho spravnost snadno ovéfime
zkouskou.

POZNAMKY:

K ziskani plného poctu bodi bylo potfeba kromé nalezeni vyhovujicich cislic také dostateéné popsat

postup Feseni nebo provést zkousku. Naprosta vétsina reSitelt si s tlohou hravé poradila, nejcastéji

pomoci uvedeného postupu nebo rozebiranim moznosti, které ¢islice lze pod sebou seéist, aby po

pricteni vznikla dana cifra ¢isla 2019. Pfi tomto postupu bylo casto opomijeno zminéni a vyvraceni

moznosti, ze pfi s¢itdni miiZe teoreticky vzniknout prenos dvojky, za coz jsem vsak body nestrhavala.
(Lucka Kundratovd)



Uloha 2.

Terka se pohybuje po trojihelnikové podlaze jidelny tvorené 25 dlazdickami jako na obrazku. Zacina
na horni dlazdi¢ce a vzdy muze prejit na dlazdicku sousedici hranou. Nesmi ale dvakrat vstoupit
na stejnou dlazdicku ani chodit smérem nahoru. Kolika zptisoby muze Terka doskakat na prostiedni
dlazdi¢ku ve spodni radé?

Podlaha jidelny se zakreslenou jednou moznou cestou.
(Martin Raska)

RESENT:

Rozdélme si podlahu na pét pater, ktera ocislujeme shora dola jedna az pét. Jelikoz Terka nesmi
chodit nahoru, jakmile n&jaké patro opusti (smérem dolt), uz se do néj nemuze vratit. Také snadno
vidime, ze kazdé patro muze opustit z libovolné, avSsak pouze Sedé, ,vystupni“ dlazdi¢ky. Ta je
v prvnim patfe jen jedna, ve druhém patie jsou dveé, ve tfetim tfi a ve Ctvrtém Ctyfi.

Predstavme si nyni, ze v kazdém patie vybereme jednu vystupni dlazdi¢ku, pfi¢emz v patém
patfe vybereme tu cilovou. Jisté existuje cesta, ktera pro opusténi jednotlivych pater pouzije pravé
tyto dlazdicky, vzdy po vstupu do nizsitho patra se totiz sta¢i vydat spravnym smérem (doleva
¢i doprava) za dalsi vystupni dlazdickou. A co vic, takova cesta je dané jednozna¢né, protoze Terka
se nemuze vydat opa¢nym smérem nebo vystupni dlazdicku prejit — musela by se vracet nebo
opustit patro jinde.

Ukéazali jsme tedy, ze vybrat cestu pro Terku je to samé, jako vybrat v kazdém patfe jednu
Sedou dlazdicku (a v patém patfe tu cilovou). Vybéry v jednotlivych patrech jsou nezavislé, takze
pocty moznosti musime nasobit. Proto ma Terka na vybér 1-2-3 -4 = 24 raznych zplsobt jak
doskakat na prostiedni dlazdicku ve spodni radé.

POZNAMKY:
Vétsina reSiteli postupovala stejné jako vzorové feseni. OvSem ne vsichni své vypocty dostatecné
uspokojivé odivodnili. Je lepsi do feseni napsat pozorovani, kterd se Ti zdaji zfejma, nez odevzdat
feSeni, kde si opravovatel musi z napsaného vypocétu vétsinu postupu domyslet.

Neéktefi fesitelé vypisovali vechny mozné cesty. Sami jisté uznaji, ze to dalo dost prace, a to uz
u péti pater. U tficeti pater by takovou préaci nechtél ani pocitac, zato vzorové feSeni se dd snadno
zobecnit. (Dominik Stejskal)

Uloha 3.
Po obvodu talife je napsano 2018 celych ¢isel se sou¢tem 1. Martinek zkouma souvislé useky tvorené
1 az 2017 ¢&isly. Usek nazyva nemastny, pokud ma kladny soudet. V opaéném piipadé mu Fika
neslany. Ukazte, Ze nemastnych usekii je stejné jako neslanych.

(Fila Cermak)



RESENI:

Ke kazdému tuseku, ktery Martinek zkoumad, existuje jeho doplnék, tedy usek obsahujici vsechna
Cisla, jez nejsou obsazena ve zkoumaném useku. Ziejmé je tento doplnék vzdy také souvislym
usekem a zaroven je tvoren 1 az 2017 ¢&isly, nebot vSech &isel na taliri je 2018.

Soucet ¢isel v obou usecich je ze zadani roven jedné. Z toho vyplyva, ze vzdy pravé jeden
ze zkoumaného tseku a jeho dopliiku je nemastny a pravé jeden je neslany. Kdyby totiz oba byly
nemastné (s kladnym souctem), pak by jejich soucet musel byt alesponn 2. A naopak, pokud by
byly oba neslané (s nekladnym souctem), pak by jejich soucet musel byt nejvyse 0. Kazdy asek tak
umime jednozna¢né sparovat s jeho doplikem, pficemz v paru je vzdy nemastny a neslany usek.
A protoze je parovani jednoznacné, usekii obou typt musi byt stejny pocet.

POZNAMKY:

Drtiva vétsina doslych feSeni byla spravné nebo alespon obsahovala spravnou myslenku. Na co si
bylo pfi dikazu obzvlast potieba dat pozor, bylo opravdu dokazat oba sméry implikace. Né&ktera
feSeni dokézala, ze pokud je Martinkem zkoumany tsek nemastny, pak jeho doplnék musi byt
neslany. To ale na kompletni dikaz jesté nestaci. Je potfeba také ukazat, ze pokud je prvni tsek
neslany, pak druhy musi byt nemastny. (Lenka Kopfova)

Uloha 4.

Ve fronté na obéd stoji n lidi, z nichz néktefi jsou pravdomluvni a ostatni lhari. Pravdomluvni
vzdy mluvi pravdu a lhari vzdy lzou. Kazdy z nich tvrdi, Zze pfed nim je vice lharu nez za nim
pravdomluvnych. Urcete, kolik stoji ve fronté lharu.

(Jakub Lowit)

RESENI:
Ukazeme, ze ve fronté je [%W 1hait. Vzhledem k tomu, Ze prvni ve fronté mé pied sebou 0 lhaiu
a za sebou vice nez —1 pravdomluvnych, musi jit o lhare, tedy pocet lhaia [ > 1. Pokud mame ve
fronté [ 1haid, pak ndm vyrok nejzadngjsiho z nich fekne, ze pocet lhart pred nim (I — 1) je mens?
nez nebo roven poc¢tu pravdomluvnych za nim. Tedy celkovy pocet n > 21— 1. Dostaneme | < "T“

Obdobné méjme p pravdomluvnych. Pro n = 1 neni ve fronté zadny pravdomluvny, dale tedy
predpoklddame n > 2. Vzhledem k tomu, Ze posledni ve fronté ma za sebou 0 pravdomluvnych
a pred sebou alesponn jednoho lhafe, musi jit o pravdomluvného, tedy v kazdé takové fronté je
p > 1. Ten z nich, ktery stoji nejvice vepfedu, nam fika, ze pocet 1hart pfed nim je vétsi nez pocet
pravdomluvnych (p — 1) za nim. Z tohouzn > (p—1)+ 1+ (p—1) = 2p — 1 Protoze p = n — [,
dostaneme

n>2n—20—1,
204+1>n,
n—1

> .
2

Kombinaci odhadd pro p a pro [ ziskavame | = [%W Jesté je potieba ovérit, ze takovy pocet
lhafd umime do fronty néjak postavit. Zjevné pokud postavime nejprve [%W lhait a za né L%j
pravdomluvnych, pijde o validni poradi se spravnym poctem lhaid.

ALTERNATIVN] (A MNOHEM CASTEJSI) RESEN{:
Indukci na k ukazeme, Ze prvnich k je lhaft a poslednich k je pravdomluvnych, kde 0 < k < [gJ

(1) Pro k = 0 tvrzeni plati.

(2) Pokud k < L%J, pak méa ¢lovék na pozici k + 1 ptfed sebou k 1h&ft a za sebou nejméné
k pravdomluvnych. Jeho vyrok (pro pfipomenuti ,pocet lhaid pfede mnou je vétsi nez
pocet pravdomluvnych za mnou*) nemtize platit, procez musi jit o lhafe. Podobné ¢lovek
na (k + 1)-tém misté od konce mé za sebou k pravdomluvnych a pied sebou nejméné k
1hai, jeho vyrok jisté plati, a jde tedy o pravdomluvného.

3



Konec¢né pro n liché nam zbyva jeden clovék, o némz jsme nerozhodli. Jezto je pocet lhaia pred
nim stejny jako pocet pravdomluvnych za nim, musi jit o lhafe. Obecné tedy mame | 3 + %j = [%W
lhara.

PozNAMKY:
Uloha svadéla k nékolika typtim Feseni, které nakonec nikam nevedly nebo Fesiteli extrémné ztézo-
valy préaci pfi zapisu:

Nekteri chteéli fadu vystavét induktivné. To je obtizné, nejen proto, Ze neni hned jasné, ze
fada délky n + 1 musi mit néjaké snadno urcitelné useky spoleéné s fadou délky n, ale hlavné
proto, ze kazdy nové pridany stravnik muze meénit pravdivost vyrokt velkého mnozstvi ostatnich.
Prinejmensim bylo tfeba dokazat, ze umime pfidavat na takové misto, kde toto nenastane, ale to
neudélal asi nikdo. Pouzitelna indukce vedla pro pevné dané n a od obou kraja postupné rozhodovala
o stravnicich na jednotlivych mistech, tedy jako ve vzoraku. Jedno z dobrych feseni tohohle typu
mél Karel Chwistek. Hodné lidi mélo stejnou myslenku (prvni 1ha¥, posledni pravdomluvny, pak
totéz obecné s k-tym a (n—k)-tym), ale zapomnéli si oet¥it napfiklad situaci k = n—k a tak se jim
feseni rozbijelo minimalné pro vSechna licha n, ne-li pro vSechna n. Dost lidi pfedkladalo konstrukci
(ta je tady dost snadno odhadnutelnd), aniz pak dokazali, Ze vede na jediny mozny pocet, ¢ ze
vibec funguje. Speciilné se objevovaly pokusy argumentovat pfipady pro nékolik malych n, kterym
ovSem chybéla jakakoli zobecnujici myslenka.

Co vétsinou dopadalo dobfe byla feseni, kterd dokazala, ze mezi stravniky nemiize stat lhar za
pravdomluvnym, po ¢emz uz zbytek ivah byl trividlni. Nicméné to je stale spousta zbytecné prace
oproti FeSenim pomoci nerovnosti (popt. obhajovani odhadi) ziskanych od dvou vhodné vybranych
stravnikl, kterda méla tu ohromnou vyhodu, Ze se jinak nemusela vibec starat o poradi lidi ve
fronté (zadani se preci pta jen na pocet) a usetfila si spousty zmatku s logikou a vibec. Takové
velmi svizné feseni mél tieba Jonds Havelka. (Ondra Tkaczyszyn)

Uloha 5.
Na stole lezi n hromadek oschlych knedlikii. Na zacatku tvoii kazdou hromadku jeden knedlik.
Kuchaika si v kazdém kroku vybere dvé hromadky a spoji je do jedné. Za spojeni hromadek
obsahujicich z a y knedliki dostane kuchaika x -y korun. Kolik si muze kucharka nejvyse vydélat
postupnym splacanim vSech knedliku na jednu hromadu?

(Pavel Hudec)

RESEN{ INDUKCH:

Dokazme, ze maximalni mozny vydélek pro n knedliku je

1(1—1)
2

-1 ST ]
%. Pro n = 1 to zfejmé plati,

nemuzeme spojit nic, a tim vydélame pfesné = 0 korun.

Meéjme tedy n knedliki. V poslednim kroku, kterym spojime vSechny knedliky na jednu hro-
madku, spojime dvé zbyvajici hromadky o velikostech k a n — k. Za toto spojeni tedy dostaneme
k(n — k) korun. Protoze obé hroméadky obsahuji méné nez n knedlikd, vime z indukéniho predpo-
kladu, ze za hromadku velikosti & jsme ziskali nejvyse EE=1) 4 za hromadku velikosti n — k nejvyse

2
%. Za hromadku velikosti n tedy ziskdme maximalné

k(k—1) (n—E)(n—k—1) k=14 (n—k)(n—k—1)+2kn—k)
5 + 3 +k(n—k) = 5 =

k? —k+n?—nk—n—nk+k?+k+2nk—2k? n(n—1)

2 2 7

coz jsme chtéli dokazat.



ALTERNATIVNI RESENI:

Vsimnéme si, ze kdyz spojujeme dvé hromadky, vydélame pfesné tolik korun, kolik existuje rtznych
dvojic knedlikt takovych, ze jeden knedlik je z prvni hroméadky a druhy knedlik z druhé hroméadky.
Kucharka tedy v kazdém kroku vydéla pravé jednu korunu za kazdou dvojici knedliki, kterou
v daném kroku spoji. Vzhledem k tomu, Ze hroméadky nelze rozpojovat, zlistanou tyto dva knedliky
ve stejné hromadce, a potkaji se tak nejvyse jednou.

Protoze na zacatku jsou vSechny knedliky rozdélené a na konci vSechny v jedné hromadce, je
ziejmé, ze kazdy knedlik se potkal s kazdym jinym alespon jednou. Kuchaika tudiz kazdé dva
knedliky spojila pravé jednou a za kazdé takovéto spojeni vydélala jednu korunu. Proto nezalezi
na poradi, v jakém kuchatrka hromadky spojuje — vzdy vydéla stejné korun, jako existuje neuspo-
fadangch dvojic knedlikd, tedy (3) = %1,

POZNAMKY:

Velka ¢ast z Vas tlohu zvladla vyfesit, at uz pomoci indukce, kombinatorického nahlédnuti ¢i jiného
dtkazu, ze na poradi nezalezi. Bohuzel spousta lidi jen spocitala, kolik si kuchaika vydéla, kdyz
bude pridavat knedliky postupné po jednom, a nedokazala, Ze je to nejvyssi mozny vydeélek, coz je
zfejmé dokazano, pokud ukazeme, Ze na poradi nezalezi a vydéla vzdy stejné. (Ondrej Krabec)

Uloha 6.
V pismenkové polévce plave sedm riznych lichych prvocisel. Maly Kubicek si myslel, ze pro kazdou
dvojici p,q prvoéisel z polévky plati, Ze zbylych pét prvocisel déli hodnotu p® — ¢®. Ukazte, ze se
Kubicek spletl.

(Marian Poljak)

RESENI:
Ze sedmice prvocisel plovoucich v Kubickové polévce zvolme nejmensi dvé a oznacme je p, q tak,
aby platilo p > ¢. Ukédzeme, ze p® — ¢® nemtize mit pét rtiznych prvoéiselnych délitelti vétsich nez p.
Rozlozme
P’ —a®=@p-a)+a@®+a)p"+4").

ODbé p, q jsou licha, takze vSechny ¢initele v soucinu na pravé strané tohoto rozkladu jsou kladna
(plati p > q) sud4 ¢isla. Budeme chtit ukazat, ze zavorky na pravé strané rozkladu mohou mit po
fadé nejvyse 0, 0, 1 a 3 rizné prvociselné délitele vétsi nez p. Vyuzijeme toho, ze pokud je pfirozené
¢islo b nasobkem prirozeného a, pak uz nutné a < b.

Pro libovolné prvocislo r > p plati

p—qg<p<r,

takze zaddné takové r nemuze délit p — q.
Stejné pozorovani ué¢inime i o p + ¢: jednd se o sudé éislo, takze pokud je (liché) prvoécislo r > p

jeho délitelem, musi délit i pT"'q. Ptitom ale diky p > ¢ méme

p+q < p+p —p<r,
2 2
takze zadné takové r nemuze délit p + q.
Dale ukazme, Ze nejvyse jedno prvocislo r > p déli p? + ¢2. Pro spor necht je tento &initel
délitelny dvéma rtznymi prvoéisly r1,72 > p. Potom musi p? 4+ ¢ byt nasobkem nejmensiho
spole¢ného nasobku cisel 71, r2. Tim je rira, jelikoZ se jednd o razna prvocisla. Pak ale z jejich

2 2
lichosti musi 7172 délit i 2 erq , coz d4 spor v podobé
2, 2 2, .2
+ +
rirg < (A Ny A =p-p<Tir].

2 2
5



Obdobné ukazeme, 7e nejvyse tii prvodisla r1,r2, 73 > p déli p* + ¢*. Pro spor necht je tento initel
délitelny ¢tyfmi po dvou raznymi prvocisly r1,r2,73,74 > p. Pak je diky jejich riaznosti a lichosti

Y < 1z
p 2q nasobkem 71727374, coz da spor v podobé
4, 4 44 4
pT+q p*+p
T1ir2r3Te < r— < —5 PP < TiT2T3T4.

Nyni uz staéi jen pozorovani, ze kazdy prvoéiselny délitel &isla p8 — ¢® musi délit alespoti jed-
noho ¢initele na pravé strané rozkladu tohoto vyrazu. Pritom ale kazdé ze zbylych péti prvodcisel
z Kubickovy polévky je vétsi nez p a zaroven jsme ukdazali, Ze zadvorky na pravé strané rozkladu
mohou takovych prvociselnych délitelid mit po fadé nanejvys 0, 0, 1 a 3, tedy dohromady 4 < 5.
Nékteré ze zbylych péti prvoéisel tedy nedéli p® — ¢8, jak se mélo dokazat.

RESEN{ PRO SEST PRVOCISEL (VOLNE PODLE VACLAVA JANACKA):
Dokéazeme, ze znéni ulohy plati, pokud misto sedmi lichych prvocisel uvazujeme pouze Sest — tedy
i pokud by si Kubicek myslel, Ze pro kazda p, q ze Sesti prvocisel v polévce déli ¢tyfi zbyla hodnotu
p® — 5.

Nahlédnéme, #e pro prvoéislo p a cela &isla a, b plati, ze pokud a? = b2 (mod p), pak uz uréité
a = b (mod p) nebo a = —b (mod p). Prvni kongruence znamena p | (a2 — b%) = (a — b)(a + b),
takZe pro prvocislo p musi nastat jedna z moznosti p | (a — b), p | (a + b), coz pfesné odpovida
kongruencim, které chceme vyvodit. Z tohoto pozorovani specidlné plyne, Ze pro dané d existuji
nejvyse dva mozné zbytky, které muze celé ¢islo c splijici ¢ = d (mod p) davat modulo p.

Pro spor predpokladejme, ze se Kubicek nemyli, a oznacme m to nejvétsi ze Sesti prvocisel
api,...,ps zbylych pét. Potom ma m délit kazdé p§ — p? pro 4,5 € {1,...,5}, coz znadi

pi=p5=---=p5 (modm).
Z pozorovani vyse existuji nejvyse dva zbytky, které mizou ;v‘ll7 ... ,pg davat mod m. Pak jsou
z Dirichletova principu jednomu z téchto zbytkd kongruentni alespon tfi z Cisel p‘ll, S ,p%. BUNO

jsou to pi, p3, pi. Pak ale analogicky médme p} = pj = pi (mod m), takze existuji nejvyse dva
zbytky, které mohou p%, p%, p% davat mod m. Dirichletovym principem dvé z nich davaji stejny
zbytek, BUNO jsou to p% a p%.

Méme tedy m | (p7 — p3) = (p1 — p2)(p1 + p2). To znadi, Ze m déli alesponi jedno z p1 — pa,
p1 + p2, resp. dokonce alespoii jedno z PLZE2, % (obé zavorky jsou suda ¢isla a m je liché).
Pamatujme vsak, ze m jsme zvolili jako nejvétsi prvocislo v polévce, takze m > pi1,p2, z Cehoz
im>2 ;pz , pl;m . To je spor, takze Kubicek se vskutku mylil. Jelikoz se musel mylit uz pro Sest
prvocisel v polévce, musel se nutné mylit i pro sedm.

POZNAMKY:

Vétsina pétibodovych feseni vyuzivala volbu nejmensich dvou prvocisel p, ¢ ze sedmice. Nékteri
fesitelé se pokusili vyuzit naopak nejvétsi z danych prvocisel, ale pouze Viclav Jandcek a Zdenék
Pezlar toto zvladli bez chyb. Prvy jmenovany si vyslouzil +i za to, Ze Glohu vyfesil dokonce jen
s Sesti prvocisly namisto sedmi. Mnozi fesitelé po vhodné volbé p, g zvladli osetfit Cinitele p — ¢
a p + g, ale zasekli se na p? + ¢% a p* + ¢*. V takovych ptipadech jsem udéloval ¢asteéné body
za rozklad

PP = =p—a)p+a)® + )0 +q),

rozumnou extremalni volbu prvocisla ¢i prvocisel ze sedmice nebo vyuziti sudosti vsech p™ 4 ¢™.
(Matéj Dolezalek)



Uloha 7.
Anicka si do ovesné kase nakreslila rovnostranny trojuhelnik ABC a oznacila M stied strany AB.
Prigel Fila a nakreslil na stranu AC bod D a na stranu BC bod E tak, aby |<<DME| = 60°.
Ukazte, ze plati |AD| + |BE| = |DE| + %|AB\, at uz Fila vybral body jakkoli.

(Marian Poljak)

RESENT:
Oznacme si « velikost thlu <BME a 8 velikost thlu <M EB. Podivejme se nyni na trojuhelnik
MEB, kde je velikost thlu |[<MBE| = 60°, a proto a + 8 = 120°. Stejné tak |[<<{DME| = 60°,
dopocteme:

|TAMD| = 180° — |[<DME| — o = 120° —a = 8.

Obdobné:
|<TADM]| = 180° — 60° — 8 = 120° — B = a.

c

Nyni predpokladejme, ze bod M je stfedem kruznice k pripsané strané DFE trojuhelniku CDE.
Necht X, Y, Z jsou po fadé body dotyku k s ptimkami DC, DE a EC. Usetky EZ a EY jsou teény
ke kruznici k z bodu E a obdobné DY a DX jsou teny z bodu D, tudiz maji tyto dvojice stejnou
délku. Uz ndm jenom staci Fict, ze trojuhelnik AM X je pravouhly s thly 60°, 30°, 90°, a proto
musi platit [AX| = sin30° - |[AM| = 1|AM|. Obdobné u trojihelniku BMZ plati |[BZ| = 3|BM]|.

Nyni uz staci dosadit nase vysledky do puvodni rovnice a dostaneme hledanou rovnost:

1 1
|AD| + |BE| = |XD| + |XA| + |EZ| +|ZB| = |DY| + _ |AM| + |EY| + _|BM| =
1

= |AM| +|DY| +|EY| = _|AB| +|DE|.

Zbyvéa dokazat, ze M je skute¢né sttedem k. Uvedeme si dva zpusoby, jak to udélat.
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RESENI POMOCT PODOBNOSTI:

Z vypocitanych velikosti thlu plyne, ze trojuhelniky AMD a BEM jsou podobné dle véty uu.
Z podobnosti a rovnosti |MB| = |M A| ze zadani dostavame, Ze R}é“ = l‘f?f%‘l = “AD{':“. Zéroven
plati |XKDME| = |[<MAD| = 60°, proto jsou trojuhelniky AM D a M ED podobné podle véty sus.
Z podobnosti vime, ze |[<DEM| = 8 a |[<MDE| = a, coz znamend, ze M E je osa thlu <DEB
a DM je osa Ghlu <ADE. Tedy M je skutecné stfed kruznice pfipsané.

RESEN{ PRES SPRAVNY UHEL:
Oznaéme M’ stied kruZnice k. Ten musi lezet na ose thlu u C, coz je piimka C'M. Déle musi leZet
na osach vnéjsich uhli, tedy plati

|<<DM'E| = 180° — |<<M'DE| — |<<M'ED| = 180° —

|<TADE|  |<\BED|
2 T 3 -

= 60°.

DE ED DCE
— 180° — (1800— [<ACDEB| _ |4C ‘) _ g0 _ [IDCE|

2 2
Stejné tak ovSem zname i |[<<DME| = 60°. Takovy bod je vSak na polopfimce CM pouze jediny,
tedy uz nutné M = M’.

POZNAMKY:

Reseni pfislo opravdu hodné a vétsina z nich byla spravna. Nékteii se vydali podcitaci cestou.
Ob¢éas pouzili pfimo analytickou geometrii nebo upravovali dlouhé algebraické vyrazy vychazejici
z kosinové véty, coz byla velice ndro¢na cesta. I presto byla spousta feSeni syntetickd nebo malo
pocitaci a vétsina vysla na plny pocet bodid. Bylo tfeba davat si pozor na odmocniovani, u kterého
mnozi $patné oduvodnili ekvivalenci tpravy, tudiz jim byl strzen bod. (Filip Cermék)

Uloha 8.
Na 2n stolech skolni jidelny po obédé zbyly hromadky ryze. Skolnik s uklizeckou hraji nasledujici
hru. Pravidelné se stiidaji v tazich, piicemz skolnik zacina. Hrac¢ na tahu si musi zvolit nékterych
n nepréazdnych stolu a z kazdého z nich snist libovolny nenulovy pocet zrnek ryze (nemusi ze vSech
stolu snist stejny pocet). Kdo nemiiZe tdhnout, prohrdl. V zdvislosti na poctu stoli a zrnek ryze
na nich urcete, kdo ma vyhravajici strategii.

(Filip Cermék)
RESEN(:
Hra zfejmé musi nékdy skondéit a vysledkem nemuze byt remiza, v kazdé pozici tedy musi mit
néktery z hracu vyhrévajici strategii. Pozice hry rozdélme na vyhrdvagjici (to jsou ty, kde ma hraé
na tahu vyhravajici strategii) a prohrdvajici (hra¢, ktery neni na tahu, ma vyhravajici strategii).
Potfebujeme rozhodnout, které pozice jsou prohravajici, a dokazat, Ze pro naSe rozdeéleni plati
nékolik nésledujicich podminek. Kdyz jsme ve vyhravajici pozici, méli bychom byt schopni tdhnout
tak, aby potom byl soupef v prohravajici pozici. Naopak kdyz je soupef v prohravajici pozici, meéli
bychom po jeho tahu byt v pozici vyhravajici, at uz tdhne jakkoli. A samoztfejmé pozice, ve kterych
neni mozné tdhnout, musi byt podle zadani prohravajici. Pokud najdeme rozdéleni, které tyto
podminky spliuje, bude uz nutné spravné.

Oznaéme pocet zrnek na nejmensi hromédce k. Necht jsou prohravajici pozice pravé ty, ve kte-
rych je na vice nez n stolech pravé k zrnek ryze. Pokud jsme ve vyhréavajici pozici, mizeme vybrat
n hromadek, na kterych je vice nez k zrnek, a zmensit je tak, aby na kazdé z nich bylo zrnek
pravé k. Kdyz jsme v prohravajici pozici, musime kviili Dirichletovu principu zmensit aspon jednu
hroméadku, kde je k zrnek. Nové minimum tedy bude mensi nez k. My jsme ale mohli zmensit je-
nom n hromédek, nova pozice je tedy vyhravajici (nejmensich hromédek je maximélné n). Koncové
pozice obsahuji asponi n+ 1 prazdnych hroméadek, jsou tedy prohravajici. Tim jsme ukézali, Ze nase
rozdéleni pozic na vyhravajici a prohravajici spliuje pozadované podminky a je skutecné spravné.

Skolnik ma vyhravajici strategii pravé tehdy, kdyz je nejmensich hromadek nejvyse n. V opaéném
pripadé méa vyhravajici strategii uklizecka.



POZNAMKY:

Ulohu odevzdalo pomérné velké mnozstvi fesitelti a vét$ina z nich si s tlohou poradila. Na prvni
pohled nemusi byt jasné, jak nés ve vzorovém feSeni napadlo vybrat zrovna tyhle prohravajici
pozice. Staéi se podivat na pozice, kde jsou hromadky s malo zrnky (nejmensi hromadka ma t¥eba
0-2 zrnka). Z téchto snadno FeSitelnych pfipadii uz je mozné odhadnout, jak budou obecné vypadat
prohravajici pozice. Pokud Té tato tloha zaujala a chtél(a) by ses o teorii her dozvédét néco vic,
muzes se podivat na serial o teorii her z 32. roéniku.! (Josef Minafik)

1Serial najdes na adrese https://mks.mff.cuni.cz/archive/32/12.pdf.
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