Ctyiky

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 3. UNORA 2020
ULoma 4.4, (3 BODY)

Tabulka 4 X 4 je vyplnéna cisly 1 a 2 tak, ze soucet Cisel v kazdém ctverci 3 X 3 je délitelny ctyfmi
a soucet Cisel v celé tabulce neni délitelny ¢tyifmi. Jaky je nejvétsi a nejmensi mozny soucet ¢isel
v tabulce?

ULoma 4 + 4. (3 BODY)
Lenka mé ¢tverec EFGH s délkou strany 1. Na jeho stranach EF', FG, GH, HE lezi po fadé body
A, B, C, D. Dokazte, ze plati

|AB|? + |BC|? 4+ |CD|? + |DA? < 4.

Urona 4344, (3 BODY)

Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo n takové, ze neexistuje celé ¢islo m, jehoz druhd mocnina konci
v desitkové soustaveé n ctyrkami.

Urona 4 + 452 (5 BODU)
Mgjme &étyiuhelnik ABCD. KruZnice nad priméry AB, AD se podruhé protnou v bodé A’. Ob-
dobné& druhy priise¢ik kruznic nad priméry BC, BA ozna¢ime B’, druhy priise¢ik kruznic nad CD,
CB ozna¢ime C’ a druhy prisecik kruznic nad DA, DC ozna¢ime D’. Dokazte, ze ¢tyfahelniky
ABCD a A’B'C’'D’ jsou podobné.

ULoma 444 (5 BODU)
Uvazme posloupnost! {an}22 4 takovou, Ze ag = 0. Dal3i ¢leny definujme nésledovné. Pro pfirozené
¢islo n oznaéme £, nejvétsi liché ¢islo, které déli n. Pak polozme an, = ap—1 + 1, pokud ¢,, dava
po déleni ¢tyifmi zbytek 1, a an, = an—1 — 1, pokud dava zbytek 3. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené
¢islo m existuje nekonecné mnoho i takovych, ze a; = m.

Uroma 434 4 4, (5 BODD)
Skupina orgu se rozhodla, ze si usporadaji curlingovy turnaj. Kazdy zapas funguje tak, ze se ¢tyfi
orgové dohodnou a vyzvou na souboj jinou ¢tvefici. Po skonceni turnaje si vSimli, ze kazdy hrél
proti kazdému pravé v jednom zapase (tzn. byli v opaénych tymech). Urcete, kolik orgii mohlo byt
ve skupiné.

ULona 444 — 4. (5 BODD)

Ve ¢tyfsténu ABC D oznac¢me stiedy kruznic vepsanych trojuhelnikim BCD, CDA, DAB, ABC
po fadé I, Ip, Ic, Ip. Necht plati, ze tsecky Al4, Blg, Clc a DIp prochazi jednim bodem.
Dokazte, ze

|AB|-|CD| =|AC|-|BD| = |AD| - |BC|.

1Pokud nevis, co je to posloupnost, koukni se na prase.cz/commentary/C,/serie2p/uvod2p.pdf.



ULOHA 4+4+4 — 4. (5 BODD)
PraSatka se rozhodla Marianovi k narozenindm, které bude mit v den odeslani této série, dat Ctyti
polynomy P, Q, R, S s readlnymi koeficienty. Chtéji, aby pro libovolna cela ¢isla x, y, z, t takova,
ze xy — zt = 1, platilo

P(x)Q(y) — R(2)S(t) = 1.

Urcete vSechny ¢tvefice polynomi, které mohou Marianovi dat.



Ctyiky

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENf{

Uloha 4 . 4,
Tabulka 4 X 4 je vyplnéna cCisly 1 a 2 tak, ze soucet Cisel v kazdém ctverci 3 X 3 je délitelny Ctyimi
a soucet Cisel v celé tabulce neni délitelny ¢tyfmi. Jaky je nejvétsi a nejmensi mozny soucet Cisel
v tabulce?

(Marian Poljak)

RESEN(:
Podivejme se nejprve na libovolny &tverec 3 x 3. Soucet ¢isel v tomto ¢tverci bude mezi 9 a 18,
z &ehoz &isla 12 (tfi dvojky a Sest jedniCek) a 16 (dvé jednicky a sedm dvojek) jsou délitelna
Ctyfmi. V obou pfipadech budou ve ¢tverci 3 X 3, a tedy i v celé tabulce, alespon dvé jednicky a tri
dvojky. Proto je soucet nejvyse 30 (pouzijeme 14 dvojek a dvé jednicky) a nejméné 19 (pouzijeme
13 jednicek a t¥i dvojky) a ani jedno z téchto ¢éisel neni délitelné &ty¥mi.

Abychom ulohu zcela vyresili, musime ukazat, ze téchto souctt umime dosdhnout. Pro soucet
19 vyplnime tabulku tak, aby vSechny dvojky byly v prostfednich polickidch, pak bude soucet
v kazdém c¢tverci 3 X 3 roven 12. Stejné tak pro soucet 30 umistime jedni¢ky do doprostied, aby
soucet v kazdém ctverci byl 16. Priklady jsou na obrazku.

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

Nejvétsi mozny soucet ¢isel v tabulce je 30 a nejmensi 19.

POZNAMKY:

Skoro vsichni si s ilohou pomoci riznych Gvah poradili. Nezapomernite, ze soucasti feSeni musi byt
nejen zduvodnéni, pro¢ je dand hodnota nejvétsi, resp. nejmensi, ale i konstrukce, bez niz neni
feSeni Gplné. (Hedvika RanosSova)

Uloha 4 + 4.

171
Lenka ma ¢tverec EFGH s délkou strany 1. Na jeho stranach EF, FG, GH, HE lezi po fadé body
A, B, C, D. Dokazte, ze plati

|ABJ? + |BCP* + |CDJ? + |DAP < 4.

(Rado van Svarc)



RESENT:
Podle Pythagorovy véty plati

|AB|2 = |AF|? + |BF|?, |BC|? = |BG|? + |GC|?,
|CD|? = |CH|? + |HD|?, |DA|? = |DE|? + |EA|?.

Oznadime si |[EA| = a, |BF| = b, |GC| = ¢, |HD| = d. Jelikoz délka strany ¢tverce EFGH je 1,
tak |AF|=1—aq, |BG|=1-0,|CH|=1—¢, |DE|=1—-d.
Vyraz V' ze zadani pfevedeme na

V=>01-a)2+02+1-02+2+1—-0c)?+d2+(1—-d)?+ad2
Dale upravime
V = 1-2a+2a24+1—-2b+2b% +1—2c+2¢% +1—2d+2d> = 4+2a(a—1)+2b(b—1)+2c(c—1)+2d(d—1).
Jelikoz a € (0,1), tak a — 1 € (—1,0). Tedy soucin nezaporného ¢&isla s nekladnym bude nekladny

a plati 2a(a — 1) < 0. Stejné tak 2b(b—1) <0, 2¢(c—1) <0 a 2d(d—1) < 0. Jejich soucet je proto
nanejvys nula a cely vyraz V bude nanejvys 4.

PozNAMKY:
Naprosta vétsina fesitela si s tlohou hravé poradila pouzitim tohoto feSeni nebo pfeskupenim
s¢itancti a diikazem toho, ze |EA|? + |AF|? < (|JEA| + |AF|)? = 1. (Lucka Kundratova)

Uloha 4+4+4
R
Najdéte nejmensi piirozené Cislo n takové, ze neexistuje celé Cislo m, jehoz druhd mocnina konc¢i
v desitkové soustavé n Ctyfkami.
(Rado van Svarc)

RESEN(:
Hledané ¢islo n je 4. Napiiklad 382 = 1444 ukazuje, %e pro n < 3 existuje &islo konéici n étytkami.
Nyni dokadzeme, ze neexistuje ¢islo, jehoz druhd mocnina konéi ¢tyfmi ¢tyrkami.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje, a ozna¢me ho m. Pak m? = 10%x + 4444 pro néjaké
nezaporné celé ¢islo x, ipravou dostaneme
2 10% + 4444
(%) = W48 4 st 4 1111
2 4
Protoze je m nutné sudé, tak specialné i 4 - 5%z 4+ 1111 musi byt druhou mocninou celého &isla. To
je ale spor, protoze neexistuje zadné celé cislo, jehoz druhd mocnina dava po déleni ¢tyimi zbytek
3.

POZNAMKY:
Pfiblizné pilka fesSiteli postupovala podobnou myslenkou jako vzorové feseni. Druha polovina
doslych feseni postupné odzadu rozebirala, jakymi ¢islicemi mtze m koncit a takto ukézala poza-
dovany vysledek (s vyuzitim faktu, Ze poslednich k &islic m? ovliviiuje pouze poslednich k &islic
m). S takovymi FeSeni se bohuzel ¢asto pojily numerické chyby a nedorozebrané piipady.

(Martin Raska)



Uloha 4 + 22,
Mégjme ¢&tyituhelnik ABCD. Kruznice nad priiméry AB, AD se podruhé protnou v bodé A’. Ob-
dobné druhy priise¢ik kruznic nad priiméry BC, BA ozna¢ime B’, druhy priisec¢ik kruznic nad CD,
CB ozna¢ime C' a druhy prisecik kruznic nad DA, DC oznac¢ime D’. Dokazte, Ze tyfiihelniky
ABCD a A’B'C'D’ jsou podobné.
(Radek Olsak)

RESEN(:
Nejprve si uvédomme, ze pokud uvazujeme prusecik Thaletovych kruznic sestrojenych nad sou-
sednimi stranami étyfthelnika, tak jejich druhy priseéik skon¢i na uhlopficce (na té z uhlopficek,
na které nelezi spole¢ny vrchol danych sousednich stran). Uvazujme naptiklad kruznice nad pra-
méry AB a AD. Pro jejich druhy prusecik A’ musi platit |[{TAA'B| = |[<{AA'D| = 90°, tedy bod A’
musi lezet na pfimce BD (pro nekonvexni ¢tyftahelnik muze tento bod skonéit i mimo jeho vnitfek).

Oznacéme S prusecik pfimek AC a BD. Predpokladejme nejprve, ze Ctyituhelnik ABCD je
konvexni a plati, Ze <TASB je ostry thell. Protoze thly |[<ASB| a |<CSD| jsou ostré, tak body
A’, B, C', D’ budou lezet po fadé na useckdch BS, AS, DS a CS a konfigurace je z hlediska
toho, jaky bod lezi na které tiseéce, jednoznacna. Dale body A, B, A’, B’ lezi na kruZnici, tudiz
z obvodovych thla dostavame |{SA’'B’| = |<{SAB)|. Trojthelniky SAB a SA’B’ maji spole¢ny
thel u S, takze jsou podobné dle véty wu. Obdobné mizeme dokazat podobnost trojihelniki
SCD a SC'D’. Déle z Thaletovy kruznice body A, A’, D', D le#i na kruznici, tedy z obvodovych
ahld |[<<D'A’D| = |<UD'AD)|. Protoze zaroven |<{A’SD’| = |{ASD]|, tak jsou trojahelniky ASD
a A’SD’ podobné. Obdobn& mtizeme dokizat podobnost trojuhelniki BSC a B’SC’. Nyni si
uz staél uvédomit, %e z danych ¢étyf trojuhelnikt je étyithelnik A’B’C’D’ jednozna¢né urcen,
navic zminéné pary podobnych trojuhelniku sdili strany, tudiz koeficienty podobnosti jsou ve vsech
dvojicich stejné. Z toho pak uz jednoznacné plyne, Ze &tyithelnik A’B’C’D’ je podobny ABCD.
Na zaveér si stac¢i rozmyslet, ze ostatni konfigurace by se fesily obdobné. Nebo si uvédomit, ze
vSechno, co jsme v feSeni dé€lali, se snadno pfepiSe pomoci orientovanych uhld, ¢imz se vyhneme
rozebirani jednotlivych konfiguraci.

POZNAMKY:

Pomérné hodné feseni mélo problém s tim, co to znamend, Ze jsou dva ¢tyfahelniky podobné. Jed-
nak na to, aby dva &tyftahelniky byly podobné, nestaci ukdzat, ze maji shodné vSechny thly (zadna
véta wuuu neplati). Jednoduchym protipiikladem je, Ze vSechny obdélniky si nejsou podobné, aé
maji vSechny hly pravé. Nékterd jina feSeni dokézala pouze, %e dvojice trojuhelniktt ASB, A’SB’
a CSD, C'SD’ jsou podobné, a snazila se tvrdit, Ze uZ z toho plyne vysledna podobnost ¢tytihel-
nikd. Neplyne. Je potieba dokézat bud podobnost vSech trojuhelniki, nebo Ze koeficient podobnosti
je v obou pfipadech stejny. Dalsi dilezitou chybou, za kterou jsem ale nakonec nestrhévala body,
bylo feSeni pouze jedné konkrétni konfigurace bodu. Je sice pravda, Ze vSechny se fesi v podstaté
stejné, ale je potfeba alespon zminit, ze se fesi obdobné. Myslim si, ze napfiklad v olympiddé by
za to body strhnuté byly, tak na to pozor :-). (Lenka Kopfova)

Uloha +:4:+4,
UvaZme posloupnost? {an}$2 o takovou, Ze ag = 0. Dalsi ¢leny definujme ndsledovné. Pro prirozené
¢islo n oznac¢me £, nejvétsi liché cislo, které déli n. Pak polozme an = an—1 + 1, pokud £, dava
po déleni ¢tyimi zbytek 1, a an = an—1 — 1, pokud dava zbytek 3. Dokazte, ze pro kazdé prirozené
¢islo m existuje nekoneéné mnoho i takovych, ze a; = m.

(Matéj Dolezalek)

1Jak né&kolik fesiteltt spravné podotklo, pokud by tento tihel byl pravy, potom by ¢étyfuhelnik
A’B’C’'D’ zdegeneroval do jednoho bodu a v takovém piipadé by nemélo smysl tilohu fesit. Mé&li
jsme to tudiz specifikovat v zadéni a za chybu se omlouvame.

2Pokud nevis, co je to posloupnost, koukni se na prase.cz/commentary/C/serie2p/uvod2p.pdf.
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RESENT:
Pro pfirozené n definujme f(n) jako

) 1, pokud ¢, dava zbytek 1 po déleni ¢tyfmi,
n =
—1, pokud ¢, dava zbytek 3 po déleni ¢tyimi.

Potom plati f(n) = an — an—1 a miuZeme tedy vyjadrit
an = f(1)+ f(2) + -+ f(n).

S vyuzitim této znalosti odvodime vyjadfeni a, pomoci néjakého predchoziho ¢lenu posloupnosti.
Necht n = 4z + d pro néjaké nezaporné celé z a d € {0,1,2,3}. Usporfddanim s¢itanct do ¢tvefic
obdrzime

an = (£ + £2) + F(3) + F@) + o+ (FAR+1) + Ak +2) + f(4h +3) + f(4k + 1)) +

+-~~+(f(4a:—3)+f(4$—2)+f(4az—1)+f(4;r))+-~-+f(4x+d).

Nyni si lze povS§imnout, Ze pro kazdé k plati f(4k + 1) + f(4k 4+ 3) = 1+ (—1) = 0. Zaroven obecné
plati f(2n) = f(n), nebot vyndsobenim dvéma se nejvétsi lichy délitel nezméni. Z toho plyne

F(4k + 1) + f(4k +2) + f(4k + 3) + f(4k +4) = f(2k + 1) + F(2k + 2).

Pouzijme nyni tuto upravu ve vyjadfeni a, na vSechny c¢leny kromé poslednich d, které nelezi
v zadné ¢tverici. Tim obdrzime

an = f(1)+ -+ f(22) + f(Az + 1) + - + f(dz + d) = ase + f(dz + 1) + -+ - + f(4z + d).

Z tohoto jiz vyvodime vse, co k vyfeseni tlohy potfebujeme. Zaprvé ukazme, ze kazdé ¢islo, které
se v posloupnosti nékdy objevi, se v ni nekone¢né mnohokrat zopakuje. Necht a,, = m. Pokud je
n sudé, tzn. n = 2z, pak plati a2, = a4z, = a2z = an. Cislo 2n je taktéz sudé, takze toto lze
zopakovat a dostat
ip =0n =M
pro kazdé i.

Pokud je n liché, tedy pokud n = 2z + 1, pak mame

a2n+1 = Qaz+3 = a2+ f(Az+1)+ f(dz+2)+ f(42+3) = a2z + 1+ f(2z+1)+(—1) = a2¢4+1 = an.

Cislo 2n + 1 je opét liché, takze tuto proceduru lze dale opakovat a obdrzet tak nekone¢né mnoho
¢lent posloupnosti s hodnotou m.

Nyni tak stac¢i ukazat, ze kazdé prirozené &islo se v posloupnosti nékdy vyskytne. Necht opé&t
an = m pro néjaka pfirozend n, m. Ukazeme, Ze se v posloupnosti vyskytne i m 4+ 1. Vzhledem
k tomu, Ze a; = 1, mizeme z tohoto indukci snadno ukazat, Ze v posloupnosti se skutecné vyskytne
kazdé prirozené cislo. Pokud je n = 2z, pak diky vztahu a2, = an, ktery jsme jiz dokazali, mame

a2nt+1 = a2n + f2n+1)=an+ f(Az+1) =m+ 1.
Obdobné pro n = 2z + 1 jsme uz dokazali agn+1 = an, takze plati

azn = aznt+1 — f2n+1)=an — fAz+3)=m—(-1) =m+ 1.



POZNAMKY:

Uloha se vyznacovala znaénou rozli¢nosti dosljch feseni. Vétsina z nich n&jakym zptisobem zkou-
mala prubéh posloupnosti mezi indexy 2% a 251, Pro zajimavost uvedu néktera tvrzeni & myslenky,
které se v feSenich objevovaly.

(i) Pro kazdé pifirozené k plati agx _; = 1. Regeni, ktera ukézala toto (nebo néco ekvivalent-
niho), ale poté se n&jak rozbila, obvykle obdrzela 2 body.
(ii) Casto se téz objevovala myslenka ,zrcadleni“ podle mocnin dvojky, napi. pro k > 2 a
libovolné 4 splitujici 0 < 4 < 2, ¢ # 2F—1 plati f(i) = —f(2F — ).
(iii) Né&kteri fesitelé odhalili, Ze posloupnost a, nabyva mezi indexy 2k a 261 maxima v bodé

N =2F yok=2 4 ok=4

kde se v souétu vyskytuje kazda druhd mocnina dvojky a posledni je budto 2!, nebo 2°,
podle toho, jestli je k liché, nebo sudé. Konkrétné plati ay = k + 1.

Nesvarem, ktery trapil mnohd reseni, bylo, Ze prohlasovala za zfejmé véci, které ziejmé opravdu
nejsou, nebo nékdy i véci, které neplati. Nékterym fesitelim bych také doporucil spise se vyvarovat
,dokazovani“ tvrzeni skrze prozkoumani néjakého malého pfipadu a nasledného prohlaseni, ze
obecné to funguje stejné nebo podobné — srozumitelnosti argumentu vétsinou prospéje formulovat
jej obecné rovnou. (Matéj Dolezalek)

Uloha 242 4 4.
Skupina orgti se rozhodla, ze si usporadaji curlingovy turnaj. Kazdy zapas funguje tak, ze se Ctyri
orgové dohodnou a vyzvou na souboj jinou c¢tverici. Po skonceni turnaje si vsimli, ze kazdy hral
proti kazdému pravé v jednom zapase (tzn. byli v opac¢nych tymech). Urcete, kolik orgi mohlo byt
ve skupiné.

(Rado van Svarc)
RESEN:
Zacnéme tim, ze omezime pocet orgd na Cisla ve tvaru 32k + 1 pro pfirozena k.

Oznaéme si pocet orgit n. Nyni se podivejme na jednoho orga, feknéme Mariana (ten na turnaji
nesmi chybét, jelikoz mél narozeniny). Ten si vzdycky vybere néjaké lidi do tymu a vyzve druhy
tym. Jelikoz hral s kazdym pravé jednou a v kazdém zapase hral proti étyfem jinym orgiim, tak je
pocet zapasu jednoho hrace roven ”T_l. Proto je n — 1 délitelné ctyfmi.

Nyni se podivejme na celkovy pocet zapasi a ozna¢me jej p. Pocitejme dvéma zpusoby pocet
uspotradanych dvojic (pdr proti sobé hragicich orgi, zdpas). Pokud zafixujeme zapas, pak je nasich
para v kazdém zapase 4 x 4 = 16 (hraji vzdy Ctyfi proti étyfem). Tedy pocet usporadanych dvojic
je celkoveé 16p. Nyni si zafixujme par. Ten prispéje do pravé jednoho zapasu. Pocet usporadanych

o ) —1
dvojic je tedy také (3) = %
Pocet zapast je tedy "("3;1> , coz musi byt celé ¢&islo. Vidime, Ze n a n—1 jsou dvé po sobé jdouci

cisla, takze je nejvyse jedno z nich sudé, a tedy uz nutné délitelné 32. Zaroven uz vime z prvniho
odstavce, ze n — 1 je délitelné ¢tyfmi, tedy i 32 déli n — 1.

Nyni bychom chtéli ukadzat konstrukci pro n = 32k + 1, kde k je prirozené cislo. Budeme
postupovat indukci. Pro 33 orgu si mizeme rozmyslet naptiklad nasledujici konstrukci: 4, i + 1,
i+ 2,1+ 3 protii+4,i+8, i+ 12, i+ 16 pro kazdé ¢ z mnoziny 1 az 33 (vSechno bereme modulo
33). Jelikoz jde o cyklickou konstrukei, tak sta¢i pouze ovérit, ze org jedna hral se vSemi ostatnimi
pravé jednou (ten hrél pro ¢ € {1, 33,32, 31, 30, 26, 22, 18}).

Nyni predpoklddejme, Ze to umime pro 32k + 1 a chtéli bychom to dokézat pro 32(k + 1) + 1.
Rozdélme si orgy do tti skupin: znovu na Mariana, 32 novych orgt a 32k starych. Z kroku pro 33 orgi
umime odehrat vSechny zapasy spravné pro skupinku 32 novych orgti s Marianem a z indukéniho
predpokladu to umime i pro skupinku starych orgti znovu s Marianem. Marian uz nyni hral se vSemi
a v ramci skupin uz jsou také vSechny zapasy odehrany. Ted uz jen staci rozdélit staré a nové orgy
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do tymu po Etyfech (jelikoz jsou velikosti obou skupin délitelné ¢ty¥mi, jde to snadno). Pak nechdme
kazdy tym starych orgt hrat proti kazdému tymu novych orgt. Nyni uz hral kazdy s kazdym prave
jednou a nase konstrukce je kompletni.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni se vydala spravnym smérem a udélala omezeni poctu orgl na 32k + 1
pro prirozené k. Bohuzel spousta z nich neobsahovala konstrukci, Ze tento pocet je opravdu mozny,
coz byla také velmi dulezitd soucast feSeni a je diilezité na to nezapominat. (Filip Cermék)

Uloha 4 +4— 4.
Ve ctyfsténu ABC'D oznacme stredy kruznic vepsanych trojihelnikum BCD, CDA, DAB, ABC
po fadé I 4, Ip, Ic, Ip. Necht plati, ze tusecky Ala, Blg, CIc a DIp prochdzi jednim bodem.
Dokazte, ze

|AB|-|CD| = |AC| - |BD| = |AD| - | BC|.

(Marian Poljak)

RESEN{ SPLYNUTIM PRUSECIKU:

Protoze se tsecky Al4 a Blp protinaji, musi lezet v jedné roviné, kterou oznac¢ime p. P¥imka C'D
v p ziejmé nelezi, a tedy ma s p nejvyse jeden spolecny bod. Jelikoz primky Alg a Bl 4 lezici v p
protinaji pfimku C'D, musi ji protnout v tom samém bodé X. Navic je potom AX osa thlu <DAC
a BX osa thlu <DBC.

Podle znamého tvrzeni o pruseciku osy uhlu s protéjsi stranou pak dostavame
|BC| _|XC| _ |AC|

|BD| ~ |XD| |AD|’
|AD| - |BC| = |AC| - |BD|.

Pro druhou z dokazovanych rovnosti pouze preznacime vrcholy ¢tyfsténu a postupujeme stejné.

RESENI PRES OBJEMY:

Objem ¢tyfsténu KLM N budeme znadit [K LM N], podobné obsah trojuhelniku K LM budeme
znacit [K LM].

Necht se ptimky AI4 a Blg protinaji v bodé T. Spocitame dvéma zptlisoby vyraz %.
Mé&jme néjaky bod T’ riizny od A lezici na polopiimce AI4. Pak je [ABCT’] pfimo tmérny vzda-
lenosti |[AT’|, nebot i délka vysky z vrcholu 7" je pfimo imérna |AT”|. Analogicky stejnou pfimou
Gmérnost dostaneme mezi [ABDT’] a |AT’|. Dohromady pak % nezavisi na zvoleném T”,
tedy ho spocitdme pro T = I 4.

V takovém piipadé potom jsou vysky étyfsténa ABCI4 a ABDI 4 z vrcholu A shodné, a tedy
[ABCLA] _ [BCIA) 715mek na pravé strané je vSak roven @, nebot obé vysky z [4 jsou rovné
[ABDI4) [BDI 4] |BD|
polomeéru kruznice vepsané trojuhelniku BCD.

Podobné pak pro libovolny bod 7" rtzny od B leZici na polopiimce Blg obdrZime vztah
[ABCT"] _ |AC| Doh d d ,
[ABDT7] = [AD|- Dohroma y tedy mame

|BC| [ABCIa] _[ABCT] [ABCIg] _ |AC|
|BD| [ABDI4] [ABDT] [ABDIg] |AD|

Reseni pak dokonéime stejné jako v predchozim feseni.
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POZNAMKY:

K tloze nedoslo moc FeSeni, ackoliv nijak zvlast obtizna nebyla. Vétsina Feseni pak byla spravné a
kopirovala prvni vzorové feseni. Druhé vzorové feseni muze vypadat magicky, ale je snadné na néj
prijit pouzitim barycentrickych soutadnic. Pokud by ses o nich chtél dozvédét vice, doporucujeme
ti prispévek z piedloniského sborniku iKSka.3 (Pavel Hudec)

Uloha 4+ 4 +4 — 4.
PraSatka se rozhodla Marianovi k narozeninam, které bude mit v den odeslani této série, dat Ctyri
polynomy P, Q, R, S s redlnymi koeficienty. Chtéji, aby pro libovolna cela cisla x, y, z, t takova,
ze xy — zt = 1, platilo

P(z)Q(y) — R(2)S(t) = 1.

Urcete vSechny ctverice polynomii, které mohou Marianovi dat.

(Marian Poljak)
RESEN(:
Nejdiive provéfime piipad, kdy je jeden z polynomii, BUNO P, nulovy. Potom pro kazdé celé ¢islo
k méame pomoci dosazeni [1,k + 1,1, k] rovnost

z Cehoz plyne R(1) # 0 a S(k) = —% pro vSechna celd k. Nekonstantni polynom nemuze
nabyvat stejné hodnoty nekone¢nékrat, takze S(k) musi byt konstantné roven —ﬁ. Dosazenim
[1,k+ 1,k,1] nasledné dostaneme, ze R musi byt taktéz konstantni.

Tedy pokud je P nulovy, musi byt R(z) = a a S(z) = —% pro néjaké nenulové realné a.
Naopak kazda ctvefice polynomi (O, T,a, —%), kde a je nenulové realné ¢islo a T libovolny polynom,
jiz tvrzeni ze zadéni zfejmé spliiuje. Obdobné dostaneme, ze Ctvetice (T, 0, a,f%), (a7 %,T, 0)7
(a, %, 0, T) jsou fesenim tlohy. Timto jsme nasli vSechna feseni, kde je jeden z polynomii nulovy.

Predpokladejme déle, ze jsou vSechny polynomy nenulové. Navic necht je nyni jeden z poly-
nomt, BUNO P, konstantni. Necht &, £ jsou libovolna celd &isla. Potom dosazenim [k + 1,1, k, €]
dostavame, ze R(k)S(¢) ma pro vSechny volby k, £ stejnou hodnotu. Jelikoz je R nenulovy polynom,
nemd nekone¢né mnoho kofend, takze existuje takové ko, ze R(ko) je nenulové. Volbou k = ko do-
staneme, ze S(¢) = m je stejné pro vsechna celd ¢, takze S je konstantni polynom. Symetricky
dostaneme, Ze je R konstantni. Nakonec volbou [1,k, 1,k — 1] dostavame, Ze je i @ konstantni.

Zjistili jsme, ze pokud je jeden polynom konstantni, pak jsou konstantni uz vSechny. Zrejmé pak
danou rovnici splituji pravé polynomy konstantné rovné takovym redlnym nenulovym (a, b, ¢, d), ze
ab — cd = 1. Déle se mizeme omezit na nekonstantni polynomy.

Ukézeme, ze vSechny polynomy jsou poté nutné linearni s nulovym absolutnim ¢lenem. Dosaze-
nim postupné [k, £, 1,kl — 1] a [¢, k, 1, k¢ — 1] dostdvame, Ze pro vSechna celd k, £ plati P(k)Q(¢) =
P(0)Q(k). Jelikoz P je nekonstantni, m& pouze koneéné mnoho kofentl, takze existuje celé ko ta-

kové, ze P(ko) # 0 a miizeme psat Q(¢) = IQDEI;% P(¢). Poté ma polynom Q(z) — ggiggP(:r:) kofen
v kazdém celém cisle, takze musi byt nulovy, tedy Q = aP pro néjaké nenulové reilné oe. Obdobné
dostaneme R = 3S.

Dale dosadme postupné [k, 4,1, k¢ — 1] a [k¢,1,1, k¢ — 1], z éehoz ihned ziskdme, Ze pro vSechna
celd k, £ musi platit aP(1)P(k¢) = aP(k)P({). PiSme P(z) = apx™ + - -+ + a1 + ao, kde a, # 0.
Potom musi pro vSechna celd k, ¢ platit

(an + -+ a1 +ao) (an(kO)™ + - + a1kl + ag) =
= (ank™ + -+ a1k + ag) (anl™ + -+ + a1l + aop) .

3Najdes ho na http://iksko.org/files/sbornik7.pdf.
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Af zvolime libovolné pevné £, tak vzdy dostaneme, Ze polynom v proménné k ziskany odectenim
levé a pravé strany ma nekone¢né mnoho kofent, takze musi mit vsechny koeficienty nulové. Proto
koeficient u kazdého k¢ musi byt nulovy, a tedy i u k™. Proto plati

(an + -+ a1+ ao)ant” = an(anl™ + -+ + a1f + ao).

Zde ziskdvame pro zménu polynom v ¢ s nekone¢né mnoha koteny, takze se musi vSechny jeho
koeficienty rovnat nule. Jelikoz je a, rizné od nuly, musi byt vSechny ostatni koeficienty rovny nule,
nebot jinak by byly na pravé strané ¢leny, které nejsou na levé. Mizeme proto psat P(z) = az™,
kde n je pfirozené a a je nenulové realné. Symetrickymi tvahami dostaneme R(x) = bx™.

Po dosazeni ¢tvetice [k, 1,k — 1, 1] dostaneme podminku

(ak™) (ca - 1™) — (b(k —1)™) (Bb- 1™) = aa?k™ — Bb2(k — 1)™ = 1.

Rovnost plati pro nekoneéné mnoho k, takze vyraz vlevo musi byt konstantné roven 1, jakozto
polynom v k. Z toho hned plyne, Ze nutné n = m, a®>a = b?3. Navic po dosazeni k = 1 dostdvame
a?a = 1. Dohromady proto mame k™ — (k — 1)™ = 1. Pro n > 2 vznikne ale na levé strané linearni
élen (—1)"nk, ktery se s ni¢im neodeéte, coz je ve sporu s tim, Ze je polynom vlevo roven jedné.
Takze nutné n = 1.

Zjistili jsme, ze pokud jsou vSechny Ctyfi polynomy nekonstantni, tak musi byt nutné rovny
{ez, %,fz, %], pro libovolna nenulova reélna e, f. Je tomu tak, protoze P(1)Q(1) = a?a = 1,
z ¢ehoz plyne, Ze souéin koeficienti u prvnich dvou polynomt musi byt roven jedné. Pro R, S
odvodime tuto skutecnost obdobné. Takové polynomy ziejmeé splinuji podminku ze zadani, z ¢ehoz
plyne, ze jsme nasli posledni t¥idu Feseni.

POZNAMKY:
asi neztratit se ve vSech moznych pfipadech, které mizou nastat, a ukazat, ze v poslednim ptipadé
mohou mit polynomy pouze jeden nenulovy ¢len. (Filip Bialas)



