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Mily priteli!

Prichazi ndAm pomalu jaro, ale jesté pred nim je Cas na tfeti komentare.

Najdes v nich vysledky celé podzimni ¢éasti, na jejichz zakladé vy-
birdme ucastniky pro jarni soustfedéni, a k tomu i vysledky prvni
jarni série.

Dale jsou v nich k nahlédnuti vzorova feseni cizojazycné 4. pod-
zimni a také 1. jarni série spolu se vzorovym fesenim 2. seridlové série.

Piipominame Ti také, ze jiz v patek 13. bfezna se kona N&aboj.
Tak se nenech odradit povérami o nestastném patku, vytvor si tym,
ptijd si zapoéitat a promén tento den v legendarni.

Hned den po Néboji se navic kona PraSeci vylet, na ktery se bude
spolecné vyrazet z Prahy, ale pfidat se mizes samoziejmé i kdekoli
po cesté. Jednd se o moznost jak prijemné stravit cas s ostatnimi
ucastniky a organizatory. Vice informaci o vyletu najdes na nasich
strankach.

V neposledni fadé Ti komentafe prinaseji zadani 3. a 4. jarni série a
navic i zavére¢ny dil seridlu o projektivni geometrii. Tak tedy nevahej
a pilné fes. V sazce je nejenom Sance jet na podzimni soustfedéni, ale
i dobry pocit, ktery pfichazi s kazdou dobfe vyfesenou tlohou.
Reseni zdar!

Terka Polakova
Co je dale v komentarich?

e Vzorova feSeni 4. podzimni a 1. jarni série
e Vzorové feSeni 2. seridlové série
e Seridl — Projektivni geometrie III. — Pohybliva geometrie

e Vysledkové listiny podzimni ¢asti a 1. jarni série

e Priloha: Zadani 3. a 4. jarni série a 3. seridlové série
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Naboj

Mezinarodni tymové matematickd soutéz Naboj se uskuteéni jiz velmi brzy — v patek 13. bfezna,
letos v rekordnich 10 rtznych zemich a dohromady 17 evropskych méstech. Podrobnosti najdes na
strankach Nabojel. Je to skvéla piilezitost k porovnani sil nejen s Ceskou, ale i zahraniéni elitou.
A hlavné, je to moznost k poznani novych a stejné naladénych lidi nebo k setkdni se s nami,
organizatory, nebof mnozi z nas organizuji nejen PraSe, ale i Naboj. Pfihlasovani bylo spousténo
v pondéli 18. tinora a kond¢i 6. bfezna, tak si tuto Gzasnou pFilezitost uréité nenech ujit!

Jarni vylet

Tradi¢ni jarni vylet po krasach nasi lepé vlasti se letos uskutecni v sobotu 14. bfezna, tedy hned
nasledujici den po Naboji. Podrobnosti naleznes v ptilozené pozvance, tento puntik na ni chce jen
upozornit, abys ji omylem nepouzil tfeba na zatop. Tésime se na Tebe!

Lhttps://math.naboj.org/


https://math.naboj.org/

Circles

4™ AUTUMN SERIES MODEL SOLUTIONS

Problem 1.
Kua would like to draw 7 circles on a piece of paper so that every two circles intersect at two
distinct points. And he would love it if there were exactly 7 points, in which 2 or more circles

intersect. Show him how this is possible.
(Filip Bialas)

SOLUTION:
We can draw an equilateral triangle with its centre and midpoints of its sides. And then draw circles

J koﬂ\

More precisely, denote the vertices of the triangle by A, B, C, midpoints of the opposite sides
by D, E, F and its centre by G. Then it suffices to consider circles with diameters AG, BG, CG,
AB, BC, AC and circumcircle of DEF'.

PozNAMKY:

Vétsina fesitelu pfisla s podobnym obrazkem jako ve vzordku. Pouze dva fesitelé nasli mnohem
méné symetricky obrazek, kde jednim z vrcholi prochazelo hned Sest kruznic. U vSech ostatnich,
ktefi tuhle ulohu zdarné vytesili, slo o kombinatoricky stejnou konstrukci — pruseciky slo vzdy
pojmenovat tak, aby na nakreslenych sedmi kruznicich lezely stejné pojmenované body jako na
téch ve vzorovém feseni. I kdyz u nékterych vypadal obrazek na prvni pohled o dost jinak.
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Matousovi Safrankovi jsem udélil +i za to, ze si uvédomil, Ze pfi nalézani obrazku nemusi
pouzivat pouze kruznice, ale také primky. Vznikly obrazek pak jiz jen stacéi zinvertovat podle
libovolné kruznice se stfedem v bodé, ktery nelezi na zadné z nakreslenych pfimek a kruznic. Pokud
posledni vété nerozumite, ale chtéli byste ji rozumét, staci se podivat do druhého dilu letosniho
serialu. (Filip Bialas)

Problem 2.
Let w1, wa be two circles with centres Oy, Ox intersecting at points X, Y such that Z01X 02 = 90°.
Let D be the intersection of 0102 and wy such that Oy lies between D and Oz. Let P be the
intersection of DX and wsg distinct from X. Prove that POz is perpendicular to O103.

(Pavel Hudec)

SOLUTION:
Since DO; and XO; are radii of wy, traingle DO1 X is isosceles. Using a similar argument, we get
that POy = X O2, so triangle PO1 X is also isosceles. Hence we have

/XDO1 = £DXO0x,
/XPOs = /PXO0s.
The points D, X, P are colinear, therefore
/DX01 + Z01X02+ Z02XP = 180°,
/DXO1 + Z02XP =90°,
ZXDO; + ZO2PX = 90°.

Because the sum of internal angles in the triangle DPO> is 180°, we can get the desired conclusion:

/DO3sP =180° — LO3DX — LO3PX = 90°.

Péi\\
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POZNAMKY:

Ulohu vyfesila vétsina Fesitelt spravné. Jen pfipominam, Ze feSeni méa byt pochopitelné i bez piilo-
zeného obrazku, tedy je potfeba v textu definovat i vSechny thly, které néjak oznacime, a provést
vSechny vypocty, ne se pouze odkazat na obrazek. (,madam Verc¢a“ Hladikovéa)

Problem 3.
Jachym drew three circles on a whiteboard. The circles had radii 2, 3, and 3 and each two were
externally tangent. Then he drew the circle w that is internally tangent to all three of them. Help
him calculate the radius of w.

(Lucien Sima)

SOLUTION:

Let w1, w2, w3 be the three circles and O1, Oz, O3 their respective centres (w1 has a radius of
2). Let M be the midpoint of O203. The configuration is symmetric with respect to the common
tangent line of wa and w3, namely the line O1 M, therefore O1 M is perpendicular to O203 and the
centre of w lies on O1 M. The length of O1 M can be obtained from the Pythagorean theorem as

O1M = /0103 — O2M? = /52 — 32 =4.

Let X be the intersection of O1 M with w; that is further away from M and let Y and Z be
the intersections of O203 with w2 and w3 respectively distinct from M. Then the centre of wy lies
on the line XM and XM = XO1 + O1 M = 2 + 4. Similarly, Oz and O3 lie on the line MY (and
MZ) and MY = MZ = 3 + 3 = 6. Therefore if we draw a circle with the centre M and radius 6,
it will be internally tangent to all three circles at points X, Y, and Z.

The radius of w is 6.

X
| w
:2 Wy -
‘Ol
2
wa w3
4
3
vi_ .3 3 3 3 7
O, M 0s
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POZNAMKY:

Vétsina si s tlohou hravé poradila, ale n€kolik FeSiteld misto poloméru kruznice, ktera méa se za-
danymi kruznicemi vnitini dotyk (internally tangent), spocitalo polomér kruznice, kterd ma dotyk
vn&jsi (externally tangent), a tim si vyslouzili nula bodu. (Hedvika Ranosova)

Problem 4.
Let ABCD be a cyclic quadrilateral with circumcentre O such that AC' and BD are perpendicular.
Let w1, w2, w3, and wy be circles, where the diameters of these circles are AO, BO, CO, and DO
respectively. Finally, let P, Q, R, and S be the intersections of w1 with w2, wa with w3, w3 with
wyq, and wg with wy respectively, distinct from O. Prove that PQRS is a rectangle.

(Jéchym Solecky)

SOLUTION:
First, we would like to prove that P, @, R, S are the midpoints of segments AB, BC, CD, DA
respectively. Have a look at point P which lies on two circles with diameters AO and BO. Therefore,
from Thales’ theorem, we know that the angles APO and BPO are right. So the size of the angle
APB is

ZLAPB = /AOP + ZBOP = 180°.

This means that P lies on the segment AB. In addition, triangle AOB is isosceles with the base
AB (because AO and BO are radii of the circumcircle of the quadrilateral ABC D). So the altitude
from point O to the base is also a median and therefore P is the midpoint of AB. By analogy, we
get the same result for the rest of the points Q, R, S.

As a result of that, we know that the lines PQ, QR, RS, SP are the midlines of the triangles
ABC, BCD, CDA, DAB respectively.

Then, as we know, in triangle K LM the midline connecting the midpoints of KL and KM
is parallel to the third side LM. This implies that PQ and SR are parallel to their base AC,
analogically QR and SP are parallel to their base BD. Moreover, AC' is perpendicular to BD and
this all together means that PQ and SR are perpendicular to QR and SP, so PQRS is a rectangle.

PozNAMKY:
Vétsina doslych feseni dostala plny pocet bodu. Nékteri resitelé povazovali nékteré véci za ziejmé,
tfeba ze body P, Q, R, S lezi na useckdch AB, BC, CD, DA, ackoli by zaslouzily dukaz. Proto
jim byl obc¢as strhnut bod. Jinak bylo vsechno v pofadku a nemél jsem zadné velké vytky.

(Fila Cermak)

Problem 5.
Let wy and wy be two circles externally tangent at T'. Let C' be a point on wg such that the tangent
at C intersects wy at two distinct points X and Y. Now define P as the intersection of CT and w1
distinct from T. Show that PXY is an isosceles triangle.

(Pavel Hudec)

SOLUTION:

Let O1, O2 be the centres of wi, wa. Consider the homothety with center 7' which sends w; to
wa. The image of the line O1 P is O2C, therefore O1 P || O2C (since in a homothety, every line is
parallel to its image). It follows that O1 P L XY because XY is tangent to wo and perpendicular
to O2C. Finally, O; lies on the perpendicular bisector of XY, hence O1P and the perpendicular
bisector coincide. We have proven that P lies on the perpendicular bisector of XY which implies
PX = PY and so PXY is isosceles.

PozNAMKY:

Témeér vsechna feSeni byla spravnad a vétSina z nich postupovala podobné jako vzorové reSeni.
Ukézalo se, ze tlohu je mozné fesit mnoha riiznymi zpisoby. Cést fesiteli napiiklad vyuzivala
pruseciku XY a spolecné te¢ny ke kruznicim v bodé T'. (Josef Minafik)
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Problem 6.
There are 2n points on a circle labelled 1, 2, ... , 2n in some order. We define a pairing as a set of n
segments between these points such that every point is an endpoint of exactly one of the segments.
For a segment connecting points labelled a and b, we say its value is the number |a — b|. Finally,
we say a pairing is good, if the sum of values of all n segments is equal to n?. Show that for any
initial order of labels there exists a good pairing such that no two segments intersect.

(Pavel Hudec)

SOLUTION:

First, colour points labelled 1,2, ..., n as red and points labelled n+1,n+2,...,2n as blue. We will
say a pairing is codenamesish if every segment connects a red point with a blue point and no two
segments intersect. Assume that we have a codenamesish pairing. Then any blue point (labelled
by a) would contribute to the sum of values of all n segments by a, whereas any red point (labelled
by b) would contribute by —b. Therefore the sum of values is equal to

((n+1)+(n+2)+~~-+2n)—(1+2+~"+n)=’ﬂ2‘

We will present two proofs of existence of a codenamesish pairing.

FIRST SOLUTION (CONNECTING NEIGHBORING POINTS):

Use induction on n. The base case n = 1 is clear. Now suppose there are n blue and n red points on
the circle. Note that there exist two neighboring points of opposite colours. Connect them by a new
segment. By the induction hypothesis there exists a codenamesish pairing of the remaining points.
These all lie in one half-plane defined by the new segment, therefore no other segment can intersect
the new segment. We can then conclude that the constructed pairing is indeed codenamesish.

SECOND SOLUTION (REDUCING THE NUMBER OF INTERSECTIONS):

Consider a pairing where every segment connects a red point with a blue point with the smallest
number of intersecting pairs of segments. For the sake of contradiction, suppose that there exist
two intersecting segments AC and BD. Now, connect the points A, B, C, D in the other way such
that both segments still connect a red point with a blue point. WLOG let the connected pairs of
points now be AB and CD.

Notice that AB and C'D don’t intersect, which leaves us with one fewer intersection points. If
any other segment intersects both AB and C'D, then it has to intersect both AC and BD, as the
quadrilateral ABC'D is convex. If it intersects just one of them, say AB, it has to intersect at least
one of the diagonals as well, since AB and parts of AC' and BD form a triangle. Therefore the
number of intersections after the swap decreased by at least one. This contradicts the minimality
property of the pairing.
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POZNAMKY:

Uloha dopadla velmi dobfe, pouze nékolik malo Fesiteltt nad ni zavahalo. P¥i konstrukci hleda-
ného parovani fesitelé vyuzivali mnozstvi raznych pristupt. Vétsina feSeni byla podobna prvnimu
vzorovému, ovSem byla k vidéni i feSeni pouzivajici diskrétni spojitost nebo néktery z moznych
extremalnich principu. (Pavel Hudec)

Problem 7.

Let ABCD be a parallelogram such that ZDAB is obtuse. Then, let M be the midpoint of AB

and E be the intersection of the circumcircle of DAB and the line DM distinct from D. Finally,

let H be the point on DA such that ZAHB = 90°. Prove that C, D, H, and E are concyclic.
(Maté&j Dolezélek)

SOLUTION:
Let w be the circumcircle of DAB and let K be the point on BC such that ZAKB = 90°. Then
AHBK is a rectangle since AH and BK are parallel and two opposite angles are right.

We shall prove that D, C, K, H are concyclic and that D, K, E, H are concyclic. That will
mean that all four points C, D, H, E lie on the circumcircle of DK H, solving then the problem.

First, the diagonals of a rectangle have the same length, so HK = AB. Since DH and CK
are parallel, this means that DC' K H is an isosceles trapezoid and thus cyclic. Second, because the
diagonals of a rectangle halve each other, M is the midpoint of both AB and HK, so the power?
of M with respect to w gives us

DM -ME =AM -MB=HM - -MK.
This means that D, K, E, H are concyclic, just as we wished to prove.

21f you are not familiar with the power of a point, you can learn more in this handout (written
in Czech): https://prase.cz/library/MocnostbodukekruzniciAL/MocnostbodukekruzniciAL.pdf.

8
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POZNAMKY:
Valna vétsina doslych feseni obdrzela plny pocet bodu. Z téchto tspésnych feSeni valnd vétsina
néjakym zplusobem vyuzivala dokresleni bodu K, pfi¢emz mnohé se namisto mocnosti k dokazované
koncyklicité dostala pouze thlenim. P¥i thleni je Casto tfeba dat si pozor na to, ze zadani umoziuje
vice riznych konfiguraci bodi (v jakém potadi lezi na kruznici éi na pfimce), coz vede k trochu
odlisnému, a¢ v principu porad stejnému thleni. Opomenuti jedné nebo vice takovych konfiguraci
(ag v této tloze jsem za to nakonec body nestrhaval). Zptisobem, jak se rozebirdni konfiguraci
vyvarovat, je orientované tdhleni®. Lze si véimnout, %e vzorové FeSeni timto problémem netrpi,
nebot lichobé&znik ma stejné dlouhd ramena, pravé pokud ma stejné dlouhé thlopticky (nezalezi na
tom, jestli jsou DC' a HK ramena, nebo thlopfi¢ky), a mocnost na konfiguraci nezavisi.

Jedinym dal$im funkénim dokreslenim, které se v doslych fesenich vyskytlo, bylo vyuziti bodu
X, ktery je prusecikem piimky DC' s kruznici opsanou DAB riznym od D. (Matéj Dolezalek)

Problem 8.
Let ABC' be a non-equilateral triangle and G its centroid. Denote the midpoints of line segments
AB, CA, BC, AG, CG, and BG by Mo, M, Ma, Na, Nc, and Np respectively. Show that the
circumcircles of Mo NaMp, MpNcMa, and MaNpMc all intersect in a single point.

(Radek Olsék)

SOLUTION:

Since M4 N¢ is a midline of triangle BGC, it is parallel to BG. And as B, Ng, G and Mp
lie on one line, it is also parallel to NgMp. Similarly, N4 M¢ is parallel to NgMpg, so we have
NaMc || MaNe. Analogously NgMy || MpN s and NocMp || McNp.

B

-

A My C

Now we will use directed angles?. Let X be the intersection of circumcircles of Mg N4 M¢c and
MpNgcM 4 distinet from Mpg. Then

L(MaX,XMc) = Z(MaX,XMp) + Z(MpX,XMc)
=Z(MaNc,NcMp) + Z(MpNa, NaMc)
=/(NgMp,McNB)+ Z(NgMa, MgNg)
=/(MsNp,NgMc),

3Viz napt. https://prase.cz/library/OrientovaneUhleniMO,/OrientovaneUhleniMO.pdf.
4 Accessible from https://prase.cz/library/OrientovaneUhlyMTa/OrientovaneUhlyMTa.pdf.
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where the second equality follows by concyclicity of Mp, Na, Mo, X and Mp, No, M4, X,
and the third equality follows since My N¢ || NgMp, NaMc || NgMp, NgMy4 || MpN 4, and
NcMp || Mc Ng. That means that M4, Ng, Mc, and X are concyclic, which is what we wanted.

POZNAMKY:

Vétsina piijatych FeSeni byla spravné. Resitelé si vice ¢i méné zdatné poradili s tim , jak vypada
obrazek®, pfi¢emz nejjednodussi bylo postupovat pres orientované uhly, ale dalo se samoziejmé i
jinak. (Rado van Svarc)

10



Ctyiky

1. JARNI SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 2 . 2.
Tabulke:l 4 ;l< 4 je vyplnéna cisly 1 a 2 tak, ze soucet Cisel v kazdém ctverci 3 X 3 je délitelny ¢tyrmi
a soucet cisel v celé tabulce neni délitelny ctyfmi. Jaky je nejvétsi a nejmensi mozny soucet cisel
v tabulce?
(Marian Poljak)

RESEN(:
Podivejme se nejprve na libovolny ¢tverec 3 X 3. Soucet Cisel v tomto ¢tverci bude mezi 9 a 18,
z Cehoz &isla 12 (t¥i dvojky a Sest jednicek) a 16 (dvé jednicky a sedm dvojek) jsou délitelna
¢tyfmi. V obou pfipadech budou ve ¢tverci 3 X 3, a tedy i v celé tabulce, alespon dvé jednicky a tii
dvojky. Proto je soudet nejvyse 30 (pouzijeme 14 dvojek a dvé jednicky) a nejméné 19 (pouzijeme
13 jednicek a t¥i dvojky) a ani jedno z téchto ¢isel neni délitelné ¢ty¥mi.

Abychom ulohu zcela vyfesili, musime ukazat, Ze téchto soucti umime dosdhnout. Pro soucet
19 vyplnime tabulku tak, aby vSechny dvojky byly v prostfednich polickach, pak bude soucet
v kazdém ctverci 3 X 3 roven 12. Stejné tak pro soucet 30 umistime jednicky do doprostied, aby
soucet v kazdém ctverci byl 16. Priklady jsou na obrazku.

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

Nejvétsi mozny soucet ¢isel v tabulce je 30 a nejmensi 19.

PozNAMKY:

Skoro vsichni si s tlohou pomoci riznych tvah poradili. Nezapomente, ze soucasti feseni musi byt
nejen zdivodnéni, pro¢ je dand hodnota nejvétsi, resp. nejmensi, ale i konstrukce, bez niz neni
feSeni Uplné. (Hedvika Ranosovd)

Uloha 4 + 4,

171
Lenka mé ¢tverec EFGH s délkou strany 1. Na jeho stranach EF, FG, GH, HE lezi po fadé body
A, B, C, D. Dokazte, ze plati

|AB|? + |BC|? 4+ |CD|? 4+ |DA? < 4.

(Rado van Svarc)

11
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RESENT:
Podle Pythagorovy véty plati

|AB|2 = |AF|? + |BF|?, |BC|? = |BG|? + |GC|?,
|CD|? = |CH|? + |HD|?, |DA|? = |DE|? + |EA|?.

Oznadime si |[EA| = a, |BF| = b, |GC| = ¢, |HD| = d. Jelikoz délka strany ¢tverce EFGH je 1,
tak |AF|=1—aq, |BG|=1-0,|CH|=1—¢, |DE|=1—-d.
Vyraz V' ze zadani pfevedeme na

V=>01-a)2+02+1-02+2+1—-0c)?+d2+(1—-d)?+ad2
Dale upravime
V = 1-2a+2a24+1—-2b+2b% +1—2c+2¢% +1—2d+2d> = 4+2a(a—1)+2b(b—1)+2c(c—1)+2d(d—1).
Jelikoz a € (0,1), tak a — 1 € (—1,0). Tedy soucin nezaporného ¢&isla s nekladnym bude nekladny

a plati 2a(a — 1) < 0. Stejné tak 2b(b—1) <0, 2¢(c—1) <0 a 2d(d—1) < 0. Jejich soucet je proto
nanejvys nula a cely vyraz V bude nanejvys 4.

PozNAMKY:
Naprosta vétsina fesitela si s tlohou hravé poradila pouzitim tohoto feSeni nebo pfeskupenim
s¢itancti a diikazem toho, ze |EA|? + |AF|? < (|JEA| + |AF|)? = 1. (Lucka Kundratova)

Uloha 4+4+4
R
Najdéte nejmensi piirozené Cislo n takové, ze neexistuje celé Cislo m, jehoz druhd mocnina konc¢i
v desitkové soustavé n Ctyfkami.
(Rado van Svarc)

RESEN(:
Hledané ¢islo n je 4. Napiiklad 382 = 1444 ukazuje, %e pro n < 3 existuje &islo konéici n étytkami.
Nyni dokadzeme, ze neexistuje ¢islo, jehoz druhd mocnina konéi ¢tyfmi ¢tyrkami.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje, a ozna¢me ho m. Pak m? = 10%x + 4444 pro néjaké
nezaporné celé ¢islo x, ipravou dostaneme
2 10% + 4444
(%) = W48 4 st 4 1111
2 4
Protoze je m nutné sudé, tak specialné i 4 - 5%z 4+ 1111 musi byt druhou mocninou celého &isla. To
je ale spor, protoze neexistuje zadné celé cislo, jehoz druhd mocnina dava po déleni ¢tyimi zbytek
3.

POZNAMKY:
Pfiblizné pilka fesSiteli postupovala podobnou myslenkou jako vzorové feseni. Druha polovina
doslych feseni postupné odzadu rozebirala, jakymi ¢islicemi mtze m koncit a takto ukézala poza-
dovany vysledek (s vyuzitim faktu, Ze poslednich k &islic m? ovliviiuje pouze poslednich k &islic
m). S takovymi FeSeni se bohuzel ¢asto pojily numerické chyby a nedorozebrané piipady.

(Martin Raska)

12
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Uloha 4 + 22,
Mégjme ¢&tyituhelnik ABCD. Kruznice nad priiméry AB, AD se podruhé protnou v bodé A’. Ob-
dobné druhy priise¢ik kruznic nad priiméry BC, BA ozna¢ime B’, druhy priisec¢ik kruznic nad CD,
CB ozna¢ime C' a druhy prisecik kruznic nad DA, DC oznac¢ime D’. Dokazte, Ze tyfiihelniky
ABCD a A’B'C'D’ jsou podobné.
(Radek Olsak)

RESEN(:
Nejprve si uvédomme, ze pokud uvazujeme prusecik Thaletovych kruznic sestrojenych nad sou-
sednimi stranami étyfthelnika, tak jejich druhy priseéik skon¢i na uhlopficce (na té z uhlopficek,
na které nelezi spole¢ny vrchol danych sousednich stran). Uvazujme naptiklad kruznice nad pra-
méry AB a AD. Pro jejich druhy prusecik A’ musi platit |[{TAA'B| = |[<{AA'D| = 90°, tedy bod A’
musi lezet na pfimce BD (pro nekonvexni ¢tyftahelnik muze tento bod skonéit i mimo jeho vnitfek).

Oznacéme S prusecik pfimek AC a BD. Predpokladejme nejprve, ze Ctyituhelnik ABCD je
konvexni a plati, Ze <TASB je ostry thel®. Protoze thly |<ASB| a |<CSD| jsou ostré, tak body
A’, B, C', D’ budou lezet po fadé na useckdch BS, AS, DS a CS a konfigurace je z hlediska
toho, jaky bod lezi na které tiseéce, jednoznacna. Dale body A, B, A’, B’ lezi na kruZnici, tudiz
z obvodovych thla dostavame |{SA’'B’| = |<{SAB)|. Trojthelniky SAB a SA’B’ maji spole¢ny
thel u S, takze jsou podobné dle véty wu. Obdobné mizeme dokazat podobnost trojihelniki
SCD a SC'D’. Déle z Thaletovy kruznice body A, A’, D', D le#i na kruznici, tedy z obvodovych
ahld |[<<D'A’D| = |<UD'AD)|. Protoze zaroven |<{A’SD’| = |{ASD]|, tak jsou trojahelniky ASD
a A’SD’ podobné. Obdobn& mtizeme dokizat podobnost trojuhelniki BSC a B’SC’. Nyni si
uz staél uvédomit, %e z danych ¢étyf trojuhelnikt je étyithelnik A’B’C’D’ jednozna¢né urcen,
navic zminéné pary podobnych trojuhelniku sdili strany, tudiz koeficienty podobnosti jsou ve vsech
dvojicich stejné. Z toho pak uz jednoznacné plyne, Ze &tyithelnik A’B’C’D’ je podobny ABCD.
Na zaveér si stac¢i rozmyslet, ze ostatni konfigurace by se fesily obdobné. Nebo si uvédomit, ze
vSechno, co jsme v feSeni dé€lali, se snadno pfepiSe pomoci orientovanych uhld, ¢imz se vyhneme
rozebirani jednotlivych konfiguraci.

POZNAMKY:

Pomérné hodné feseni mélo problém s tim, co to znamend, Ze jsou dva ¢tyfahelniky podobné. Jed-
nak na to, aby dva &tyftahelniky byly podobné, nestaci ukdzat, ze maji shodné vSechny thly (zadna
véta wuuu neplati). Jednoduchym protipiikladem je, Ze vSechny obdélniky si nejsou podobné, aé
maji vSechny hly pravé. Nékterd jina feSeni dokézala pouze, %e dvojice trojuhelniktt ASB, A’SB’
a CSD, C'SD’ jsou podobné, a snazila se tvrdit, Ze uZ z toho plyne vysledna podobnost ¢tytihel-
nikd. Neplyne. Je potieba dokézat bud podobnost vSech trojuhelniki, nebo Ze koeficient podobnosti
je v obou pfipadech stejny. Dalsi dilezitou chybou, za kterou jsem ale nakonec nestrhévala body,
bylo feSeni pouze jedné konkrétni konfigurace bodu. Je sice pravda, Ze vSechny se fesi v podstaté
stejné, ale je potfeba alespon zminit, ze se fesi obdobné. Myslim si, ze napfiklad v olympiddé by
za to body strhnuté byly, tak na to pozor :-). (Lenka Kopfova)

Uloha +:4:+4,
Uvazme posloupnost® {an}$2 o takovou, Ze ag = 0. Dalsi ¢leny definujme ndsledovné. Pro prirozené
¢islo n oznac¢me £, nejvétsi liché cislo, které déli n. Pak polozme an = an—1 + 1, pokud £, dava
po déleni ¢tyimi zbytek 1, a an = an—1 — 1, pokud dava zbytek 3. Dokazte, ze pro kazdé prirozené
¢islo m existuje nekoneéné mnoho i takovych, ze a; = m.

(Matéj Dolezalek)

5Jak nékolik fesiteltl spravné podotklo, pokud by tento tihel byl pravy, potom by étyfthelnik
A’B’C’'D’ zdegeneroval do jednoho bodu a v takovém piipadé by nemélo smysl tilohu fesit. Mé&li
jsme to tudiz specifikovat v zadéni a za chybu se omlouvame.

6Pokud nevis, co je to posloupnost, koukni se na prase.cz/commentary/C,/serie2p/uvod2p.pdf.
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RESENT:
Pro pfirozené n definujme f(n) jako

) 1, pokud ¢, dava zbytek 1 po déleni ¢tyfmi,
n =
—1, pokud ¢, dava zbytek 3 po déleni ¢tyimi.

Potom plati f(n) = an — an—1 a miuZeme tedy vyjadrit
an = f(1)+ f2)+ -+ f(n).
S vyuzitim této znalosti odvodime vyjadfeni a, pomoci néjakého predchoziho ¢lenu posloupnosti.

Necht n = 4z + d pro néjaké nezaporné celé z a d € {0,1,2,3}. Usporfddanim s¢itanct do ¢tvefic
obdrzime

an = (£ + £2) + F(3) + F@) + o+ (FAR+1) + Ak +2) + f(4h +3) + f(4k + 1)) +
oot (fdn = 8) + f(4z = 2) + f(do = 1) + f(42)) + -+ + (42 + d).

Nyni si lze povS§imnout, Ze pro kazdé k plati f(4k + 1) + f(4k 4+ 3) = 1+ (—1) = 0. Zaroven obecné
plati f(2n) = f(n), nebot vyndsobenim dvéma se nejvétsi lichy délitel nezméni. Z toho plyne

F(4k + 1) + f(4k +2) + f(4k + 3) + f(4k +4) = f(2k + 1) + F(2k + 2).

Pouzijme nyni tuto upravu ve vyjadfeni a, na vSechny c¢leny kromé poslednich d, které nelezi
v zadné ¢tverici. Tim obdrzime

an = f(1)+ -+ f(22) + f(Az + 1) + - + f(dz + d) = ase + f(dz + 1) + -+ - + f(4z + d).

Z tohoto jiz vyvodime vse, co k vyfeseni tlohy potfebujeme. Zaprvé ukazme, ze kazdé ¢islo, které
se v posloupnosti nékdy objevi, se v ni nekone¢né mnohokrat zopakuje. Necht a,, = m. Pokud je
n sudé, tzn. n = 2z, pak plati a2, = a4z, = a2z = an. Cislo 2n je taktéz sudé, takze toto lze
zopakovat a dostat
ip =0n =M
pro kazdé i.

Pokud je n liché, tedy pokud n = 2z + 1, pak mame

a2n+1 = Qaz+3 = a2+ f(Az+1)+ f(dz+2)+ f(42+3) = a2z + 1+ f(2z+1)+(—1) = a2¢4+1 = an.

Cislo 2n + 1 je opét liché, takze tuto proceduru lze dale opakovat a obdrzet tak nekone¢né mnoho
¢lent posloupnosti s hodnotou m.

Nyni tak stac¢i ukazat, ze kazdé prirozené &islo se v posloupnosti nékdy vyskytne. Necht opé&t
an = m pro néjaka pfirozend n, m. Ukazeme, Ze se v posloupnosti vyskytne i m 4+ 1. Vzhledem
k tomu, Ze a; = 1, mizeme z tohoto indukci snadno ukazat, Ze v posloupnosti se skutecné vyskytne
kazdé prirozené cislo. Pokud je n = 2z, pak diky vztahu a2, = an, ktery jsme jiz dokazali, mame

a2nt+1 = a2n + f2n+1)=an+ f(Az+1) =m+ 1.
Obdobné pro n = 2z + 1 jsme uz dokazali agn+1 = an, takze plati

azn = aznt+1 — f2n+1)=an — fAz+3)=m—(-1) =m+ 1.
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POZNAMKY:

Uloha se vyznacovala znaénou rozli¢nosti dosljch feseni. Vétsina z nich n&jakym zptisobem zkou-
mala prubéh posloupnosti mezi indexy 2% a 251, Pro zajimavost uvedu néktera tvrzeni & myslenky,
které se v feSenich objevovaly.

(i) Pro kazdé pifirozené k plati agx _; = 1. Regeni, ktera ukézala toto (nebo néco ekvivalent-
niho), ale poté se n&jak rozbila, obvykle obdrzela 2 body.
(ii) Casto se téz objevovala myslenka ,zrcadleni“ podle mocnin dvojky, napi. pro k > 2 a
libovolné 4 splitujici 0 < 4 < 2, ¢ # 2F—1 plati f(i) = —f(2F — ).
(iii) Né&kteri fesitelé odhalili, Ze posloupnost a, nabyva mezi indexy 2k a 261 maxima v bodé

N =2F yok=2 4 ok=4

kde se v souétu vyskytuje kazda druhd mocnina dvojky a posledni je budto 2!, nebo 2°,
podle toho, jestli je k liché, nebo sudé. Konkrétné plati ay = k + 1.

Nesvarem, ktery trapil mnohd reseni, bylo, Ze prohlasovala za zfejmé véci, které ziejmé opravdu
nejsou, nebo nékdy i véci, které neplati. Nékterym fesitelim bych také doporucil spise se vyvarovat
,dokazovani“ tvrzeni skrze prozkoumani néjakého malého pfipadu a nasledného prohlaseni, ze
obecné to funguje stejné nebo podobné — srozumitelnosti argumentu vétsinou prospéje formulovat
jej obecné rovnou. (Matéj Dolezalek)

Uloha 242 4 4.
Skupina orgti se rozhodla, ze si usporadaji curlingovy turnaj. Kazdy zapas funguje tak, ze se Ctyri
orgové dohodnou a vyzvou na souboj jinou c¢tverici. Po skonceni turnaje si vsimli, ze kazdy hral
proti kazdému pravé v jednom zapase (tzn. byli v opac¢nych tymech). Urcete, kolik orgi mohlo byt
ve skupiné.

(Rado van Svarc)
RESEN:
Zacnéme tim, ze omezime pocet orgd na Cisla ve tvaru 32k + 1 pro pfirozena k.

Oznaéme si pocet orgit n. Nyni se podivejme na jednoho orga, feknéme Mariana (ten na turnaji
nesmi chybét, jelikoz mél narozeniny). Ten si vzdycky vybere néjaké lidi do tymu a vyzve druhy
tym. Jelikoz hral s kazdym pravé jednou a v kazdém zapase hral proti étyfem jinym orgiim, tak je
pocet zapasu jednoho hrace roven ”T_l. Proto je n — 1 délitelné ctyfmi.

Nyni se podivejme na celkovy pocet zapasi a ozna¢me jej p. Pocitejme dvéma zpusoby pocet
uspotradanych dvojic (pdr proti sobé hragicich orgi, zdpas). Pokud zafixujeme zapas, pak je nasich
para v kazdém zapase 4 x 4 = 16 (hraji vzdy Ctyfi proti étyfem). Tedy pocet usporadanych dvojic
je celkoveé 16p. Nyni si zafixujme par. Ten prispéje do pravé jednoho zapasu. Pocet usporadanych

o ) —1
dvojic je tedy také (3) = %
Pocet zapast je tedy "("3;1> , coz musi byt celé ¢&islo. Vidime, Ze n a n—1 jsou dvé po sobé jdouci

cisla, takze je nejvyse jedno z nich sudé, a tedy uz nutné délitelné 32. Zaroven uz vime z prvniho
odstavce, ze n — 1 je délitelné ¢tyfmi, tedy i 32 déli n — 1.

Nyni bychom chtéli ukadzat konstrukci pro n = 32k + 1, kde k je prirozené cislo. Budeme
postupovat indukci. Pro 33 orgu si mizeme rozmyslet naptiklad nasledujici konstrukci: 4, i + 1,
i+ 2,1+ 3 protii+4,i+8, i+ 12, i+ 16 pro kazdé ¢ z mnoziny 1 az 33 (vSechno bereme modulo
33). Jelikoz jde o cyklickou konstrukei, tak sta¢i pouze ovérit, ze org jedna hral se vSemi ostatnimi
pravé jednou (ten hrél pro ¢ € {1, 33,32, 31, 30, 26, 22, 18}).

Nyni predpoklddejme, Ze to umime pro 32k + 1 a chtéli bychom to dokézat pro 32(k + 1) + 1.
Rozdélme si orgy do tti skupin: znovu na Mariana, 32 novych orgt a 32k starych. Z kroku pro 33 orgi
umime odehrat vSechny zapasy spravné pro skupinku 32 novych orgti s Marianem a z indukéniho
predpokladu to umime i pro skupinku starych orgti znovu s Marianem. Marian uz nyni hral se vSemi
a v ramci skupin uz jsou také vSechny zapasy odehrany. Ted uz jen staci rozdélit staré a nové orgy
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do tymu po Etyfech (jelikoz jsou velikosti obou skupin délitelné ¢ty¥mi, jde to snadno). Pak nechdme
kazdy tym starych orgt hrat proti kazdému tymu novych orgt. Nyni uz hral kazdy s kazdym prave
jednou a nase konstrukce je kompletni.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni se vydala spravnym smérem a udélala omezeni poctu orgl na 32k + 1
pro prirozené k. Bohuzel spousta z nich neobsahovala konstrukci, Ze tento pocet je opravdu mozny,
coz byla také velmi dulezitd soucast feSeni a je diilezité na to nezapominat. (Filip Cermék)

Uloha 4 +4— 4.
Ve ctyfsténu ABC'D oznacme stredy kruznic vepsanych trojihelnikum BCD, CDA, DAB, ABC
po fadé I 4, Ip, Ic, Ip. Necht plati, ze tusecky Ala, Blg, CIc a DIp prochdzi jednim bodem.
Dokazte, ze

|AB|-|CD| = |AC| - |BD| = |AD| - | BC|.

(Marian Poljak)

RESEN{ SPLYNUTIM PRUSECIKU:

Protoze se tsecky Al4 a Blp protinaji, musi lezet v jedné roviné, kterou oznac¢ime p. P¥imka C'D
v p ziejmé nelezi, a tedy ma s p nejvyse jeden spolecny bod. Jelikoz primky Alg a Bl 4 lezici v p
protinaji pfimku C'D, musi ji protnout v tom samém bodé X. Navic je potom AX osa thlu <DAC
a BX osa thlu <DBC.

Podle znamého tvrzeni o pruseciku osy uhlu s protéjsi stranou pak dostavame
|BC| _|XC| _ |AC|

|BD| ~ |XD| |AD|’
|AD| - |BC| = |AC| - |BD|.

Pro druhou z dokazovanych rovnosti pouze preznacime vrcholy ¢tyfsténu a postupujeme stejné.

RESEN{ PRES OBJEMY:
Objem ¢tyfsténu KLM N budeme znadit [K LM N], podobné obsah trojuhelniku K LM budeme
znacit [K LM].

Necht se ptimky AI4 a Blg protinaji v bodé T. Spocitame dvéma zptlisoby vyraz [ABCT]

[ABDT|"

Mé&jme néjaky bod T’ riizny od A lezici na polopiimce AI4. Pak je [ABCT’] pfimo tmérny vzda-

lenosti |[AT’|, nebot i délka vysky z vrcholu 7" je pfimo imérna |AT”|. Analogicky stejnou pfimou
!

Gmérnost dostaneme mezi [ABDT’] a |AT’|. Dohromady pak % nezavisi na zvoleném T”,

tedy ho spocitdme pro T = I 4.

V takovém piipadé potom jsou vysky étyfsténa ABCI4 a ABDI 4 z vrcholu A shodné, a tedy
[ABCLA] _ [BCIA) 715mek na pravé strané je vSak roven @, nebot obé vysky z [4 jsou rovné
[ABDI4) [BDI 4] |BD|
polomeéru kruznice vepsané trojuhelniku BCD.

Podobné pak pro libovolny bod 7" rtzny od B leZici na polopiimce Blg obdrZime vztah

ABCT”
% = %. Dohromady tedy mame

|BC| [ABCIa] _[ABCT] [ABCIg] _ |AC|
|BD| [ABDI4] [ABDT] [ABDIg] |AD|

Reseni pak dokonéime stejné jako v predchozim feseni.
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POZNAMKY:

K tloze nedoslo moc FeSeni, ackoliv nijak zvlast obtizna nebyla. Vétsina Feseni pak byla spravné a
kopirovala prvni vzorové feseni. Druhé vzorové feseni muze vypadat magicky, ale je snadné na néj
prijit pouzitim barycentrickych soutadnic. Pokud by ses o nich chtél dozvédét vice, doporucujeme
ti prispévek z piedloniského sborniku iKSka.” (Pavel Hudec)

Uloha 4+ 4 +4 — 4.
PraSatka se rozhodla Marianovi k narozeninam, které bude mit v den odeslani této série, dat Ctyri
polynomy P, Q, R, S s redlnymi koeficienty. Chtéji, aby pro libovolna cela cisla x, y, z, t takova,
ze xy — zt = 1, platilo

P(z)Q(y) — R(2)S(t) = 1.

Urcete vSechny ctverice polynomii, které mohou Marianovi dat.

(Marian Poljak)
RESEN(:
Nejdiive provéfime piipad, kdy je jeden z polynomii, BUNO P, nulovy. Potom pro kazdé celé ¢islo
k méame pomoci dosazeni [1,k + 1,1, k] rovnost

z Cehoz plyne R(1) # 0 a S(k) = —% pro vSechna celd k. Nekonstantni polynom nemuze
nabyvat stejné hodnoty nekone¢nékrat, takze S(k) musi byt konstantné roven —ﬁ. Dosazenim
[1,k+ 1,k,1] nasledné dostaneme, ze R musi byt taktéz konstantni.

Tedy pokud je P nulovy, musi byt R(z) = a a S(z) = —% pro néjaké nenulové realné a.
Naopak kazda ctvefice polynomi (O, T,a, —%), kde a je nenulové realné ¢islo a T libovolny polynom,
jiz tvrzeni ze zadéni zfejmé spliiuje. Obdobné dostaneme, ze Ctvetice (T, 0, a,f%), (a7 %,T, 0)7
(a, %, 0, T) jsou fesenim tlohy. Timto jsme nasli vSechna feseni, kde je jeden z polynomii nulovy.

Predpokladejme déle, ze jsou vSechny polynomy nenulové. Navic necht je nyni jeden z poly-
nomt, BUNO P, konstantni. Necht &, £ jsou libovolna celd &isla. Potom dosazenim [k + 1,1, k, €]
dostavame, ze R(k)S(¢) ma pro vSechny volby k, £ stejnou hodnotu. Jelikoz je R nenulovy polynom,
nemd nekone¢né mnoho kofend, takze existuje takové ko, ze R(ko) je nenulové. Volbou k = ko do-
staneme, ze S(¢) = m je stejné pro vsechna celd ¢, takze S je konstantni polynom. Symetricky
dostaneme, Ze je R konstantni. Nakonec volbou [1,k, 1,k — 1] dostavame, Ze je i @ konstantni.

Zjistili jsme, ze pokud je jeden polynom konstantni, pak jsou konstantni uz vSechny. Zrejmé pak
danou rovnici splituji pravé polynomy konstantné rovné takovym redlnym nenulovym (a, b, ¢, d), ze
ab — cd = 1. Déle se mizeme omezit na nekonstantni polynomy.

Ukézeme, ze vSechny polynomy jsou poté nutné linearni s nulovym absolutnim ¢lenem. Dosaze-
nim postupné [k, £, 1,kl — 1] a [¢, k, 1, k¢ — 1] dostdvame, Ze pro vSechna celd k, £ plati P(k)Q(¢) =
P(0)Q(k). Jelikoz P je nekonstantni, m& pouze koneéné mnoho kofentl, takze existuje celé ko ta-

kové, ze P(ko) # 0 a miizeme psat Q(¢) = IQDEI;% P(¢). Poté ma polynom Q(z) — ggiggP(:r:) kofen
v kazdém celém cisle, takze musi byt nulovy, tedy Q = aP pro néjaké nenulové reilné oe. Obdobné
dostaneme R = 3S.

Dale dosadme postupné [k, 4,1, k¢ — 1] a [k¢,1,1, k¢ — 1], z éehoz ihned ziskdme, Ze pro vSechna
celd k, £ musi platit aP(1)P(k¢) = aP(k)P({). PiSme P(z) = apx™ + - -+ + a1 + ao, kde a, # 0.
Potom musi pro vSechna celd k, ¢ platit

(an + -+ a1 +ao) (an(kO)™ + - + a1kl + ag) =
= (ank™ + -+ a1k + ag) (anl™ + -+ + a1l + aop) .

"Najdes ho na http://iksko.org/files/sbornik?7.pdf.
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Af zvolime libovolné pevné £, tak vzdy dostaneme, Ze polynom v proménné k ziskany odectenim
levé a pravé strany ma nekone¢né mnoho kofent, takze musi mit vsechny koeficienty nulové. Proto
koeficient u kazdého k¢ musi byt nulovy, a tedy i u k™. Proto plati

(an + -+ a1+ ao)ant” = an(anl™ + -+ + a1f + ao).

Zde ziskdvame pro zménu polynom v ¢ s nekone¢né mnoha koteny, takze se musi vSechny jeho
koeficienty rovnat nule. Jelikoz je a, rizné od nuly, musi byt vSechny ostatni koeficienty rovny nule,
nebot jinak by byly na pravé strané ¢leny, které nejsou na levé. Mizeme proto psat P(z) = az™,
kde n je pfirozené a a je nenulové realné. Symetrickymi tvahami dostaneme R(x) = bx™.

Po dosazeni ¢tvetice [k, 1,k — 1, 1] dostaneme podminku

(ak™) (ca - 1™) — (b(k —1)™) (Bb- 1™) = aa?k™ — Bb2(k — 1)™ = 1.

Rovnost plati pro nekoneéné mnoho k, takze vyraz vlevo musi byt konstantné roven 1, jakozto
polynom v k. Z toho hned plyne, Ze nutné n = m, a®>a = b?3. Navic po dosazeni k = 1 dostdvame
a?a = 1. Dohromady proto mame k™ — (k — 1)™ = 1. Pro n > 2 vznikne ale na levé strané linearni
élen (—1)"nk, ktery se s ni¢im neodeéte, coz je ve sporu s tim, Ze je polynom vlevo roven jedné.
Takze nutné n = 1.

Zjistili jsme, ze pokud jsou vSechny Ctyfi polynomy nekonstantni, tak musi byt nutné rovny
{ez, %,fz, %], pro libovolna nenulova reélna e, f. Je tomu tak, protoze P(1)Q(1) = a?a = 1,
z ¢ehoz plyne, Ze souéin koeficienti u prvnich dvou polynomt musi byt roven jedné. Pro R, S
odvodime tuto skutecnost obdobné. Takové polynomy ziejmeé splinuji podminku ze zadani, z ¢ehoz
plyne, ze jsme nasli posledni t¥idu Feseni.

POZNAMKY:
asi neztratit se ve vSech moznych pfipadech, které mizou nastat, a ukazat, ze v poslednim ptipadé
mohou mit polynomy pouze jeden nenulovy ¢len. (Filip Bialas)
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2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
Méjme tétivovy étyFahelnik ABC D. Predpoklddejme, Ze v ném existuje bod X spliujici |<<XAB| =
|[<<XBC| = |<XCD| = |<XDA|. Dokazte, z¢ ABCD je harmonicky.

(Radek Olsak)

RESENI:
Promitnéme vrcholy é&tyfuhelniku skrz bod X, tim dostaneme novy &tyifuhelnik A’ B’C’D’. Diky
rovnosti thld ze zadani vime |[<{A’AB| = |<{B'BC| = |<{C'CD| = |<{D'DA]|, takze tétivy A’B,
B'C, C'D a D'A jsou stejné dlouhé, protoze jim odpovidaji stejné obvodové tihly. VSechny tétivy
dokonce maji ,stejny smér“. Tim myslime, Ze koncovy bod usecky vzdy umime dostat otocenim
pocate¢niho bodu o stejny thel ve stejném sméru okolo stfedu kruznice opsané ABCD. To ovSem
znamena, e ¢tyithelniky A’B'C’'D’ a BCDA jsou shodné (jsou viiéi sobé jenom otocené). Vime,
7e promitnuti zachovalo dvojpomér®, takze

(A,B,C,D) = (A", B',C",D') = (B,C, D, A).
Zéroven ale z prvniho dilu seridlu vime (A, B,C, D) = BODA Dostévéame |(B,C, D, A)| =1
a jsme skoro hotovi. Staé¢i si jenom uvédomit, ze (B,C, B, A) = 1, proto (B,C, D, A) # 1, tedy
(B,C,D,A) = —1 a tuloha je vyTesena.

POzZNAMKY:

Snad kazdy, kdo ulohu vyfesil, to délal jinak. Nikdo ale ulohu nefesil stejné jako vzorové feseni

(i kdyz néktera FeSeni vyuzivala promitnuti skrz bod X), pfestoze je velmi jednoduché a elegantni.
(Josef Minafik)

Uloha 2.
Méjme tri kruznice o, 3, v, z nichz kazdé dvé jsou na sebe kolmé. Necht X1, Xo jsou pruseciky a,
B, déle necht Y1, Ya jsou priiseciky 3, v. Nakonec budiz Z jeden z priiseéikii o a . Dokazte, ze
kruznice opsané trojuhelnikum X1Y1Z a XoY2Z se dotykaji v jednom bodé.

(Radek Olsak)

RESENT:

Chceme ukéazat, ze bod Z je jediny prisecik kruznic opsanych trojuhelnikim X117 a X2Y2Z.
Oznac¢me S druhy pruasecik o a . Zinvertujeme tlohu podle stfedu Z. VSimneme si, ze o i y se
zobrazi na pfimky. Inverze zachovava kolmost kruzimek, takZe se nemize (8 zobrazit na pfimku,
jinak by v roviné existovaly tfi navzajem kolmé primky.

8V serialu jsme zjistili, Ze promitnuti je vlastné inverze ,preklapéjici“ kruznici, proto zachovava
dvojpoméry.
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Protoze se zachovala kolmost kruzimek, tak o’ L +'. Zaroven vime, ze pfimka je kolmé na
kruZnici pravé tehdy, kdyz prochazi jejim stiedem. ProtoZe stejné tak 3’ L 4" a 8’ L o, stfed
kruznice B8’ je S’. Cela uloha je nyni symetricka podle S’. Takze body X1, X}, Y{ a YJ tvofi vrcholy
étverce. Piimky X{Y{ a XY jsou protéjsi strany tohoto ¢tverce, takze maji jediny prisecik, tim
je nevlastni bod Z’. Z toho plyne, Ze i pfed inverzi mély kruzimky opsané X1Y1Z a X2Y2Z jediny
prusecik. Takze kruznice opsané X1Y1Z a X2Y2Z se opravdu dotykaji v jednom bodé.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni postupovalo stejné jako vzorové. Néktefi zinvertovali tlohu podle S, coz
velmi podobnym zptsobem vede také k spravnému feseni. (Radek Olsak)
Uloha 3.

Méjme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Piedpokladejme, ze kruznice nad pruméry AB a DC' se pro-
tinaji v bodech X a Y. Ozna¢me P prusecik AC, BD a Q prusecik AD, BC. Dokazte, ze P, Q,
X, Y lezi na jedné kruznici.

(Radek Olsak)
RESENT:
Na okamzik zapometime na bod Y a provedme dualitu se stfedem v X. Pak diky Tvrzeni o dualité
ahld je [KA'B’| = |[<AB| = |[<AXB| =90° a |<{C'D’| = |[<<CD| = |<<CXD| = 90°.

Cl

D/

P/

7 k7N
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Protoze Q je prisecik AD a BC, je Q' spojnice priiseciku A’ s D’ s priseéikem B’ s C’. Protoze
A" L. B"aC’ 1L D', jsou A" a C’ vysky v trojuhelniku tvofeném piimkami B’, D’ a Q’. To znamena,
7e priuseéik A’ s C' je ortocentrum v tomto trojuhelniku.

Bod P je priisecik piimek AC a BD, takZze P’ prochéazi prisecikem A’ s C’ a prisec¢ikem B’
s D'. To ale znamena, Ze je tfeti vyskou v trojuhelniku tvofeném B’, D’ a Q’ ¢ili P! 1 Q’.

Z toho plyne 90° = |<{P'Q’| = |<<PQ| = |<<PXQ)|. Takze X lezi na kruznici nad primérem
PQ.

Analogicky dostaneme, ze i Y lezi na kruznici nad prumérem PQ, takze X, Y, P a @Q skuteéné
lezi na jedné kruznici.
POZNAMKY:
Vétsina feseni postupovala vzorové a byla spravné. (Rado van Svarc)
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Projektivni geometrie 1l -
Pohybliva geometrie

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava tieti a zavéreény dil seridlu o projektivni geometrii (tzv.
progeo!). Nez ale vyrazime na nasi posledni pouf a pozndme novy svéta kus, za-
vzpominejme nejprve na zazitky z posledni vypravy. Ve druhém dile jsme se sezna-
mili s komplexnimi ¢éisly a Mobiovskymi zobrazenimi. Déle jsme bliZze poznali éeled
kruzimkovitych a skamaradili se s inverzi a dualitou. Trasu tietiho vyletiku velitel
rozvrhl opét do svéta s nevlastni pfimkou. Tentokrate bychom zde méli potkat jiné
druhy nez posledné. Budeme se, oproti pfedchozim diltim, hlavné zabyvat zobraze-
nimi, které nezobrazuji celou rovinu. Nauc¢ime se vice rozumét, jak jsou spolu jed-
notlivé objekty v obrazcich provazané a jak dokazovat tlohy pomoci hybani s body.
Nakonec se podivame na zoubky Desarguesové involuci (nedbaje lidové moudrosti

»

darované involuci na zuby nehled)

INejedna se bohuzel o oficidlni termin hodny zapisu do matriky geometrickjch pojmii.
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Drzaky dvojpoméri

V prvnim dile jsme si definovali dvojpomér. Umime ho uréit pro ¢tvefici bodu na
pfimce, ¢tverici bodl na kruznici nebo ¢tvefici pfimek prochéazejicich jednim bodem.
Obecné budeme drzdk fikat mnoziné objekti, kde kazdé ¢tverici z nich umime urcit
dvojpomér. Takze mnozina bodi na pfimce je drzak, mnozina bodt na kruznici taky
a mnozina primek prochézejicich pevnym bodem také.

Poznamka 1. (abstrakce) Drzaky by mohly byt teoreticky i dost zbésilé objekty
a dvojpoméry dost zbésilé funkce. Po dvojpomeéru obecné vyzadujeme, aby splioval
jednoznacnost dvojpomeért a prepocitavaci lemmata z prvniho dilu. V celém dile se
budeme ale zabyvat dost jednoduchymi drzaky, tak tuto abstrakci nebudeme pfilis
vyuzivat.

Podivejme se nyni na zobrazeni mezi drzaky, zejména nas budou zajimat ta, ktera
zachovavaji dvojpomeéry.

Definice 2. Projektivni nazveme zobrazeni mezi drzaky f : U — )V takové, ze
zachovava dvojpoméry. Takze pro vSechny ¢tvetice A, B, C, D € U plati, Ze

(4,B,C,D) = (f(A), £(B), /(C), (D).

Vsimni si, ze potfebujeme, aby na U/ i na V byl dvojpomér definovan, proto vyza-
dujeme, aby to byly drzaky.

Prace se zobrazenim, a ne jen se ¢tverici bodd nam v mnohém usnadni praci.
Protoze Casto se pak staci soustfedit misto ¢tyf bodi jen na jeden a zaroven mizeme
vyuzivat triky s dvojpomeéry. Ukazeme si, ze projektivni zobrazeni uz vlastné zname,
jen jsme je tak nenagzyvali.

V prvnim dile jsme si ukazovali promitaci tvrzeni. To fikalo, ze kdyz mame ¢tyfi
body A, B, C, D lezici na pfimce a bod P mimo ni, tak

(4, B,C, D) = (PA, PB, PC, PD).

Nyni mtzeme toto tvrzeni preformulovat do svéta zobrazeni.

Tvrzeni 3. (promitaci) Méjme pfimku q a bod P mimo ni. Pak zobrazeni, které
bodu X € q pfifadi piimku PX, je projektivni.

Tvrzeni, které pojednavalo o ¢tvericich bodd, jsme tim zapsali prehlednéji vyu-
zitim méné bodu. Zatim Ti mozné tohle neptijde tak tichvatné, jen se tu plahoc¢ime
v definicich. Ale ¢asem v tomto dile uvidis, jak tenhle pohled na dvojpoméry dokaze

vvvvvv
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Jesté si ukazeme par takovychto tvrzeni, ktera nejsou nijak hluboce piekvapiva. D-
kazy obcas nechdme jako cviceni, vétSinou stac¢i zobrazit obecnou C¢tvefici v tomto
zobrazeni a uvédomit si, ze dvojpomeér se zachoval.

Na konci této kapitoly si ukazeme, jak jsou tyhle ,jednoduché“ nastroje silné.
Bez namahy pak pijdou fesit netrivialni tlohy.

Tvrzeni 4. SloZeni dvou projektivnich zobrazeni je projektivni.
Tvrzeni 5. Inverzni zobrazeni k projektivnimu je projektivni.
Cviceni 6. Dokaz predchozi tvrzeni.

Tvrzeni 7. (tf1 body sta¢l) Méjme dvé projektivni zobrazeni f,g z drzdaku U do
drzaku V. Pokud existuji tii riizné prvky A, B,C € U takové, Ze se na nich f a g
shoduji, pak se tato zobrazeni shoduji na vSech bodech.

Dikaz. Dikaz plyne velmi rychle z jednoznacnosti dvojpomért. Libovolny prvek
X € U umime charakterizovat dvojpomérem (A, B, C, X). Pak protoze jsou zobra-
zeni f i g projektivni, tak

(£(4),£(B), F(C). (X)) = (A, B,C.X) = (9(4),9(B). 9(C), g(X)).

Takze pokud f(A4) = g(A4), f(B) = g(B) a f(C) = ¢g(C), tak z jednoznac¢nosti
dvojpoméru se f(X) = g(X). O

Ukazeme si par uzitecnych projektivnich zobrazeni, zkus si rozmyslet, ze opravdu
jsou projektivni.
(i) Mé&jme kruznici w a na ni bod P, pak zobrazeni, které X € w pfitadi pfimku
PX, je projektivni (bodu P pfifadi te¢nu k w).

(ii) Libovolna inverze je projektivni zobrazeni. (Drzék musi byt mnoZina bod
na kruznici nebo na p¥imce.)

(iii) Mé&jme dvé piimky p, ¢ a bod P, ktery na nich nelezi. Déle pokud f:p — ¢
je zobrazeni takové, ze X € p se zobrazi na Y € ¢ tak, ze PXY lezi na
pfimce, pak f je projektivni.

(iv) Uvazme drzak pfimek prochézejicich bodem P. Ozna¢me ¢ jednu pevnou
ptimku prochézejici P. Zobrazeni, které ptimce p prifadi pfimku osové sou-
mérnou podle ¢, je projektivni.

(v) Libovolné podobné zobrazeni neboli libovolné pevné posunuti, stejnolehlost
¢i rotace. Je tfeba davat pozor, jak pak vypada vystupni drzak.

(vi) Jakakoli kolineace je projektivni. Zatim si musime trochu dévat pozor, jaké
drzaky na sebe zobrazujeme, pozdéji si ukazeme, jak tenhle problém trochu
obejit.

(vil) (prostielovaci) Mé&me kruznici w a bod P, ktery na ni nelezi. Pak zobrazeni
f : w — w definované tak, ze bodu X pfifadi druhy prisecik XP a w, je
projektivni. Pro ditkkaz vyuzij bud kolineaci, nebo si vzpomeri, Ze existuje
inverze se stfedem v P, kterd w proklapi na sebe.
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I kdyz to tak mozna jesté nevypadé, jsme uz vyzbrojeni opravdu silnymi nastroji.
Nejdrive si ukdzeme, jak se tyto nastroje pouzivaji na jednoduché tuloze, a hned
pak si pfedvedeme, jak si poradi s ilohou z IMO 2010. Nenech se odradit tim, zZe
tady feSeni sepisujeme docela dlouhd, snazime se vysvétlit, pro¢ délame kroky, které
délame.

Piiklad 8. (Blanchet potfeti) V trojihelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vr-
cholu A. Na strandch AC' a AB jsou postupné body E, F' takové, Ze pfimky BE a
C'F se protinaji na AD v bodé G. Dokaz, 7e |[<EDA| = |<FDA].

Reseni.  Oznac¢ime F; bod lezici na AB splitujici |[<EDA| = |<F; DA|. K dok4zéani
ulohy staci dokazat, ze F; = F. Za¢neme hybat s bodem G po pfimce AD. Tim
body A, B, C zstanou pevné, ale body E, F, F; se budou néjak hybat. Zkusime
tyto pohyby nasimulovat pomoci projektivnich zobrazeni. Konkrétné zkusime nalézt
dvé projektivni zobrazeni, ktera zobrazi G na F', resp. na Fj. Pak mizeme vyuzit
lemmatu ¢4 body staci.

A

B D C

Jak z G sestrojime F'? Dokreslime piimku CG a nalezneme prusecik CG a AB.
Zobrazeni G +— CG je projektivni zobrazeni z drzaku body na AD do drzéku primky
skrz C. Nasledné zobrazeni CG — F je projektivni zobrazeni z drzdku primky skrz
C do drzdku body na AB. SloZzenim téchto zobrazeni jsme projektivnim zobrazenim
nasimulovali pohyb F' v zavislosti na G.

Analogicky dostaneme projektivni zobrazeni zobrazujici G na F. Zbyva nasimu-
lovat stejné thly, abychom dostali projektivni zobrazeni z E do F;. To dostaneme
jako sloZeni zobrazeni z FE do pfimky DFE, nasledné tuto pfimku pteklopime podle
AD. To je projektivni a drzék se nezménil (pfimky skrz D). Vyslednou pfimku pro-
mitnutim na AB zobrazime na F}. TakZe mame projektivni zobrazeni z E do F; a
z G do E. Jejich slozenim dostavame projektivni zobrazeni z G do Fj.

Pomoci lemmatu 74 body staci porovname projektivni zobrazeni z G do F az G
do F1 .

(i) Pro G lezici na BC plati, ze F = F} = B.
(ii) Pro G = A plati F = F; = A.
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(iii) KdyZ G je obraz A podle BC, dostavame cely obrazek symetricky podle BC,
specialné i F/, F jsou symetrickd podle BC. Takze F je preklopené F' podle
BC'. Protoze je AD kolmé na BC, spliiuji podminku o thlech. Plati tedy, ze

F=F.
E
A
BY_\D c
G
F=F

Protoze se tato dvé zobrazeni rovnaji pro tfi volby G, tak se rovnaji vSude. Pro
vSechna G pak plati, ze F} = F, takze i ptvodni tloha.

Poznamka 9. Jako tfeti bod jsme mohli uvéazit taky tfeba ortocentrum a pak
ahlit jako v prvnim dile.

U vybéru tfi vhodnych bodu je tfeba si davat pozor a nevybrat néjaky bod
dvakrat. Casté volby t¥i bodii jsou pozice, kdy se néjaké body rovnaji jinym v zadani,
lezi na pfimkach nebo jsou body v nekonecnu.

Piiklad 10. (IMO 2010/2) Ms&jme trojihelnik ABC'. Oznaéime I jeho vepsisté a
w jeho kruZnici opsanou. P¥imka Al protne w podruhé v bodé D. Mé&me body E
lezici na oblouku BDC' a F lezici na BC' takové, ze

1
|[<BAF| = |<CAE| < 5\<1BAC\.

Daéle ozna¢me G stied IF. Dokaz, ze prusecik pfimek EI a DG lezi na w.

Reseni. Oznadéme K, priseéik EI a w a K, pruseéik DG a w. Staci ukazat, ze
Ky = Ks.

Predstavme si, Zze bod E se hybe po celé kruznici opsané. Bod E ted bydli na
drzédku w. Zobrazeni, které bodu E pfifadi pfimku AFE, je projektivni. Pfeklopend
AF podle osy uhlu u A prochazi bodem F. Pieklopeni je také projektivni, takze
26



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

A

D

E — AFE — AF je projektivni. Zaroven BC je pevna primka, takie AF — F je
projektivni. F' bydli na drzdku BC. Stejnolehlost se stfedem v I a koeficientem
% zobrazi F' — G. Bod G bydli na drzaku p, kde p je pfimka rovnobézna s BC),
ktera vznikne aplikovanim stejnolehlosti na BC'. Zobrazeni G — DG je projektivni
z promitani. A nakonec zobrazeni z DG — K je projektivni. Ozna¢me g zobrazeni
E — Ks. Pak g je sloZzenim zobrazeni

E— AE— AF — F+— G+— DG — K,

takze je projektivni.

Zaroven ale i zobrazeni f definované jako F — K je projektivni, protoze je to
prostieleni skrz pevny bod I.

Pravé jsme pomoci zobrazeni G nasimulovali konstrukci bodu Ky v zavislosti na
bodu E (¢g(E) = K3) a pomoci f nasimulovali konstrukeci bodu Ky (f(E) = Kj).
K tomu, abychom ukazali, ze K1 = K, sta¢i ukdzat, Ze tyto funkce jsou shodné.
K tomu ale mame tvrzeni ¢ body staci. Sta¢i nam tedy ovéfit tvrzeni pro tfi body
na w.

(i) Pokud E = C, pak AE = AC, AF = AB, F = B, G je stted BI. K je
prusecik DG a w. K; je prusec¢ik CI s w, takze stied oblouku AB. Chceme
ukazat, ze K1 = Ky. Takze staci ukézat, ze DGK; lezi na pfimce. Nyni
vyuZijeme trochu znalost o st¥edech obloukt. Vime, ze |K;I| = | K3 B|, ana-
logicky |DI| = |DB|. Takze D a K; lezi na ose BI. Na ni ale lezi i bod G.
Takze jsme ukazali, ze f(C) = g(C).

(ii) Pokud E = B, tak je dtikaz tiplné stejny jako pro E = C. Takze f(B) = g(B).
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(iii) Nakonec necht £ = D. Pak AE = Al = AF, F = AIN BC, G je stied F1I.
Plati DG = DI, takze Ky = A. K5 je také A. Takze f(D) = g(D).

Tohle ale znamena z tvrzeni 7% body staci, ze f a g se shoduji na vSech bodech
vstupu. Takze tloha je cela dokazana.

Poznamka 11. VsSimni si, Ze Gloha nés omezovala na F leZici na malém oblouku.
Takovy maly oblouk ale neni nas standardni drzak, se kterym umime pracovat, tak
jsme si tlohu lehce zobecnili pro E lezici kdekoli na w.

Této metodé budeme Fikat metoda projektivniho hybani s body?. Myslenka bude
takova, Ze se pokusime nejdiive tlohu prevést na to, ze se néjaké dva body rovnaji,
nasledné za¢neme s néjakym bodem hybat. Konstrukce v tloze v zavislosti na tomto
bodé zkusime nasimulovat pomoci projektivnich zobrazeni. Tim pfevedeme tlohu na
otazku, zda se né€jaka projektivni zobrazeni rovnaji. Tu vyfesime pro libovolné tii
ruzné body. Dost Casto si budeme chtit vybirat body, které ilohu néjakym zptisobem
degeneruji.

Poznamka 12. Reseni piikladu 10 by se dalo pfepsat také tak, Ze dodefinujeme
T, stied oblouku AB a Ty stfed oblouku AC. Pak ukézeme, Ze dvojpomér

(T27T17A7K1) = (BaC7D7E) = (T27T1aA7K2)

a pouzitim jednoznacnosti dvojpomeért obdrzime feseni ulohy. Takze potfebné na-
stroje jsme méli uz v prvnim dile, jen tento novy pohled je v . mnoha ohledech pfi-
jemnéjsi. Protoze nejdifive zkontrolujeme, ze tlloha staci ovérit ve tfech bodech, a
az pak ty body hleddme a nemusime promitat celé ¢tvefice, ale stac¢i sledovat obraz
jediného bodu.

Poznavame projektivni zobrazeni

Uz jsme si ukézali, jak ziskdvat nova projektivni zobrazeni sklddanim jiz zndmgych
projektivnich zobrazeni. To je ten nejsilnéjsi nastroj, ktery budeme potiebovat. Ob-
Cas urCit, Ze je zobrazeni projektivni, nebude tak jednoduché. Ukazeme si priklad

projektivniho zobrazeni a jak to o ném dokézat.

Priiklad 13. Mame dvé pfimky p, ¢, které se protinaji v P. Dale mame pevny bod
D mimo né. Pak zobrazeni g, které bodu X € p pfitadi Y € q, definované tak, ze
body X, Y, P, D lezi na jedné kruznici, je projektivni.

2Pouhé hybdni s body uz vyuziva Frantisek Konopecky a oznaduje odlisnou metodu, ktera
nevyuziva projektivnich néstroju. Viz https://prase.cz/library/HybaniFK/HybaniFK.pdf.
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Reseni. Chceme toto zobrazeni rozebrat na vice zobrazeni, o kterych vime, Ze pro-
jektivni jsou. VyuZijeme proto inverzi ¢ se stfedem v P. Pak X', Y/, D’ oznacime
obrazy bodti X, Y, D. A protoze X, Y, P, D lezi na kruZnici, X', Y’, D' lezi na
piimce. TakZe zobrazeni f, které dostane X’ a vrati Y’, je promitnuti skrz pevny
bod D', tudiz je projektivni. Z bodu Y’ do Y se dostaneme znovu zpétnou inverzi.
Takze hledané zobrazeni je slozenim téchto projektivnich g = po f o .

Tento zpiisob feSeni by se dal shrnout tak, ze inverze zobrazuje projektivni zob-
razeni na projektivni zobrazeni. Dilezité je si z toho odnést, Ze kdyz chces dokézat,
Ze néco je projektivni, inverze je tvij velky kamarad. Obdobnym zptsobem Ti miize
pomoct i kolineace ¢i obcas dokonce polarova dualita. Inverze je vSak castéjsi. Muzes
si to zkusit na nasledujicich cvicenich.

Cviceni 14. Mgjme piimku p a pevné body A, B mimo ni. Definujeme zobrazent,
které bodu X € p pritadi Y € p takové, ze A, B, X, Y lezi na kruzimce. Dokaz, ze
je projektivni.

Cvicéeni 15. Méjme piimku p, ktera se dotyka kruznice w v bodé A. Zobrazeni g
zobrazi X # A € pna Y € w tak, ze XY je tetna k w a Y # A. Dokaz, ze g je
projektivni. Jak by se mélo chovat pro X = A?

Poznamka 16. Projektivni zobrazeni z predchoziho cviceni miiZze byt ¢asto uzi-
tecné. Umoznuje Ti totiz projektivné rozhybat trojuhelnik s pevnou kruznici vepsa-
nou.

Cvicéeni 17. Méjme kruznici w a pfimku p. Pak zobrazeni f definujeme tak, Ze
bodu X € w (X ¢ p) pfifadi Y # X € w tak, ze existuje bod G na p takovy, ze XG
i YG jsou tecné k w. Dokaz, ze f je projektivni. Jak by se mélo chovat, kdyz X je
prusecik p a w?
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Cviceni 18. Mg¢gjme pfimku p a kruZnici w tak, Ze A je jeden jejich prusecik.
Definujeme zobrazeni f z X # A € pdo Y € w tak, ze |[<AY X| = 90°. Dokaz, Ze je
projektivni. Kam by se mélo zobrazit A?

Mozné Té prekvapilo, ze se T€ ve cvicenich ptame, jak se zobrazeni chova v bo-
dech, kde jsme ho nedefinovali. Je to velmi uzitecna véc, jakou si u projektivnich
zobrazeni uvédomit, protoze tyto degenerované ptipady jsou Casto pravé ty, které
chceme ovérovat pro lemma ¢7 body staci.

Pojdme si jesté ukéazat, jak intuitivné poznat, Ze zobrazeni projektivni neni. Nej-
lepsi je vSimnout si, zda je zadané zobrazeni bijektivni. Nejlépe tak, ze si zkusis pro
zadané zobrazeni najit inverzni, pokud neexistuje jednoznacné inverzni, toto zob-
razeni projektivni neni®. Dalsi, ¢eho se da vsimat, je, jak moc ,jednoznacné“ lze
zkonstruovat. Ukéazeme si na ptikladeé.

Priklad 19. Méjme kruznice w a § tak, ze 0 lezi uvnitf w a neprotinaji se. Pak
zobrazeni f z X € w do Y € ¢ definujeme tak, ze XY je ,pravotocivd® te€na
k 6. Pak f je bijektivni, ale intuice by Ti méla Fict, Ze tato definice neni dobie
zkonstruovatelna, takze f projektivni neni. To, co by Té mélo bit do odi, je, Ze
mame , pravotoc¢ivou“ a ,levotocivou“ tec¢nu, ale dost umeéle si vybirame jednu z nich.
Samoziejmé, Ze toto neni dobfe definovatelné pravidlo, muzou existovat i divna
projektivni zobrazeni, ale ¢asto je to dobry nahled na to, co projektivni neni.

Poznamka 20. Vsimni si, Ze kdyZ uz mame projektivni zobrazeni zobrazujici bod
A do B, tak protoze existuje vzdy inverzni zobrazeni, tak mame i projektivni zob-
razeni z B do A, takZe obCas budeme fikat, Ze jsou A, B projektivné svazané, ¢imz
myslime, ze existuji tato projektivni zobrazeni.

V tlohéch je dulezitym krokem pii pouziti této metody vybrat spravny bod kte-
rym hybat. Vétsinou se chces snazit hybat jemné, aby se co nejméné casti ulohy
hybalo. Pak je vétsi Sance, ze vznikla zobrazeni budou projektivni. Tti jednoduché
ptipady uz pak cCasto existuji.

Uloha 21. (existence kamardda) Rikdme, Ze body P, Q jsou kamarddi v ABC,
pokud |[<PAB| = |<QAC|, |[<PBA| = |<QBC| a |<PCB| = |<QCA|. Dokaz, ze
kazdy bod P, ktery nelezi na stranich trojuhelnika ABC, ma kamarada.

V prvnim dile jsme Ti ukazali kouzelny dikaz Pascalovy véty pomoci promitani
dvojpoméru. Ted uz ale mas nédstroje na to si ji dokdzat sdm (sama).
Uloha 22. (Pascalova véta) Méjme tétivovy Sestitthelnik ABCDEF. Ozna¢me
X = ABNDE,Y = BCNEF, Z = CDN FA. Dokai, e X, Y, Z lezi na jedné
pfimce.
Uloha 23. Mg¢jme trojthelnik ABC' s vepsistém I. Kruznice vepsana se dotyka
strany BC' v D. Body P, @ lezi postupné na BI, CT tak, ze |<PAQ| = %|<IBAC’|.
Dokaz, ze |[<<QDP| = 90°.

3Dala by se definovat projektivni zobrazeni, ktera nejsou prosta, ale standardné takova nepotkas.
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Uloha 24. (Unlikely Concurrence) Méjme trojihelnik ABC. Ozna¢me body do-
tyku kruZnice vepsané se stranami AB, BC postupné X, Y. Dokaz, ze XY, stfedni
pricka vzhledem k vrcholu C' a osa thlu u vrcholu A prochazi jednim bodem. Na-
sledné ozna¢ tento bod R a dokaz, ze |[<<CRA| = 90°.

Uloha 25. Uvazme rovnostranny trojihelnik ABC a v ném bod P. Ozna¢me A;
preklopené P podle BC. Analogicky B; pteklopené P podle AC a C; pfeklopené P
podle AB. Dokaz, ze ptimky AA;, BBy, CC prochézi jednim bodem.

Uloha 26. (Jacobi) Mgjme trojtihelnik ABC. Sestrojme body X, Y, Z tak, Ze
|<YAC| = |<ZAB|, |<ZBA| = |[<XBC| a |[«YCA| = |<XCB|. Dokaz, ze AX,
BY, CZ prochéazi jednim bodem.

Uloha 27. Necht ABCD je rovnoramenny lichob&znik s AB || C'D. Kruznice k
prochazejici body A a B protind AD v X a AC v Y. Tecna ke k z bodu B protina
CD v bodé Z. Ukaz, 7ze X, Y a Z lezi na jedné primce. (PraSe 38 Mys-Mas/6)

Uloha 28. Mg¢jme trojihelnik ABC. Ozna¢me M, N stfedy stran AB, AC. Na
teéné ke kruznici opsané ABC v bodé A zvolme bod X. Ozna¢me wp kruZnici
prochézejici M B dotykajici se pfimky M X. Analogicky we je kruznice skrz body
NC dotykajici se NX. Dokaz, 7ze wp a we se protinaji na BC.

Uloha 29. Mgéjme P, Q kamarddy* v ABC. Oznaéme X patu Q na BC. Kruznice
nad pramérem AP protind opsanou ABC v K razném od A. P¥imka AQ protina
opsanou ABC v T razném od A. Dokaz, ze T', X, K lezi na pfimce.

Uloha 30. Hedvika nasla v roviné kruznici k& a bod P vné k. Z bodu P nakreslila
dvé tecny ke k, body dotyku pojmenovala A a B. Bod ) umistila tak, aby A byl
stfed tsecky PQ. Nésledné piigel Tonda a na tiseéce AB nakreslil bod L. KruZnice
opsana trojuhelniku PLB protnula k podruhé v bodé T. Ukaz, ze at uz byl Tonda
jakkoli zédkeiny, vzdy plati |[<PBT| = |<QLA]|. (PraSe 38 Teény/7)

Uloha 31. Uvnitf ostrothlého trojihelniku ABC lezi body P, Q takové, ze plati
|<PBA| = |<QBC|, |[<PCB| = |<QCA| a |<PAC| = |<QAB]|. Necht jsou Oy,
O stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelniki PBC a QBC. Dokaz, ze plati
|<IBA01| = |<ICAOQ| (ZKS 9. ro¢nik G5)

Uloha 32. Mgjme ¢tyitihelnik ABCD takovy, ze |<BAD| + 2|<BCD| = 180°.
Oznac¢me FE prusecik osy <BAD s BD. Osa AFE protina BC'a CD v X a Y. Dokaz,
ze A, C, X, Y lezi na jedné kruznici.

Uloha 33. Mgéjme trojtihelnik ABC. Na strané BC zvolme bod D. Na ose tihlu
BAC zvolme bod I. Pfimky BI, AI protinaji kruZnici opsanou ABD postupné
v bodech P, Q). Analogicky pfimky C'I a AI protnou kruznici opsanou AC'D v bodech
R, S. Dokaz, ze pfimky RS, PQ, BC prochéazi jednim bodem.

Uloha 34. M¢éjme bod P na strané AB v trojihelniku ABC. Na stranach AC a
BC zvolime S a T tak, aby |AP| = |AS| a |BP| = |BT|. KruZnice opsand PST

4Viz tloha existence kamarada.
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protne AB a BC znovu v @ a R. Pfimky PS a QR se protnou v L. Ukaz, ze pfimka
CL pili PQ.

Uloha 35. Mgéjme étyfahelnik ABCD. Ozna¢me H ortocentrum ABC. Dale na
AB a BC zvolme P, Q tak, aby PH || AD a QH || CD. Dokaz, ze kolmice na PQ
skrz bod H prochazi ortocentrem ACD.

Uloha 36. V trojuhelniku ABC ozna¢me A’ a B’ paty vysek z A a B. Na kruznici
opsané ABC na oblouku ACB je bod D. Déle P = AA'NBD a Q = BB'N AD.
Dokaz, Ze stfed PQ lezi na A’'B’.

Uloha 37. V trojihelniku ABC se kruznice vepsané se stfedem I dotyka stran
AC a AB v bodech F, F. Obrazy bodu E, F' ve stiedové symetrii pfes I ozna¢me
G, H. Bud Q pruseéik GH a BC a M stfed BC. Dokaz, Ze jsou pfimky IQ a IM
na sebe kolmé. (Taiwan TST 2014)

Zahadny bod

Pojdme se nyni podivat na trochu jiny styl iloh. Budou to tilohy, kde je tfeba doka-
zat, ze néjakd mnozina pfimek prochazi pevnym bodem. Standardni postupy nam
tikaji, ze jako prvni chceme zjistit, co je ten spolec¢ny prusecik zac, a pak jen o kazdé
pfimce dokazat, ze timto bodem prochazi. Ukéazeme si zptisob, jak lze obcas pre-
skocit tento krok urcujici vlastnosti hledaného bodu. DokazZeme, Zze mnozina piimek
prochézi pevnym bodem, i kdyz viibec nezjistime, o jaky bod se jedna. K tomu ndm
poslouzi nasledujici lemma.

Lemma 38. (o zdhadném bodu) Méjme dvé piimky p, q. Oznacme A jejich pri-

sec¢ik. Necht je f : p — q projektivni zobrazeni. Pak pokud f(A) = A, pak vSechny
pfimky X f(X) prochdzeji pevnym bodem.
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Diikaz.  Uvazme rtzné body B # A € p, C # A € p. Ozna¢me Z prusecik Bf(B)
a C'f(C). Definujme zobrazeni g jako promitnuti z p do ¢ skrz bod Z. Zobrazeni f i
g jsou projektivni. Zéroveri f(B) = g(B), f(C) = g(C) a f(A) = A = g(A). Takze
z lemmatu t7% body stacdi je f shodné s g. Takze v8echny pfimky X f(X) prochdzi
skrz Z. ]

Priklad 39. Na strané BC v trojuhelniku ABC méjme body P, @ tak, Ze plati
|[<BAP| = |<QAC]|. Osa thlu ABC protind AP a AQ postupné v bodech M a L.
Osa thlu ACB protind AP a AQ postupné v K, N. Dokaz, ze BC, MN a KL
prochézi jednim bodem.

B P Q C

Reseni. Podivame se na osy uhltt <ABC a <ACB jako drzaky U, V. Pak dodefi-
nujeme zobrazeni ¢, které bod X € U zobrazina Y € V tak, ze |[<XAB| = |[<Y AC|.
Vsimni si, Ze tohle zobrazeni je projektivni. Ozna¢me I pruseéik osy <ABC' a osy
<JACB. Pak p(I) = I, protoze je to stied kruznice vepsané. Takze podle lemmatu
o zdhadném bodu vSechny pfimky X¢(X) prochézi pevnym bodem. Pro dokonceni
dukazu si sta¢i véimnout, ze p(M) = N, ¢(L) = K a ¢(B) = C. Takze BC, MN a
KL prochéazi jednim bodem.

Uloha 40. Mgéjme pevny bod D a pevné piimky k, [, které prochazeji spole¢nym
bodem A. Na p¥imkéach k, [ jsou postupné body X a Y takové, ze |[<XDA| =
|<«Y'DA|. Dokaz, ze piimka XY prochazi pevnym bodem.

Uloha 41. (té7zkd) Mgéjme trojihelnik ABC. Na strané BC lezi bod P. Kruznice
nad primérem BP protne podruhé kruZnici opsanou APC v ). Pfimka PQ a AC
se protinaji v M. Ozna¢me H ortocentrum trojthelnika ABP. Dokaz, ze kdyz se P
hybe na BC, tak primky H M prochazi pevnym bodem.

Dokreslujeme kuZelosecky

V této kapitole si ukdzeme, jak muize byt obcas praktické si do tlohy dokreslit
kuzelosecku, kde jako kuzeloseCku bereme jakkoli zkolineovanou kruznici. Aby se
nam kuzelosecky hodily, dodefinujeme si na nich dvojpomér, takze kuzelosecky budou
zapadat do drzékd. Jak dodefinovat dvojpomér na obecné kuzelosecce? Udélame
maly podvod, nerekneme pfimo, jak ho jednodusSe spocitat, ale ukazeme, ze néjak
urcit lze.
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Definice 42. (dvojpomér na kuZzeloseckich) Uvazme kuzelosecku ¢ a na ni ¢tyfi
body A, B, C, D. Pak existuje kolineace, ktera zobrazi § na kruznici. Na této kruznici
ale A, B’, C', D’ umime pfitadit néjaky dvojpomér. Takze (A, B, C, D) definujeme
na kuzelosecce jako dvojpomér (A’, B’,C’, D'), kde jsme ¢ zobrazili kolineaci.

Je tahle definice jednoznac¢na? Vzpomen si, ze pokud kolineace zachova kruznici,
tak na ni zachova i dvojpomér. Zaroven slozeni kolineaci je stale kolineace. TakzZe ne-
miuZou existovat dvé rizné kolineace zobrazujici § na kruznici takové, Ze dvojpoméry
(A, B',C", D') by se lisily.

Projektivni zobrazeni na kuzeloseckach jsou velmi podobné projektivnim na kruz-
nici. Hlavné se ndm budou hodit tyto dvé:

(i) M&jme kuzelosecku ¢ a bod A, ktery na ni lezi. Pak zobrazeni z ¢ do svazku
v A takové, Ze zobrazi X na AX, je projektivni. Bod A se zobrazi v tomto
zobrazeni na tecnu k 4.

(ii) (prostfelovaci) Mé&jme kuzelosecku d a bod A, ktery na ni nelezi. Pak zobra-
zeni z § do J takové, ze bod X zobrazi na Y tak, ze Y je druhy prisecik X A
a . Pokud existuje jen jeden prisecik, X se zobrazi samo na sebe.

Cviceni 43. Zkus si dokazat, Ze jsou tato zobrazeni opravdu projektivni.

Véta 44. (Steinerova kuzelosecka) Méjme riizné body A, B v projektivni roviné.
Oznac¢me U drzak piimek prochazejicich bodem A a 'V drzak pfimek prochazejicich
bodem B. Déale méjme projektivni zobrazeni ¢ z U do V. Pak pokud obraz AB
neni BA, tak mnozina priseciki p N o(p) je kuzelosecka. A plati, ze A, B na této
kuzelosecce lezi a ¢ zobrazi AB na tecnu v B k této kuzelosecce.

Duikaz. Myslenka diikazu je takova, Zze se pokusime tilohu zkolineovat tak, ze zadané
zobrazeni je néjaké pékné, u kterého mnozinu prisecikti zndme. Dobrym kandidatem
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je zobrazeni pfimky p skrz A na pifmku ¢ skrz B tak, Zze p L ¢.> Pak mnozina jejich
prisecikt je Thaletova kruznice. Tak to pojdme udélat.

Oznaéme p~! zobrazeni inverzni k ¢. Déle oznadime k = p(AB) a { = ¢~} (BA).
Pak protoze AB se nezobrazi na BA, tak k a ¢ jsou ruzné piimky. Oznacme R
jejich prisecik. Vyberme libovolnou® piimku ¢ prochazejici A. Ozna¢me G priisecik
aMe(q).

Tak nyni mame ¢tyfi body A, B, R, G. Kolineace nam dovoluje tyto ¢tyfi body
umistit do libovolnych jinych ¢tyf bodd projektivni roviny (v obecné poloze). Tak
si pojdme rozmyslet, kde je chceme mit, aby se ¢ chovalo jako ta rotace, kterou
hledame.

Kdyz chceme, aby byly vzdycky kolmé, tak AB se zobrazi na kolmici na AB skrz
B a BA se inverzné zobrazi na kolmici skrz A, takZze R chceme zobrazit na nevlastni
bod ve sméru kolmém na AB. Bod G je obecny bod na nasi hledané kuzelosecce,
takZe ten chceme zobrazit na Thaletovu kruznici nad AB.

IR

To je presné kolineace, kterou pouzijeme. Zbyva Fict, ze ¢ po této kolineaci je
opravdu ta hezkd rotace, kterou chceme. K tomu vyuzijeme t7i body staci. ¢ je
projektivni a rotace o 90° taky, takze mame tyto dvé projektivni zobrazeni a ty
porovnavame. Obraz AB je v obou BR. Obraz AG je v obou BG a obraz AR
je v obou BA. Takze mame tii body, kde se shoduji. Mnozina prusec¢iki p N ¢(p)
je kuzelosecka, protoZe jsme ji kolineaci dokézali zobrazit na kruZnici. A zminéné
vlastnosti o tom, Ze A, B na ni lezi, a na co se zobrazi AB, z této kolineace plynou
taktéz. |

Mozné by Té zajimalo, jaka je mnozina téchto prusecikii, kdyz ¢(AB) = BA.
Pak je tato mnozina pfimka. Muzes si zkusit rozmyslet, Ze tohle tvrzeni je dudlni
5Toto zobrazeni je projektivni, protoze se jedna o otoceni o 90° a nasledné posunuti z A do B.

6Dost obecnou, takze nesmi byt rovna tém, o kterych uz jsme mluvili.
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k tvrzeni o zdhadném bodu. Hodi se k tomu, Ze dualita zachovava dvojpomeéry, takze
se chova hezky k projektivnim zobrazenim.

Mame uz dostatek znalosti o kuzeloseckach, tak si mizeme ukazat, jak ndm miazou
pomoci pii feSeni metodou projektivniho hybani s body.

Piiklad 45. (Kariya) Mé&jme trojuhelnik ABC a I ozna¢me jeho vepsisté. Pak
ozna¢me D,, Dp, Dc paty I na strany a, b, respektive c. Body X, Y, Z lezi
postupné na polopfimkach ID4, IDg, ID¢ tak, ze |[IX| = |IY| = |[IZ|. Dokaz, ze
piimky AX, BY, CZ prochézi jednim bodem.

Reseni. Zac¢neme hybat z bodem X po piimce ID4. Pak zobrazeni z X do Y je
projektivni, kde pro X na polopfimce opa¢né k ID, bude Y lezet na polopfimce
opacné k IDpg. To, Ze je projektivni, se d4 nahlédnout bud tak, Ze je to obecné
shodné zobrazeni, nebo ho pfimo najit jako rotaci kolem 1.

Obdobné zobrazeni z X do Z je projektivni, takze mame projektivné svizané
piimky AX, BY, CZ. Jenze ted nardzime na problém. Nase ptivodni metoda pred-
pokladala, Ze najdeme dvé zobrazeni do néjakého bodu na néjakém drzaku. Ale
hledany prisecik AX, BY a C'Z se obecné nehybe ani po pfimce, ani po kruznici.
Pfichéazi na fadu Steinerova kuzelosecka. Dokreslime Steinerovu kuzelosecku, kterou
generuji primky BY a CZ, a oznacime ji w.

Nejdfive dokazeme, Ze A na ni lezi, zatim to vime jen o B a C. Ale pokud tloha
plati, tak ze symetrie na ni musi lezet i A. Necht Y je prise¢ik IDg s AB. Pak
ze symetrie podle osy thlu <CAB je Z prusecik ID¢o s AC. Takze piimka BY je
shodnéd s AB a piimka C'Z je shodna s pfimkou AC, takze A = CZ N BY lezi na w.
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A

D¢

Y

Dodefinujeme si body H; a Hs. Budiz H; druhy prisecik BY a w a Hs druhy
prusecik AX a w. Vime, Zze Hq lezi na BY a CZ a H; lezi na AX. Staci tedy ukazat,
ze se tyto dva body rovnaji nezavisle na poloze X. Konec¢né tedy definujeme dvé
projektivni zobrazeni. Prvni bude ¢ a zobrazuje X — Y +— BY — H;. A druhé
bude ¢ a zobrazuje X — AX — Hj.

Mtzeme tedy vyuzit lemma ¢ body staci. Porad si ale musime davat pozor,
abychom nedokazovali llohu kruhem, a musime pamatovat na to, Ze w je definovana
jako pruseciky primek BY a CZ. Takze tfeba nevime, ze BA se zobrazi na tecnu
k w v A. A tohle dokézat neni trividlni, takZe si vybereme radsi jiné degenerované
pripady, které se dokazuji 1épe.

(i) Kdyz X lezi na AC, tak H; = Hy = C'. Plyne ze symetrie podle tthlu <BC A.
(ii) Kdyz X lezi na AB, tak H; = Hs = B. To je trochu slozit&jsi. Ze symet-
rie znovu vime, ze C'Z protind w podruhé v B. Obraz CZ v projektivnim
zobrazeni do BY tedy musi byt tecna k w v B. Takze H; = B.
(iii) Kdyz X =1, Pak H; = Hy = I.
Tim jsme dokézali, ze se Hy vidy rovna Hs.

Poznamka 46. Vsimni si, Ze se nemohlo stat, Ze by Steinerova kuZelosecka byla
degenerovana do pfimky. Pak by totiz B, C na ni nelezelo. Zato A by na ni stale ze
stejného argumentu lezelo. To by ale porusilo symetrii celé tilohy. Takze se opravdu
jedna o kuzelosecku, a ne o primku.

Poznamka 47. Vsimni si, ze dva ze tii pfipadd ndm Steinerova kuzelosecka dala
vlastné zadarmo, protoze vime, ze existuje pripad, kdy se H; bude rovnat B, resp. C'.
Tyto dva pripady byvaji casto degenerované, takze jsou pfimo urcené k lemmatu ¢74
body staci. Proto si casto staci uvédomit, kdy tyto pripady nastanou, a najit jeden
pripad navic. Pozor na ptipad, kdy se H; rovna A. Ten sice také vidycky existuje,
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ale neumime Fict, ze Hs je v tu chvili také A. K tomu bychom pravé potiebovali, Ze
AX je tena k w.

Tato metoda je velmi uzitecnd, protoze nam poméha se vyporadat s body, co se
po hezkych drzacich nehybou piimo. Ale neni jednoduché ji umét spravné pouzit,
protoze je potieba davat velky pozor na to, co mame jak definované a nezapocitat
néjaky degenerovany ptipad dvakrat.

Uloha 48. (IMO 2019/2) Na stranach BC a AC trojihelnika ABC' lezi po fadé
body A; a B;. Body P a @ jsou zvoleny postupné uvniti use¢ek AA; a BB tak,
ze primka PQ je rovnobézna se stranou AB. Déale P; je bod na pfimce PBj, pro
né&jz plati, ze By lezi uvnitt tsecky PP, a zaroven |<PP;C| = |<BAC|. Podobné
bod @ lezi na pfimce QA; tak, ze A; lezi uvniti tsecky Q@1 a zaroven plati
|[<CQ1Q| = |<CBA|. Dokaz, ze body P, Q, P;, Q1 lezi na jedné kruznici.

Involuce

Nyni se podivame na specialni projektivni zobrazeni, kterym se k& involutorni ¢i
primo involuce.

Definice 49. Involuct nazyvame projektivni zobrazeni ¢ z drzaku U do U, které
je samo sobé inverzni neboli plati p(¢(X)) = X.

Poznamka 50. Obecné se v matematice involuce ¥iké jakémukoli zobrazeni, které
je samo sobé€ inverzni. Jen v tomto seridlu kdykoli fekneme involuce, myslime projek-
tivni zobrazeni. Také identita je priklad involuce, dokonce i projektivni. Té budeme
tikat trividlni involuce.

Rozmysli si, ze par involuci uz zndme — tifeba prostielovaci projektivni zobrazeni
nebo jakakoli inverze. Pojdme si ukézat, jak se involuce chové na kuzeloseéce. Obecné
se na involutorni zobrazeni chces ¢asto divat jako na rozdéleni objekt@” do dvojicek,
kde bod muze byt ve dvoji¢ce sdém se sebou (takovou dvojicku pak nazveme trividlni).
Také si v§imni, ze dvé involuce jsou stejné, pokud se shoduji na dvou dvojickach,
kde alespon jedna je netriviadlni. Pak totiz méame t¥i body, na kterych se shoduji.

Lemma 51. Necht' w je kuzelosecka® a o je netrivialni involuce na této kuzelosecce.
Pak vSechny pfimky X p(X) prochdzi pevnym bodem. Tomuto bodu budeme fikat
stred involuce.

"Dvoji¢ky mohou byt napiiklad body & piimky, zélezi, na jakém drzaku jsme.
8Vétsinou se bude hodit jako kuzelosecka piimo kruznice.
38



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

o(X)

Dikaz. Uvazme bod Y € w, ktery se nezobrazi sém na sebe, a Y/ = ¢(Y'). Déle
méjme bod Z € w rtizny od Y a Y. Pak p ozna¢ime p¥imku YY" a ¢ pfimku Z¢(Z),
kde pokud ¢(Z) = Z, bereme teénu k w v Z. Oznaéime S = p N ¢. Nyni definujeme
involutorni zobrazeni 1) na w jako prostieleni skrz S. Pak v a ¢ se shoduji na obrazech
riznych bodt Z, Y, Y’, takZe jsou z lemmatu ¢ body stac? stejné. TakZe vSechny
piimky X¢(X) prochazi bodem S. O

Vsimni si, Ze tohle znamend, Zze kazda involuce na kruznici je inverze, protoze
prostielovaci zobrazeni je inverze. Tak to vypada, Zze na kruznici jsme uz vSechna
involutorni zobrazeni znali, ukazeme si, Ze stejné tak je tomu i na piimce.

Tvrzeni 52. Kazda netrivialni involuce na pfimce je néjaka inverze.

Diikaz. Uvazme piimku p a na ni netrividlni involuci ¢. Oznaéme Ay, As (A; # As)
prvky jedné dvojicky této involuce a By, By (B # Bs) prvky druhé. Pak dokresleme
kruZnice nad priméry A; As a By Bs. Pak chordéla téchto kruznice protind p v X.
Takze existuje inverze se stfedem X, ktera prohazuje pravé tyto dvojicky. Takze tri
body staci a tato inverze je stejna jako pivodni involuce. O

Tvrzeni 53. Méjme projektivni zobrazeni ¢, pro které plati, Ze prohazuje jednu
dvojic¢ku, neboli pro rizng A, B plati p(A) = B a p(B) = A. Pak ¢ je involuce.

Diikaz. Naleznéme obraz néjakého tietiho prvku C. Oznac¢ime D = ¢(C). Pak
se podivame na dvojpomér (A, B,C, D). Po aplikovani projektivniho zobrazeni ¢
dostavame rovnost

(4,B,C.D) = ((A),¢(B), 2(C),¢(D)) = (B, A, D, (D)) = (4, B,¢(D), D).

Takze z jednoznacnosti dvojpoméri ¢(D) = C, Takze toto zobrazeni je involuci. O
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Tvrzeni 54. Netrividlni involuce ma nanejvys dva pevné body.

Diikaz. Oznac¢me ¢ involuci s alesponi tfemi pevnymi body A, B, C. Pak pro libo-
volny prvek X rizny od A, B, C plati

(4.B,C.X) = ((4),0(B). ¢(C). (X)) = (4, B,C,p(X))

Takze z jednoznac¢nosti dvojpomérit X = ¢(X) pro vSechna X. Ale z toho plyne, ze
© je trividlni involuce. |

Tvrzeni 55. Pokud se dvé netrivialni involuce shoduji na dvou pevnych bodech,
jsou stejné.

Diikaz. Ozna¢me ¢ a 1 involuce s pevnymi body A, B. Ozna¢me C obecny prvek
rizny od A, Ba D = ¢(C). Pak aplikovdnim ¢ na dvojpomér (4, B, C, D) dostavame

1
A,B,C,D :( A), o(B), o(O), D): ABDC)= ———
( ) = (#(4), 0(B), p(C), p(D) ) = ( ) (A.B.C.D)
ProtozZe jsou body A, B, C, D rizné, znameni to, ze (A, B,C, D) = —1. Oznacime
E = 9(C). Pak analogicky dostaneme, zZe (A, B,C, E) = —1 neboli z jednoznacénosti
dvojpoméri D = F. Takze zadané involuce se shoduji ve vSech bodech. (|

Poznamka 56. Pokud bychom pfedchozi lemmata dokazovali jen pro body na
pfimce, mtizeme nahlédnout, Ze plynou z toho, Ze vSechny involuce jsou inverze.

Lemma 57. (ping pong) Méjme kuZelose¢ku w. Déle méjme tii body A, B, C
lezici na primce p. Pak oznaCme @ 4 involuci na w se stfedem A. Analogicky ¢pp a
pc. Pak slozeni ¢ 4 o pp o wo je znovu involuce a ma stied na pfimce p.

A
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Diikaz. Uvédom si, ze z toho, ze mame involuce, tak inverzni zobrazeni k ¢4 je ¢4
a analogicky pro ¢p a ¢c. Dokdzeme nejdiive, ze se jedna o involuci. Stac¢i ukazat,
ze pro kazdé X na w plati

§(X) = palps(pc(X))) = vc(ep(pa(X))) = £H(X).

Ozna¢me U néjaky bod na w. Déle ozna¢me V = ¢c(U), W = ¢p(U). Pak
ea(W) = £(U). Analogicky definujeme F = p4(U), G = pp(F) a H = pc(G).
Pak H = ¢ 1(U). Takze staci ukazat, ze H = pa(W). Neboli ze HW prochézi A.
To ale plyne z Pascalovy véty na UVW HGF'. Takze se opravdu jedna o involuci.
K druhé ¢asti ditkazu udélame trochu triky. Kolinea¢ni BUNO se jedna o kruznici.
Vime, Ze involuce na kruznici se stfedem v K se da interpretovat jako inverze se
stfedem v K. Podivame se tedy na zobrazeni 4, ¢p, ¢c v celé komplexni roviné.
Jedna se o inverze se stiedy A, B a C. Kazda z téchto inverzi je zobrazeni, které
je symetrické podle primky p. Takze i vysledné zobrazeni bude symetrické podle p.
Takze se jedné o inverzi, kterd je symetrickd podle p. To ale znamend, Ze mé stied
na p. O

Uloha 58. Mgjme trojihelnik ABC. Ozna¢me H jeho ortocentrum a O stied
kruznice opsané w. Ozna¢me A; bod naproti A na w. Bod A’ budiz druhy priisecik
A1H a w. Bod A” ozna¢me preklopené H podle strany BC. Symetricky definujeme
body B’, B”, C’', C". Dokaz, ze pfimky A’A”, B'B” C'C" se protinaji v jednom
bodé na Eulerové piimce® trojihelniku ABC.

Lemmata, co tu jsou, si zkus také dokazat. Budou se Ti jesté hodit.

Lemma 59. Mé¢jme kruznici w a na ni involuci ¢. Mimo ni bod P. Dokaz, ze
kruzimky opsané PX (X)) prochdzi pevnym bodem riiznym od P.

Lemma 60. Méjme piimku ¢ a mimo ni bod P. Déle uvazme involuci ¢ na .
Dokaz, Ze nezavisle na volbé X € { vSechny kruzimky opsané PX¢(X) prochazi
pevnym bodem riznym od P.

Uloha 61. Mgjme trojihelnik ABC. Na ose tthlu u A zvolme bod G. Déle zvolme
body K, L na BC tak, ze |<K AB| = |[<LAC|. Dokaz, ze nezavisle na bodech K, L
kruznice opsané GK L prochézi pevnym bodem riznym od G.

Lemma 62. Meéjme piimku ¢ a na ni involuci p. Dokaz, Ze nezavisle na X € /
vSechny kruznice nad primérem X ¢(X) sdili chordalu.

Desarguesova involuce

V této kapitolce si ukdZzeme nastroj, ktery ndm pomuze nalézt involuce v tloze.

9Pokud nevis, co je to Eulerova piimka, doporu¢ujeme Ti prvni dil seridlu o Geometrii troji-
helnika. Viz https://prase.cz/archive/36/uvodls.pdf.
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Vé&ta 63. (Desarguesova involuce — DIT1?)  Mé&jme étyii body A, B, C, D. Ozna¢me
p1 = AB, po = CD, ¢1 = AD, q¢o = BC, r, = AC, ro = BD. Dale méjme
v roviné primku ¢ neprochéazejici body A, B, C, D. Oznac¢ime P; = ¢ N p;. Analo-
gicky definujeme Py, QQ1, Q2, Ry, Ry. Libovolna kuzelosecka prochéazejici body A, B,
C, D protina ¢ v S1, S3. Pak na piimce ¢ existuje involuce, ktera prohazuje dvojicky
(P1, P2), (Q1,Q2), (R, Ra), (S1,52).

Dikaz. UvaZme na ¢ involuci (inverzi) &, kterd zobrazi Sy, S, P; postupné na Ss,
S1, P». Ta existuje, protoze inverze, stejné jako Mobiovské zobrazeni, je ddno tfemi
obrazy. Protoze jde o inverzi, zobrazi P, na P;. UkdZeme, Ze £(Q1) = Q2. VSimni si,
ze

(P17Q17S].a52) % (BaDa‘S’bSQ) % (Q27P2751a52> = (P27Q27527SI)'

Uz vime, ze £ zobrazi P;, S1, S na Py, S, S1. Protoze je projektivni, zachovava
dvojpomér, takze z jednoznac¢nosti dvojpomért se £(Q1) = Q2. Analogicky ukdzeme,
7e £(R1) = Rs. Takze & je hledanou involuci. |

Nez si ukdzeme, jak toto tvrzeni pouzit v tloze, hodi se si rozmyslet, jak vypadaji
degenerované varianty.

Véta 64. (Desarguesova involuce pro 3 body) Méjme trojithelnik ABC na kuze-
losecce w. Dale méjme primku ¢. Ta protina AB, AC, BC postupné v Py, P, Q.
Dale protina te¢nu k w v A v bodé Q5. Také protina w v bodech Sy, Sa. Pak existuje
involuce prohazujici dvojicky (P1, Ps), (Q1,Q2), (S1,S2).

Véta 65. (Desarguesova involuce pro 2 body) Méjme body A, B na kuZelosecce
w. Primka ¢ protina tecny vedené A, B k w postupné v bodech )1, Q2. Dale £

10Pochazi z anglického Desargues Involution Theorem.
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protind AB v X aw v S, Sa. Pak existuje involuce prohazujici tyto dvojicky (X, X),
(Qh Q2)7 (517 82)

Tato tvrzeni nedoporucujeme vnimat jako t¥i odlisné véty. Hodi se naucit se ,vi-
dét” v téchto tvrzenich ptivodni Desarguesovu vétu. Rozmysli si ¢im nesmi prochézet
primka ¢ v téchto degenerovanych pripadech, kdyz v DIT nesmi prochéazet body A,
B, C, D.

Ukéazeme si nyni pouziti DIT na jiz znamé dloze.

Piiklad 66. (butterfly) Méjme kruznici w a na ni tétivu AB se stfedem M. Na
w zvolme body K;, Li. Oznac¢me K, prusecik K1M s w rizny od K;. Obdobné
definujme bod Ls. Necht X = K1L1 NAB aY = KyLo N AB. Pak [ XM| = |YM]|.

Ky

Ly

Ky

Reseni. Uvazme &tyftuhelnik K;L;L,K» s kruznici opsanou a piimku AB. Apli-
kujme na né Desarguesovu involuci. Dostavame involuci ¢ prohazujici dvojicky
(A,B), (M,M), (X,Y). Definujeme si involuci, kterd je na pfimce AB a jedna
se o preklopeni podle M. Pak (A, B) a (M, M) jsou v této involuci, takze ¢ se
s touto involuci shoduje na tfech bodech, takze ¢ je pfeklopeni podle M. Takze
| XM| =Y M|

Poznamka 67. Vsimni si, Ze jsme dokdzali i silnéjsi tvrzeni, vime, Ze kdykoli vez-
meme libovolnou kuzelosecku prochézejici body K7 L1 L1 K, tak protne AB v bodech
symetrickych podle M.

Uloha 68. Mgéjme trojihelnik ABC s kruznici opsanou w. Oznaéme p teénu k w
v A. Piimka ¢ protind AB, AC, BC, p v bodech K, L, M, N. Dokaz, ze kruZnice
opsané AKL a AMN se protinaji na w.

Uloha 69. Mg¢jme trojihelnik ABC. Kruznice vepsana se dotyka stran a, b, ¢
v bodech A;, B;, Ci. Ozna¢me M prusecik A-téZnice a pfimky B;Ci. Dokaz, ze
M A; je kolma na BC.
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Uloha 70. (t&z51)) Méjme trojihelnik ABC' s kruznici opsanou 2. Kruznice w se
dotykd Q v T'a AB v K. Osa thlu <BCA protind w v bodech P, Q. Dokaz, ze
|[<BAP| = |<QAC|.

Dualni Desarguesova involuce

Vétsinou se nam v tlohach bude hodit dualni varianta Desarquesovy involuce. Du-
alni budeme myslet podle kruznice opsané ABCD. Ale ob¢as ABCD neni tétivovy.
V minulém dile jsme si ukézali, zZe pokud kolineace zachova kruznici, zachova dualitu
podle dané kruznice. Podobné jako jsme dodefinovali na kuzeloseckach dvojpomér,
tak ted mizeme dodefinovat dualitu podle kuZelosecky tak, Ze je to dualita podle
kruznice po néjaké kolineaci.

Véta 71. (dualni Desarguesova Involuce — DDIT) Méjme ¢tyrahelnik ABCD. Déle
kuzelosecku, ktera se dotyka piimek AB, BC, CD, DA. Déle méjme v roviné bod
P nelezici na téchto primkach. Oznac¢me PSy a PSs tecny z P na w. Dale oznacme
X =ABNCD aY = BC N DA. Pak ve svazku piimek skrz P existuje involuce
prohazuji dvojice pfimek (PX, PY), (PA, PC), (PB,PD) a (PSy,PS>).

Tato véta se Casto d& pouzit i bez kuzelosecky, protoze vzdycky lze nalézt kuze-
losecku vepsanou ¢tyfem pfimkam. Bez kuzelosecky dostanes tii dvojicky involuce.
Uz dvé nedegenerované dvojicky ji pomoci lemma 7 body staci presné urci. Takze
dostanes néjakou informaci o tfeti dvojicce. Ukazeme si, jak se tim dala TeSit cast
tlohy z druhé série.

Priklad 72. Mg¢jme ¢tyitahelnik ABCD. Prise¢ik AB a C'D oznacdime () a prusecik
AC a BD je P. Dale mé&jme bod X takovy, ze |[<AXD| = 90° = |<BXC|. Dokaz,
se |[<QXP| = 90°.
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A B —

Reseni. Uvazme ¢tyfahelnik ABDC. Na pofadi zélezi, protoze to urcéuje, jaké dvo-
jicky ndm DDIT da. Aplikujeme DDIT na ABDC abod X. Dostaneme tyto dvojicky
v jedné involuci (XA, X D), (XB,XC) a (XP,XQ). Otoceni svazku o 90° je invo-
luce, protoze je projektivni a dvakrat aplikovana je identita. Prvni dvé dvojicky jsou
v involuci rotace o 90°, takze i posledni dvojic¢ka je v involuci rotace o 90°. Takze
|[<PXQ| =90°.

DDIT také casto potkas v zdegenerované podobé. Proto si napiseme i dalsi vari-
anty, které casto potkas v uloze.

Véta 73. (DDIT pro trojuhelnik) Méjme trojihelnik ABC' s kuzeloseckou vepsa-
nou w, ktera se dotyka strany BC' v D. Dale méjme bod P ruzny od A, B, C, D.
Oznacéme PSy, PS; tecny z P k w. Pak existuje involuce ve svazku pfimek skrz P,
ktera prohazuje (PA, PD), (PB, PC) a (PS1, PSs).

Véta 74. (DDIT pro dva body) Méjme dva body A, B na kuZelosecce w. Tecny
kw v A, B se protinaji v X. Méjme v roviné bod P. Te¢ny z P k w oznac¢ime PS1,

PS5. Pak existuje involuce ve svazku piimek skrz P, ktera prohazuje (PX,PX),
(PA,PB) a (PSy,PS3).

Znovu si rozmysli, ze v téchto vétach vidis ptivodni DDIT. Tyto degenerované
varianty nam uz davaji pouze t¥i dvojicky, které se prohazuji, takze bez kuzelosecky
jejich pouziti nedava zadné nové informace. Taky si rozmysli, kde v téchto degene-
rovanych pfipadech nesmi byt bod P, kdyZz v DDIT nesmi lezet na pfimkach AB,
BC,CD, DA.

Uloha 75. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Na BC zvolme A;, X, Y. V A; zvolme
pfimku ¢. Ta protne AB a AC v By, C;. Piimky XB; a Y (i se protinaji v Z.
Dokaz, ze mnozina vSech Z lezi na jedné pfimce nezavisle na poloze /.

Uloha 76. Na strané BC trojuhelnika ABC zvolme bod A;. Na polopfimkach
BA a CA zvolme body Cy a Bj tak, aby |<<BA;C;| = |<CA;B|. Piimky B1B a
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C1C se protinaji v As. Dokaz, ze nezavisle na poloze By a Cy pfimky A; As prochazi
pevnym bodem.

Uloha 77. (isogonal lines lemma) Mé&jme v roviné bod A. Déle uvazujme body K,
L, M, N takové, ze |<KKAM| = |<LAN]|. Ozna¢me X = LNNKM aY = LMNKN.
Pak |[<XAN|=|<YAM|.

Uloha 78. Mgjme trojthelnik ABC's kruznici vepsanou w. Ozna¢me D bod dotyku
kruznice pripsané ke strané BC. Na pfimce AD zvolme bod X tak, aby tsecka X D
neobsahovala zadny bod w. Teény z X k w protnou stranu BC' v bodech K, L.
Dokaz, 7ze |BK| = |CL]. (iKS 8. ro¢nik)

Uloha 79. Mgjme trojihelnik ABC. Déle piimku £ a na ni bod P. Ozna¢me A;
prusecik piimky AP pteklopené podle £ s BC. Analogicky sestrojme By a Cy. Dokaz,
ze Ay, Bi, C lezi na piimce.

Poznamka 80. Pomoci této tlohy se da dokdzat tloha z minulého dilu (Droz-
Farny). Vezmi P jako ortocentrum ABC' a pak najdi spravné dvé kolmice.

Uloha 81. V trojthelniku ABC ozna¢me I stfed kruznice vepsané. Na strané
BC zvolme bod K. Kruznice nad primérem KI (ozna¢ime ji w) protne kruznici
vepsanou ABC v bodé L ¢ BC. Pfimka AL protne w podruhé v M. Dokaz, ze M I
je osa thlu BMC.

Uloha 82. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Osa tthlu u A protind BC' v D. P¥imky skrz
D, které jsou te¢né postupné kruznicim opsanym ABD a ACD, protinaji postupné
AC v E a AB v F. Oznaéme G priseéik BE a CF. Dokaz, ze |<EDG| = |<ADF|.

Uloha 83. Mgéjme trojuhelnik ABC. KruZnice jemu vepsana se dotyka BC' v bodé
D. Na piimce AD vné kruznice vepsané zvolme bod GG. Ozna¢me w kruznici opsanou
BCG. Te¢ny z G ke kruznici vepsané ABC protinaji w podruhé v E, F. AD protina
w podruhé v T'. Dokaz, ze pfimka EF' a te¢na k w v T se protinaji na BC.

Uloha 84. Mgéjme trojihelnik ABC a bod P. Skrz P vede pfimka (. P¥eklopme
PA podle ¢, vysledna primka protne BC v A;. Analogicky preklopené PB a PC
protnou AC a AB v By a Cy. DokaZ, ze Ay, By, Cy leZi na pfimce.

(USAMO 2012 P5)

Uloha 85. (t8z51) Mgéjme trojihelnik ABC' s kruznici vepsanou w. Body dotyku
vepsané se stranami a, b, ¢ jsou postupné D, E, F. Bod K je jednim z pruse¢ika EF
a kruZnice opsané ABC. Teény z K k w protnou kruznici opsanou ABC' podruhé
v I, J. Dokaz, ze IJ prochazi pélem piimky BC podle kruznice opsané ABC.

Uloha 86. (t&z51)) Méjme trojihelnik ABC. Kruznici vepsanou oznaéme w a jeji
stfed I. Ozna¢me T bod na kruznici opsané rtizny od A, ktery spliiuje, Ze osa <CTB
prochézi I. Déle zvolme M libovolny bod na kruznici opsané ABC. Teény z M k w
protinaji BC' v bodech X7, Xs. Dokaz, ze ¢tyiahelnik M X; XoT je tétivovy.

(Taiwan TST3 2014 P3)
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Poznamka 87. Bod T v této tloze je znamy jako bod dotyku ,,Mixtilinear incircle®
a kruZnice opsané. O tomto bodu se vi spoustu zajimavych vlastnosti. Pro vyfeSeni
této ulohy o ném vsak nic védét nepotfebujes.

Invertujeme Involuce

V této kapitole nas budou zajimat hlavné néasledujici dvé pozorovani.

(i) Involuce na pfimce, kterd mé nevlastni bod pevny, je preklopeni.
(i) Kdyz invertujeme involuci, v invertovaném svété dostaneme znovu involuci.!

Priklad 88. Mg¢jme tétivovy ¢tyfthelnik ABCD s kruznici opsanou (2. Prisecik
AD a BC oznaé¢me P. Skrz P vedme piimku p. Ta protind Q v bodech A;, Bj.
Déle protina kruznici opsanou PAB v As a kruznici opsanou PDC' v B,y. Dokaz, ze
|A1As| = |B1Bs.

Reseni. K dokézani stejnjch délek si muZeme Fict, Ze hleddme pieklopeni, které
zobrazi A; na By a A na Bs. Standardni postup by pak byl dokresleni stfedu
A1 B; a snazeni se dokézat, Ze je to stied i A; Bs. Ale my uz vime, Ze preklopeni se
dé definovat i jinou vlastnosti nez pomoci stfedu. Chceme najit preklopeni, které
zobrazi A1 na By a As na By. To znamend, Ze hleddme involuci, kterd zobrazuje
tyto dvojicky na sebe a nevlastni bod je v ni pevnym bodem.

Zinvertujeme celou tlohu podle P. Dostdvame t&tivovy ¢tyfuhelnik A’B'C’'D’,
pfimka p’ = p protne Q' v A} a Bj. Déle protne A'B’ v A, a C'D’ v Bj. Chceme
ukazat, Ze existuje involuce zobrazujici A} na Bj, A} na Bj, kterd ma P jako pevny
bod. To je ale pfesné Desarguesova involuce na pfimku p a ¢tyfuhelnik A’B'C’'D’.

Uloha 89. Rozmysli si, ze predchozi piiklad plati, i kdyz nahradime kruznice
opsané PAB a ADC kruznicemi opsanymi PBD a PAC.

Uloha 90. Mg¢jme trojthelnik ABC. Na stranach AB a AC zvolme body E, F.
Piimka E'F protind kruznici opsanou v Ay, By. Déale protind kruZnice opsané troj-
thelnikim ABF a ACE postupné v Ay, Bs. Dokaz, 7e |A1 By| = |A2Bas].

Uloha 91. M¢gjme trojihelnik ABC. Na ose thlu u A zvolme bod P. Kruznice
opsand ABP protind AB a AC v bodech B, C;. Kruznice opsand AC'P protina
AB a AC v bodech Bs, Cy. Dokaz, 7e | By Ba| = |C1Cs|.

Shrnuti
Co jsme si v tomto dile ukazali.

1Pozor, tohle neznamena, ze skladani involuci je involuce, to dokonce vétsinou neni.
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Drzaky
1) Jakékoli objekty, na kterych pro kazdé ¢tyfi prvky umime uréit dvojpomér.
2) Definujeme je, abychom mohli o svazcich, bodech na pfimkéch a bodech na

kuzeloseckach mluvit jako o jednom objektu.

(
(

Projektivni zobrazeni

(1) Zobrazeni mezi drzéky.
(2) Zachovava dvojpoméry.
(3) Slozeni projektivnich zobrazeni je projektivni.
(4) Existuje inverzni projektivni zobrazeni.
(5) Lemma t7% body staci.
(6) Zahadny bod.
(7) K poznani projektivniho zobrazeni muzZe ¢asto pomoci inverze.
Steinerova kuzelosecka
(1) Projektivné svizané piimky generuji kuzelosecku.
(2) Resi tlohy, kde se tii projektivné svdzané primky maji protinat v jednom
bodé.
Involuce

(1) Projektivni zobrazeni, které je samo sobé& inverzni.
(2) Rozdéluje prvky na dvojicky a pevné body.
(3) Kazd4 involuce na kuzelosecce mé stied.
(4) Dvé netrividlni involuce se rovnaji, pokud maji shodné dvé dvojicky.
(5) Kdyz na kuZeloseéce slozime t¥i involuce, jejiz stiedy lezi na p¥imce, dosta-
neme novou involuci se stfedem na téze p¥imce. (Ping pong)
(6) Netrividlni involuce na piimce, kterd ma nevlastni bod pevny, uz nutné je
preklopeni.
(7) Na involuce se miuzeme divat ve zinvertovaném svété a stale jsou to involuce.
(8) Pro involuci ¢ na pfimce plati, Ze vSechny kruZnice nad priméry X¢(X)
maji spole¢nou chordalu.
(9) Pro involuci ¢ na pt¥imce a bod P mimo ni plati, Ze vSechny kruzimky opsané
PX(X) prochazi druhym pevnym bodem.
Desarguesova involuce
(1) Standardni varianta je pro ¢tyfihelnik, ale d4 se degenerovat az do varianty

jen pro dva body.
(2) M4 uzite¢nou duélni variantu, kterd hovoii o involuci ve svazku pfimek.

Par slov zavérem

Zde se shledavame u rozcestniku na konci nasi posledni vypravy. Unaveni, zahlceni
zézitky a dojmy z projektivniho svéta. Doufame, Ze se Ti tato destinace libila, my
jsme radi byli Tvymi pravodci. A tfeba na ni jesté nékdy vzpomenes za nostalgickych
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vecerti u praskani ohné. Tady na rozcesti, poutnice, je ale Tva volba, kam se vydat
pristé a do kterych konéin matematiky T¢ nohy zanesou. Ale at uz to bude kamkoli,
piejeme Ti lehky krok a tismév na rtech.

Serial pro Tebe psali Radek a Lenka. Velkou mérou ndm ale pomohla i spousta
jinych PraSatek, timto dékujeme predevsim Hedvice, Radovi, Matéjovi, Kubovi,
ale také vsem ostatnim prizkumnikiim terénu projektivniho svéta. Na vidénou zas
nékdy prists :-).

Navody

14. Zinvertuj podle A. Najdi prostielovaci zobrazeni.

15. Inverze se stfedem A. Jak se chové konstrukce teéné kruznice ke dvéma rov-
nobézkam?

17. Najdi pdl p podle w.

18. Dokresli kruznici nad primérem AX.

21. Hybejs P po AP.

22. Hybej tieba s A po kruznici opsané. Existuji praveé tii z ostatnich bodu takové,
ze kdyZ se jim A rovné, véta je trivialni.

23. Hybej s P po BI. Pro tieti ptipad vyber P vepsisté mensiho trojuhelnika.
24. Hybej s C po AC. Stiedni pficka je rovnobézna se stranou.

25. Najdi vhodnou pfimku, po které P hybat, aby se zachovala pfimka AA;.

26. Hybej s X po BX.

27. Hybej s D po CD.

28. Oznaé D priseéik we a BC. V§imni si, ze |<XND| = |<ACB|. Takze zobra-
zeni z X do D se d& vnimat jako rotace o pevny thel.

29. Ogznacte X’ prisecik KT a BC'. Zafixujte ABC a bod T. Hybejte s Q po AT.
Ukazte, ze Q — X a Q — X' jsou projektivni.

30. Pieved podminku o thlech na LQ || AT.

31. Hybej s P po PB. Jako tfeti bod zvol P na ose AC' B a tuhle konfiguraci vyies
znovu hybanim.

32. Oznacé I vepsisté BAD. Hybej s C po kruznici opsané BID.
33. Hybej s I po AI. Najdi dva trividlni pripady a za tfeti zvol nevlastni bod. Pak
rozhybej D.
34. Uvédom si, ze I je opsisté PST. Pata na AB je pak stifedem PQ. Hybej s P
po AB. Dokaz, ze se pfimky C'D, PS a QR protinaji v jednom bodé.
35. Zafixuj A, B, C, P a hybej s Q po BC. Uvaz Q = B, Q = BC, a PQ || AC.
36. Hybej s P po AA’. Definuj Q’ jako priseéik BB’ a vystejnolehlené A'B’ z P
koeficientem 2.
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37. Hybejs A po AB.
40. Najdi projektivni zobrazeni zobrazujici X na Y.

41. Zobrazeni z P do M je projektivni. Dokresli kruznici opsanou a dobfe tohle
zobrazeni definuj.

48. Dokresli pruseciky X, Y pfimky PQ s CB a CA. Pak Q:CQX je tétivovy.
Preved t&tivovost PQP; Q1 pomoci novych kruznic a mocnosti na priseéik primek.
Hybej s By po CA.

58. OH je Eulerova pfimka. Sloz involuce se stiedy H, O, H.
59. Zinvertuj podle P.
60. Zinvertuj podle P

62. Chordala je mnoZina stiedi kolmych kruznic (obecné inverzi). Najdi inverzi
kolmou na vSechny zadané kruznice.

68. Pouzij lemma o involucich, které mluvi o priseciku kruznic.
69. Degenerované DIT na By B;C1C:. Vyslednou involuci promitni na BC'.

70. Dokresli prisecik CT s w. Osa thlu <BCA bude hrat roli pfimky ¢. Pouzij
DIT pro trojahelnik.

75. DDIT na B;C,CB skrz bod A. Involuci promitni na BC'.

76. DDIT na B;BC;C. Co pak spliiuje pfimka A; As?

77. Primocaré pouziti DDIT, kde involuce bude preklopeni podle osy tthlu <t/ AL.
78. DDIT pro trojuhelnik.

79. DDIT pro ¢tyitahelnik. Piedefinuj bod Cf.

81. DDIT na M a trojtahelnik.

82. Dokaz, ze EF || BC, a z toho pak, ze |[<EDC| = |<FDB|. Pak vypust DDIT.
83. Promitni dualni Desarguesovu involuci na w.

84. Predefinuj C; jako prusecik A;, By s AB. Dokaz pomoci DDIT, Ze spliiuje
pozadovanou vlastnost.

85. Pouzij DDIT podle K na FEDD a FFDD. Dokaz, ze na BC' urcuji stejné
involuce. Ukaz, ze I BJC' je harmonicky.

86. DDIT se stfedem v T' Ti d4 informaci o thlech u 7. DDIT se stredem M
pomoci lemmatu preved na jinou tétivovost, zbavis se tak divnych bodt X; a Xo.

89. Jen se v Desarguesové involuci zméni, kterou dvojicku bereme.
90. Zinvertuj podle A. Involuci na kruznici najdi pomoci jejiho stredu.

91. Pieklop celou tlohu podle osy thlu. Pak uz ji mtzeS pfevést na involuci a
invertovat podle A. Hledand involuce bude pieklopeni svazku primek prochézejicich
vhodnym bodem.
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Vysledky podzimni Casti

Detailni vysledky jednotliych sérii nalezne$ na nasem webu: prase.cz/vysledky
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