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Mily priteli!

Jako opozdény vano¢ni darek tu pro Tebe mame druhé komentéie!
Naleznes v nich feSeni druhé a tfeti podzimni série a prvniho dilu
serialu.

K tomu Ti posildme zadani prvni jarni série a dalsi dil seriadlu
o projektivni geometrii, ktery se opét pysni spoustou krasnych ob-
razka. Pokud jsi prvni dil seridlu vynechal a mysli§ si, Ze uz nema
cenu se do néj poustét, véz, ze tomu tak neni! Za seridlové ulohy jesté
muzes ziskat celych 30 bodu a to urcité stoji i za zpétné dostudovani
prvniho dilu.

Diilezité je, Ze se nyni nachdzime uprostied 39. ro¢niku, takze pro
ucast na podzimnim soustfedéni nyni zac¢inas s ,,Cistym bodovym sti-
tem“. A to je prima Sance pro to se dravé vrhnout do druhého kola
dobyvani vysledkové listiny.

Na soustfedéni sice tradi¢né jede jen hrstka fesitel, ale nastésti
to neni jedina Sance, kde se PraSatka mohou setkat. Sleduj proto
chat na naSich strankach, kde se pise o chystanych akcich. Tésime se
na setkani s Tebou v tomto roce, at uz na sousu, Naboji nebo pii jiné
prilezitosti.

Radostné zimni radovanky a dobrodruzné feseni uloh za vsechny or-
ganizatory pieje
Zuzka Svobodova

rvr

Co je dale v komentafich?

e Vzorova feSeni 2. a 3. podzimni série
e Vzorové feSeni 1. seridlové série

e Seridl — Projektivni geometrie II. — Naprosto nesouvisejici dia-
gramy

o Vysledkové listiny

e Priloha: Zadani 1. a 2. jarni série a 2. seridlové série
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Naboj

Mezinarodni tymova matematicka soutéz Naboj se pristi rok uskuteéni jiz 13. bfezna v patek v re-
kordnich 10 riznych zemich a dohromady 17 evropskych méstech. Podrobnosti najdes na strankach
Nébojel, dilezité pro Tebe ale je, ze piihlagovani se spousti jiz za dva mésice, v pondéli 10. Gnora
v pravé poledne a registrace konci 6. brezna. Rozhodné je tedy na Case zacit se poohlizet po néja-
kém tymu, protoze plno byva rychle a zdjem veliky. Vzdyt kolikrat se kond takovato mimoradna
udalost, pfi které fesi zaroven a s nadSenim nékolik set lidi matematické tlohy. A kdyz uz se jednou
za rok tato prilezitost naskytne, tak tam nemuzes chybét!

Soustredéni

Pro étyfiadvacet nejlepsich z podzimni ¢asti letosniho roéniku (ktera konci anglickou sérii) uspo-
fadame zacatkem kvétna soustiedéni. Misto jeSté neni znamé, ale urcité se mate na co tésit a stoji
za to 0 mista na soustfedéni zabojovat.

Lhttps://math.naboj.org/



Posloupnosti

2. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Hedvika napsala na tabuli slovo POSLOUPNOSTI. Poté kazdé pismenko nahradila ¢islici od 1 do 9,
pricemz stejna pismenka nahradila stejnymi Cislicemi a riizna riznymi. Mohlo se stat, ze po nahra-
zeni byl rozdil kazdych dvou sousednich ¢islic alespon t#i?

(Marian Poljak)

RESEN(:

Slovo POSLOUPNOSTI obsahuje osm riznych pismen. Pomoci néasledujiciho diagramu si mizeme
nakreslit, které pismeno ve slové sousedi se kterym. Pismena spojend carou musi mit dle zadani
rozdil alespon t¥i. DokaZeme, Ze pismentim umime prifadit vhodné ¢islice tak, aby to platilo.

P

Muzeme si vS§imnout, Ze O sousedi s péti riznymi pismeny — P, S, L, U, N. Vsechna tato
pismena musi mit rtizné hodnoty. To ndm ihned omezuje hodnoty O na {1,2,8,9}. Kdyby totiz
nabyvalo O hodnoty mimo tuto mnozinu, uz by na jeho sousedy nezbyly d¢islice, které by od néj
byly vzdaleny o tii.

Mutzeme ulinit uzitecné pozorovani — pokud pro kazdé pismeno jeho hodnotu x nahradime
hodnotou 10 — «, platnost tlohy se nezméni — sousedni pismena budou mit stale ten stejny rozdil.
Proto se miZeme bez Gjmy na obecnosti zaméfit pouze na O € {1,2}

Pokud O = 2, musi pismena P, S, L, U, N nutné nabyvat riuznych hodnot z mnoziny ¢islic
{5,6,7,8,9}. P vedle sebe potiebuje jesté U a N, se kterymi musi mit rozdil alespon tfi. P tedy
nesmi byt nic z {6,7,8}. Pro P = 5 musi byt {U, N} = {8,9}, pro P = 9 musi byt {U, N} = {5,6}.
V obou z téchto pfipadi zbudou na pismena S a L ¢islice, jejichz rozdil je jedna — pro O = 2 tedy
nelze najit feseni.

Musi tedy nutné platit O = 1. Nyni jsme u P1SL1UPNI1STI a uz neni tézké tlohu dokoncit
témér libovolné — mizeme napt. nejdiive zvolit P = 4 a S = 5, jelikoz obé pismena sousedi se tfemi
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jinymi. Pak muzeme pokracovat napf. U = 7, N = 8, L = 9, ¢imZ zajistime platnost podminky
v zadani v témér celém slové — pismena 7', I jsme si nechali nakonec, muzeme dosadit napt. T' = 2
al=6.

Dostali jsme POSLOUPNOSTI = 415917481526, coz skutecné vyhovuje zadani. Hedvice se to
tedy podafit mohlo.

POZNAMKY:

Ulohu splnil kazdy, kdo (i bez vysvétleni) uvedl vyhovujici piiklad, jak se to Hedvice mohlo podafit.
K tGspésnému vyfeseni stacila dobra intuice, ze pismenu O chceme pfifadit néjakou extrémni hod-
notu, tedy 1 nebo 9, aby co nejméné omezila zbytek. Slo udélat dalsi zajimava pozorovani — napt.
pismena U a N maji stejné mnoziny sousedd, hodnoty téchto pismen lze tedy v kazdém resSeni
prohodit. Jenom tak pro zajimavost — vyhovujicich ohodnoceni je celkové 112. Za graf v tomto

vzorovém FeSeni dékuji Denise Hanuskové! :) (Marian Poljak)
Uloha 2.
Méjme posloupnost prirozenych ¢isel ay, a2, .. .,as, pro kterou plati, ze pokud je a,, délitelné tfemi,

tak an4+1 = aT” V opac¢ném pripadé je an+1 = an — 1. Déle vime, Ze a1 je Ctyfciferné ¢islo a ag = 1.
Najdéte vSechna mozna aj.
(Terka Poldkové)

ODHADOVAC] RESEN{:

Vime, ze plati ap41 = “T", nebo an4+1 = an — 1 a ag = 1. Jelikoz je ziejmé a, — 1 vétsi nez
%, plati uz nutné a,41 > %L Nejmensi ¢étyfciferné ¢islo je 1000, diky tomu muzeme odhadnout
ostatni ¢leny posloupnosti.

1000
azzﬂ>—3 > 333,

3
a32@>3—§’3:111,

az 111
> = > =
“=3 -3

a 37
P I ]

3 3
a 12
D> 2oy,
3 3
Nyni zndme miniméalni hodnotu kazdého ¢lenu posloupnosti. Budeme postupovat od znamého ag a
zkousSet vSechny mozné hodnoty predchozich ¢lenti. Kdykoliv se ndm objevi jako jedna z moznych
hodnot ¢islo, které je mensi nez tato minimalni hodnota, tak dané ¢islo skrtneme a jiz z néj ne-
pocitame dalsi ¢leny posloupnosti. Takto dopocitdme vSechny mozné hodnoty jednotlivych ¢lent
posloupnosti véetné aj.

37,
as >

ag >

a7 € {2,3},

ag € {3,6,4,9},

as € {7, 18,18,27},

aq € {19,54,28,81},

a3 € {55,162, 82,243},

az € {163, 486,244,729},
a1 € {487, 1458, 736, 2187}.

Tedy jedind dvé mozné feseni jsou cCisla 1458 a 2187.
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RESEN{ HLEDAN{M PRESNEHO TVARU:
Rozebereme mozna feSeni podle poctu pricteni jednicky v posloupnosti.
(i) Pokud jednicku nepfi¢itdme ani jednou, ziskdme nejvétsi mozné ai. To je a1 = 37 = 2187.
(ii) Necht nahradime pravé jedno nésobeni tfemi pfi¢tenim jednicky. Ozna¢me k index po-
sloupnosti takovy, ze ap = ag41 + 1. Potom spocitame postupné

apyr = (33D =37k 4 =37 41, g =(3""F41).31
Roznésobime si zavorku:
a1 = (37—k + 1) . 3k—1 _ 37—k+k—1 +3k—1 — 36 _,’_31@—1.

Tedy ¢im vétsi je k, tim vétsi bude a1. Pro k = 7 plati a1 = 3% 436 = 2.36 = 1458.
Pro k=6 je
ag = 3% + 3% = 729 4 243 = 972 < 1000.

Tedy v tomto pfipadé je jediné feSeni a1 = 1458, ostatni a; mohou byt maximalné trojci-
ferna.

(iii) Pokud nahradime vice nez jednu z operaci nasobeni 3 pfi¢itanim 1, tak existuje index
posloupnosti k takovy, Ze je rizny od 7 a zaroven ap = ap4+1 + 1. Nyni opét vyuzijeme,
ze pro Clen nasi posloupnosti z plati 3 - > x + 1, neboli vynasobenim tfemi dostaneme
ruznych od k vzdy provedeme vynasobeni tfemi misto pfipadného pricteni jednicky. Jelikoz
je k rizné od sedmi, museli jsme diky pfedchozimu bodu zvétsit a; na nejvyse trojciferné
¢islo. To znamend, ze v tomto pfipadé nemame zadné vyhovujici ay.

Tedy jedind dvé mozna FeSeni jsou ¢isla 1458 a 2187.

POZNAMKY:

Vétsina FeSeni byla povedena a riznoroda. Uloha méla vice zptsobt, jak se fesitelé mohli dobrat
feseni. Kromé jiz vysSe zminénych se nasli fesitelé, co tlohu fesili pomoci funkei ¢i pomoci trojkové
soustavy. (Terka Polakové)

Uloha 3.

Dokazte, ze pokud rostouci aritmeticka posloupnost celych ¢isel obsahuje druhou mocninu priroze-
ného cisla, obsahuje jich nekone¢né mnoho.
(Rado van Svarc)

RESEN(:
Ozna¢me d diferenci uvazované posloupnosti. Protoze se jedna o rostouci posloupnost celych éisel,

je d kladné a celé.
Necht a,, = k2. Potom pro kazdé kladné celé ¢ je

A ponere2qa = On + (2k0+ €2d) d = K + 2ktd + €2d* = (k + €d)*.

Clen s timto indexem muZeme uréité uvazovat, nebof d, k a £ jsou kladna celd ¢&isla. Tim v nasi
posloupnosti dostavame nekone¢né mnoho druhych mocnin.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla spravné. (Rado van Svarc)
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Uloha 4.

Uvazujme vSechny posloupnosti {an}32 ; nenulovych realnych ¢isel, ve kterych a1 =1 a které pro
vSechna prirozena n spliuji

ant1 4+ an = (ant1 — an)?.

Kolika riznych hodnot miize nabyvat azo19?
(Martin Raska)

RESENT:

Pro prirozené k si zadefinujme trojuhelnikové éislo Ty, jako soucet prvnich k prirozenych ¢isel neboli
1424 -+ k.2 Ty bud definovano jako prazdny soudet ¢ili nula. Miizeme si véimnout, Ze a1 = Ty
a ze vSechna T} jsou navzajem ruzna. Dale dokazeme, ze pokud a,, = T}, pak jsou moznymi
hodnotami a,1 pravé Ti4; a Ti_1. Rovnice v zadani je vii¢i proménné a, 1 kvadraticka, tedy
existuji nejvyse dvé mozné hodnoty an41. Stejné tak plati, Zze je tato rovnice symetrickd vaci
proménnym a, a an41. Staci tedy dokazat, ze dvé po sobé jdouci trojihelnikova ¢isla tento vztah
spliiuji, a pak uz ndm sousedni trojuhelnikova ¢isla k T}, budou urcovat mnozinu feSeni. Skute¢né
plati

Tot Topr = (04 1+ + (k=1 +k)+ ((k+ 1) +k+ - +2+1) =

= (04 G+ D) + (1+k) 4+ (=D +2) + (k1) = (k+1)? = (Thpa = T,

Pravé jsme dokazali, ze pokud a, = T}, tak je ap41 rovno Ty 41, nebo Tj_1. Jedinou vyjimkou je
piipad k = 1. Pak T)_1 = Tp = 0, coz je ze zadani zakadzano. Posloupnost spliujici zadani si tedy
muzeme predstavit tak, ze za¢indme 77 a v kazdém kroku preskocime na sousedni trojuhelnikové
Cislo, s tim, ze nikdy nemizeme skocit na Tp. Vidime, ze pfi kazdém skoku se zméni parita indexu
u trojuhelnikového ¢isla — v lichych pozicich v posloupnosti tak vzdy budeme na lichém trojahelni-
kovém ¢&isle (mysleno ve vyznamu T}, pro liché k). Zaroven ve 2018 skocich vystoupame nejvyse na
T2019. Souhrnem muze a2019 byt pouze liché trojuhelnikové ¢islo mezi T1 a T2p19 — téch je pravée
1010. Zbyva ukéazat, ze kazdého takového T} lze dosdhnout. Jako piiklad posloupnosti se nabizi
vystoupat v prvnich k — 1 krocich na T}, a ve zbytku posloupnosti skakat mezi Ty 1 a Tk.
Clen azg19 tedy miize nabjvat pravé 1010 rtiznych hodnot.

PozNAMKY:

Asi polovina fesiteld si vSimla, ze éisla v posloupnostech vychazeji takto pékné, a s timto pozo-
rovanim ulohu typicky bez problému doresila. K feseni Gilohy to nicméné nutné nebylo a seslo se
i hodné spravnych feseni, ktera se pouze divala na strukturu posloupnosti a z ni vyvozovala stejné
zaveéry. U téchto reseni bylo nicméné tfeba spravné odargumentovat vice véci a zbavit se moznych
problému, které nastavaji, kdyz clovék nema Cleny explicitné vyjadifené. Dalsim nesvarem byl velky
pocet FeSeni, ktera si pouze vsimla, jak se dané posloupnosti budou chovat, a pak bez dostate¢nych
ditkaz poslali vysledek. (Martin Raska)

Uloha 5.

Radecek si napsal na papir viech 22019 riznych posloupnosti plus a minus jednicek o délce 2019.
Poté v kazdé z nich secetl vsechny jeji prvky a tento soucet umocnil na druhou, ¢imz dostal
22019 yysledkii. Jaky je jejich primér?

(Marian Poljak)

k+1) _ k(k+1)
2 2 -

2Tato aritmeticka fada jde dobie seéist — plati T}, = (
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RESEN{ INDUKCH:

Predstavme si, ze bychom méli vSechny posloupnosti plus a minus jednic¢ek délky n. Prvky kazdé

posloupnosti se¢teme a umocnime na druhou. Nazvéme plusminus primérem aritmeticky priamér

danych druhych mocnin a oznac¢me ho P,. Zadani se nas ptd na Pso19. Indukci dokdzeme, ze

P, =n.

(i) Indukéni pfedpoklad: Ovérime indukéni pfedpoklad pro n = 1. Dané posloupnosti délky
2 2
jedna jsou pouze dvé a to +1 a —1, tedy jejich plusminus priameér je # =1.

(ii) Indukéni krok: Méjme vSechny posloupnosti plus a minus jedni¢ek délky n+1 a rozdélme
je do disjunktnich dvojic tak, ze vzdy poparujeme dvé posloupnosti, které maji prvnich n
éisel stejnych (lisi se tedy pouze poslednim ¢&lenem, ktery je pro jednu posloupnost roven
plus jedné a pro druhou minus jedné). Ozna¢me x; soucet prvnich n ¢lend v dvojici 7. Pak
soudet hodnot téchto dvou posloupnosti umocnénych na druhou je (z; +1)% + (x; — 1) =
23:12 + 2. Plusminus prumér vsech 2" posloupnosti je tedy roven:

(2x%+2)+(2a;§j;nzll+-~+(2x§n+2) :x%+z§;~-~+x§n tlenil

V poslednim kroku jsme vyuzili indukéni predpoklad, ze plusminus priumér vsech posloup-
nosti délky n je roven n a tim je indukéni krok hotov. Pro n = 2019 je pak Po19 = 2019.

RESENT POCITANIM:
Pokud mame posloupnost, ve které se vyskytuje ¢ minus jednicek, tak soucet takovéto posloupnosti
je n — 2i. Zaroven pocet posloupnosti, které obsahuji pravé ¢ minus jednicek, je stejné jako pocet
zpusobt, kolika muzeme vybrat ¢ prvka z n prvka, tedy (T:) Dany prumér tak muzeme vyjadiit
jako
LS (Mw—z) = 2 (23 (M) Y (1) i a X ()2
2n =0 ¢ B 2n 1=0 g =0 @ 1=0 ¢ .
Dale pouzijeme bud znamé vzorce, nebo si je odvodime. Dokézeme, Ze:
() T (7) =27
Tato rovnost pocitéd pocet podmnozin n-prvkové mnoziny. Pocet podmnozin velikosti 7 je
(T;), pokud toto seCteme pres vSechna i, dostaneme pozadovany poc¢et podmnozin. Obdobné
prava strana pocitd to samé, jen z jiného uhlu pohledu. Pro kazdy prvek si mtzeme vzdy
zvolit dvé moznosti — bud ho do dané podmnoziny pfiddme, anebo ne. P¥es vSechny prvky
je pak pocet podmnozin roven 2", tedy pravé strané.

(i) S0 (7) i =n-2n!
Predstavme si, Ze chceme vybrat z n-prvkové mnoziny lidi néjaky ,tym* lidi a zvolit
jednoho jejich kapitdna. To miZeme udélat dvéma zptisoby. Bud nejprve vybereme danou
podmnozinu lidi — tym s ¢ lidmi a z nich pak 7 zpusoby muZeme vybrat jejich kapitana
(to znéazorfiuje levéa strana). Nebo muzeme nejdiive vybrat kapitdna (n zplsoby) a pak
se pro kazdého ze zbylych n — 1 lidi rozhodnout, zda je do tymu vybereme nebo ne (to
mtzeme udélat 27~ zpiisoby), coz ndm da pravou stranu.

(i) Yo (D) -2 =n(n—1)-2""24n.2n"1
Predstava bude podobna jako v pifedchozim piipadé, jen ted kromé kapitana chceme také
vybirat predsedu tymu, pficemz predsedou miize byt i kapitan. Bud zase nejprve vybereme
tym o ¢ lidech a poté z nich ¢ zpusoby vybereme kapitdna a opét ¢ zpusoby vybereme
predsedu, coz udava leva strana. Nebo rozlisime dva pfipady podle toho, zda je predseda
zaroven kapitdanem ¢i nikoliv. Pokud je predseda a kapitan jiny clovék, tak muizeme n
zpusoby vybrat kapitdna, poté n — 1 zpusoby vybrat prfedsedu a poté se pro kazdého
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ze zbylych n — 2 lidi rozhodnout, zda je v tymu chceme nebo ne. Nebo je predseda a
kapitan tentyz Clovek a poté staci n zplusoby vybrat clovéka, ktery bude jak kapitan tak
predseda a pak se pro kazdého z n — 1 lidi rozhodnout, zda v tymu budou. Se¢tenim téchto
dvou hodnot ziskdme pravou stranu rovnice.

Dokéazané rovnosti nyni mizeme pouzit k tpravé vyrazu, ktery jsme ziskali dfive:

E(E0-wEQE0-)

1
= 27(712.2"—4”71.2"*1+4(n(n—1)~2"*2+n~2"*1)) =

=n?-—2n’+n’—n+2n=n.

Pro n = 2019 tak hodnota daného vyrazu skute¢né vyjde 2019.

RESEN{ PRAVDEPODOBNOSTNIM MAGIC TRIKEM:
M¢éjme nékterou z danych 22019 posloupnosti plus a minus jedni¢ek. Jeji prvky oznaéme postupné
1, x2, ..., T2019. Rozmysleme si, jak vypada soucet prvki této posloupnosti umocnény na druhou:

(z1 +224+ -+ 332019)2 = 90% + ﬂc% + -+ m%mg + 2(z122 + T123 + ... T2018%2019) =

= 2019 + 2(z122 + 123 + .. . T201872019)-

Posledni uprava plati, protoze kazdé z ¢isel x1 az T2019 je bud plus nebo minus jednicka, tedy
na druhou je vzdy rovno jedné. Nyni se podivejme na ¢leny tvaru z;z;. Pokud vybereme libovolné
x; a x;, pak obé jsou s polovi¢ni pravdépodobnosti rovny plus jedné a s polovi¢ni pravdépodobnosti
rovny minus jedné. Uvédomme si navic, ze dané dvé pravdépodobnosti jsou na sobé nezavislé. Plati
tedy, ze dohromady je pravdépodobnost %, ze maji tyto dvé &isla stejné znaménko (tedy soucin
bude 1) a stejné tak maji pravdépodobnost %, 7e maji rizné znaménko (tedy soucin bude —1).
Primérna hodnota z;xz; je tedy rovna 0. (Zde vyuZivame linearitu stfedni hodnoty. Zda se to
intuitivni, ale pokud by ses chtél dozvédét vice nebo podivat na dikaz, najdes ho v textu druhého
dilu lofiského seridlu o pravdépodobnosti3.) Takze druhd mocnina souétu ¢lenti jedné z posloupnosti
bude v praméru 2019. A dikaz je hotov.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni postupovala podobné jako v tom vzorovém, bud pocitanim, nebo indukci,
s Cetnosti priblizné pil na pul. Za dvé reseni, kterd postupovala s vyuzitim pravdépodobnostniho
triku, jsem udélila plus i. Pomérné dost fesitela pfislo na vyjadfeni daného priméru sumou jako
v poéitacim FeSeni, jenZe pak dany vyraz vy¢islili za pomoci poéitace (typicky s vyuzitim programu
Wolfram alpha). Takovym pfistupem sice dospéli ke spravnému feSeni, ale vzhledem k tomu, Ze
nikdo poradné netusi, jak Wolfram uvniti vlastné funguje a jak tyto véci pocita, jsem za tato FeSeni
strhavala jeden bod a udélovala minus ¢. Obecné v feSenich pouziti pocitace vidime dost neradi.
Je samoziejmé v poradku pouzit pocita¢ k tomu, aby clovék naptiklad zjistil, jaky dany vysledek
je a uloha se mu pak fesila snaz. Mél by ale byt schopen zduvodnit spravnost svého feseni i bez
néj. Uloha se dala také nahlédnout, pokud si &lovék uvédomil, ze dany vyraz (plusminus pramér) je
vlastné rozptyl ndhodné veli¢iny odpovidajici dvojnasobku poctu panen pfi hodu 2019-ti mincemi.
Na to ale bohuzel nikdo z FesSitelti nepfisel. (Lenka Kopfovd)

3Viz http://prase.cz/archive/38/uvod2s.pdf.
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Uloha 6.
Pro ktera kladné redlnd cisla b existuje posloupnost kladnych redlnych ¢isel {an}22 , spliujici

an4+2 = /b an+1 — an pro vSechna prirozena n?

(Kuba Léwit)
RESENT:
Pro b > 1 uvazme konstantni posloupnost {b — 1}52,. Jelikoz b je vétsi nez jedna, tak jsou Cleny
této posloupnosti kladna realna cisla. Neni tézké ovérit, ze podminka ze zadani je splnéna:

b—1=1b-(b—1)— (b—1).

Pro b < 1 dokédzeme sporem, Ze zadna takova posloupnost neexistuje. Aby byl ¢len posloupnosti
an+2 kladny realny, musi byt vyraz pod odmocninou kladny, tedy pro kazdé prirozené n je splnéna
nerovnost b - apy1 > apn. Z volby b vyplyva, Ze an+1 > b apy1. Zkombinovanim téchto dvou
nerovnosti ziskdvame an41 > an, a tedy posloupnost je rostouci.

Dale ukazeme, Ze posloupnost je shora omezena hodnotou 1. Pro spor predpokladejme, ze exis-
tuje Clen ay, ktery je vétsi nez 1. Diky jiz dokdzané monotonii mame an41 > 1. Plati tedy

a%+2=b~an+1—an<b~an+1§an+1 <ai+1.

Odmocnénim obdrzeného vztahu a%+2 < a?H_l ziskdvame kyzeny spor s tim, Ze nase posloupnost
je rostouci.
Pouzitim monotonie a pfedpokladu, ze b < 1, dostavame

2 2
ai < apio=b-ant1 —an < ant1 —an.

Rozdil kazdych dvou po sobé jdoucich ¢lenti posloupnosti je vétsi nez fixni kladné cislo a%. Z toho
plyne, Ze posloupnost po kone¢né mnoha krocich presdhne hodnotu 1, coz je spor. Posloupnost
spliujici podminku ze zadani tak pro b < 1 neexistuje.

POZNAMKY:

S pfipadem, kdy je b vétsi nez jedna, si drtivd vétSina FesSitelt poradila bez problémi (¢asto vy-
zkouSenim konstantni posloupnosti). V dtikazu, ze pro b < 1 takova posloupnost neexistuje, se
postupy velmi lisily. Casto Fesitelé nahlédli, ze kdyby takova posloupnost existovala, tak by bylo
an+41 > an/b. Z toho plyne, ze posloupnost roste rychleji nez geometricka posloupnost s po¢ateénim
élenem a; a koeficientem 1/b > 1, coz pro b < 1 svédéi o jeji neomezenosti. Pak ukézali jeji ome-
zenost shora a dosli ke sporu. Nékteri vSak bohuzel vsak neosetrili pfipad, kdy b = 1 a argument
s geometrickou posloupnosti neplati. V takovém pfipadé€ jsem udéloval 3 body. Nékolik resitelu
ve svych feSenich pouzilo pojem limity posloupnosti a néktefi z nich i vétu, ze shora omezena ros-
touci posloupnost musi mit limitu. (Lucien Sima)

Uloha 7.
Jsou dény dvé posloupnosti {an};2
n je by rovno soucinu vsech ruznych prvocisel délicich a,. Dale pro vsechna n > 2 plati a, =
= an—1 + bn—1. Dokazte, Ze existuje prirozené k splnujici ‘;—]’: = 2019.

a {bn},2, piirozenych &isel, pficemz pro vSechna pfirozena

(Kuba Léwit)

RESEN(:

Zavedme posloupnost {c,}S2; pomoci ¢, = ‘Z—Z pro vsSechna prirozenad n. Ze zadani je jasné,

7e cn je posloupnost prirozenych cisel. Nasim cilem je dokéazat, Ze existuje pfirozené k takové,

ze ¢, = 2019. Ukadzeme postupné, ze pro vSechna prirozend m plati cn4+1 — ¢n < 1, Ze je tato

posloupnost shora neomezena a ze existuje prirozené ¢, pro které ¢y = 1. Kdyz se ndm povede tato

tvrzeni dokazat, budeme jiz védét, Ze se v posloupnosti {c¢, }52; vyskytuji véechna pFirozend &isla
9
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(a tedy 1 2019), nebot se od jednicky dostane k libovolné velkym pfirozenym ¢éislim aniz by nékteré
z nich vynechala.

Plati ant1 = an +bn = cnbn +bn = (cn + 1)by. JelikoZ je by41 soudin vSech raznych prvocisel,
které déli an1, jisté plati by | by41. Piicemz by, # b1 pravé tehdy, kdyz existuje prvocislo p
takové, ze p | cn + 1 a zéroven p { b,. Nyni muZeme spocitat

Cn+1bn+1 = ant1 = (cn + D)bn < (cn + 1)bpy1,

z ¢ehoz po vydéleni b, 11 vidime, zZe ¢p+1 < ¢p + 1, coz je prvni z véci, kterou jsme chtéli ukazat.
Vsimnéme si také, ze cp+1 < ¢p + 1 pravé tehdy, kdyz je ¢, + 1 délitelné prvocislem, které nedéli
bn,.

Abychom ukézali, ze je {c, }$2 ; shora neomezena, staci ukdzat, ze pro vSechna C > c; existuje
k takové, ze ¢, > C.

Oznaéme 7(C') pocet prvocisel mensich nez nebo rovnych C. Ukdzeme, ze pokud by posloup-
nost {cn}22; nikdy nedosdhla hodnoty C, znamenalo by to, Ze nevzrostla maximalné w(C)-krat.
Nevzrist posloupnosti je vzdy zpusoben pouze existenci prvocisla, které déli ¢ + 1, ale nedéli by.
Toto prvocislo je jisté mensi nebo rovno C, nebot ¢ + 1 < C, a zaroven bude takto pouzito maxi-
malné jednou, protoze déli by a tedy i vSechny dalsi ¢leny posloupnosti {b,}$2 ;. Proto pokud
by posloupnost {c, }$2; nikdy nedosahla hodnoty C, musela by mit maximélné C (7w (C)+1) ¢lentl.
Jelikoz je ale nekone¢né, hodnoty C urcité dosdhne.

Vime tedy jiz, ze posloupnost {c,}52; nabyva vSech pfirozenych hodnot vétsich nebo rovnych
c1. Zvolme néjaké prvocislo p vétsi nez ci1, které nedéli by. A necht £ je nejmensi pfirozené cislo
takové, ze ¢y = p — 1. Aby prvoéislo p délilo by, muselo by délit ¢, + 1 pro néjaké k < ¢, coz ale
nemuze, nebot ¢, + 1 < ¢y < p pro vSechna takova k. Proto plati

apy1  agt+by  (p—1)bg+by
Cop1 = 77— = - =4
bet1 pby pby

coz je posledni véc, kterou jsme potiebovali dokazat.

POZNAMKY:
Vétsina resitelt méla spravné myslenky, ale obcas chybély nékteré nutné ¢asti feseni. Nejcastéjsi
chybou byvalo §patné zdiivodnéni toho, Ze v posloupnosti {cn}2; se nékdy vyskytne jednicka.
Tteba neuvédomeéni si, ze tato posloupnost muze nékdy klesat i jinak nez rovnou na jedni¢ku. To
se stane v pfipadé, kdy ¢, + 1 je délitelné prvocislem, které nedéli by, ale i n€jakym prvocislem,
které b, déli. Za jinak spravné feseni s podobnymi chybami jsem daval nejcastéji 3 body.

(Filip Bialas)

Uloha 8.

Je dana posloupnost {an}$2, pFirozenych ¢isel takovd, Ze a1 = 1 a pro vSechna pFirozena n vétsi

nez 1 je an, nejmensi prirozené cCislo, které je riizné od vsech predchozich prvku posloupnosti a které

je nesoudélné s jejich souc¢tem. Dokazte, ze tato posloupnost obsahuje vsechna prirozena cisla.
(Pavel Hudec)

RESENT:
Zacnéme tim, ze si dokdzeme nékolik pomocnych tvrzeni o nesoudélnosti urcitych dvojic vyrazu.
Necht n € N. V celém FeSeni budeme nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a, b € Z znadit (a,b).

(i) Cisla 8n2+10n+4 a 4n+5 jsou nesoudélné. Tvrzeni dokazeme pomoci Euklidova algoritmu,
plati

(8n2 +10n 4+ 4,4n +5) = (8n%2 + 10n + 4 — 2n(4n + 5),4n + 5) =
= (4,4n+5) = 1.
10
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(ii) Cisla 8n2 + 14n + 9 a 4n + 2 jsou nesoudélni. DokaZeme podobné jako v predchozim
piipadé, tedy

(8n2 4+ 14n +9,4n+2) = (8n2 + 14n + 9 — (2n + 2)(4n + 2),4n + 2) =
=2n+5,4n+2)=2n+5,-8)=1.

(iii) Cisla 8n2 + 18n + 11 a 4n + 4 jsou nesoudéln4,

(8n2 +18n 4+ 11,4n +4) = (8n% + 18n + 11 — (2n + 2)(4n + 4),4n + 4) =
=@2n+3,4n+4)=(2n+3,-2)=1.

(iv) Cisla 8n2 + 22n + 15 a 4n + 7 jsou nesoudélna,

(8n2 +22n+15,4n+7) = (8n2 +22n + 15— (2n+2)(dn +7),4n +7) =
=(1,4n+7) = 1.

Najdéme nékolik nejmensich ¢lentt posloupnosti, snadno spoéitdme a1 = 1, a2 = 2, az = 4,
ag = 3, a5 =7 a ag = 5. Muzeme si vS§imnout, ze prvnich 6 clenti obsahuje ¢isla od 1 do 7, ale
chybi tam 6.

Ted pouzijeme matematickou indukci a dokdZzeme, ze pro vSechna n € N prvnich 4n + 2 ¢lentt
posloupnosti obsahuje vSechna ¢isla od 1 do 4n + 3 kromé 4n + 2. Pfedpoklddejme platnost tohoto
pro n a dokazme jej i pron + 1.

Soucet prvnich 4n + 2 ¢lentt posloupnosti je w —(4n+2) = 8n? + 10n + 4, coz je
sudé ¢islo. Nejmensi liché ¢islo, které v posloupnosti jesté neni, je 4n + 5. Jak jsme ukézali vyse,
4n + 5 je se souctem nesoudé€lné, a proto asn4+3 = 4n + 5.

Aktulni soucet se zvysil na 8n2 4 14n +9, nejmensi nepouzité &islo je 4n+2 a je s 8n? +14n+9
nesoudé€lné. Ziskdvame aqp4 = 4n + 2.

Cleny posloupnosti nyni davaji sumu 8n? + 18n + 11 a dosud nejmensi nevyskytujici se ¢islo
4n + 4 je s nim nesoudélné, tudiz asn 45 = 4n + 4.

Ted je soucet 8n2 + 22n + 15 = (2n + 3)(4n + 5) a nejmensi nepouzité &islo 4n + 6 = 2(2n + 3)
je s nim zjevné soudé€lné. Dalsi ¢islo, které v posloupnosti jesté neni, je 4n 4+ 7 a to uz se souctem
nesoudélné je, takze asany6 = 4n + 7.

Tim je indukce dokoncena a FeSeni hotovo, protoze posloupnost nyni zfejmé obsahuje vSechna
prirozena disla.

POZNAMKY:

Uloha se nakonec ukézala byt jednodussi, nez jsme o¢ekavali, a dostali jsme pomérné velké mnozstvi
spravnych feseni. VétSina jich az na drobné zmény postupovala stejné jako to vzorové. Nasli se
ovSem i tesitelé, ktefi pouzili indukci podle poétu prvocisel v rozkladu kazdého ¢isla — nejprve
ukézali, Ze posloupnost obsahuje vsSechna prvocisla a prvociselné mocniny, potom cisla co jsou
délitelnd dvéma raznymi prvodisly atd. (Josef Minarik)

11



Mrizky a tabulky

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Pepa vyplnil tabulku 3 x 3 ¢isly 1 az 9 tak, ze soucet Cisel v kazdém fadku, sloupci i na hlavnich
diagonalach* byl délitelny deviti. Muselo pak byt ¢islo v prostiednim poli nasobek t¥i?

(Terka Poldkovéd)

RESENT:
Pokud je soucet délitelny deviti, je délitelny i tfemi. Pro trojici ¢isel, jejichz soucet je délitelny
tfemi, existuji dvé moznosti, jaké zbytky po déleni tfemi mohou tato ¢isla davat: Prvni moznosti
je, ze maji vSechna d¢isla stejny zbytek. A druhé je, ze ma kazdé z éisel jiny zbytek.

Prostfednim polickem prochazeji dvé diagondly, jeden sloupec a jeden fadek. Tedy Ctyfi soucty
v sobé obsahuji prostfedni policko. Pokud by vSechny tyto soucty byly tvofeny cisly davajicimi t¥i
ruzné zbytky, pak by zadné jiné cislo v tabulce nemohlo déavat stejny zbytek po déleni tfemi jako
¢islo v prostfednim policku. Z toho plyne, Ze alespon jeden z téchto souctu je tvoren ¢isly davajicimi
stejné zbytky po déleni tfemi. Takové trojice mohou byt pouze 2+5+8 =15, 1+4+ 7 = 12 nebo
34649 = 18. Nicméné ¢isla 15 a 12 nejsou délitelna deviti. Z toho divodu musi byt na prostfednim
policku ¢islo délitelné tfemi.

PoOzNAMKY:
Uloha byla bezproblémova, vétsina zaslanych feseni byla spravna. (Terka Poldkové)
Uloha 2.

Radecek umistil do tabulky 9 x 9 v néjakém poradi ¢isla 1 az 81. Potom Matéjovi rekl, aby nasel
takové i, ze soucin cisel v i-tém Ffadku neni roven soucinu cisel v i-tém sloupci. Dokazte, ze to Matéj
zvladl nehledé na rozmisténi cisel.

(Jachym Solecky)

RESENT:

Podivame se, kde se nachazi prvocisla 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73 a 79. Jedna se o prvodisla,
ktera jsou mensi nez 81, zato jejich dalsi nasobky jsou vétsi. Téchto prvocisel je deset, ale hlavni
diagonala® tabulky mé pouze devét policek, takze alespoii jedno z téchto &isel na diagonale nelezi.
To znamena, ze toto Cislo pro néjaké i lezi v i-tém Fadku, ale ne v i-tém sloupci. Protoze je to
prvodislo, které se nevyskytuje v prvociselném rozkladu zadného jiného cisla v tabulce, vyskytuje
se v prvociselném rozkladu soucinu i-tého radku, ale nevyskytuje se v prvociselném rozkladu soucinu
i-tého sloupce. Tudiz se soucin ¢isel v i-tém Ffadku nerovné soucinu v i-tém sloupci. Matéjovi tedy
staci vybrat toto 1.

4 Hlavni diagondla tabulky 3x 3 je tvofena dvéma protilehlymi rohovymi a prostfednim polickem.
5Hlavni diagonalou tabulky myslime poli¢ka, kterd pro néjaké i lezi zaroven v i-tém sloupci i
v i-tém radku.
12
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POZNAMKY:
Vétsina Feseni byla spravna a podobna vzorovému. Prekvapivé mnozstvi Fesiteld Spatné spocitalo
pocet prvocisel mezi 41 a 81, za coz jsem body nestrhévala, pokud i pfesto diikaz korektné dokon¢ili.
Resitelé, ktefi se tlohu pokouseli Fesit tplné jinak, obvykle nedospéli ke zdarnému konci.

(Anna Mlezivovd)

Uloha 3.

Pavel si vyrobil krabici o rozmérech 9 x 8 X 8 a chce do ni uskladnit svych 32 oblibenych kvadru
o rozmérech 2 X 3 X 3 tak, aby jejich stény byly rovnobézné se sténami krabice a zadny nevycnival
ven. Ukazte, ze se mu to nepovede.

(Pavel Hudec)

RESENT:

Objem krabice je stejny jako soucet objemu kvadru, takze v krabici nesmi byt zaddné volné misto.
Proto musi byt i kazda ze stén krabice beze zbytku pokryta sténami kvadri. Vime, Ze kvadry maji
stény s obsahy 3 x 2 =6 a 3 X 3 =9, coz jsou obé Cisla délitelnd tfemi. Z toho uz nutné plyne, ze
sténa 8 X 8 se pokryt nedd, nebof 64 neni délitelné tiemi, a tedy se 64 neda vyjadrit jako soucet
nasobkud 6 a 9.

PozNAMKY:
Vice nez polovina fesiteltl postupovala stejné jako vzorové feseni. Néktefi z nich ovSem zapomnéli
zminit (zfejmé) pozorovani o rovnosti objemu, bez néjz jejich feSeni nebyla kompletni.

Naslo se také dost lidi, ktefi se ilohu pokouseli fesit tak, ze zacnou kvadry do krabice skladat
»hejlepsim moznym zpusobem®, a pak ukazou, Ze to nevyjde. Takovd feSeni neméme radi (nebot
vétsinou nefunguji), protoze autorovi se opravdu malokdy povede dostateéné zdtvodnit, Zze jeho
zpusob je opravdu nejlep§i mozny a ze jiny zpusob také fungovat nebude. (Michal Tépfer)

Uloha 4.

Lenka chce vydlazdickovat ctvercovou podlahu koupelny o rozmeéru n X n. V mistnim obchodé ale
prodavaji pouze dlazdicky typu Ly, které maji dvé ramena tvofend k ¢tverecky (viz obrdzek) a
stoji k korun. Dlazdicky se nesmi prekryvat ani lamat. Jak ma Lenka nakoupit, aby zaplatila co
nejméné?

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Pro Lenku je nejvyhodnéjsi koupit od kazdého druhu jednu dlazdicku, celkem tedy n dlazdicek.
Nejprve ukazeme, jak plochu za pomoci n dlazdicek pokryt, a pak ukazeme, Ze jich nemize byt
méné. Dlazdicky vlozime do ¢tverce n X n tak, Ze za¢neme s dlazdickou L., aby jeji rohové pole
bylo v levém hornim rohu. Poté nam bude zbyvat ¢tverec s délkou strany o jedna mensi, kde zase
dame dlazdi¢ku L, _1 do levého horniho rohu a tak déle, az dojdeme k L.

13
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Ly

Ln—l

Lp—2

L3

Lo

ub

Nyni ukaZzeme, Ze dlazdicek nemuze byt méné. Podivejme se na cenu k, za kterou pokryjeme
x = 2k — 1 étverecki jednou dlazdici typu L na nasi dané plose. Pak k = TT'H =3+ %, ne-

boli zaplatime vzdy stejné za pokrytou jednotku obsahu plus jedna polovina za kazdou pouZitou
destic¢ku. Necht jsme koupili d dlazdic¢ek, kterymi jsme pokryli cely ¢tverec n x n. Pak vime, Ze

celkovd cena = % + % Tedy chceme minimalizovat pocet pouzitych dlazdicek.

Oznac¢me rohové pole, které ma kazdd dlazdicka pravé jedno, jako stfed. Necht kazdy radek
nebo kazdy sloupec obsahuje alespon jeden stfed. Pokud tomu tak je, vyhréli jsme a mame alespon
n dlazdi¢ek. Pro spor predpokladejme, Ze existuje fadek i sloupec, ktery neobsahuje zadny stied.
Podivejme se na jejich prinik. Tento CtvereCek nemuze byt pokryty, protoze aby byl ctverecek
pokryty, musi leZzet na jednom rameni néjaké dlazdicky. Tedy jeji stfed musi byt bud ve stejném
sloupci, nebo ve stejném radku jako on sam. Coz je vsak spor s predpokladem, ze tento fadek ani
sloupec zadny stied neobsahuje. Proto je nase konstrukce optimélni.

POZNAMKY:

Vsichni fesitelé, ktefi poslali sva feSeni, napsali spravné alespon konstrukci, ¢imz si vyslouzili jeden
bod. Spousta fesitelt se snazila dokazat, ze je nejlepsi pouzit co nejvétsi dlazdicky, ale ve svém
feSeni pouzili jak velké, tak malé dlazdicky, a proto nebylo jasné, pro¢ by nemohlo existovat FeSeni
lepsi. Nékolik fesitelti naslo spravny argument, ze chceme minimalizovat pocet dlazdicek, ale nebylo
jich mnoho. Par zavravoralo u obhéajeni, ze jich je alespon n, ale vcelku uz to nebyly zadné velké
chyby, které je stély nanejvys jeden bod. (Fila Cerméak)

Uloha 5.
Ondra s Luckou nasli bilou tabulku n X n a ¢islo k. Potom hrali nasledujici hru: Ondra vybere
k poli¢ek a obarvi je dervené. Lucka pak nékolik ¢ervenych policek (alesponi jedno) piebarvi na
zelenou. Pro jaké nejmensi k miuze vzdy policka piebarvit tak, ze v kazdém radku i sloupci bude
sudy pocet zelenych policek?

(Danil Kozevnikov)

RESENT (PODLE JANA BRADY):
Dokéazeme, ze hledané k je rovno 2n. Pro k = 2n — 1 to zfejmé Lucka nemuze zvladnout, protoze
Ondra muze obarvit napfiklad cely jeden fadek a jeden sloupec.

Nyni indukci podle n dokazeme, ze pro k = 2n to uz vzdy zvladne. Pro n = 1 tloha nema smysl,
pro n = 2 ma trivialni FeSeni, kdy oba obarvi vSechna ¢tyfi policka.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze pro vSechna Ondrova obarveni pro rozmér tabulky n to
Lucka zvlddne. S libovolnym obarvenim tabulky (n + 1) X (n + 1) nyni provedeme nasledujici:
najdeme fadek nebo sloupec, BUNO po piipadném otodeni tabulky fadek, s minimalnim poétem
obarvenych policek, ty jsou nejvyse dvé. Pokud maji vSechny fadky i sloupce pravé dvé obarvena
policka, ma Lucka kol snadny, sta¢i pfebarvit vSechna policka a je hotovo.
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V opacném piipadé mé tento fadek 0 nebo 1 obarvené policko. Tento fadek preskrtneme a
najdeme i sloupec s nejméné obarvenymi policky. Pokud ma 0 nebo 1 policko obarvené, vyskrtneme
ho také. Jinak maji vSechny sloupce 2 obarvena policka a v takovém pripadé zélezi na tom, zda
ma preskrtnuty fadek 0 nebo 1 obarvené policko. Pokud mé jedno obarvené policko, preskrtneme
sloupec, ve kterém se nachazi. Pokud nemé zadné obarvené, preskrtneme libovolny sloupec. Nyni
se tedy v preskrtnutém fadku a sloupci nachazi maximéalné celkem 2 obarvena pole. Pokud tedy
spojime zbylé oblasti do ¢tverce, vznikne ndm étverec n xn s minimélné 2(n+1)—2 = 2n+2—-2 = 2n
obarvenymi poli. Pro tento ¢tverec ale z indukce Lucka vzdy nalezne obarveni, které ziejmé funguje
i pro nas ¢tverec, tudiz mame dokazano.

RESEN{ POMOCI TEORIE GRAFU:
Dokazeme, ze hledané k je rovno 2n. Pro k = 2n — 1 to zfejmé Lucka nemuze zvladnout, protoze
Ondra muze obarvit naptiklad cely jeden fadek a jeden sloupec.

Tabulku si predstavime jako bipartitni graf, kde vrcholy jsou fadky a sloupce. V jedné partité
jsou vrcholy odpovidajici fadkim a ve druhé sloupcim. Mezi fadkem a sloupcem vede hrana pravé
tehdy, kdyz Ondra cervené obarvil policko lezici pravé v tomto sloupci i v tomto Ffadku. Nasim
tkolem je tedy najit neprazdny podgraf, ve kterém ma kazdy vrchol sudy stupen, hrany tohoto
podgrafu pak odpovidaji vybéru policek, které ma Lucka obarvit zelené.

Pro k = 2n takovyto podgraf jisté existuje, protoze nas graf ma 2n vrcholt a 2n hran, a vime, Ze
acyklicky graf (les) na 2n vrcholech mé nejvyse 2n — 1 hran. Tudiz graf obsahuje kruznici, ktera je
presné hledany podgraf, protoze kazdy vrchol kruznice mé stupen pravé dva. Pokud neznas pojmy
z tohoto Feseni, zkus se podivat na PraSeéi serial Letem grafovym svétem® ze 34. roéniku.

POZNAMKY:

Mnoho z Vs si s tlohou poradilo, at uz néjakym feSenim podobnym prvnimu, ¢i ponékud elegantnéji
néjakou variaci na feSeni druhé. Neékteri vsak ukazali jen to, ze pro k = 2n — 1 to Lucka nezvladne,
za coz jsem udélil jeden bod, ale nedokézali, ze pro k = 2n to zvladne pro vSechna Ondrova
obarveni, nejen pro néjaké specialni pfipady. Dalsim problémem byla chybna pocatecni myslenka,
ze Lucka musi obarvit poli¢ka tvorici pravouhelnik. Ale nejcastéjsi chybou bylo pfejmenovani Lucky

na Lenku. (Ondra Krabec)
Uloha 6.
Martin dostal dvé posloupnosti ai,...,a2020 a b1,...,b2020. Kazda z nich je tvorena po dvou

riuznymi realnymi Cisly. Aby se naucil scitat, vypsal si tabulku soucti, a to takovym zpusobem, ze
do policka v i-tém fadku a j-tém sloupci napsal a; + b;. Dale zjistil, Ze soucin Cisel v kazdém iadku
je roven 1. Ukazte, ze soucin ¢isel v kazdém sloupci musi byt roven —1.

(Danil Kozevnikov)

RESEN(:
Uvazme polynom
2020 2020

P(@) =[] (@+b;) - H (z — ay).

j=1 i=1

Jelikoz je P definovany jako rozdil dvou monickjch? polynomt stupné 2020, tak bude mit stupeii
nejvyse 2019.

Ze zadéani vime, Ze pro vSechna 1 < ¢ < 2020 plati H?0:210 (a; +b;) = 1. Z toho plyne, zZe
pro vSechna takova ¢ plati P(a;) = 1 (prvni souéin se rovnd jedné, zatimco jeden ¢initel ve druhém
bude zjevné nulovy), takze polynom P(x)— 1 ma 2020 po dvou ruznych realnych kofenii. Nenulovy

S https://prase.cz/archive/34/uvodls.pdf
"Polynom je monicky, pokud se jeho koeficient u nejvys$si mocniny x rovna jedné.

15



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 39. ro¢nik (2019/2020), 2. komentaie B

redlny polynom stupné nejvyse 2019 vSak muZze mit nanejvys 2019 ruznych kofent, procez musi
byt P(z) — 1 nulovy polynom, neboli pro vSechna redlnd x plati

2020 2020
Il @+b) - J] (@—ai)=1.
j=1 i=1
Specialné tedy plati dand rovnost i pro = —b;. Timto dosazenim navic vynulujeme prvni
soucin a dostaneme
2020 2020 2020
1= [ (=by —a0) = =022 ] 5 +a) == [] 5 +a0),
i=1 i=1 i=1

neboli ze soucin ¢isel v j-tém sloupci je roven —1.

PozNAMKY:
Vsechna spravné feSeni prfiSla na to, Ze jsou nékde v uloze schované polynomy. Vétsina z nich
se ovSem misto kofeni divala na jejich koeficienty, coz vedlo na soustavu rovnic z Viétovych
vzorcl. Ani tento postup nebylo tak tézké dotdhnout ke zdarnému konci, ale vyzadovalo to vy-
razné vic algebraickych uprav nez vzorak. Nakonec jsem se rozhodnul nestrhavat body za drobné
neptesnosti v takovych feSenich (napiiklad za to, kdyz nebylo dostateéné vysvétleno, pro¢ plati
H?0:210 (x +bj) — H?flo (z — a;) = 1), ale pro p¥isté bych doporucil dévat si na takové véci pozor.
(Danil Kozevnikov)

Uloha 7.
Dominik vyplnil celou tabulku 2n X 2n nepfekryvajicimi se dominovymi kostkami 2 x 1 a 1 X 2.
Potom ji podal Terce, at obarvi vrcholy miizky tfemi barvami tak, aby dva sousedni vrcholy mély
stejnou barvu pravé tehdy, kdyz jejich spojnice puli nékteré domino. Rozhodnéte, zda ke kazdému
rozlozeni domin Terka dokaze najit vyhovujici obarveni.
(Rado van Svarc)
RESENT:
Vrcholy miizky si oéislujeme v kartézskych soufadnicich jako [a, ] pro 0 < a,b < 2n. Hrany v miizce
budeme nazyvat pilici a nepilici v zavislosti na tom, jestli puli néjaké domino.
Nyni obarvime vrcholy mfizky barvami 0, 1 a 2. Barvu bodu [z, y] si ozna¢ime b(z,y). M¥izku
obarvime tak, aby platilo:
(i) (0,0) =0.
(ii) Pokud dva body sousedi pfes ptlici hranu, maji stejnou barvu.
(iii) Pokud dva body [z,y] a [z + 1,y] sousedi pFes neptlici hranu, pak

bz +1,y) = b(z,y) + (~1)"*¥ (mod 3).
(iv) Pokud dva body [z,y] a [z,y + 1] sousedi pfes nepilici hranu, pak

b(z,y + 1) = b(z,y) — (—1)®Y  (mod 3).

Je jasné, ze pokud zvladneme body obarvit timto zptisobem, bude to skute¢né hledané obarveni.
Zbyva dokazat, ze toto obarveni skutecné lze sestrojit. Pro kazdé nezaporné celé k ukazeme, zZe to
lze pro vsechna [z,y] s 0 < z,y < 2n a z + y < k. Pak to specialné bude platit pro k = 4n a jsme
hotovi.

Pro k = 0 to urcité plati.

Nyni pro spor necht k£ > 0 je nejmensi takové, Ze to pro néj nejde. Protoze lze obarvit vrcholy se
souctem soufadnic nanejvys k — 1, nejde toto obarveni rozsifit. Tedy existuji x,y takova, Ze barva,
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kterou dostane [z + 1,y + 1] pfifazenou od [z,y + 1], je jind neZ ta, kterou dostane pfifazenou
od [z + 1,y].

Policko tvofeno [z,y], [+ 1,y], [z,y + 1] a [x + 1,y + 1] m4 pfesné jednu z hran piulici. Protoze
kdyz obejdeme toto policku po sméru hodinovych ruéicek, barva jednou ztstane konstantni a t¥ikrat
se zméni (vidy na stejnou stranu), musi barva b(z + 1,y + 1) vyjit z obou stran stejné. Receno
poradnéji:

(i) Pokud je hrana mezi [z,y] a [z, y + 1] pulici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1, y] barvu
b+ 1,y) — (1) TV = b(a,y) + (D)"Y — (=1)" T = b(a,y) + 2(-1)" ¥

aod [z,y+ 1] barvu b(x,y + 1) + (=1)*T¥+1 = b(z,y) — (—1)®TY, coZ je ale modulo tii to
sameé.
(ii) Pokud je hrana mezi [z,y] a [z + 1, y] pilici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1,y] barvu

b(a +1,y) — (=" = b(z,y) — (-1)"HvH

a od [z,y + 1] barvu b(z,y + 1) + (—=1)TT¥+1 = b(x,y) — 2(—1)=1Y, coz je ale modulo t¥i
to samé.

(iii) Pokud je hrana mezi [z + 1,y] a [z + 1,y + 1] pulici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1,y]
barvu b(z + 1,y) = b(z,y) + (=1)*TY a od [z,y + 1] barvu

bz, y+1) + (=17 = b(z,y) — 2(-1)"*,

coz je ale modulo tfi to samé.
(iv) Pokud je hrana mezi [z,y+ 1] a [z + 1,y + 1] pulici, pak [z + 1,y + 1] dostane od [z + 1,y]
barvu
b(x +1,y) — (1) = b(z,y) + 2(-1)" TV

a od [z,y + 1] barvu b(z,y + 1) = b(x,y) + (—1)=T¥+L = b(x,y) — (—1)®1Y, coz je ale
modulo tfi to samé.

To ale znamen4, ze vrchol [z + 1,y + 1] jde obarvit v souladu s nasimi pozadavky, coz je spor.

POZNAMKY:

Mnoho z doslych feseni utrpélo na nedostatecnou presnost. Nestaci jen fict ,opakuji a opakuji, a
protoze to vyjde kolem jednoho domina, bude to vychazet porad“, je potfeba to diskutovat fadnéji
— obvykle nejlépe pomoci indukce.

Vaclav Jandcek dostal +i za pékné feseni, které spocivalo v tom, Ze domina obarvoval jen tak,
aby byla symetrickd podle pulici cary. Pak si rozmyslel, ze pro tabulku vyplnénou jen svislymi do-
miny to jde. Nasledné ukazal, ze kdykoliv mame pro néjaké rozlozeni vyhovujici obarveni, umime
vyhovujicim zptsobem vybarvit i mrizku vzniklou tak, ze jednu dvojici domin sousedicich delsi
hranou oto¢ime o 90°. A nakonec fekl, Ze kazdé rozlozeni domin lze témito operacemi ziskat z ta-
bulky jen ze svislych domin. (Rado van Svarc)

Uloha 8.
Verca dostala miizku n X n. Do ni si nakreslila cestu prochazejici po hranach nebo diagonalach
jednotlivych ¢tverecku. Cesta prochazi kazdym vrcholem pravé jednou a diagonaly se v ni miiZou
krizit. Urcete maximalni mozny pocet diagonal ve Verciné ceste.

(Rado van Svarc)
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RESENI:
Maximalni pocet diagonal vyjde n2 pro sudé n a n? +n pro n liché. Nejdiive dokézeme tyto horni
odhady maximélniho poc¢tu diagondl a na zavér najdeme konstrukci.

Vrcholy miizky rozdélme do dvou skupin (kolecka a trojuhelniky) jako Sachovnici (tedy vrcholy
sousedici hranou jsou v riznych skupindch) napiiklad tak, aby levy horni roh byl kolecko. Plati,
ze hrany spojuji vrcholy rizného typu a diagonaly naopak vrcholy stejného typu. Vrcholt v mrizce
nxn je pravé (n+ 1)2 a cesta ma vzdy pravé n?+2n useki, stadi tedy minimalizovat po&et pouzitych
hran. Z pohledu rozdéleni to znamena, ze chceme typ vrcholu zménit co nejménékrat. Podivejme se
na nasi cesté pouze na diagonaly, které vedou mezi kolecky. Ty tvofi dohromady nékolik mensich
souvislych cesticek®, které spolu disjunktné pokryvaji véechna kolecka. Hlavni myslenka tedy bude
odhadnout, kolika nejméné disjunktnimi cestickami jsme schopni kolecka pokryt — to ndm néasledné
da i dolni odhad na to, kolikrat musime zménit typ vrcholu.

[ ]
L]
L]
°

Podivejme se nyni pouze na kolecka (ozna¢me jejich podet zatim m) a predpoklddejme, Ze je
umime pokryt pomoci k disjunktnich cesti¢ek. Kazda cesticka ma o jeden tisek méné, nez kolika pro-
chazi vrcholy, a vSechny cesticky dohromady pokryvaji vSechny vrcholy. Obsahuji tedy dohromady
m — k tsekt. Bude proto stacit, kdyz odhadneme, kolik nejvice tisekit mize obsahovat disjunktni
pokryti vsech kolecek. K tomuto odhadu se nam bude hodit obarvit si kolecka dvéma barvami
— Cernou a bilou, a to takovym zptusobem, Ze si rozdélime vrcholy do vrstev podle toho, jakou maji
vzdalenost od nejblizsi strany velkého Ctverce, ktery tvofi okraje mfizky. Vrcholy, které jsou na
okraji, obarvime Cerné, vrcholy o vrstvu niz se vzdalenosti 1 obarvime bile, vrcholy se vzdéalenosti
2 Cerné a takto budeme st¥idavé pokracovat. Nyni uz rozlisime situaci podle toho, jestli je n sudé,
nebo liché.

2
a) Necht n je liché. V tomto piipadé je kolecek stejné jako trojuhelnickd, tedy 1" 4 situ-
J Prip J jne ] Al ’ Yy 3

ace je pro oba typy vrcholi symetrickd. Kouknéme se na nase cernobilé obarveni kolecek
a spocitejme pocet bilych vrcholi. Kdyz se ve velkém c¢tverci podivame na ty diagonalni
pricky zleva doprava nahoru, které obsahuji kolecka, tak na kazdé je vzdy o jeden Cerny
bod vice nez bilych (dohromady je tam lichy poéet a postupné stiiddme sousedni vrstvy,
tedy i barvy). Takovychto diagondlnich p¥i¢ek je dohromady n + 1, tedy m¥izka obsahuje
o n + 1 vic ¢ernych vrcholi. Z toho uz je bilych vrcholi praveé "24_1. Méjme nyni néjaké

vyhovujici pokryti cestickami. Z kazdého bilého vrcholu vychazi nejvyse dva tseky, dohro-
1

mady tedy existuje nejvyse n22_ usekt spojujicich bud dva bilé vrcholy, nebo jeden bily

a jeden cerny vrchol. Zbyva odhadnout jesté pocet tisekt mezi dvéma ¢ernymi vrcholy.

8Cesticka miize byt i trividlni, tedy délky nula, zaéinajici i konéici ve stejném vrcholu.
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Takovy tsek by musel vést mezi dvéma body ze stejné vrstvy a tam jsou body dostateéné
blizko pouze ve dvojicich podél hlavni diagondly (zleva doprava nahoru). Takovychto Cer-

nych dvojic bodu je tam praveé "T“ Dohromady je tedy v nasi konfiguraci cestic¢ek prave
2 2
% vrcholt a nejvyse 2+ 2 {sekil. Z diskuze vyse tedy vyplyva, Ze cesticek musi

byt alespon
n2+2n+1 n2+n_n+1

2 2 2

bychom neméli dostatek tseki. Analogické situace ze symetrie nastava pro pokryti troju-
helnickta. Typ vrcholu musime zménit pokazdé, kdyz prechazime mezi cestickami, a vzhle-
dem k tomu, ze cesticek je alespon n + 1, tak jej musime zménit alesponn n-krat. Diagonal
tedy pouzijeme nejvyse n? +2n —n =n? +n.

(b) Necht n je sudé. Tentokrat situace neni symetricka a tabulka obsahuje vice kole¢ek. Kon-

)

krétné se pocet kolecek po radcich stfida mezi % a %, dohromady jich je
n+2 n+2 n n 2
: +o o =—+n+l
2 2 2 2 2

Opét se podivame na pocet diagonal spojujicich kolecka. Bilych vrcholi je ze stejnych
diivodit o n + 1 méné nez Cernych, tedy pravé 7, takze diagondl vyuzivajicich alespoii

jeden bily vrchol je nejvyse "72 Tentokrat si ale miizeme vsimnout, Ze neexistuje diagonala,
kterd by vedla mezi dvéma ¢ernymi vrcholy. Vyplyva to z toho, Ze vSechny vrcholy v ¢erné
vrstvé jsou ted vzdalené alesporni o 2, protoze ¢erné vrcholy vzdy padnou do vrcholu étverce
uréujictho danou vrstvu. Usekii je tedy celkové nejvyse %, cesticek pokryvajicich kolecka
alespont m + 1. Situaci pro trojuhelniky (kterych je méné) nemusime vySetfovat, nebot
spravny odhad plyne uz z nésledujici uvahy. Pokazdé kdyz se chceme pfesunout mezi
dvéma disjunktnimi cestickami pokryvajici kolecka, musime pravé dvakrat zmeénit typ
vrcholu, dohromady tedy musime zménit typ alespon 2n-krat. Diagonal lze tedy nejvyse
pouzit n? + 2n — 2n = n?.

Jako konstrukce se nabizi jit postupné po dvojicich sloupcti. V kazdé dvojici nejdfive vystoupame
nahoru po diagonalach, pak zménime barvu a sestoupime po diagonélach dolu a prejdeme na dalsi
dvojici. Pro sudd n mame lichy pocet sloupct, takze nelze sloupce presné sparovat a posledni
sloupec napfiklad mtzeme projit cely po hranach. Tim jsou obé ¢asti dikazu hotovy.

POZNAMKY:

Vétsina doslych reseni spravné nalezla konstrukci, nicméné potom nebyla schopna podat korektni
dtikaz odhadu a snazila se typicky Fict, Ze jejich zpisob projiti mrizky je nejvyhodnéjsi. Takova
argumentace nicméné nikdy nevedla ke spravnému cili, protoze obvykle vySetfovala optimum jenom
lokalné, neuvazovala vSechny mozné cesty nebo si tlohu néjak jinak implicitné zjednodusila. Tato
fesSeni si vyslouzila jeden bod, jediné kompletni FeSeni prislo od Magdalény Misinove.

Samotné myslenka Sachovnicového obarvovani je v kombinatorice velmi bézna a hodi se ji umeét
pouzivat. Hlavni trik byl v konstrukci ¢ernobilého obarveni na odhad poc¢tu usekt, které je pro licha
n ponékud atypické — nicméné pro suda n degeneruje do klasického Sachovnicového obarveni.

(Martin Raska)
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1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1.
Méjme trojiuhelnik ABC' s tézistém G. Oznacme stredy stran AB a AC postupné M a N. Dale

méjme na strané BC body D a E, pri¢emz plati |BD| = |DE| = |EC| = %. Déle necht K je
prisecik pfimek AD a BN a obdobné necht L je priise¢ikem piimek AE a CM. Dokazte, ze A, G
a prusecik pfimek DL a EK lezi na jedné piimce.

(Radek Olsak)
RESEN(:
Ze seridlu vime, ze libovolny trojihelnik umime afinné zobrazit na rovnostranny, pficemz se nam
zachovaji pfimky a poméry na nich. Pro rovnostranny trojuhelnik je celd konfigurace symetricka
podle pfimky AG, proto se na ni pfimky DL a EK zfejmé musi protinat. Protoze A, G a prisecik
lezi na pfimce po afinnim zobrazeni, musely leZet na pfimce i pfed nim, nebot afinni zobrazeni
zachovavaji primky.

< DA

LR LK

B D E C B D ! E C
PozNAMKY:
Vétsina Tesitelti postupovala viceméné stejné jako vzorové reseni. Nasli se ale i feSitelé, ktefi k du-
kazu vyuzili Cevovu vétu nebo tlohu fesili analyticky. (Josef Minarik)
Uloha 2.

Méjme tecnovy ¢tyithelnik ABCD. Necht K, L, M a N jsou po fadé body dotyku kruznice vepsané
se stranami AB, BC, CD a DA. Ozna¢me X prusecik pfimek AB a CD a'Y prisecik piimek AD
a BC'. Dale necht P je prusecik piimek XL a'Y M. Obdobné definujme bod Q jako priisecik piimek
XN a Y K. Dokazte, ze body A, P a @ lezi na jedné piimce.

(Radek Olsak)
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RESENI:

Oznac¢me p pfimku XY. Nejprve ukdzeme, Ze p neprotind kruznici vepsanou ABCD. Aby pfimka
protinala kruznici vepsanou ABC D, musi protnout alespon jednu z hran ¢tyftuhelnika ABCD. Ale
pruse¢iky pN AB =X, pNCD =X, pNAD =Y apnN BC =Y lezi vné use¢ek AB, CD, AD a
BC'. Takze p neprotinad kruznici vepsanou.

A

Proto muzeme uvazit kolineaci zobrazujici p na nevlastni a zachovavajici kruznici vepsanou
ABCD. Tim se z ABCD stane rovnobéznik s kruznici vepsanou, coz je koso¢tverec. V ném jsou
dvojice bodt (M, L), (N,K) a (X,Y) symetrické podle AC. Takze i dvojice pfimek (XL,YM) a
(XN,YK) jsou symetrické podle AC, neboli jejich pruseciky lezi na AC. Coz znameni, ze A, P,
@, C lezi na primce.

PozNAMKY:
Vétsina doslych Feseni se ubirala smérem toho vzorového. Rozhodl jsem se nestrhavat body za ne-
odtvodnéni, pro¢ XY neprotina kruznici vepsanou, protoze jsme si pfesné toto zobrazeni v serialu
ukéazali.
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Neékteri fesitelé se snazili tlohu fesit jen pomoci afinnich zobrazeni, to vSak kvuli kruznici v za-
dani nevedlo ke zdarnému konci. (Radek Olsék)

Uloha 3.
Necht O je v konvexnim ¢&tyFuhelniku ABCD priisec¢ik uhlopficéek. Osy uhli AOB, BOC, COD,
DOA protinaji strany ¢tyruhelniku AB, BC, CD, DA postupné v bodech M, N, P, Q. Dokazte,
ze pfimky M@, NP a BD se protinaji v jednom bodé.

(Lenka Kopfovd)

RESENT PROMITANIM DVOJPOMERU:

Oznaéme K = ACNMQ a L = ACNNP, dale bud X; = BDNMQ a Xo = BDNN P. Budeme chtit
dokéazat, ze X1 = X2. Nejprve si uvédomme, Ze osou thla AOD a BOC je ta samé primka a totéz
plati pro osu thla AOB a COD. Navic AOB a BOC jsou thly vedlejsi, a tudiz jejich osy sviraji
90°. Ze seridlového tvrzeni dvé ze tii tak plyne, ze pfimky AO, MO, BO a NO tvofi harmonicky
svazek. Vime, ze pokud harmonicky svazek protneme néjakou pfimkou, pak ¢tyfi vzniklé pruseciky
tvofi harmonickou ¢tverici. Tedy plati, ze (M, K,Q,X1) = —1 a stejné tak (N, L, P, X2) = —1.
Z promitaciho tvrzeni plati

(M, K,Q, X1) % (B,O,D, X1) = -1,

(N, L, P, X3) % (B,0,D, X3) = —1.

Dohromady dostavame
(B,0,D,X;1)=(B,0,D,X>) = —1.

Z jednoznacnosti dvojpomériu na primce uz plyne X1 = Xa2, coz jsme chtéli dokazat.

RESEN{ ZKOSENIM DO CTVERCE:

Opét si nejprve vsimneme, ze primky AO, MO, BO a NO tvofi harmonicky svazek. Dale uvazujme
kolineaci takovou, kterd nam étyfuhelnik ABCD zobrazi na étverec. Vime, ze kolineace zachovava
dvojpoméry, tedy i po kolineaci pfimky AO, MO, BO a NO tvorfi harmonicky svazek. Ve ¢tverci
ale plati, ze thlopficky jsou na sebe kolmé. Z tvrzeni dvé ze i v novém obrazku tak vyplyva,
ze AO a BO jsou osami uhlu, které sviraji pfimky MO a NO. Plati tedy, ze nova konfigurace je
celd osové soumérné podle AC, z ¢ehoz uz plyne MQ || BD || NP. Dané pfimky se tedy protinaji
v jednom (nevlastnim) bodé, z ¢ehoz plyne, Ze se musely protinat i v ptivodnim étyfahelniku.
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Pfiblizné polovina doslych FeSeni byla spravné a vesmés se ubirala jednim ze dvou vzorovych feSeni.
Nasly se ale i vyjimky, které pfisly na reSeni pomoci pomérd s pouzitim Menelaovy véty a angle
bisector theoremu. Vétsina fesiteld prisla na harmonicky svazek, za coz jsem udélovala dva body.
Poté ale castym kamenem trazu bylo pouziti né€jaké kolineace a neuvédomeéni si, ze kolineace neza-

chovava uhly, takze osy Ghla se po kolineaci nezobrazi nutné zase na osy uhli.

(Lenka Kopfovd)
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Projektivni geometrie |l -
Naprosto nesouvisejici diagramy

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava druhy dil seridlu o projektivni geometrii. V prvnim dile
jsme se seznamili s afinnimi zobrazenimi, dvojpoméry a s tim, jaké to je, kdyz se na
obrazek koukame z jiného thlu pohledu — pomoci perspektivy a kolineace. V tomto
dile si ukdZeme, Ze se nemusime omezovat jen na koukani se na obrazek jinak, ale
7ze nékdy jej mizeme uplné cely prekreslit. Zacneme trochu komplexnéji, poté si
ukdzeme, Ze inverzi mozno minit je i néco jiného nez slov poradi ve vété Spatné.
Daéle se vydame na vypravu az k pdlum a nasledné zavedeme dualitu. Zjistime, Ze
ve spravném slova smyslu pfimky a kruznice miizeme povazovat za ten samy objekt.
A Ze zase v jiném kontextu muZzeme zaménovat piimky za body a naopak.

Také bychom radi upozornili na fakt, ze druhy a tieti dil se budou zabyvat dosti
odlisnymi tématy, a tedy k pochopeni tfetiho dilu nebude potieba pochopit dil druhy
a naopak. Ale samoziejmé nic Ti nebréni pochopit dily oba :).

24



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Uvod do komplexnich cisel

Komplexni ¢isla si zavedeme trochu netradi¢né, a to pomoci jejich geometrické pred-
stavy.! Komplexni ¢isla jsou rozsifenim é&isel redlnych a ty si mizeme predstavit na
Ciselné ose. Kazdy bod na této ose pak predstavuje jedno realné ¢islo. Pokud redlna
¢isla lezi na pfimce, pfirozenym rozsifenim se zda byt tedy rovina. Libovolny bod
v této roviné pak predstavuje komplexni ¢islo, pficemz pocatek bude odpovidat ¢islu
0. S ¢isly bychom ale chtéli umét délat i néjaké operace, naptiklad je scitat, naso-
bit a podobné. Je tedy trochu otazkou, jak tyto operace zavést pro body v roviné.
Mizeme se inspirovat u realnych cisel.

Scitani komplexnich Cisel

Zamysleme se nad tim, jak se s¢itaji redlna cisla. Jak jsme si uz fekli, realné ¢isla si
mizeme pfedstavit jako body na Ciselné ose. Na to, abychom je secetli, si mizeme
predstavit, Ze z poc¢atku vede do kaZdého z nich Sipka?. Soudet pak ziskdme jedno-
duse tak, ze dané Sipky prilozime za sebe a vysledny bod, na kterém druha Sipka
skonéi, pak nazveme souCtem. Naprosto obdobné si miZzeme definovat sc¢itdni na
komplexnich ¢islech. Predstavime si Sipky vedouci z poc¢atku do danjch dvou bodu
v roviné a za jejich soucet budeme povazovat bod, ktery dostaneme, pokud polozime
dané dvé Sipky za sebe. Kdyz uz umime komplexni ¢isla séitat, naprosto obdobné se
miizeme podivat na odéitani. V realnych cislech si mtizeme vSimnout, ze rozdil dvou
realnych cisel ziskdme, kdyZz druhou Sipku pfipojime za prvni ale tentokrat jejim
ykoncem se Sipkou“. A stejné tak to bude platit i v komplexnich éislech.

Poznamka 1. Vidime, Ze Sipky a body v komplexni roviné spolu souvisi. Kazdy
bod jednoznaé¢né uréuje Sipku od poc¢atku do tohoto bodu. Analogicky kazda Sipka
od pocatku urcuje sviij koncovy bod. Dale uvedené vlastnosti tak plati i pro vektory
i pro body, zalezi jen, jak se na to zrovna koukame. Pro rozliSeni téchto dvou pohledi
se vektory bézné znaci malymi pismeny a body pismeny velkymi.

IDoporuéujeme se podivat na video Mirka Olsdka (jiz vyslouzilého organizatora MKS) na toto
téma. Najdes ho na odkaze
youtube.com/watch?v=Ip69mJyF-8s.

20dborné pak mizeme potkat tuto sipku pod krycim nazvem vektor.
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u—+v

Nasobeni komplexnich isel

Nasobeni je uz trochu zajimavéjsi. Rozmysleme si nejprve, jak by mélo fungovat
nasobeni komplexniho ¢isla redlnym. Méjme néjaké komplexni ¢islo u. Z nasi definice
s¢itani komplexnich ¢isel uz umime Fict, jak by tento sou¢in mél vypadat. Naptiklad
2u = u + u, tedy 2u, vznikne ,natdhnutim® Sipky odpovidajici u dvakrat. Obdobné
3u, 4u, %u, —3u by bylo natdhnutim Sipky w tolikrat, kde natdhnuti —3krat si
mizeme pfedstavit jako preklopeni Sipky podle poc¢atku a pak ,natazeni“ prislusnou
jiz kladnou realnou konstantou — v tomto pripadé 3.

Uz tedy vime, jak se nasobi komplexni ¢islo redlnym. Diky komutativité se na to
miuzeme podivat z druhé strany. Misto toho, abychom se na dané nasobeni divali jako
nasobeni komplexniho ¢isla s redlnym, podivejme se, co se déje, kdyz vynasobime
realné ¢islo komplexnim? No nejprve se Sipka urcujici dané realné ¢islo otoci kolem
pocatku o thel, ktery komplexni ¢islo u svird s redlnou osou, a poté se vynasobi
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velikosti u. Z toho uz muZeme odvodit, jak bude fungovat obecné nasobeni dvou
komplexnich ¢isel. Méjme komplexni ¢islo v a chceme ho vyndsobit ¢islem u. Pak toto
nasobeni bude s Sipkou v délat to samé jako pfedtim nasobeni realného cisla ¢islem
u. Tedy nejprve sipku do v otodi o hel mezi u a kladnou realnou poloosou a poté
Sipku velikosti v vynésobi velikosti u. Obecné tedy pro nasobeni dvou komplexnich
Cisel plati, Ze nasobeni s¢itd thly, které dané dvé Sipky sviraji s realnou osou, a
nésobi velikosti. Obdobné déleni bude odéitat thly a délit velikosti.

Definice 2. Méjme komplexni ¢islo x, pak symbolem T znac¢ime komplexné sdru-
zen€ cislo k x a jde o komplexni ¢islo, které dostaneme preklopenim = v osové
soumeérnosti podle realné osy.

Poznamka 3. MiZes si rozmyslet, Ze komplexni sdruzovéani je distributivni prak-
ticky na vSem. Napriklad pro komplexni ¢isla u a v plati, Ze w-v = @ - ¥ nebo
u+v=u+mv.

Cviceni 4. Rozmysli si, Ze redlnd ¢isla jsou pravé ta, pro kterd plati x = Z. A Ze
soucin 27 je vzdy kladny realny.

Definice 5. (velikost komplexniho &isla)  Velikosti komplexniho ¢isla z nazveme?

V/2zZ a budeme ji znadit |z| (z pfedchoziho cviceni vime, Ze odmociiovand hodnota je
vzdy kladné redlné ¢islo).
Poznamka 6. Pokud jsi se uz dfive setkal(a) s komplexnimi ¢isly, tato geometricka

vvvvv

se komplexni ¢isla zavadéji pomoci imaginarni jednotky i, ktera je definovana jako
feSeni rovnice 22 = —1. PiestozZe toto zavedeni k pochopeni seridlu potieba nebude a
vystacime si pouze s geometrickou predstavou komplexnich ¢isel, nastinime alesporn,
jak spolu dané dva pohledy souviseji a ze se vlastné jedna o tutéz véc. Pokud bychom
si v nasi komplexni roviné definovali soufadnicovy systém, pak imaginarni jednotka 4
by se nachézela na soutadnicich [0, 1]. Ve skole se zavadi komplexni ¢isla jako vSechna
¢isla ve tvaru a + bi, kde a, b jsou realna ¢isla. Cisla a, b tak odpovidaji soufadnicim
komplexniho ¢isla v dané komplexni roviné. Déle se typicky definuji algebraické
vlastnosti komplexni ¢isel — napfiklad plati, Ze (a +bi) + (¢ + di) = (a+¢) + (b+d)i
nebo (a+bi)(c+di) = ac—bd+ (ad+be)i. Tyto vlastnosti si jiz dokazovat nebudeme,
protoze pro nas nebudou potfebné. Ale muZes si rozmyslet, ze z geometrické definice
komplexnich ¢isel plynou i tyto vlastnosti.

Komplexni dvojpomér

V prvnim dile seridlu jsme si definovali dvojpomér na riznych objektech. Zkusme
dvojpomér bodt na pfimce zapsat v feci komplexnich ¢isel. Méjme ¢tyti rizna kom-

3Muzes si viimnout, ze velikost komplexniho &isla tak odpovidéa velikosti vektoru, ktery dané
komplexni ¢islo urcuje.
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plexni ¢isla A, B, C, D na piimce, pak dvojpomér (4, B, C, D) je roven
(B—A)(D-0)
(C—B)(A-D)’

Pokud A, B, C, D lezi na piimce, pak velikost vysledného komplexniho ¢isla bude
rovna standardnimu dvojpoméru. Zaroveini vSechna ¢isla B— A, D—C,C—B, A—D
sviraji s redlnou osou stejny thel a. Vysledné komplexni ¢islo bude tedy s realnou
osou svirat thel 2o — 2o = 0, takze bude realné. Orientace rozdilti je stejna jako
orientace usecek v definici z prvniho dilu, takze znaménko se také shoduje. Na pfimce
se tedy komplexni dvojpomér tiplné shoduje se standardnim.

Tim, ze vyuzivame komplexni ¢isla, se uz nebudeme omezovat na body na pfimce.
Timto vyrazem tedy znacime komplexni dvojpomér obecné ¢tvefice komplexnich
Cisel. Zkus si rozmyslet, Ze tyto dvojpoméry jsou i v komplexnim tvaru jednoznacné,
takze (A, B,C,X) = (A, B,C,Y), pravé kdyz X =Y.

Pro body, co nelezi na pfimce, bude hodnota jejich dvojpoméru rovna néjakému
komplexnimu ¢islu. Nas ale bude vic zajimat, kdy miize hodnota dvojpoméru vyjit
realné ¢islo. Uz vime, Ze to plati pro étyfi body na pfimce. Pojdme se podivat kdy
jindy.

Tvrzeni 7. Realnou hodnotu dvojpoméru mayji ¢tytri komplexni cisla, pravé kdyz
lezi vSechny na jedné primce nebo kruznici.

Diikaz. Vsimni si, Zze komplexni ¢islo X — Y urcuje smér pfimky XY. Oznacme
podily k = % al = %. Pokud vynasobime ¢islo C' — B ¢éislem k, dostaneme
komplexni ¢islo B — A. TakZe z ndsobeni komplexnich ¢isel svira & s redlnou pfimkou
stejny thel, jako je tthel mezi pfimkami BC a AB. Aby vysledny dvojpomér byl
realny, musi svirat k a £ s redlnou primkou thly «, respektive 5 takové, ze a+ 5 =0
modulo 180°. TakZe tato podminka je ekvivalentni s tim, Zze v ¢tyfahelniku ABCD
je soucet protilehlych uhla 180°, tedy ABCD z obvodového thlu lezi na kruznici
nebo na pfimce. O

.B

Poznamka 8. Zbylé piipady poradi bodu se daji vyfesSit analogicky, nebo cely
problém tuhlit orientované.
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V dalsi c¢asti seridlu se nam prave z tohoto divodu bude hodit vnimat kruznice a
primky dohromady jako ten samy objekt.

Ruizna rozsifeni rovin

V prvnim dile jsme si zadefinovali rozsifeni roviny R2. V tomto dile se budeme zaby-
vat podobnym rozsifenim komplexni roviny. K této roviné pridame jeden nevlastni
bod v nekone¢nu, budeme ho znacit co. VSechny pfimky pak budou timto bodem
prochéazet. Rovnobézné primky se tedy ,dotykaji“ v tomto nevlastnim bodé. Toto
rozsifeni nazveme projektivni komplexni ¢isla*.

Pfimky tak muzeme vnimat jako kruZnice se stfedem v nekone¢nu. Muze se Ti
zdat divné, Ze stfed takové kruznice pak na ni lezi. To je tim, Ze v projektivnim svété
stfed kruznice neni bodem, ktery by byl pro kruznici zajimavy.

Dodefinujeme si jak se komplexni sdruzeni chova s nevlastnim bodem 30 = oo.

Poznamka 9. Existuje divod, pro¢ jsme ted pridali jen jeden bod, ale v prvnim
dile celou pfimku. Obecné k prostoru dimenze d potfebujeme pridat prostor dimenze
d—1, aby se z néj stal projektivni. V prvnim dile jsme méli rovinu, kde je kazdy bod
dan dvojici realnych c¢isel neboli mé dimenzi dva. Tady si sice kreslime komplexni
¢isla zase do roviny, ale kazdy bod nam urcuje jedno komplexni ¢islo, mé tedy dimenzi
jedna.

Poznamka 10. Doplnime si, jak se chova komplexni dvojpomér s nevlastnim bo-
dem. Analogicky jako v prvnim dile zdegeneruje do poméru

B-A A-B

(A’B’C’OO)Z_C’*B_C’fB.

Davej pozor, ze opravdu vyuzivame jiné rozsifeni nez v prvnim dile. Taky se miize
stat, ze budeme rozsireni kombinovat. Nejdfive si tfeba pfidame jeden nevlastni bod,
pak chvili budeme pracovat s timhle rozsifenim, nasledné ho smazeme a pridame
nevlastni primku. Takové ptridavani a odebirani bodti je vétsinou v potadku, jen je
obcas potfeba si dat pozor, ze tim opravdu neztracime zadné informace. Tieba kdyz
by tloha tvrdila, ze néjaké ¢tyri nevlastni body tvori harmonickou ¢tvefici, tak si ji
musime nejdfive nékam promitnout, nez na ty body zapomeneme.

Ptimky a kruznice v tomto novém svété budou tak moc podobné, Ze si zavedeme
pojem pro objekt, ktery je pfimkou nebo kruznici. Takové objekty budeme nazy-
vat kruZimky®. V&imni si, ze kdykoli mame trojici bodii, tak existuje pravé jedna
kruzimka, kterd jimi prochézi. Z pfedchoziho tvrzeni jesté navic vime, Ze ¢tyfi body
maji redlnou hodnotu komplexniho dvojpoméru, praveé kdyz lezi na kruzimce. Z toho
plyne nasledujici tvrzeni.

4Také se oblas nazyva invertivni rovina &i komplexni projektivni primka.
5 Anglicky se nazyvaji clines.
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Tvrzeni 11. Méjme zobrazeni f projektivnich komplexnich cisel takové, Ze Ctyfi
body maji realnou hodnotu komplexniho dvojpoméru, pravé tehdy, kdyz jejich ob-
razy maji realnou hodnotu komplexniho dvojpoméru. Pak toto zobrazeni zobrazuje
kruzimky na kruzimky. Specialné pokud néjaké zobrazeni zachovava dvojpomeéry,
tak zobrazuje kruzimky na kruzimky:.

Diikaz. Ozna¢me A, B, C t¥i body v komplexni roviné. Pak body X, pro které
(A, B,C, X) je realné, jsou pravé ty body, které lezi na kruzimce prochézejici body
A, B, C. Pro kazdé takové X tedy plati, ze (f(A), f(B), f(C), f(X)) je redlné. Z toho
ale plyne, ze f(X) lezi na kruzimce uréené body f(A4), f(B), f(C). Takze obrazy
vSech bodl na pivodni kruzimece lezi na nové kruzimce. Ale protoze jsme chtéli,
aby byl redlny pravé tehdy, tak miZeme tento argument aplikovat i obracené. Za-
¢neme cilovou kruzimkou a zobrazime ji zpét. Tim dostaneme, Ze vysledkem tohoto
zobrazeni je opravdu cela kruzimka, a ne jen jeji cast. O

M@abiovska zobrazeni

Néktera standardni zobrazeni v roviné se daji snadno popsat pomoci komplexnich
Cisel.
(i) Posunuti je jen pfi¢teni né&jakého komplexniho éisla. Takze f(x) = x + ¢,
kde ¢ je komplexni.
(ii) Stejnolehlost se stfedem v pocatku je vyndsobeni redlnym éislem. Takze
f(x) = ra, kde r je realné.
(iii) Rotace se stfedem v pocéatku je vynasobeni néjakym komplexnim ¢islem,
které m4 velikost jedna. Takze f(x) = kz, kde |k| = 1.
(iv) Spirdlni podobnost se stiedem v poéatku je vyndsobeni obecnym kom-
plexnim ¢islem. TakZe f(z) = cx pro ¢ komplexni.

Rozmysli si, ze vSechna zatim zminénd zobrazeni zachovéavaji komplexni dvoj-
poméry. Zaméfime se jesté na jednu funkci v komplexnich ¢islech. Konkrétné na
komplexni inverz

1
fl@) = —.
x
Toto zobrazeni neni definované pro x rovné pocatku nebo nevlastnimu bodu, takze
si ho rozsifime tak, ze f(0) = co a f(c0) = 0.
Tvrzeni 12. Komplexni inverz zachovava dvojpoméry.
Dikaz. Do vzorce pro vypocet komplexniho dvojpoméru dosadime c¢tvetici %, %,

1
C» D*
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Takze pro kazdé ¢tyfi body A, B, C, D plati (4,B,C,D) = (%,%,%7%). Pro
uplné dokonceni diitkazu je potfeba si rozmyslet, ze tuto vlastnost splituje, i kdyz

jeden z bodi je nevlastni. |

Z tohoto tvrzeni, jak uz vime, plyne, zZe komplexni inverz zobrazuje kruzimky na
kruzimky. To nam dava lepsi geometrickou predstavu, jak se komplexni inverz chova.

Prohlédnéme si nyni nas arzenal komplexnich funkci, které zachovavaji dvojpo-
meéry, a tedy i kruzimky:

(i) fi(z) =z +c
(i) fa(z) = cz,
(iif) fa(x) = ;-
Komplexni ¢islo ¢ zde mtze byt libovolné. VSechny funkce, které vzniknou jejich
sloZzenim, pak také zachovavaji dvojpomeéry i kruzimky. Témto funkcim se Fika Mo-

biovskd zobrazeni®.

Tvrzeni 13. Vsechna Mdobiovska zobrazeni se daji zapsat ve tvaru linearni lomené

funkce Z;fis, kde a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla. A vSechna zobrazeni tohoto tvaru,

ktera jsou bijektivni, ur¢uji Mébiovska zobrazeni.

Tvrzeni 14. Mé&jme komplexni ¢isla A, B, C, A’, B’, C'. Pak existuje pravé jedno
Mbébiovské zobrazeni, které zobrazuje A — A', B— B’ a C — C".

Diikaz. Takové zobrazeni musi zachovavat dvojpoméry neboli pro vSechna X plati,
7e (A,B,C,X) = (A',B',C', X’"). Z jednoznacnosti dvojpomért existuje nanejvys
jedno zobrazeni, které tuto podminku spliiuje. Vyjadiime X’ ze vztahii

(A,B,C,X)=(A",B,C" X",
B-AHX-0C) B-A)X-C)

(C-B)(A-X) (C'"-B)A-X")

Komplexni ¢isla A, B, C, A’, B’, C’ jsou pro nas néjaké konstanty. Pfevedeme oba
zlomky na stejnou stranu. Po roznasobeni vyrazu jmenovateli a roznasobeni zavorek
tedy dostaneme vyraz ve tvaru:

U1XX/—|-’U2X+U3X/ 4+ uyq =0,

kde w1, us, us a ug jsou néjaké konstanty v komplexnich ¢islech, protoze vznikly
nasobenim a s¢itanim konstant. To ale umime upravit do tvaru

U1(X+’l)2)(Xl +U3) —v4 =0

pro né&jakd konstantni vy, ve, v3, v4. Z toho uz umime vyjadiit X':

Vg
X +v3) = ———r,
( 2 v1(X + vg)
V4
X = —— — 3,
U1X—’01 vs

SPro geometrickou piedstavu doporuéujeme video youtube.com/watch?v=0z1fIsUNhO4.
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coz je tvar néjaké linedrni lomené funkce, takze se jedna o Mobiovské zobrazeni. [J

Dokonce vSechna prosta zobrazeni zachovavajici dvojpoméry v komplexnich ¢is-
lech jsou Mobiovska. Rozmysli si, Ze z tvrzeni 14 plyne, ze pokud se dvé Mobiovska
zobrazeni shoduji na obrazu tii rtiznych bodt, tak uz se shoduji na vSech bodech.

Inverze

Podivejme se znovu na zobrazem . To kazdému komplexnimu ¢islu pfifadi jiné kom-
plexni ¢islo, které svira s redlnou prlmkou opacny uhel. Takze pokud toto zobrazeni
slozime s preklopenim podle redlné pfimky, bude navic spliovat, ze pfimka vedena
body x a f(z) vzdy prochazi po¢atkem. Toto zobrazeni si jesté obohatime o stej-
nolehlost se stfedem v pocatku, vyslednym zobrazenim se stane inverze. Protoze
vznikne slozenim s komplexnim sdruzenim, nejedna se jiz o Modbiovské zobrazeni.

Definice 15. Inverzi nazveme zobrazeni projektivnich komplexnich ¢isel ve tvaru

f(2) = @ — /7,

T

kde k je realné ¢islo, kterému fikdme koeficient inverze. ProtoZe si muZeme pocatek
vZdy umistit v roviné, kam chceme, zadefinujeme si stied inverze jako bod, ktery
budeme povazovat za pocatek.

Vsimni si, ze pokud je koeficient ve tvaru a-b, pak inverze zobrazi komplexni ¢islo
o velikosti a na komplexni ¢islo o velikosti b a obracené.

Tvrzeni 16. Méjme inverzi s kladnym koeficientem k, pak mnozina pevnych bodii
je kruznice.

Diikaz. Hleddme vSechna X takova, ze k/X = ( ) X neboli XX = k. Cislo
XX jerovno | X|?, takze | X| = vk. Mnozina viech takovych X tedy lezi na kruznici
se stfedem 0 a polomérem k. Rozmysleme si, Zze pro kazdy bod této kruznice uz
pak plati, Ze se zobrazi sém na sebe a mnozinou vsech takovychto bodi je skutecéné
celd kruznice. ]

Z tohoto divodu se inverzi ¢asto fika kruhovd inverze. A Casto se nedefinuje svym
stfedem, ale pravé touto kruznici. Oba pohledy na inverzy maji riznd vyuziti. VSimni
si, Ze kruhovéa inverze se omezuje jen na kladné koeficienty. Na druhou stranu se da
rozsitit kruhova inverze o inverzi podle pfimky. Chceme néjaké Mobiovské zobrazeni
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s komplexnim sdruzenim, které bude mit jako mnozinu pevnych bodt primku. Tim je
preklopeni podle dané pfimky. Pokud tedy budeme mluvit o inverzi podle kruzimky,
miuze dand kruzimka byt i pfimkou a pak se jedna o preklopeni.

Vsimni si, Ze ted pod pojmem inverze myslime dvé zobrazeni. Jedno je inverze
dana stfedem a koeficientem. Ta neumi inverzi podle pfimky. Druhi je inverze podle
kruzimky. Ta pro zménu nepovoluje inverze se zapornym koeficientem.

Tvrzeni 17. Inverze zobrazuje kruzimky na kruzimky.

Diikaz. Stadi si v8imnout, ze k/x zobrazuje kruzimky na kruzimky a pfeklopeni
také.

Zkusme si ale rozmyslet, co se déje s dvojpoméry po inverzi. Zobrazeni % je za-
chova. Zbyva aplikovat komplexni sdruzeni. Tim se akorat na vysledny dvojpomér
aplikuje komplexni sdruzeni. To znamena, Ze inverze zachovava realné hodnoty kom-
plexnich dvojpomérti a komplexni hodnoty komplexné sdruzi. O

Pozorovani 18. V inverzi je obrazem kruZnice prochéazejici pocatkem primka,
protoze se zobrazi na kruzimku prochéazejici nevlastnim bodem.

Tohle pozorovani je jeden ze zakladt, k ¢emu se inverze bézné v geometrii da
pouzit. Pokud tloha obsahuje pfili§ mnoho kruZnic prochézejicich jednim bodem,
tak je inverzi mtZeme se stfedem v daném bodé zménit na piimky. Pojdme si to
ukézat!

Priklad 19. M¢éjme ¢étyfi kruznice a, 3, v, 0 takové, ze zadné dvé se neprotinaji
a « se dotykd 8 v A. Obdobné se 8 dotyka ~ v B, kruznice v se dotykd 0 v C a
konecéné § se dotykd o v D. Dokaz, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruZnici.

Reseni. Ulohu zinvertujeme se stfedem v D. Z kruznic a a § se stanou piimky.
ProtoZe se dotykaji, stanou se z nich rovnobézné piimky o' a ¢’. Kruznice 3 se
zobrazi na kruznici, co se dotykd o’ v A’. KruZnice ~y se zobrazi na kruZnici, kter4 se
dotykd &' v C" a 8’ v B’. Chceme ukézat, ze A’, B’, C', D’ lezi na jedné kruzimce,
ale D' je nevlastni, takZe chceme, aby A’, B/, C’ lezely na primce.

Uvéazime stejnolehlost se stfedem v B’ zobrazujici 8’ na 7’. Stejnolehlost zacho-
vavé rovnobézky, takze zobrazi o’ na ¢’. TakZe zobrazi i A’ na C’. To ale znamen4,
7e B’ lezi na piimce A’C’, coz jsme chtéli dokazat.
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Uloha 20. M¢jme dvé kolmé piimky p, ¢ s prisecikem O. Kruznice w; a ws maji
stfed na p a prochézi O. Kruznice wy a wy maji stfed na q a prochazi O. Ozna¢me
pruseciky razné od O kruznic A = wy Nwe, B =wsNws, C =w3Nws a D = wsNwy.
Dokaz, ze A, B, C, D lezi na jedné kruznici.
Uloha 21. Je dén trojuhelnik A; Ay A3 a sedm kruznic wy,ws, . . . , wy, které splituji
nasledujici dvé podminky:

(i) kruZnice w; prochazi body A; a As, kruznice ws body As a Ajg, kruznice ws

body A3 a A; a tak dale, az kruznice wy prochazi body A; a As,

(ii) kruznice w; a w;y1 maji vnéjsi dotyk pro vSechna i € {1,2,...,6}.

Dokaz, ze kruznice wi a wy splyvaji.

Tvrzeni 22. Pokud je P stiedem inverze a ¢arkami znacime obrazy bodi, pak

plati |<ABP| = |<B'A'P|.
Dikaz. ZapiSeme thel pomoci dvojpoméru s nevlastnim bodem. Komplexni ¢islo
(A,B,P,o0) = % svird s redlnou primkou tthel <ABP. Po inverzi se dvojpomér

komplexné sdruzi, takze
(A,B,P,o0) = (A", B’,0, P).

Nasledné vyuzijeme permutovani dvojpoméri z prvniho dilu a nakonec upravime
znovu pomoci dvojpoméru s nevlastnim bodem

—_— 1 B — A
A’ B’ Pl=———]=—=———+).
(4, B,00, P) ((P,A’,B’,oo)) <P—A’)
Komplexni sdruzeni neméni velikost sviraného thlu. Vysledné komplexni ¢islo tak

svira s realnou osou tthel <B’A’P. Takze |<<ABP| = |<B'A'P|. O

Poznamka 23. Vsimni si, Ze z toho plyne, Zze body A, B, A’, B’ lezi na kruznici
pro vSechna A, B.

7Standardni dtikaz tohoto tvrzeni je pfimocaré vyuziti mocnosti, protoze ji ale v seridlu moc
nevyuzivame, ukazeme si méné tradi¢ni dikaz.
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Poznamka 24. Vsimni si, Ze z piredchoziho dikazu se da zjistit vlastnosti néjakych
pomért po inverzi. Protoze k dokazani thlu vyuzivame silnéjsi podminku.

vvvvv

thly. Obcas se uz muze dokonce vyplatit vyuzit inverzi, i kdyz v zadani zadna
kruznice neni. P#i invertovani se hodi si rozmyslet, kolik tak kruznic navic nam
z primek vznikne a jestli spiS pomtzou, nebo uskodi. Pfimky, na kterych lezi jen dva
body, jako tfeba strany trojuhelnika invertovat nemusime, protoze nam nedavaji
zadnou informaci navic.

Uloha 25. M¢éjme kruZnice w; a wo, které se protinaji v bodech A, B. Na piimce
AB lezi bod O. Kruznici se stfedem O a polomérem |OA| oznacime 2. Déle necht Q
protind w; v bodech A, Xy. Pfimka XA protne ws v X7. Analogicky, € protne wy
v A, Yy. Pfimka Yy A protne wy v Y7. Prisecik € s pfimkou AB rtzny od A oznac¢ime
Z. Dokaz, ze |<ZX1A| = |[<ZY1 Al

Uloha 26. (Shooting lemma) Mé&jme kruznici w a na ni tétivu AB. stfed oblouku
AB ozna¢ime S. Uvazme dvé piimky p, ¢ prochazejici S. P¥imka p protne w podruhé
v Xg a BC' v X;. Obdobné ¢ protne w podruhé v Yy a BC v Y;. Dokaz, ze Xg, X1,
Yo a Y7 leZi na kruznici.

Uloha 27. Je dan pravothly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C a
uvnitt jeho stran AC, BC po fadé body D, E. Dokaz, ze paty vysek z bodu C na
primky AB, AE, BD, DFE lezi na jedné kruZnici.

Uloha 28. Necht se kruznice k, [ se stiedy S, T’ protinaji ve dvou riiznych bodech
A, B. Nechf pfimka AS protind [ v bodé C # A. Necht pfimka AT protiné k v bodé
D # A. Dokaz, ze pfimka AB prochdazi stfedem kruZnice opsané trojahelniku AC' D

Uloha 29. (IMO 1996) Necht P je bod uvniti ABC takovy, Ze
|<APB| — |<ACB| = |<APC| — |<ABC|.

Dokaz, ze osy thli <ABP a <<ACP protinaji pfimku AP v jednom bodé.

Tvrzeni 30. Méjme v roviné kruznici w a bod A, ktery na ni nelezi. Pak existuje
inverze se stiedem v A takova, Ze obraz w je znovu w. Neboli Ze existuje inverze,
ktera kruznici w , preklapi® skrz bod A.

Diikaz. Ozna¢me P stfed w. Uvazme piimku prochézejici skrz body PA. Ta protne
w v bodech X, Y. Pak existuje inverze, se stfedem A a koeficientem |AX] - |AY|
zobrazujici X — Y. KruZnice w je symetrickd podle pfimky AP. Protoze P na téhle
piimce lezi, bude i vyslednd kruZnice w’ symetrickd podle AP. Takze i vysledna
kruznice je kruznice nad primérem XY (|
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Poznamka 31. Koeficientu takové inverze se stfedem v A, kterd w ,,preklapi“, se
také ¥ikd mocnost bodu A ke kruznici w.

Dvojpoméry na kruznicich

Komplexni dvojpomér jsme navrhli tak, aby se shodoval se standardnim dvojpo-
meérem na piimce. Jenze v prvnim dile jsme si definovali dvojpomeér i na kruznici.
Komplexni dvojpomér na kruznici nam vysel redlny, ale chovaji se obé definice na
kruznici opravdu stejné? Jen pro rozliSeni v této ¢asti budeme znacit na chvili definici
dvojpoméru z prvniho dilu pomoci hranatych zavorek [A, B, C, D].

Uvazme ¢&tyii komplexni éisla A, B, C, D lezici na kruznici. Pak libovolné in-
verze se stifedem S na w zobrazi w na néjakou pfimku. Na této pfimce vime, Ze se
nase dvé definice chovaji stejné. Oznacime-li tedy ¢arkami obrazy v této inverzi, pak
(A", B',C",D") = [A,B',C’, D']. Protoze inverze zachovava reélné hodnoty kom-
plexnich dvojpomeérty, tak plati (A’, B’,C’,D’) = (A, B,C, D). Z prvniho dilu vime,
ze dvojpomeér na kruznici ziskdme pomoci projekce néjakého dvojpomeéru na piimce
skrz bod na kruznici. Neboli

[A',B',C",D'| = [SA',SB',SC",SD'] = A, B, C, D).

Posledni rovnost plyne z toho, Ze v inverzi plati, ze S, X a X’ lez{ na pfimce. TakzZe
[A,B,C,D] = (A,B,C, D). |
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S

A B’ c’ D’

TakZe uz mizeme v klidu pouzivat dvojpoméry na kruznicich a nemusime se
odkazovat na to které, protoze se obé& definice chovaji stejné. Pojdme se s timto
novym vzhledem znovu podivat na harmonické c¢tytithelniky.

Jak uz z prvniho dilu vime, harmonické ¢tyituhelniky jsou ty, které maji hodnotu
dvojpoméru rovnou —1. Pojdme se podivat, co nového o nich vime, kdyz vyuzijeme
komplexni dvojpomeér.

Tvrzeni 32. Pro harmonicky ¢tyfihelnik plati

AB|-|CD| = |BC| - |DA.

Dikaz. To, Ze je dany ctyfthelnik harmonicky, znamend, ze hodnota komplexniho
dvojpomeéru je rovna —1 neboli

=—1.
(C—B)-(A-D)
Takze
|B—A|-|D-C| _1
|C — B|-|A- D] o

coz po pronasobeni |C' — B| - |A — D| déva pfesné rovnost, kterou jsme chtéli ukazat.
O

Skladame inverze

Tvrzeni 33. SloZeni dvou inverzi, které mohou mit rizné stiedy, je Mobiovské
zobrazeni.

Dikaz. Inverzi se sttedem v P mtzeme zapsat v roviné s pocatkem 0 jako

() +n

Kdyz slozime dvé takova zobrazeni, tak se dvé komplexni sdruzeni vyrusi a zbyde
néjaké linearni lomenda funkce neboli Mobiovské zobrazeni. (]
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Lemma 34. (Kouzelné inverzni lemma — KIL) Rekneme, Ze konfigurace je hezk4,
pokud obsahuje kruzimku k a body A, B, které jsou svoje inverzy podle k. Pak
pokud zobrazime hezkou konfiguraci pomoci jakékoli inverze f, dostaneme znovu
hezkou konfiguraci.

Diikaz. Cérkou zna¢ime obrazy v inverzi f.

Oznacme gj, inverzi podle k a gi inverzi podle k zobrazeného pomoci f. Dale
ozna¢me A" = f(A) a B’ = f(B). Zobrazeni f(gr(X)) je Mobiovské, protoze se
jedné o slozeni dvou inverzi. Obdobné zobrazeni gy (f(X)) je Mobiovské. Podivame
se na obraz néjakého bodu M leziciho na k.

(i) Nejprve se podivejme na zobrazeni f(gx(X)). Protoze M lezi na k, tak se
zobrazi pomoci gi(X) sdm na sebe. TakZe v tomto zobrazeni M’ = f(M).

(ii) Podle g/ (f(X)) nejdiive zobrazime M pomoci f. Tim dostaneme M’ =
f(M). Pak zobrazime M’ podle gi/. Ale protoze M’ lezi na k', tak se zobrazi
sam na sebe.

ODbé zobrazeni se shoduji na obrazech alespon t¥i bodt na k a jsou Mobiovska, takze
uz se shoduji na vSech bodech. Tedy

f(gr(A)) = g (f(A)),
f(B) = gk:’(Al)a
B/ = gk’ (A/)

7 &ehoz plyne, ze B’ je opravdu obraz A’ podle k’. Neboli tvori hezkou konfiguraci.
U

Priklad 35. Mg¢jme kruznici w se stiedem O a bod A vné této kruznice. Kruznice
J se sttedem A a polomérem |AO| protne w v bodech P, Q. Oznaéme A’ invertované
A podle kruznice w. Dokazte, ze PQ je osa tsecky A’O.
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Reseni. Konstrukce tvofena kruzmici 6, bodem A a bodem v nekoneénu oo tvori
hezkou konfiguraci. Tu zinvertujeme podle w. Z § se stane pfimka, protoze prochazi
stfedem w, konkrétné piimka P(Q. Z bodu A se stane A’ a z oo se stane O. Takze
z tvrzeni KIL je O obraz A’ podle PQ. To ale uz vime, Ze je pieklopeni. Takze PQ
je osa A'O.

Poznamka 36. Z tvrzeni KIL obecné plyne, Ze pokud se tiloha zabyva jen otazkou
inverzi, muzeme ji jakkoli zinvertovat a dostaneme ekvivalentni tilohu.

Uloha 37. V trojahelniku ABC ozna¢me w kruznici se stiedem A a polomérem
|AB|. Déle necht je D inverzi bodu C podle w. Jako X ozna¢me pieklopené A podle
primky D B. Nakonec budiz O inverzi X podle w. Dokaz, ze O je stfedem kruznice
opsané ABC.

Uloha 38. Mgéjme harmonicky ¢étyfahelnik ABPC. Ozna¢me w kruznici prochéze-
jici A a dotykajici se BC v B. Analogicky €2 je kruznice prochézejici A a dotykajici
se BC v C. Druhy prisecik w a 2 oznac¢ime X. Dokaz, ze X a P jsou osové soumérné
podle BC.

l]hly mezi kruZimkami

Zadefinujeme si thel mezi dvéma kruznicemi, které se protinaji, jako thel svirany
jejich te¢nami ze spole¢ného bodu. Predstavme si to tak, Ze se podivame opravdu
blizko jejich pruseciku. Pti pfiblizeni vypadaji skoro jako primky, takze sviraji néjaky
uhel. Analogicky thel mezi kruznici a pfimkou je thel mezi teénou v priseéiku
s danou primkou.

Vsimni si, ze pokud se dvé kruznice protinaji ve dvou bodech, tak v obou maji
mezi sebou stejny thel.

Tvrzeni 39. Mobiovska zobrazeni zachovavaji thly mezi kruzimkami.
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Pozorovani 40. Z piedchoziho tvrzeni plyne, Ze inverze tihly mezi kruzimkami
preklapi, takze také zachovava jejich velikost.

Formaélni ditkkaz tohoto tvrzeni je nad ramec seridlu. Ukazeme si ale néhled, proc
by néco takového meélo platit. Velikost tihlu je lokalni vlastnost neboli velikost ihlu
umime poznat, at se na bod divame jakkoli blizko, nezajima nas vzdalené okoli
v obrazku. Kdyz se podivame na Mobiovské zobrazeni ,hodné blizko“, chova se jako
afinni. Okoli bodu néjak pootoéi a zachova piimky. Ale zaroven, protoze je Mobi-
ovské, zachovava kruznice. Ale vSechna afinni zobrazeni, kterd zachovavaji kruZnice,
jsou podobna zobrazeni, takze zachovavaji i thly.

Kolmé kruznice

Toto tvrzeni dava vzniknout kruznicim, které jsou na sebe kolmé. Ty se v mnoha
ohledech chovaji pékné.

Tvrzeni 41. KruZnicew a ¢ jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz obraz § v inverzi
podle w je zase §.

Dikaz. Protoze se tloha zabyva jen otazkou inverzi, muzeme podle tvrzeni KIL
celou situaci jakkoli zinvertovat a dostaneme ekvivalentni tilohu. Zinvertujeme celou
tlohu podle jednoho priise¢iku w a §. Tim se z kruznic stanou p¥imky. Obraz §’
podle W’ je ¢, pravé kdyz jsou tyto piimky na sebe kolmé. TakZe § se zobrazi na ¢
podle w, pravé kdyz jsou kolmé. O

Tvrzeni 42. Méjme kruznice w, 6, které se protinaji. Piimka p prochédzi stiedy
obou z nich a protinaw v A, C'a§ v B, D. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Kruznice w a ¢ jsou na sebe kolmé.
(ii) Ctvetice bodit (A, B,C, D) je harmonicka.

Diikaz. Ozna¢me B’ obraz B v inverzi podle w. Pak protoZe inverze zachovava
dvojpoméry, vime, ze (A,B,C,B’) = (A,B’,C,B). Z pifepoditavani dvojpomért
z prvnfho dilu dostaneme (A, B,C,B’) = (,43/7103)' TakZe kdyZ oznaCime x =
(A,B,C,B), plati = 1. Tedy z je rovno 1 nebo —1. Ale kdyby z = 1, tak
A, B, C, B’ nejsou rtzné body, z ¢ehoz plyne x = —1. Takze (A, B,C, B’) je harmo-
nicka.

Tudiz (A, B,C, D) je harmonickd, pravé kdyz D = B’, coz nastane, pravé kdyz w
v inverzi zobrazi § samu na sebe neboli pravé kdyzZ jsou na sebe kolmé. (|
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Poznamka 43. Tento trik, ve kterém jsme projektivné zobrazili (A, B,C, D) na
néjak zpermutovanou ¢tvefici A, B, C, D a tim ukazali, Ze je harmonické, mtze obcas
usnadnit dokazovani harmonickych ¢étveric. Zkus si podobnym zptisobem dokéazat
vétu Ceva—Menelaus z prvniho dilu jen pomoci promitani dvojpoméri.

Uloha 44. Mgéjme kruznici w se stiedem O. Na w lezi bod S. Na polopfimce OS
lezi bod X. Déale X’ je obraz bodu X v inverzi podle w. Na w lezi bod A. Dokaz, Ze
AS je osa thlu XAX'.

Uloha 45. Méjme dvé kolmé kruznice w a d se stfedy O a S. Piimka OS protina
w v A tak, ze O lezi mezi S a A. Jeden prusecik w a § oznacime X. Piimka AX
protne § podruhé v Y. Dokaz, ze Y.S 1. OS.

Lemma 46. Pro dvé kruznice w a §, které se neprotinaji, existuje Mobiovské
zobrazeni, které je zobrazi na soustiedné kruznice.

Diikaz. Vsimni si, ze pokud jsou dvé kruznice soustfedné, tak maji vice spolec-
nych os symetrii. Pokusime se tedy sestrojit pomoci inverzi dvé piimky, které jsou
obé kolmé na zadané kruznice. Po téchto zobrazenich uz tyto kruznice musi byt
soustiedné.

Zacneme inverzi se stfedem v jakémkoli bodé na kruznici w. Tim se z w stane
pfimka a ¢ bude kruznice, kterd w neprotind. Ozna¢me S patu vysky ze stfedu
kruznice § na pfimku w. Sestrojime kruznici v kolmou na § se stfedem v S. Tu
sestrojime tak, Zze z S vedeme teény SK, SL k ¢ kruznice o poloméru |SK]| je pak
kolma4 na 6.

Oznac¢me p pfimku kolmou na w prochazejici S. Pak plati tyto kolmosti: p L ~,
pLlw pld, v L v L w Oznatme X jeden z pruseciki v a p a invertujme se
stiedem v X. Tim se z v a p stanou kolmé pfimky. Z w a § budou znovu kruZnice.
Piimky v i p jsou na obé kruZznice kolmé neboli w a § jsou soustiedné. Toto zobrazeni
jsme dostali jako slozeni dvou inverzi, tedy je Mobiovské. (|
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w

Véta 47. (Steinerovo porisma) Méjme dvé kruznice w a §, které se neprotinaji
a mezi né se dé vepsat pds kruznic, které se navzdjem dotykaji. Pak at nakreslime
prvni kruznici pasu kdekoli tak, aby se dotykala w i€}, tak tato kruznice je soucasti
néjakého uzavieného kruznicového pasu, ktery se dotyka w i ).

(S
0@

Diikaz. Protoze se tloha zabyva pouze kruznicemi a tim, jak se dotykaji, mizeme
na ni aplikovat jakékoli inverze a Mobiovska zobrazeni. Z predchoziho lemmatu zob-
razime kruznice w a 2 na soustfedné. V takovém pfipadé mizeme ziskat jakykoli
novy kruznicovy pas pouhym otofenim jiz znamého péasu podle stfedu w. Aplikova-
nim inverzniho Mobiovského zobrazeni dostaneme zpét ptivodni konfiguraci s novym
pasem. O
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Dualita

Poznamka 48. V této ¢asti seridlu se vratime do rozsifeni roviny z prvniho dilu
a nebudeme tedy pouzivat komplexni ¢isla.

Obecny princip duality

Body a pfimky v roviné se chovaji do urcité miry podobné, jenom ,obracené®. Jaké-
koli dva rtizné body jednoznacné urcuji pfimku a naopak jakékoli dvé nerovnobézné
pfimky maji jednoznacny prisecik. V nasledujici definici si zavedeme ,,prohazovani®
pfimek a bodda.

Definice 49. Diagramem® D rozumime néjakou mnozinu piimek a mnozinu bodt.
Dudlni diagram D’ pak je takovy diagram, ve kterém kazdému bodu A v D odpovida
dudlni pF¥imka A’ v D’, podobné kazdé pfimce p v D odpovidd dudlni bod p/, a
navic kdykoli bod A leZi na piimce p, tak bod p’ leZi na piimce A'.

Priklad 50. M¢jme t¥i pfimky p, ¢, r prochézejici bodem A. Na p lezi bod B a
na r lezi bod C. Pf¥imku BC ozna¢me s. Zdualizuj diagram.

Reseni. Nakreslime si pfimku A’. Protoze p, q, r prochazeji bodem A, tak p’, ¢, '
lezi na A’. Tak si je dokreslime. Na p lezi B, coz znamené, Ze B’ prochazi bodem p’.
Analogicky C' prochazi r’. Jako s je oznacena piimka BC|, takze v dudlnim diagramu
je s’ prusecik B, C".

8Vite, kolik vazi jeden Fecky bith? — Jeden diagram :D.
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Cviceni 51. Zkus si prekreslit nasledujici obrazek tak, ze nahradis pfimky za body.

V dosavadnich ptikladech jsme dualizovali pouze kone¢né diagramy. V néasledujici
sekci si ukazeme, ze toho ve skutecnosti mizeme dualizovat mnohem vic. Ukaze se,
ze cela projektivni rovina je sama k sobé duélni.

Tento pohled na dualitu budeme v dalsich kapitolach dost vyuzivat, takze jestli
se citi§ trochu nejisté, zkus si prekreslit n&jaké dalsi obrazky. Ted si ukdzeme, jak
takovéto prohozeni bodu a pfimek celé roviny udélat. Geometricky si popiseme, jakou
presné piimku pfifadime kterému bodu.

Definice 52. (skaldrni sou¢in) Uvazme rovinu s po¢atkem P a v ni dva body A a
B rizné od pocéatku. Bod B kolmo promitneme na pfimku PA a projekci oznac¢ime
By. Pak skaldrni soucin A - B definujeme jako souc¢in PA - PBy, kde vzdélenosti
bereme orientované, tedy pokud P lezi mezi A, By, bude hodnota skalarniho souc¢inu
zdpornd. Rozmysli si, Ze to miZeme zapsat jako A - B = |PA| - |PB|cos(a), kde «
je thel mezi PA a PB. Z toho si vSimni, ze je skalarni soucin symetricky neboli
A-B=B-A.

Polary

Nyni uz mame nastroj, ktery ndm umoziuje splnit nasi myslenku obecné duality.
Bodu A v roviné pfifadime mnozinu A’ vSech bodfi X splitujicich A-X = 1. Projekce

vsech takovych bodi na polopfimku PA musi mit velikost \P—1A|" Ozna¢me B bod na
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polopiimce PA takovy, Zze |PB| = ﬁ. Pak A’ obsahuje vSechny body na pfimce
kolmé na P A prochézejici bodem B. Takze jsme bodu A pfifadili piimku A’. Piimka
A’ se nazyva poldrou A a bod A se nazyva pdlem A’. Pro kazdou pfimku, ktera
neprochazi pocatkem, existuje pol.

Tvrzeni 53. Necht D znaci diagram obsahujici viechny body v roviné kromé po-
catku, a vSechny pfimky v roviné neprochazejici pocatkem. Pak zobrazeni, které
zobrazi kazdy bod na jeho polaru a kazdou primku na jeji pdl, definuje dualitu
diagramu D se sebou samotnym.

Diikaz. Uvazme bod A a piimku p diagramu D tak, Ze A lezi na p. Potfebujeme
dokézat, Ze p’ lezi na A’. JelikoZ A lezi na polare bodu p’, tak A-p’ = 1. To z definice
polary bodu A soudasné znamen4, ze bod p’ lezi na polafe bodu A neboli na A’.% O

Cviceni 54. Rozmysli si, ze pokud dodefinujeme polaru pocatku jako nevlastni
primku a polaru jakéhokoli nevlastniho bodu A jako pfimku prochézejici po¢atkem
kolmou na smér A, tak dostaneme dualitu celé projektivni roviny se sebou samotnou.

Podobné jako jsme inverzi skladali se stejnolehlosti a koeficientu dané stejnoleh-
losti fikali koeficient inverze, budeme i dualitu skladat se stejnolehlosti. Vznika nam
tim pojem koeficient duality.

Definice 55. Definujeme polarovou dualitu se stfedem v P. Posuneme P do po-
¢atku. Pak tato dualita bude definovana tak, Ze bodu A pfifadi mnozinu vSech bodu
X takovych, ze A- X =k, kde k je nenulové realné ¢islo, kterému fikdme koeficient
duality.

Tvrzeni 56. Méjme v roviné body A, P a piimku p, ktera jimi neprochazi a je
kolma na AP. Pak existuje dualita se stfedem P, ktera zobrazi A na p.

Polary podle kruZznice

Vsimni si, Ze polarova dualita s kladnym koeficientem k zobrazi bod, ktery lezi na
kruznici se stiedem v po¢atku a polomérem vk, na pifmku prochéazejici danym
bodem, ktera je te¢nou k dané kruznici.

Analogicky jako jsme mohli pouzivat pojem inverze podle kruznice, mizeme nyni
pouzivat pojem polarova dualita podle kruznice.

Tvrzeni 57. Méime bod A vné kruznice w. Ozna¢me X, Y body dotyku tecen
vedenych bodem A ke kruznici w. Pak XY je polarou bodu A podle w.

Diikaz. Vime, ze AX je polarou X a AY je polarou Y. Protoze pfimka XY je
primkou definovanou body X, Y a bod A je bodem definovanym pfimkami X', Y,
tak z principu duality je XY polarou A. O

9Tvrzeni také znamé pod nazvem: ,Polara bodu na polafe prochazi pélem puvodni polary“.
V anglické literatutfe oznacovano jako La Hire’s Theorem.
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Véta 58. (Brianchon) Méjme tecnovy Sestithelnik ABCDEF. Pak pfimky AD,
BE a CF prochazi jednim bodem.

Diikaz. Uvazme dualitu podle kruznice vepsané. Ozna¢me body dotyku vepsané

s AB, BC,CD,DE, EF, FApostupné I, J, K, L, M, N. Pak A’ = IN. Analogicky

zname poléry i zbylych bodu Sestitthelnika. Pdl pfimky AD je prusec¢ikem polar A

a D. Coz jsou dvé protéjsi strany Sestitthelnika IJK LM N. Tvrzeni, ze AB, BC,

CD prochézi jednim bodem, znamené, Ze jejich pdly lezi na jedné p¥imce. Ale to je

presné Pascalova véta, kterou jsme si ukazovali v prvnim dile. |
(BEY

C

Uhel mezi bodem a piimkou

Hlavni trik, ktery s polarami budeme vyuzivat, je prenaseni tthli. K usnadnéni tohoto
prenéseni si vSak musime dodefinovat par znaceni.

Definice 59. Naésledujici definice vyuzivaji rovinu s pocatkem P.
(i) Uhel mezi pfimkami |<tpq| je pro nas tihel, o ktery musime otoéit p¥imku p
proti sméru hodinovych rucic¢ek, abychom dostali pfimku q.
(ii) Uhel mezi body |<AB| je pro nés thel, o ktery musime oto¢it pifmku PA
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali pfimku PB.
(iii) Uhel mezi bodem a p¥imkou |<tAp|, kde A lezi na p, je pro nas thel, o ktery
musime otoc¢it pfimku PA proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali
pfimku p. Obdobné |<pA| je thel, o ktery musime otoéit p na PA.

Tvrzeni 60. (o dualité hli) Pro vSechny body a pfimky v dualité plati
(i) [<pq| = [<p'dl,
(ii) |[«AB|=|<A'B|,
(iii) |<Ap| = [<A'p].

Diikaz.

(i), (ii) Nejdfive dokdzeme prvni a druhé tvrzeni. Oznacime A = p’ a B = ¢'. Dale
oznacime pruseciky X = PANp,Y = PBNga Z = pNq. Pak PXZY lezi na
jedné kruznici protoze |<ZY P| = 90° = |<Z X P|. Takze z obvodového thlu
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je thel mezi p a ¢ stejny jako thel mezi PA a PB. Coz jsme chtéli dokazat.

O

(iii) Pro tfeti tvrzeni ozna¢ime X = PAN A" aY = Pp'Np. Pak X, A, Y, p' lezl
na jedné kruznici, protoze |<(p'Y A| = 90° = |<p’' X A|. Znovu z obvodového
ahlu plyne, Ze tthel mezi p a PA je stejny jako tihel mezi A’ a Pp'. O

Uloha 61. M¢jme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Nechf E = ABNCD a F
AD N BC. Mé&jme bod X uvnitt ABCD takovy, ze |<AXE| = |[<CXF|. Dokaz,
|TAXB| + |<CXD| = 180°.

Uloha 62. (Blanchet zas a znovu) V trojthelniku ABC ozna¢me D patu vysky
z vrcholu A. Na stranach AC a AB jsou postupné body E, F' takové, ze pfimky BE
a C'F se protinaji na AD. Dokaz, %e |[<EDA| = |<FDA|.

N<
¢

Uloha 63. Méjme pevny bod D a pevné p¥imky k, I, které prochazeji spoleénym
bodem A. Na piimkéch k, | jsou postupné body X a Y takové, ze |<XDA| =
|<Y' DA|. Dokaz, ze pfimka XY prochdzi pevnym bodem.

Uloha 64. Méjme rovnobéznik ABCD a v ném naleznéme bod F, ktery spliiuje
|<CDF| = |<CBF)|. Dokaz, 7e |<FCB| = |<FAB]|.

Uloha 65. Mgjme trojihelnik ABC takovy, ze |[<BAC| = 120°. Ozna¢me po-
stupné D, F, F pruseciky os thlt u vrchola A, B, C s protéjsi stranou. Dokaz, ze
|<EDF|=90°.

Tvrzeni 66. (o dualité na kruznici) Méjme trojihelnik ABC' se stranami a, b, c.
Na jeho kruznici opsané méjme bod P. Uvazme dualitu se stfedem v P. Pak plati, ze
ctyiahelniky ABCP a a'b'c' P jsou podobné. Tedy specialné bod P lezi na kruznici
opsané a'b'c’.

Dikaz. DokéZeme, %e trojihelniky ABP a a’b’' P jsou podobné. Z obvodového tihlu
|<BAP| = |<BCP)|. Z duality uhli

|<<BCP| = |<Ca| =|<C’d| = |<<b'd’P|.
Znovu z obvodového thlu |[<APB| = |[<ACB]|. Z duality thld pak

|<ACB| = |<ab| = |<a’t| = |<d' PV|.
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Dostali jsme, ze |[<BAP| = |<b'a’P| a |<APB| = |<a’PV|. Takze z véty uu jsou
trojuhelniky ABP a a'b’ P podobné. Obdobné jsou trojuhelniky ACP a o’¢’ P. Takze
i ¢tyrtahelniky ABCP a a’b'c’ P jsou podobné. |

Véta 67. (Simsonova piimka) Méjme trojithelnik ABC' a na jeho kruZnici opsané
bod D. Ozna¢me X, Y, Z postupné paty z D na piimky BC, AC, AB. Pak X, Y,
Z lezi na jedné piimce.

Diikaz. Oznacme a, b, ¢ postupné strany trojuhelnika BC, CA, AB. UvaZzme pola-
rovou dualitu se stfedem v D a libovolnym koeficientem. Z tvrzeni 66 lezi D na kruz-
nici opsané a'b'c’. Z duality 1hlt 90° = |<Xa| = |[<X'a’|. Takze pfimka X’ je kolmice
na Da’ prochézejici a’. Analogicky Y’ je kolmice na Db’ skrz V' a Z’ je kolmice na
D¢ skrz ¢/. Cheeme ukézat, ze X', Y’', Z' prochézi jednim bodem. Oznacéme D
bod naproti na kruznici opsané a’b’c’ od bodu D. Pak |[<Da’Dg| = 90°. Takze X’
prochdzi Dy. Analogicky i Y’ a Z’ prochézi Dg. Tedy X', Y’ a Z’' prochézi jednim
bodem, takze X, Y, Z musely lezet na jedné piimce. ([l

Uloha 68. Mg¢jme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou w a vepsistém 1. Oznaéme
p teénu k w riznou od stran trojuhelnika. Na pfimce p zvolme body Ag, By, Cy tak,
aby |<<ATAg| = |<BIBy| = |<CICy| = 90°. Dokaz, ze piimky AAy, BBy a CCy
prochézi jednim bodem.

Uloha 69. (Miqueliv bod) Mé&jme étyfahelnik ABCD. Ozna¢me P prisecik AB a
CD. Analogicky Q je prusecik BC' a AD. Dokaz, ze kruznice opsané trojahelnikam
QAB, QCD, PBC a PAD prochézi jednim bodem M. Dokaz, ze M lezi na PQ,
pravé kdyz ABCD je tétivovy. Muzes si vSimnout i dalsich zajimavych dhlovych
vlastnosti.
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Polary a inverze

Vsimni si, Ze inverze a polary spolu dost souvisi. Konkrétné polaru bodu A dosta-
neme tak, ze vedeme kolmici na PA prochézejici inverzi (se stejnym koeficientem)
bodu A, kde P je stied duality i inverze.

Tvrzeni 70. (dualita zachovava dvojpoméry) Méjme body A, B, C, D na pfimce.
Uvazme jakoukoli dualitu. Pak (A, B,C,D) = (A’,B’,C’,D"). (Z principu duality
vime, Ze pfimky A’ B'C’' D’ prochéazi jednim bodem, takZe je na nich dvojpomér dobfe
definovany.)

Diikaz. Oznacme P stied duality. Rozlisme dvé konfigurace.

(i) Nejprve rozeberme piipad, kdy P lezi na p¥imce A, B, C, D. V8echny pfimky
A', B', C', D' jsou rovnobé&zné. Promitneme dvojpomeér (A’, B’,C’, D’) na
piimku A, B,C, D. Tim dostaneme to samé, jako kdyz (A, B,C, D) zinver-
tujeme se stejnym stfedem a koeficientem.

(ii) V druhém pfipadé, kdyz P lezi mimo ABCD, z promitactho tvrzeni vime,
ze

(A,B,C,D)=(PA,PB,PC,PD).
Oto¢ime tento svazek o 90° na (PA;, PBy, PCy, PDy). Pak PA; je rovno-
bézné s A, PB; || B', PCy || C' a PD; || D'. Protoze u dvojpomérového
svazku zalezi jen na tthlech mezi primkami, plati, ze

(PA,, PBy,PCy,PD,) = (A", B',C", D).
Takze (A, B,C,D) = (A, B',C", D"). O

Uloha 71. Mgjme teénovy ¢tyfihelnik ABCD a nechf I je stied kruznice jemu
vepsané. Oznaéme Q = ABNCD a P = BC N AD. Oznaéme M kolmou projekci
bodu I na ptimku PQ. Dokaz, ze |[<DMI| = |<BMI|.
Véta 72. (Simsonova pfimka podruhé) Méjme trojuhelnik ABC' a na jeho kruznici
opsané bod D. Oznac¢me X, Y, Z postupné paty z D na pfimky BC, AC, AB. Pak
X, Y, Z lezi na jedné piimce.

49



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 39. ro¢nik (2019/2020), 2. komentaie B

Diikaz. Uvazme dualitu se stfedem v D a naslednou inverzi se stejnym koeficientem
a stfedem v D. Ta zobrazi stranu trojihelnika na patu z D na danou stranu.Takze
tfeba a — X. Oznacme ¢arkou obrazy v dualité a dvojcarkou obrazy po nésledné
inverzi. Z tvrzeni dualita na kruznici vime, Ze a'b’'c’D je tétivovy. TakZze po inverzi
mame, ze a”’b”c”oco lezi na kruzimce. Ale protoZze obsahuje bod v nekone¢nu, musi
lezet na primce. Takze X, Y, Z lezi na pfimce. O

Miize se Ti zdét, Ze jsme na tuto vétu vyuzili moc silné nastroje (dualitu i inverzi),
kdyz se d4 jednoduse vyuhlit. Tyto nastroje nam ale davaji dalsi vhled do toho, co to
Simsonova pfimka vlastné je. Pojdme si ukdzat netrivialnéjsi tvrzeni, které z tohoto
nahledu celkem rychle plyne.

Priklad 73. Méjme harmonicky ¢tyfthelnik ABCD. Oznaéme X, Y, Z paty z D
na ptimky BC, CA, AB. Pak | XY| =Y Z|.

Reseni. Zmnovu aplikujeme dualitu se stfedem v D. Z tvrzeni dualita na kruz-
nici vime, ze a’b'c’D je podobny s ABCD, tedy specidlné je harmonicky. TakzZe
(a', b, ¢, D) = —1. Po zinvertovani podle D dostévame, ze

XY, Z 00) = (a", V', ", 00) = —1.
( b ) ) b bl b

To je ale dvojpomér s bodem v nekonec¢nu, tedy Y je stifedem tsecky X Z.

Uloha 74. V étyfahelniku ABC'D oznaéme P priisecik thlopticek AC a BD. Déle
ozna¢me M prusecik kruznic opsanych PC'D a PAB razny od P. Nakonec ozna¢me
H,, Hy, H3 a H4 postupné paty kolmic z bodu P na piimky AB, BD, DC' a CA.
Dokaz, ze Hy, Hs, Hs a Hy lezi na jedné primce.

Polary v zadani

Obcas se stane, ze k vyfeSeni tlohy ji ani nepotfebujeme celou dualizovat, ale staci
si uvédomit, které prfimky v zadani jsou polary kterjch bodt v zadani. Nejlépe si to
ukézeme na ptikladeé.

Uloha 75. Mgéjme trojihelnik ABC' s kruznici vepsanou w se stfedem I. Kruznice
w se dotyka stran BC, C'A, AB postupné v bodech D, F, F. Pfimka FF protina
pfimku BC v G. Dokaz, ze GI 1 AD.

Reseni. Pokusime se ukézat siln&jsi tvrzeni, ze AD je polarou G podle w. Pak musi
GI byt kolmé na AD. Najdeme pdl AD podle w. Ten musi byt prusecikem polar A
a D. Polara A je EF, polara D je BC, takze G je opravdu polem AD.

Uloha 76. Mgéjme trojihelnik ABC' a jeho vepsisté I. Ozna¢me body dotyku ve-
psané kruznice se stranami BC, CA, AB postupné D, F, F. Ozna¢me S prusecik
piimek EF a BC'. Dokaz, ze SI 1 AD.
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Polary a kolineace

Uz jsme si ukazali, jak vypada polara bodu lezictho na kruznici a vné kruznice.
Pojdme néjak projektivné zkonstruovat polaru bodu uvnit¥ kruznice.

Tvrzeni 77. Méjme bod X uvnitf kruznice w. Necht p, q jsou libovolné piimky
prochazejici bodem X, p protindaw v A, B a q protinaw v C, D. Teény kw v A a B
se protinaji v F. Tecny k w v C' a D se protinaji v G. Pak pfimka F'G je polara X.

B

Diikaz. Uz vime, Ze p je polara F a q je polara G. Z principu duality tak pfimka
prochéazejici F', G. musi byt polarou pruseciku p, q. Takze F'G je opravdu polara X.
O

Tvrzeni 78. (kolineace zachovava polary) Méjme kruznici w, bod A a jeho polédru
a vzhledem k w. Pak pokud kolineace zobrazi w na kruznici w', A — A’ aa — d,
tak a' je poldra A’ vzhledem k «’'.

Dikaz. Polary umime zkonstruovat vyuzitim pouze tecen a priisecikd. To vSechno
ale kolineace zachovava. Zachovava tedy i polary. (|

Tim se moznosti kolineace jesté rozsitily. Pojdme si to ukazat.

Priklad 79. Mgjme tétivovy ¢tyiuhelnik ABCD se stiedem O kruznice opsané.
Ozna¢me P=ACNBD,Q=ABNCD a R=AD N BC. Dokaz, ze PO 1 QR.

Reseni. Oznadme w kruznici opsanou ABCD. Dokézeme silnéjsi tvrzeni. Doké-
zeme, ze QR je polara P podle w. Uvazme kolineaci zobrazujici QR na nevlastni a
w na kruznici. Z ABC D se tim stane obdélnik. Polary se zachovaly. QR je nevlastni
a P je stfed w, takze QR je polara P. Takze PO muselo byt kolmé na QR.

Poznamka 80. Rozmysli si, Zze v pfedchozim pripadé dokonce PQ je polara R a
PR je polara (Q podle w a Ze z toho plyne, ze O je ortocentrum PQR. To je tvrzeni,
které se v prvnim dile zdalo kolineaci absolutné nedokazatelné.
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Uloha 81. Mgéjme te¢novy tétivovy étyFuhelnik ABCD. Oznaéme I stied kruznice
vepsané, O stfed kruznice opsané a P prusecik thlopticek. Dokaz, ze O, I, P lezi na
jedné primce.

Dualita s ortocentrem

Ukazeme si specialni pripad duality. Pro trojuhelnik ABC' se stranami a, b, ¢ najdeme
dualitu, ktera zobrazi A — a, B — b, C' — c.

Tvrzeni 82. (existence duality podle trojihelnika) Uvazme dualitu zobrazujici
A — BC se stiedem v ortocentru. Podivame se, kam tato dualita zobrazi B. B lezi
na A’ neboli B’ prochdzi skrz A. Zaroveri musi byt kolma na BH, ale to je pravé
AC'. Analogicky je polara C' piimka AB.

Poznamka 83. Pro pravouhly trojuhelnik tato dualita neexistuje, protoZe orto-
centrum v ném splyva s vrcholem.

Priklad 84. Méjme ostrouhly trojuhelnik ABC' s ortocentrem H. V ném lezi bod
P. Ozna¢me By bod na AC takovy, ze BoH 1 BP. Analogicky sestrojime Cjy na
AB tak, aby CoH | CP. Dokaz, ze PH 1 CyBy.

Reseni. Najdeme pély pfimek PB a PC v dualité podle trojihelnika ABC. Piimka
PB prochazi bodem B, takze jeji pdl lezi na b. Oznacime jeji pdl Q. Pak protoze
stfed duality je ortocentrum, musi platit, ze QH | PB. Takze @ = By. Analogicky
pdl PC je Cy. Takze ptimka CyBy je polira P = PB N PC. Z toho plyne, Ze
PH 1 CyBy.

Poznamka 85. Mohli jsme dodefinovat i bod Ag. Pak z toho, ze PA, PB, PC
prochézi jednim bodem, plyne, ze Ay, By, Cy lezi na primce.
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Uloha 86. M¢jme trojthelnik ABC a ozna¢me H jeho ortocentrum. Dale mé&jme
ceviany'® AD, BE, CF. Kolmice na piimku DH prochizejici skrz A protind BC
v Ap. Obdobné kolmice na EFH prochézejici skrz B protind AC' v By a kolmice
na F'H prochézejici C protind AB v Cy. Dokaz, ze Ag, By a Cy lezi na jedné piimce.

Uloha 87. Mgjme ostrotihly trojihelnik ABC s ortocentrem H. Ozna¢me M, stied
strany BC, M, stfed strany AC a M, stfed strany AB. Pruse¢ik poloptimky M, H
s kruznici opsanou oznacime X, a prusecik AX, s BC ozna¢ime Y,. Analogicky
sestrojime body X3, X. a Y3, Y. Dokaz, ze Y,, Y} a Y, lezi na pfimce.

Uloha 88. Mgjme trojthelnik ABC a jeho ortocentrum H. Na strané BC' lezi bod
D. Piimka skrz H kolma na DH protne pifimky AB a AC postupné v bodech K a

. . |KH| _ |BD|
L. Dokaz, ze HI = DO

Uloha 89. Mg¢jme trojahelnik ABC s ortocentrem H. Na AC naleznéme bod
B’ takovy, ze |<AHB'| = |<ABC|. Analogicky na AB nalezneme C’ spliujici
|<AHC'| = |[<ACB|. Dokaz, 7e B'C" || BC.

Uloha 90. V trojihelniku ABC' s ortocentrem H a patami vysek z vrcholi A, B,
C oznalenymi D, E, F. Necht M je stied strany BC. Pi¥imka EF protne piimku
BC v X. Dokaz, ze XA L HM.

Uloha 91. (Droz-Farny) Méjme trojtihelnik ABC' s ortocentrem H. Pifmky p, ¢
jsou na sebe kolmé a prochazi bodem H. Pfimka p protind BC v Ay, AC v By a
AB v Cy. Analogicky q protina BC v Ay, AC v By a AB v C;. Dokaz, ze stredy
usecek AgA1, BoBy a CyC4 lezi na primce.

Uloha 92. Mgéjme trojihelnik ABC. Ozna¢me H jeho ortocentrum a M stied
strany BC'. Dale K je prisecik M H s kruznici opsanou ABC'. Piimka rovnobézna
s BC prochéazejici skrz H protind pfimku AK v bodé X. Vnéjsi osa thlu BHC
protind BC' v bodé Y. Oznacme S stfed oblouku BC' neobsahujici A. Dokazte, Ze
SH 1 XY

Uloha 93. V trojthelniku ABC ozna¢me H ortocentrum. vnéjsi osa tthlu BHC
protne BC' v X. vnitini osa AHB protne AB v Y a vnitini osa AHC protne AC
v Z. Dokaz, ze X, Y, Z lezi na piimce.

Shrnuti

Shrneme, co jsme v druhém dile ukazali.

0Ceviany v trojihelniku jsou tii p¥imky, z nichZ kazda prochézi jingm vrcholem trojihelnika
a protinaji se v jednom bodé.
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Komplexni dvojpomér

(1)

(2)

Definovéan jako

pro komplexni ¢éisla A, B, C, D.
Na piimce i na kruznici se chovéa stejné jako standardni.

Mobiovska zobrazeni

(1)

(2)
3)

Linearni lomené funkce v komplexnich ¢islech

ar +b
cr+d

pro komplexni koeficienty a, b, ¢, d.
Zachovévaji dvojpoméry.
Zachovéavaji kruzimky.

Inverze

9)

Definovand stfedem a koeficientem. Posuneme stied do pocatku, pak je to
zobrazeni tvaru k/Z, kde k je redlny koeficient.

komplexné konjuguji dvojpomeéry.

Zachovava kruzimky.

Ozna¢me P stied inverze a ¢arkou obrazy. Pak P, X, X’ lezi na pfimce pro
vSechna X.

Kruznice prochézejici stfedem se zobrazi na primku neprochézejici stfedem.
Pro body A, B a jejich inverzy A’, B’ podle inverze se stiedem P plati
|<PAB| = |<PB'A|.

Slozeni dvou inverzi je Mobiovské zobrazeni.

Inverze podle kruzimky. Definovana jako Mobiovské zobrazeni s pruhem,
jehoz mnozina pevnych bodt je zadanéd kruzimka. Inverze podle primky je
preklopeni.

Tvrzeni KIL.

Kolmé kruZnice

(1)
(2)
3)

Tecny v jejich prusecicich jsou kolmé.

Obraz w v inverzi podle €2 je znovu w pravé kdyz jsou w a {) na sebe kolmé.
Oznac¢me p primku spojujici stfedy kolmych kruznic. Ta kruznice protne
ve Ctyfech bodech. Tyto body tvoii harmonickou ¢tvefici.

Dualita

(1)
(2)

Nahrazujeme body a pfimky tak, aby se zachovala vlastnost nalezeni. Takze
pokud A lezi na p, pak p’ lezi na A’.
Koneéné dudlni diagramy.

Polary

(1)

Skalarni soucin A-B ve svété s poéatkem P je roven A-B = |PA|-|PB| cos(a),
kde « je tihel mezi PA a PB.
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(2) Definované pomoci skaldrniho souéinu. Polara A je mnoZina bodi X tako-

vych, ze A- X =k, kde k je realny koeficient polarové duality.

Urcuji dualitu celé projektivni roviny.

Dobfe se prepocitavaji thly.

Pro ¢tyii body na kruznici ABCD plati, Ze po dualité se stfedem v D jsou

&tyftuhelniky ABCD a a’b'c’ D podobné, kde a, b, ¢ jsou strany trojtihelnika

ABC.

(6) Inverze bodu A je pata stfedu duality na polaru A’.

(7) Pokud kolineace zachova kruznici, zachova i polary vzhledem k dané kruznici.

(8) Pro trojihelnik ABC existuje polarova dualita se stfedem v ortocentru zob-
razujici A > a, B—baC —c.

w

N NN
(G2 TSN
N NGNS

Par slov zavérem

Zde koné¢i naSe putovani projektivnim svétem druhého dilu. Ale nemusis$ truchlit,
vydame se zde jesté jednou a naposled v dile tfetim. Pro pfipomenuti: na druhé
prochéazce jsme nejprve potkali komplexni ¢isla, téch jsme se nezalekli a ukazali si,
7e pomoci nich Ize jednoduse popsat nékterd klasickd zobrazeni, celou tiidu téchto
zobrazeni jsme pak nazvali Mobiovska. Dale jsme se podrobnéji zamé¥ili na jedno
konkrétni zobrazeni — inverzi a zjistili, ze kruznice a pfimky jsou si v jistém pohledu
tak podobné, Ze jsme jejich Celed nazvali kruzimky. Také jsme se vydali aZ na pdl,
kde jsme namisto ocekavanych polarnich medvéd nalezli polary. Hlavnim objevem
druhého vyletu se pak stal tvor jménem dualita, ktery kudy chodil, tu se hned piimky
ménily v body a naopak body v pfimky. Pro vétsi sblizeni se vSemi potkanymi
zvitatky jsme si vlastnosti jednotliveid demonstrovali na spousté prikladi a obrazki.

A na co se muze$ tésit ve tietim putovani? Tentokrat se vydame do koncin do-
sud nepoznanych a tajuplnych. Ukézeme si, jak se daji tlohy dokazovat za pomoci
hybani s body. A Ze obcas je stac¢i dokazat ve tfech specidlnich piipadech a pak uz
jsou dokézany celé. Pomoci hybani pak budeme schopni dokazovat i zvlastni tvrzeni
jako tfeba, Zze urc¢itd mnozina primek prochazi jednim bodem bez toho, abychom
znali dany bod. Sezndmime se se zvifdtkem zvanym Desarguesova involuce, které
sice muze dle jména ptsobit désivé, ale pfi bliz§im poznani umi schovat zoubky,
byt kouzelné a poradit si s mnohymi obrazky. Napriklad umi dokazat, ze néjaké
dvé nahodné tsecky na primce jsou stejné dlouhé. Doufame, Ze jste se pii této vy-
pravé nezalekli Savlozubych tygra a doprovodite nas i na této zavérecné cesté. Vsttic
novému dobrodruzstvi!

Navody
20. Zinvertuj podle O. Z kruznic vznikne obdélnik.

21. Invertuj se stfedem As. Rozmysli si, co se stane s dotykajicimi se kruznicemi.

25. Zinvertuj podle A a prenes uhly.
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26. Najdi pevnou inverzi se stiedem v S, ktera zobrazi X, na X; nezavisle na
poloze ptimky p.

27. Dokresli kruznice nad pruméry AB, AC, CD, CE. Nésledné zinvertuj podle
C.

28. Zinvertuj podle A. Objevi se trojuhelnik s vyskami.
29. Zinvertuj podle A a dokaz, ze |AB|/|BP| = |AC|/|CP|.

37. Oznac¢ O; stied kruznice opsané ABC'. kruznice opsand ABC', nevlastni bod
a bod O; tvofi hezkou konfiguraci.

38. X, P a BC maji tvori hezkou konfiguraci. Zinvertuj podle A.

44. Najdi harmonickou ¢tvefici. Najdi pravy thel. Vyuzij tvrzeni dvé ze tii.
45. Zinvertuj podle § a najdi pravy thel.

61. Zdualizuj podle X.

62. Zdualizuj podle paty vysky.

63. Zdualizuj podle D. Dokaz, ze pdly hledanych pfimek lezi na jedné piimce.
64. Zdualizuj podle F.

65. Rozmysli si, jak se chova dualita podle bodu, ktery lezi na ose thlu. Co kdyz
lezi na rameni?

68. Zdualizuj podle kruznice vepsané.

69. Zdualizuj tlohu podle priseciku dvou kruznic opsanych. Uvédom si, ze z toho
co dostane$ plyne, ze M lezi i na zbylych dvou. Pro druhou ¢ast preved tétivovost
na soucet thla 180.

71. Zdualizuj podle kruznice vepsané. Pieved podminku pomoci dvé ze tii na har-
monicky svazek.

74. Staéi najit Simsonovy pfimky. Zkus ale vyuzit dikaz Simsonovy pfimky. Zdu-
alizuj a zinvertuj podle M.

76. Zjisti, ze S je polara AD podle kruznice vepsané.

81. Najdi polaru P podle kruznice vepsané i opsané. To, co zjistis, fika dost infor-
mace, aby platilo, ze O, I, P lezi na pfimce.

86. Hledan piimka je polara pruseéiku cevian AD, BE, CF' v dualité podle ABC.
87. Jaka je polara bodu M, v dualité podle ABC.

88. Pfeved pomér na dvojpomér s nevlastnim bodem a pak zdualizuj podle ABC.
89. Ptenes thel v dualité podle ABC.

90. Pieklop A podle M na Aj. Jaka je polara Ag v dualité podle ABC.

91. Pro zdualizovéani pfeved na harmonické svazky. Po dualité uz jen zbyva vyuhlit.
92. Zdualizuj podle ABC osu uhlu BAC' a osu strany BC.

93. Body X, Y, Z se v dualité podle ABC zobrazi na ruzné osy thlu.
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Vysledky po 3. podzimni sérii
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Detailni vysledky jednotliych sérii nalezne$ na nasem webu: prase.cz/vysledky
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28.
29.
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31.
32.
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34.
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38.
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jméno
Jiri
Vaclav
Magdaléna
Zdenék
Matous
Klara
Samuel
Lucia
Jakub
Tomas
Josef
Matej
Jakub
Markéta
Jonas
Vojtéch
Vendula
Veronika
Benedikt
Nikita
Michal
Jan
Denisa
Petro
Jachym
Martin
Adéla Karolina
Eva
Adam
Jakub
Karel
Lukas
Petr
Jachym
Alex
Ondrej
Vojtéch
Vit

prijmeni
Kalvoda
Janacek
Misinova
Pezlar
Safranek
Pernicova
Rosiar
Krajcoviechova
S tepo
Flidr
Vacha
Hanus
Parada
Hanuskova
Havelka
Gadurek
Onderkova
Chovancova
Bares
Ustinov
Beranek
Brada
Hanuskova
Velychko
Némecek
Fof
Zackova
Feldbabelova
Pavelka
Jedlicka
Chwistek
Veskrna
Hladik
Mierva
Tabara
Sladky
David
Hanika
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PORG PH
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G Dobruska
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88,28
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85,07
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72,92
72,41
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13
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Tobias
Jan
Antonin
Daniel
Viktoria
Petr
Lucia
Frantisek
Huu Quy
Peter
Zdenék
Anastasia
Markéta Anna
Karel
Teodor
Tomas
Patrik
Michal
Mikulas
Jana
Vaclav
Martin
Adam
Martin
Olga
Ema Wayan
Natalia
Vojtéch
Adam
Jakub
Daniel
Jan
Adéla
Frantisek
Vojtéch
Martin
Anezka
Katerina
Klara
Matej
Filip

Jan
Stanislav
Markéta
Michal
Ondrej
Marek
Vojtéch
Jitka
Vaclav
Darian
Matéj

Krupa
Ruzicka
Otmar
Perout
Patapeika
Khartskhaev
Kvasnickova
Dvorak
Nguyen
Kochelka
Tomis
Bredikhina
Dolezalova
Prochazka
Machart
Machacek
Jendele
Vosyka
Broz
Maderova
Mastera
Svanda
Mendl
Haikl
Dvorakova
Danielova
Batorova
Miiller
Slegl
Kliment
Czinege
Nekarda
Kiizova
Maly
Votruba
Novacek
Kasalova
Finkova
Hubinkova
Kliment
Brecher
Vaviin
Kozak
Korinkova
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Pistak
Eibel
Padronova
Verner
Poljak
Holubicka
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.
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103.—-104.
103.-104.
105.

106.

107.
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109.
110.—-112.
110.—-112.
110.—-112.
113.

114.
115.-116.
115.-116.
117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.
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125.
126.—-127.
126.-127.
128.

129.

130.
131.-132.
131.-132.
133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.
141.-143.
141.-143.

Alan
Jakub
Robin
Tomas
Jakub
Dora
Klara
Anna
Ondrej
Michal
Marek
Lenka
Klara
Katerina
Petra
Frantisek
Oleksandr
Veronika
Anna
Martin
Véra
Jakub
Katefina
Viktorie
Amalie
Stépan
Adam
Stépan
Viktor
Lukas
Radomir
Julie
Lucie
Katerina
Jiri

Filip
Michaela
Jiri
Martin
Tomas
Dominik
Vojtéch
Martin
Jakub
Bohdana
Lucie Abigail
Paulina
Filip
Adéla
Jan
Michaela
Matyas

Hiibsch
Kislinger
Palan
Jaros
Polak
Cidlinska
Hlouskova
Musilova
Dulansky
Déme
Eibel
Poljakova
Chobotova
Panesova
Jira

Kmjec
Zezulya
Kavanova
Pechackova
Bocek
Polaskova
Vicek
Trojtlova
Hulcova
Dostalikova
Postava
Kiivka
Tomek
Materna
Frk

Mielec
Krimska
Ambrozova
Vokalova
Maly
Hosek
Rihova,
Harvalik
Cerny
Hulla
Belza
Turland
Kavan
Masek
Vokounova
Kopelentova
Dujavova
Sedlacek
Trzilova
Vondra
Holotnéakova
Kohut
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GKepleraPH
G Klatovy
GJarkovPH
GOA Pelh
GNPrazacPH
KISpG Brno
G Kolin
PORG PH
GJSkodyPR
LycCarFR

G Ivancice
GJSkodyPR
GJNerudyPH
G Teplice
GPelhtimov
G Brandys

G Beroun
GJungmanLT
GJSkodyPR
MendelG OP
OA Liberec
G Piibor

G Broumov
G CKrumlov
GJSkodyPR
G Bilovec
CMGPgBrno
GSRandyJN
GJaroseBO
GNadAlejPH
GVolgogrOS
GKepleraPH
G Svitavy

G Kolin
GJPekaireMB
MKG Ricany
G Broumov
GMikul23PL
G HavlBrod
GTajBanBys
GBalbinaHK
GJaroseBO
GJungmanLT
GNeumannZR
GDomazlice
GKutndHora
GRaymanaPV
GSRandyJN
KGTfebic

G TynNVIt
G Tftinec
GSOS FrMys

16
24
12
13
22
13
9
12
21
10
9
20

12
12
11
11

10
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24,86
23,82
22,70
22,48
22,17
21,47
21,20
21,10
20,65
20,60
20,20
19,92
19,03
19,03
18,84
18,60
18,34
17,70
16,90
16,83
16,83
16,83
16,68
16,42
16,36
16,36
15,09
14,89
14,26
14,25
14,06
14,05
14,00
13,55
13,40
13,03
13,03
13,00
12,95
12,48
12,45
12,45
12,00
11,66
11,38
10,72
10,54
10,05
9,17

8,51

8,48

8,48

X

144
24
97
22
22
21
266
246
67
21
20
65
46
324
19
69
18
18
17
17
17
17
17
16
16
16
346
15
162
41
74
14
14
43
13
13
13
13
20
206

59
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141.—-143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.-150.
149.-150.
151.-152.
151.—-152.
153.
154.
155.-156.
155.-156.
157.
158.

Matej
Eliska
Barbora
Jakub
Jiri
Michal
Jan
Matéj
Petr
Petr
Tereza
Jan
Viktorie
Leona
Matus
Eliska

Venhoda
Pirnosova
Sanderova
Osoba
Dospél
Smiesko
Kotyk
Standara
Sicho
Pavlin
Juranova
Kaifer
Blahova
Tejklova
Pull
Vitkova
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39. ro¢nik (2019/2020), 2. komentaie B

GJMasar JI
GMikul23PL
G Broumov
GMikul23PL
SPSS PH
GOpatovPH
G Kolin
CMGPgBrno
GKepleraPH
GKepleraPH
GTigridaOS
GKepleraPH
GJaroseBO
G Kraliky
GZborovPH
GZborovPH

8,48
- - 8,46
- - - 8,34
8,33
8,08
8,00
6,79
- 6,79
5,27
- 5,27
4,00
3,88
3,00
3,00
— 2,67 3
1,96 10
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adresa: Koresponden¢ni seminar
KAM MFF UK

Malostranské namésti 25

11800 Praha 1

web: http://prase.cz/

e-mail: info@prase.cz



