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Mily priteli!

Jsme radi, ze se k Tobé dostaly prvni komentére letosniho 39. ro¢niku
PraSete. Pokud nase komentare drzis v ruce poprvé a premyslis, jestli
stoji za to se do nich zacist, rozhodné muzes tohoto pfemysleni zane-
chat a ¢ist rovnou dal! Letos jsme pro Tebe totiz pfipravili spoustu
krasnych tloh, nad kterymi mizes premyslet jak doma nebo v auto-
buse, tak ve Skole (samoziejmé mimo hodiny), ve fronté na Kofolu
anebo dokonce na horské draze. Jestli Té¢ ale spiS zajima, jak bys mél
nase ulohy fesit, nez kde bys je mél Fesit, pak hned na dalsi strance
najdes ¢lanek, ktery Ti vSe podrobné zodpovi.

Déle se v téchto komentafich mtizes tésit na vzorova feseni tloh
prvni podzimni série (to vyuzijes, pokud ses na horské draze nestihl
dobrat feSeni) a k tomu také prubéznou vysledkovou listinu. V té
se muzes dozvédét, jak si vedes mezi dalsimi 143 Fesiteli. A jak uz jsem
slibil vyse, najdes tu i tlohy 3. a 4. podzimni série. Ve 3. sérii na Tebe
éekaji ulohy s tematikou M¥izky a tabulky a ve 4. sérii pak potkas
téma Circles. Jak sis z nazvu jisté vSiml, tato série je cizojazyc¢na,
takze i jeji zadani je napsané v angli¢tiné. Proto i od Tebe budeme
pozadovat feSeni psané anglicky. Ale neni se ¢eho bat — jde jenom
o cvik a zkuSenost a hodnotit budeme jenom matematiku.

V neposledni fadé se pak nezapomen podivat na prvni dil zbrusu
nového serialu. Letos ho pro Tebe pise Lenka Kopfovd a Radek Olsdk
a spole¢né se v ném zamérite na projektivni geometrii. Spolu s povi-
danim tam najde$ také tfi tilohy, na které se urcité vyplati podivat —
co kdyz zrovna ty Ti zajisti pozvanku na jarni soustiedéni?!

To je od nas zatim vSechno, prejeme uspésné pocitani a hodné zabavy
na horskych drahach!

Za organizatory,

Jachym Solecky

zr

Co je dale v komentarich?

e Jak feSit tilohy korespondenéniho seminéie?

e Vzorové feSeni 1. podzimni série

e Anglické povidani ke ¢tvrté podzimni sérii

e Seridl — Projektivni geometrie I — Pravy uhel pohledu

e Vysledkova listina 1. podzimni série

e Priloha: Zadani 3. a 4. podzimni série a 1. seridlové série

e Priloha: Propagacni letacek, ktery muzes tfeba vyveésit ve skole
nebo dat kamaradovi.
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Rezeni dloh
Cekal(a) jsi plny pocet bodi za vSechny tilohy a pohled na vysledkovou listinu T& zklamal? Nenechej
se tim odradit a radéji si precti text s nazvem Jak Fesit 1lohy korespondenéniho seminafe a
pust se do Feseni s novou vervou!

A pokud uz tesis dlouho, zkus si ho precist také — jisté v ném najdes$ tipy, jak psat jesté lépe.
Stejné tak si nezapomeri peclivé projit vzorova feSeni uloh prvni série. I kdyz jsi tfeba ziskal(a)
plny pocet bodi, mozné se dozvis, jak se dal postup sepsat elegantnéji nebo tplné jinak.

Den otevienych dveri

Uz za mésic, ve ¢tvrtek 21. listopadu, se v Praze kona Den otevienych dveri Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy. Na této kazdoroéni akci se dozvi$ spoustu zajimavosti a uziteénych
informaci o moznostech studia na nasi domovské fakulté. Také miizes nejen u PraSeciho stanku po-
tkat mnoho organizatort a ostatnich fesiteli. Vice podrobnosti véetné programu najdes ve spravny
¢as na adrese miff.cuni.cz/verejnost/dod.

Novi organizitofi MKS

Letos se naSe organizatorské fady vyznamné rozrostly. Jmenovité bylo PraSatko posileno o nésledu-
jici nové organizatory: Matéj Dolezdlek, Lenka Kopfovd, Ondrej Krabec, Lucie Kundratovd, Josef
Minarik, Radek Olsdk, Terka Poldkovd, Venca Steinhauser, Dominik Stejskal a Ondrej Tkaczys-
zyn. Do prace v seminafi uz se mnozi z nich vyznamné zapojili a dokonce ¢ty¥i z nich jsi mohl(a)
potkat i na podzimnim soustfedéni. Timto je vitdme i zde oficialné, at vis, kdo novy Ti letos bude
opravovat a vymyslet alohy.

PraSeci konference

Chces mit jistotu, ze nezmeskas zddnou seminifovou akci? Chces, abychom Ti dulezité informace
posilali e-mailem? Chce$ mit moznost psat ostatnim fesitelim jinde nez na chatu? Pak pfesné pro
Tebe jiz druhym rokem funguje e-mailova konference ucastnici@mbks.mff.cuni.cz (je to zpisob, jak
poslat néjakou zpravu mnoha lidem — kdyz na uvedenou adresu ptijde e-mail, automaticky se rozesle
vSem odbérateltim). Posilat do ni budeme kromé pozvanek na PraSeci setkdni napiiklad i dulezité
informace ohledné organizace seminafe. A jak se prihlasis? Na adresu mks@mff.cuni.cz posli své
jméno a e-mailovou adresu, kterou chces k odebirani konference pouzivat. A kdybys ndhodou ¢asem
zjistil(a), ze Té naSe zpravy nezajimaji, mizes se stejnym zplsobem zase odhlasit.

Podzimni soustiedéni

Ve dnech 21.-29. za#i probéhlo PraSeéi soustfedéni ve Skleném u Zdaru nad Sazavou. Na zdejsi
Mezinarodni Kriminalistickou Skolu (MKS) se sjelo 24 mladych a nadanych detektivi, aby se pod
vedenim svych starsich a zkusSenégjsich kolegti pfiucili forenznim védédm, dedukci, pronasledovani
zlo¢inct a mnohému dalsimu, co spravny kriminalista ke své praci potiebuje. Zacatek skolniho
roku vSak zasahla tragédie, kdyz na prvni hodiné tradi¢nich vySetfovacich metod za podezielych
okolnosti zemfel poru¢ik Columbo. Doslo jesté na mnoho zvrati, 1écek, akénich scén, suplovanych
hodin, Spatnych vtipt, tragickych amrti i prekvapivych zmrtvychvstani, nez se nasim zacinajicim
vySetfovatelim a pfezivsim vyucujicim podarilo odhalit a dopadnout pachatele.

Pro étyfiadvacet nejlepsich z podzimni ¢4sti letosniho ro¢niku (kterd jako tradiéné konéi ang-
lickou sérii) usporddame také jarni soustfedéni. Misto ani datum jesté zndmé nejsou, rozhodné se
vSak méte na co tésit!



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X




B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 39. ro¢nik (2019/2020), 1. komentaie B

Jak teSit tlohy korespondencniho seminare?

Tento text je primarné urcen méné zkuSenym fesitelim. Jeho cilem je v kratkosti popsat zptsob
uvazovani a vyjadrovani, bez kterého se pfi feseni matematickych tloh nelze obejit.

Pokud se rozhodnes resit tlohy korespondenc¢niho seminére, nestaci je pouze vypocitat. Body
ziska$ jen v pripadé, Ze svij postup néjak rozumné dostanes na papir. Je tedy dobré si uvédomit,
co se vlastné s feSenim déje poté, co jej odesles. Dostane ho do ruky nedivérivy opravovatel, jehoz
snahou je jej pochopit a nechat se presvédcit o jeho spravnosti. Neni to tedy jako opravovani
kvizovych otézek, u nichz se da rychle ovérit, zda byly zodpovézeny spravné. Zkus si proto sva
feseni precist o¢ima nékoho, kdo zadanou tlohu vidi poprvé v zivoté.

Co po Tobé uloha chce?

Uloha Gasto vybizi ,, Dokazte!, , Ukazte!“, ,Zdivodnéte!“. To znamena, ze chceme, abyste ze zadani
vyvodili dokazované tvrzeni pomoci logickych krokt podlozenych padnymi argumenty. Nestaci tedy
nakreslit obrazek, v némz uhel ze zadani vyjde pravy, ¢i ovérit platnost nerovnosti na kalkulacce
nebo na pocitac¢i pro 150 ruznych hodnot. Je totiz potfeba ukazat, ze tvrzeni plati pro vSechny
mozné konstelace, kterych je obvykle nekonecné mnoho.

Jiné ulohy na ftesitele apeluji , Rozhodnéte!*, napiiklad ,rozhodnéte, zda plati“, ,rozhodnéte,
kdo mad vyhrdvagict strategii“ nebo ,rozhodnéte, které z ¢isel je vétsi“. Samotné rozhodnuti nestaci,
je tfeba jej zdtvodnit. To znamena tvrzeni dokazat, pfipadné najit protipiiklad.

Casto se setkas s tilohami typu ,,Najdéte!“, ,Najdéte viechny ... !“. V prvnim ptipadé staci,
kdyz najdes né&jaké vyhovujici feSeni. Je potfeba ukazat, ze odpovidd pozadavkium v zadani, ale
najit vSechna vyhovujici feseni, a navic dokazat, ze zddné jiné uz neexistuje. Obménou muze byt
napiiklad , Najdéte nejmensi ... !“, kde je potfeba najit feSeni a ukdzat, Ze mensi neexistuje.

Co nemame radi?

Do feseni pi$ jasna tvrzeni a zduvodriuj je. Zadani opisovat nemusis. Pokud tvrdi$ néco, co neni
pravda, pak je to idealni prilezitost pro opravovatele strhnout Ti body. Navic to, co z nepravdivého
tvrzeni vyvodis, nejspis také neplati. Mas-li hypotézu, kterou neumis dokazat, priznej, ze je to
hypotéza. Sice pravdépodobné nedostanes plny pocet bodu, ale opravovatel bude rad, Ze nemusi ve
Tvém Feseni zbytecné hledat vysvétleni.

Dej si pozor na nasledujici formulace:

o je ziejmé“, ,je vidét“ — Tyto obraty lze v feseni pouzit. ReSitelé je ale ¢asto pouzivaji
v pripadech, kdy dana véc neni vibec zfejma, ba dokonce, kdyz neplati.

e ,provedeme analogicky“ — Tuto formulaci muzes pouzit pouze v pfipadé, Ze staéi v predchozich
argumentech lehkd zména znaceni. Analogie rozhodné neznamenda zobecnéni, napfiklad z dtkazu
pro 3 nelze takto vyrobit dikaz pro 50, ¢i dokonce pro obecné n.

i1

e 2z obrdzku je patrné“ — Obrazky jsou velmi dobré k tomu, aby se opravovatel lépe orientoval
v feSeni a mohl jej snéze pochopit. Postup by vsak mél byt srozumitelny i bez néj, nikdy se na
ného neodkazuj jako na nedilnou soucast reseni. Pokud v obrazku zavedes né€jaké znaceni, mél bys
ho vysvétlit v textu, ne ho jen zacit pouzivat.

e  stact prozkoumat nejhorsi variantu® — Sice by to mohlo stacit, ale dokud neprozkoumame
vSechny varianty, nelze fict, ze tato konkrétni je nejhorsi. Miuzeme si to myslet, ale musime to
dokazat. Stejny problém nastéva i u dalsich formulaci (,,nejlepst bude, kdyz“ a podobns).

4
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Pokud tedy nékterou z téchto frazi pouzivas, rozmysli si, zda se nejedné o jeden z vyse uvedenych
nesvaru.

Co a jak dokazovat?

V této sekci se nejprve podivame, jak spravné interpretovat zadani, a poté uvedeme nékteré zakladni
dukazové techniky, které mizes ve svych feSenich pouzit.

Diikaz by mél vychazet z predpokladi a postupovat k zavértim tulohy. Dej si pozor, abys béhem
feseni nepouzil néco, co nevyplyva z predpokladii nebo predchozich tivah, zejména ne dokazované
tvrzeni!

e jestlize, pak®, ,pokud, pak®, ,Dokazte, Ze pokud plati A, pak plati B.“ — Kdykoliv se v zadani
vyskytne véta tohoto typu, znamena to, ze A je pfedpoklad (to, z ¢eho vychazime a co mizeme pfi
feseni pouzivat), zatimco B je zavér (to, co chceme dokéazat).

Predpoklad a zavér nesmis za zadnych okolnosti zaménit! Srovnej nasledujici tvrzeni:

Jestlize je ¢islo délitelné ¢ty¥mi, pak je sudé. (plati)
Jestlize je ¢islo sudé, pak je délitelné ¢tyfmi. (neplati, napf. pro 2)

o  pravé kdyz“, ,pravé tehdy, kdyz“, ,tehdy a jen tehdy, kdyz“, ,Dokazte, Ze A plati pravé
tehdy, kdyz plati B.“ — V tomto pripadé se vlastné jednd o dvé ulohy. Je totiz potfeba dokazat
nasledujici dvé tvrzeni:

(i) Pokud plati A, pak plati B.
(ii) Pokud plati B, pak plati A.

Platnost tvrzeni se nezméni, kdyz A a B prohodime, viz nasledujici pfiklad.

Dané ¢islo je délitelné deseti, pravé kdyz jeho posledni cifrou je nula.
Posledni cifrou daného ¢isla je nula, pravé kdyz je délitelné deseti.

Dikazovych technik je mnoho a my si zde ukdzeme dvé zakladni — pfimy dikaz a diikaz sporem.

V pfimém diikazu postupujeme od predpokladi, z nichz logickymi tivahami vyvozujeme dil¢i
zavery, az dospéjeme ke kyzenému vysledku. Naproti tomu v dikazu sporem si na zacatku pted-
stavime, co by se stalo, kdyby tvrzeni neplatilo, a z tohoto pfedpokladu pak odvodime evidentné
neplatné tvrzeni (spor). Pouziti této techniky si ukdZeme na piikladu:

Piiklad. Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché.

Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze jsme nasli sudé prvoéislo p vétsi nez 2. Dvojka je jeho délitel,
ktery neni roven ani jedné, ani p. To je spor s predpokladem, Ze p je prvocislo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Vyznam vyrazii

Kdyz matematik napise vzorecek, nepfedstavuje si pod nim nic jiného nez bézné tvrzeni. Pro tpravy
vyrazu, rovnic apod. tedy plati stejnd pravidla jako pro obycejné dokazovani.

Definuj vSechny proménné, které ve vzoreccich pouzivas a nejsou v zadani. Opravovatel jinak
tézko pozna, co jsi jimi chtél fict. Se znacenim to vSak neni tfeba prehanét, a proto si oznac¢ vzdy
jen to, co v feSeni budes potfebovat. Ptili§ mnoho pismenek piehlednosti neprospiva.

Dale pfipominame, ze je v dikazu tfeba vychéazet z predpokladid, ne z dokazovaného tvrzeni.
To ukazeme na prikladu:

Priklad. Dokazte, ze pro libovolné kladna ¢isla a, b plati vVab < (a + b)/2.

Spravné feSeni muze vypadat takto:
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Reseni. Kdykoli umocnime realné ¢islo na druhou, ziskdme nezaporné éislo. Tedy

0< (WVa—Vvb)?2=a—2Vab+b,
2vab < a + b,

b < a-2|-b7

coz jsme chtéli dokazat.
Jind moznost je tato:

Reseni. Pro spor piedpokladejme, e mame dvojici &isel a, b, pro ktera tvrzeni neplati, tedy
Vab > (a + b)/2. Pak ovSem
b 2
ab > m,
4
4ab > (a + b)? = a? + 2ab + b2,
0> a® —2ab+b% = (a — b)%.

To je spor, nebot umocnénim realného &isla nemtzeme dostat zaporné ¢islo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Oba tyto postupy byly v pofddku. Prvni (pfimy) dikaz vychézel pouze ze zndmych fakta a
dobral se kyzeného vysledku, druhy dikaz (sporem) predpokladal neplatnost tvrzeni a dosel k né-
¢emu, co neplati.

K feseni ale neni mozné pristupovat zcela primocare, tedy jen upravovat dokazovany vzorecek.
To proto, e jakmile do FeSeni napiSes vab < (a + b)/2, znamena to, Ze jiz predpokladas, ze dana
nerovnost plati. Jenze to nemuzes predpokladat, nebot Tvym cilem je to teprve dokazat.

Uvedme jesté jeden priklad, na kterém si ukdzeme dvé rtizna pouziti proménnych.

Piiklad. V zavislosti na parametrech a, b, ¢ vyfeste kvadratickou rovnici axz? + bz 4+ ¢ = 0.

Zadani ¥iké, ze pro libovolné, ale pevné zvolena ¢isla a, b, ¢ hledame vSechna z, kterd vyhovuji
zadané rovnici. Proménné a, b, ¢ oznacuji v celém piikladu stale tataz t¥i (ne nutné rizna) realna
¢isla. Kazda konkrétni volba parametri vlastné uréuje jinou tulohu, ale pritom chceme vyftesit
vSechny tyto tlohy naraz, obecné. Proménné x hraje zcela odlisnou roli — jeji hodnota je neznamé
a nasim cilem je ji urcit.

PouZivani znamych tvrzeni

Miuze se stat, ze v literatufe nebo na internetu narazi$ na tvrzeni, které Ti usnadni feseni tlohy.
Pokud je to néjaka véta, kterd ma jméno (naptiklad Cevova véta), nezapomen jeji nazev do feSeni
uvést. Pravdépodobné ji budeme znat, a kdyz ne, dovedeme ji alespon najit. Duikaz pfitom opisovat
nemusis. V pripadé, Ze se jednd o nepojmenované tvrzeni, napis nam zdroj, kde jsi ho nasel.

Vzorova feseni

V neposledni fadé bychom Té chtéli povzbudit k feseni nasich tloh. Pokud nas seminar vidis poprvé,
nedej se odradit pripadnymi pocatecnimi netispéchy. Prostuduj si sva opravena feSeni a nezapomen
se podivat také na vzoraky. Vzorové reseni Ti ma ¢asto co nabidnout i tehdy, kdyz jsi tlohu vyfesil
spravné. Muzes v ném najit razné zajimavé pristupy ¢i myslenky, a néco nového se tak naudit.
V poznamkéch opravovatele si pak muzes precist, jak se s FeSenim potykali ostatni.

Vérime, ze Ti tento text usnadni FeSeni tloh v semindfi i jinde a pomize Ti osvojit si zaklady
matematického uvazovani. To, co se naucis, neni jen schopnost Fesit matematické ulohy, ale také
schopnost samostatné hloubéji pfemyslet. To se Ti urcité bude nékdy hodit, a to i tehdy, kdyz se
matematikou déle zabyvat nebudes.

Prejeme Ti mnoho radosti pfi objevovani taju matematiky!



Historky ze skolni jidelny

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Pri pohledu na zmensujici se porce masa ve skolni jidelné Pavla napadlo, jestli by neslo nahradit
kazdé z pismen M, A, S, O ¢islici (ne nutné kazdé jinou) tak, aby platilo:

MAS O
MA S
M A
M
2019
Poradte mu, jak na to.
(Marian Poljak)

RESEN{:
Zadéni prepiseme do tvaru jedné rovnice, kde M, A, S a O jsou cela ¢isla od nuly do deviti:

1111M + 111A + 118 + O = 2019.

Kdyz bude M = 0, soucet bude roven nejvyse 999 + 99 + 9 = 1007 < 2019. Takze M # 0.
Pokud vsak M > 2, tak jen ¢len 1111M > 2222, coz je vic nez 2019. Tedy jestli rovnice ma mit
feseni, M musi byt 1. Dosadime do ptivodni rovnice M = 1 a zjednodusime:

111A + 115+ O = 2019 — 1111 = 908.

Kdyby bylo A < 7, leva strana by byla maximélné 777 4+ 99 + 9 = 885, tedy méné neZ prava
strana. Jestlize A = 9, bude sam ¢élen 111 A = 999 prilis velky. Ziskali jsme tedy nutné A = 8.
Opét dosadime do piedchozi rovnice:

115 + O = 908 — 888 = 20.

Jelikoz O je nejvyse devét, nesmi se S rovnat nule. Také kdyby S bylo alespont dva, muselo by
byt O zaporné. Takze S = 1 a lehce dopocteme O =20 — 11 = 9.

Jediné vyhovujici feSeni je M =1, A =38, S =1 a O = 9. Jeho spravnost snadno ovéfime
zkouskou.

PozNAMKY:

K ziskani plného poctu bodt bylo potieba kromé nalezeni vyhovujicich ¢islic také dostate¢né popsat

postup Feseni nebo provést zkousku. Naprosta vétsina resitelt si s tlohou hravé poradila, nej¢astéji

pomoci uvedeného postupu nebo rozebiranim moznosti, které cislice lze pod sebou secist, aby po

pri¢teni vznikla dand cifra ¢isla 2019. P¥i tomto postupu bylo ¢asto opomijeno zminéni a vyvraceni

moznosti, ze pfi s¢itani muze teoreticky vzniknout pifenos dvojky, za coz jsem vsak body nestrhavala.
(Lucka Kundratova)
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Uloha 2.

Terka se pohybuje po trojihelnikové podlaze jidelny tvorené 25 dlazdickami jako na obrazku. Zacina
na horni dlazdi¢ce a vzdy muze prejit na dlazdicku sousedici hranou. Nesmi ale dvakrat vstoupit
na stejnou dlazdicku ani chodit smérem nahoru. Kolika zptisoby muze Terka doskakat na prostiedni
dlazdi¢ku ve spodni radé?

Podlaha jidelny se zakreslenou jednou moznou cestou.
(Martin Raska)

RESENT:

Rozdélme si podlahu na pét pater, ktera ocislujeme shora dola jedna az pét. Jelikoz Terka nesmi
chodit nahoru, jakmile n&jaké patro opusti (smérem dolt), uz se do néj nemuze vratit. Také snadno
vidime, ze kazdé patro muze opustit z libovolné, avSsak pouze Sedé, ,vystupni“ dlazdi¢ky. Ta je
v prvnim patfe jen jedna, ve druhém patie jsou dveé, ve tfetim tfi a ve Ctvrtém Ctyfi.

Predstavme si nyni, ze v kazdém patie vybereme jednu vystupni dlazdi¢ku, pfi¢emz v patém
patfe vybereme tu cilovou. Jisté existuje cesta, ktera pro opusténi jednotlivych pater pouzije pravé
tyto dlazdicky, vzdy po vstupu do nizsitho patra se totiz sta¢i vydat spravnym smérem (doleva
¢i doprava) za dalsi vystupni dlazdickou. A co vic, takova cesta je dané jednozna¢né, protoze Terka
se nemuze vydat opa¢nym smérem nebo vystupni dlazdicku prejit — musela by se vracet nebo
opustit patro jinde.

Ukéazali jsme tedy, ze vybrat cestu pro Terku je to samé, jako vybrat v kazdém patfe jednu
Sedou dlazdicku (a v patém patfe tu cilovou). Vybéry v jednotlivych patrech jsou nezavislé, takze
pocty moznosti musime nasobit. Proto ma Terka na vybér 1-2-3 -4 = 24 raznych zplsobt jak
doskakat na prostiedni dlazdicku ve spodni radé.

POZNAMKY:
Vétsina reSiteli postupovala stejné jako vzorové feseni. OvSem ne vsichni své vypocty dostatecné
uspokojivé odivodnili. Je lepsi do feseni napsat pozorovani, kterd se Ti zdaji zfejma, nez odevzdat
feSeni, kde si opravovatel musi z napsaného vypocétu vétsinu postupu domyslet.

Neéktefi fesitelé vypisovali vechny mozné cesty. Sami jisté uznaji, ze to dalo dost prace, a to uz
u péti pater. U tficeti pater by takovou préaci nechtél ani pocitac, zato vzorové feSeni se dd snadno
zobecnit. (Dominik Stejskal)

Uloha 3.

Po obvodu talife je napsano 2018 celych ¢isel se sou¢tem 1. Martinek zkouma souvislé useky tvorené
1 az 2017 ¢&isly. Usek nazyva nemastny, pokud ma kladny soudet. V opaéném piipadé mu Fika
neslany. Ukazte, Ze nemastnych usekii je stejné jako neslanych.

(Fila Cermak)
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RESENI:

Ke kazdému tuseku, ktery Martinek zkoumad, existuje jeho doplnék, tedy usek obsahujici vsechna
Cisla, jez nejsou obsazena ve zkoumaném useku. Ziejmé je tento doplnék vzdy také souvislym
usekem a zaroven je tvoren 1 az 2017 ¢&isly, nebot vSech &isel na taliri je 2018.

Soucet ¢isel v obou usecich je ze zadani roven jedné. Z toho vyplyva, ze vzdy pravé jeden
ze zkoumaného tseku a jeho dopliiku je nemastny a pravé jeden je neslany. Kdyby totiz oba byly
nemastné (s kladnym souctem), pak by jejich soucet musel byt alesponn 2. A naopak, pokud by
byly oba neslané (s nekladnym souctem), pak by jejich soucet musel byt nejvyse 0. Kazdy asek tak
umime jednozna¢né sparovat s jeho doplikem, pficemz v paru je vzdy nemastny a neslany usek.
A protoze je parovani jednoznacné, usekii obou typt musi byt stejny pocet.

POZNAMKY:

Drtiva vétsina doslych feSeni byla spravné nebo alespon obsahovala spravnou myslenku. Na co si
bylo pfi dikazu obzvlast potieba dat pozor, bylo opravdu dokazat oba sméry implikace. Né&ktera
feSeni dokézala, ze pokud je Martinkem zkoumany tsek nemastny, pak jeho doplnék musi byt
neslany. To ale na kompletni dikaz jesté nestaci. Je potfeba také ukazat, ze pokud je prvni tsek
neslany, pak druhy musi byt nemastny. (Lenka Kopfova)

Uloha 4.

Ve fronté na obéd stoji n lidi, z nichz néktefi jsou pravdomluvni a ostatni lhari. Pravdomluvni
vzdy mluvi pravdu a lhari vzdy lzou. Kazdy z nich tvrdi, Zze pfed nim je vice lharu nez za nim
pravdomluvnych. Urcete, kolik stoji ve fronté lharu.

(Jakub Lowit)

RESENI:
Ukazeme, ze ve fronté je [%W 1hait. Vzhledem k tomu, Ze prvni ve fronté mé pied sebou 0 lhaiu
a za sebou vice nez —1 pravdomluvnych, musi jit o lhare, tedy pocet lhaia [ > 1. Pokud mame ve
fronté [ 1haid, pak ndm vyrok nejzadngjsiho z nich fekne, ze pocet lhart pred nim (I — 1) je mens?
nez nebo roven poc¢tu pravdomluvnych za nim. Tedy celkovy pocet n > 21— 1. Dostaneme | < "T“

Obdobné méjme p pravdomluvnych. Pro n = 1 neni ve fronté zadny pravdomluvny, dale tedy
predpoklddame n > 2. Vzhledem k tomu, Ze posledni ve fronté ma za sebou 0 pravdomluvnych
a pred sebou alesponn jednoho lhafe, musi jit o pravdomluvného, tedy v kazdé takové fronté je
p > 1. Ten z nich, ktery stoji nejvice vepfedu, nam fika, ze pocet 1hart pfed nim je vétsi nez pocet
pravdomluvnych (p — 1) za nim. Z tohouzn > (p—1)+ 1+ (p—1) = 2p — 1 Protoze p = n — [,
dostaneme

n>2n—20—1,
204+1>n,
n—1

> .
2

Kombinaci odhadd pro p a pro [ ziskavame | = [%W Jesté je potieba ovérit, ze takovy pocet
lhafd umime do fronty néjak postavit. Zjevné pokud postavime nejprve [%W lhait a za né L%j
pravdomluvnych, pijde o validni poradi se spravnym poctem lhaid.

ALTERNATIVN] (A MNOHEM CASTEJSI) RESEN{:
Indukci na k ukazeme, Ze prvnich k je lhaft a poslednich k je pravdomluvnych, kde 0 < k < [gJ

(1) Pro k = 0 tvrzeni plati.

(2) Pokud k < L%J, pak méa ¢lovék na pozici k + 1 ptfed sebou k 1h&ft a za sebou nejméné
k pravdomluvnych. Jeho vyrok (pro pfipomenuti ,pocet lhaid pfede mnou je vétsi nez
pocet pravdomluvnych za mnou*) nemtize platit, procez musi jit o lhafe. Podobné ¢lovek
na (k + 1)-tém misté od konce mé za sebou k pravdomluvnych a pied sebou nejméné k

1hai, jeho vyrok jisté plati, a jde tedy o pravdomluvného.
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Konec¢né pro n liché nam zbyva jeden clovék, o némz jsme nerozhodli. Jezto je pocet lhaia pred
nim stejny jako pocet pravdomluvnych za nim, musi jit o lhafe. Obecné tedy mame | 3 + %j = [%W
lhara.

PozNAMKY:
Uloha svadéla k nékolika typtim Feseni, které nakonec nikam nevedly nebo Fesiteli extrémné ztézo-
valy préaci pfi zapisu:

Nekteri chteéli fadu vystavét induktivné. To je obtizné, nejen proto, Ze neni hned jasné, ze
fada délky n + 1 musi mit néjaké snadno urcitelné useky spoleéné s fadou délky n, ale hlavné
proto, ze kazdy nové pridany stravnik muze meénit pravdivost vyrokt velkého mnozstvi ostatnich.
Prinejmensim bylo tfeba dokazat, ze umime pfidavat na takové misto, kde toto nenastane, ale to
neudélal asi nikdo. Pouzitelna indukce vedla pro pevné dané n a od obou kraja postupné rozhodovala
o stravnicich na jednotlivych mistech, tedy jako ve vzoraku. Jedno z dobrych feseni tohohle typu
mél Karel Chwistek. Hodné lidi mélo stejnou myslenku (prvni 1ha¥, posledni pravdomluvny, pak
totéz obecné s k-tym a (n—k)-tym), ale zapomnéli si oet¥it napfiklad situaci k = n—k a tak se jim
feseni rozbijelo minimalné pro vSechna licha n, ne-li pro vSechna n. Dost lidi pfedkladalo konstrukci
(ta je tady dost snadno odhadnutelnd), aniz pak dokazali, Ze vede na jediny mozny pocet, ¢ ze
vibec funguje. Speciilné se objevovaly pokusy argumentovat pfipady pro nékolik malych n, kterym
ovSem chybéla jakakoli zobecnujici myslenka.

Co vétsinou dopadalo dobfe byla feseni, kterd dokazala, ze mezi stravniky nemiize stat lhar za
pravdomluvnym, po ¢emz uz zbytek ivah byl trividlni. Nicméné to je stale spousta zbytecné prace
oproti FeSenim pomoci nerovnosti (popt. obhajovani odhadi) ziskanych od dvou vhodné vybranych
stravnikl, kterda méla tu ohromnou vyhodu, Ze se jinak nemusela vibec starat o poradi lidi ve
fronté (zadani se preci pta jen na pocet) a usetfila si spousty zmatku s logikou a vibec. Takové
velmi svizné feseni mél tieba Jonds Havelka. (Ondra Tkaczyszyn)

Uloha 5.
Na stole lezi n hromadek oschlych knedlikii. Na zacatku tvoii kazdou hromadku jeden knedlik.
Kuchaika si v kazdém kroku vybere dvé hromadky a spoji je do jedné. Za spojeni hromadek
obsahujicich z a y knedliki dostane kuchaika x -y korun. Kolik si muze kucharka nejvyse vydélat
postupnym splacanim vSech knedliku na jednu hromadu?

(Pavel Hudec)

RESEN{ INDUKCH:

Dokazme, ze maximalni mozny vydélek pro n knedliku je

1(1—1)
2

-1 ST ]
%. Pro n = 1 to zfejmé plati,

nemuzeme spojit nic, a tim vydélame pfesné = 0 korun.

Meéjme tedy n knedliki. V poslednim kroku, kterym spojime vSechny knedliky na jednu hro-
madku, spojime dvé zbyvajici hromadky o velikostech k a n — k. Za toto spojeni tedy dostaneme
k(n — k) korun. Protoze obé hroméadky obsahuji méné nez n knedlikd, vime z indukéniho predpo-
kladu, ze za hromadku velikosti & jsme ziskali nejvyse EE=1) 4 za hromadku velikosti n — k nejvyse

2
%. Za hromadku velikosti n tedy ziskdme maximalné

k(k—1) (n—E)(n—k—1) k=14 (n—k)(n—k—1)+2kn—k)
5 + 3 +k(n—k) = 5 =

k? —k+n?—nk—n—nk+k?+k+2nk—2k? n(n—1)

2 2 7

coz jsme chtéli dokazat.

10
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ALTERNATIVNI RESENI:

Vsimnéme si, ze kdyz spojujeme dvé hromadky, vydélame pfesné tolik korun, kolik existuje rtznych
dvojic knedlikt takovych, ze jeden knedlik je z prvni hroméadky a druhy knedlik z druhé hroméadky.
Kucharka tedy v kazdém kroku vydéla pravé jednu korunu za kazdou dvojici knedliki, kterou
v daném kroku spoji. Vzhledem k tomu, Ze hroméadky nelze rozpojovat, zlistanou tyto dva knedliky
ve stejné hromadce, a potkaji se tak nejvyse jednou.

Protoze na zacatku jsou vSechny knedliky rozdélené a na konci vSechny v jedné hromadce, je
ziejmé, ze kazdy knedlik se potkal s kazdym jinym alespon jednou. Kuchaika tudiz kazdé dva
knedliky spojila pravé jednou a za kazdé takovéto spojeni vydélala jednu korunu. Proto nezalezi
na poradi, v jakém kuchatrka hromadky spojuje — vzdy vydéla stejné korun, jako existuje neuspo-
fadangch dvojic knedlikd, tedy (3) = %1,

POZNAMKY:

Velka ¢ast z Vas tlohu zvladla vyfesit, at uz pomoci indukce, kombinatorického nahlédnuti ¢i jiného
dtkazu, ze na poradi nezalezi. Bohuzel spousta lidi jen spocitala, kolik si kuchaika vydéla, kdyz
bude pridavat knedliky postupné po jednom, a nedokazala, Ze je to nejvyssi mozny vydeélek, coz je
zfejmé dokazano, pokud ukazeme, Ze na poradi nezalezi a vydéla vzdy stejné. (Ondrej Krabec)

Uloha 6.
V pismenkové polévce plave sedm riznych lichych prvocisel. Maly Kubicek si myslel, ze pro kazdou
dvojici p,q prvoéisel z polévky plati, Ze zbylych pét prvocisel déli hodnotu p® — ¢®. Ukazte, ze se
Kubicek spletl.

(Marian Poljak)

RESENI:
Ze sedmice prvocisel plovoucich v Kubickové polévce zvolme nejmensi dvé a oznacme je p, q tak,
aby platilo p > ¢. Ukédzeme, ze p® — ¢® nemtize mit pét rtiznych prvoéiselnych délitelti vétsich nez p.
Rozlozme
P’ —a®=@p-a)+a@®+a)p"+4").

ODbé p, q jsou licha, takze vSechny ¢initele v soucinu na pravé strané tohoto rozkladu jsou kladna
(plati p > q) sud4 ¢isla. Budeme chtit ukazat, ze zavorky na pravé strané rozkladu mohou mit po
fadé nejvyse 0, 0, 1 a 3 rizné prvociselné délitele vétsi nez p. Vyuzijeme toho, ze pokud je pfirozené
¢islo b nasobkem prirozeného a, pak uz nutné a < b.

Pro libovolné prvocislo r > p plati

p—qg<p<r,

takze zaddné takové r nemuze délit p — q.
Stejné pozorovani ué¢inime i o p + ¢: jednd se o sudé éislo, takze pokud je (liché) prvoécislo r > p

jeho délitelem, musi délit i pT"'q. Ptitom ale diky p > ¢ méme

p+q < p+p —p<r,
2 2
takze zadné takové r nemuze délit p + q.
Dale ukazme, Ze nejvyse jedno prvocislo r > p déli p? + ¢2. Pro spor necht je tento &initel
délitelny dvéma rtznymi prvoéisly r1,72 > p. Potom musi p? 4+ ¢ byt nasobkem nejmensiho
spole¢ného nasobku cisel 71, r2. Tim je rira, jelikoZ se jednd o razna prvocisla. Pak ale z jejich

2 2
lichosti musi 7172 délit i 2 erq , coz d4 spor v podobé
2, 2 2, .2
+ +
rirg < (A Ny A =p-p<Tir].

2 2
11
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Obdobné ukazeme, 7e nejvyse tii prvodisla r1,r2, 73 > p déli p* + ¢*. Pro spor necht je tento initel
délitelny ¢tyfmi po dvou raznymi prvocisly r1,r2,73,74 > p. Pak je diky jejich riaznosti a lichosti

Y < 1z
p 2q nasobkem 71727374, coz da spor v podobé
4, 4 44 4
pT+q p*+p
T1ir2r3Te < r— < —5 PP < TiT2T3T4.

Nyni uz staéi jen pozorovani, ze kazdy prvoéiselny délitel &isla p8 — ¢® musi délit alespoti jed-
noho ¢initele na pravé strané rozkladu tohoto vyrazu. Pritom ale kazdé ze zbylych péti prvodcisel
z Kubickovy polévky je vétsi nez p a zaroven jsme ukdazali, Ze zadvorky na pravé strané rozkladu
mohou takovych prvociselnych délitelid mit po fadé nanejvys 0, 0, 1 a 3, tedy dohromady 4 < 5.
Nékteré ze zbylych péti prvoéisel tedy nedéli p® — ¢8, jak se mélo dokazat.

RESEN{ PRO SEST PRVOCISEL (VOLNE PODLE VACLAVA JANACKA):
Dokéazeme, ze znéni ulohy plati, pokud misto sedmi lichych prvocisel uvazujeme pouze Sest — tedy
i pokud by si Kubicek myslel, Ze pro kazda p, q ze Sesti prvocisel v polévce déli ¢tyfi zbyla hodnotu
p® — 5.

Nahlédnéme, #e pro prvoéislo p a cela &isla a, b plati, ze pokud a? = b2 (mod p), pak uz uréité
a = b (mod p) nebo a = —b (mod p). Prvni kongruence znamena p | (a2 — b%) = (a — b)(a + b),
takZe pro prvocislo p musi nastat jedna z moznosti p | (a — b), p | (a + b), coz pfesné odpovida
kongruencim, které chceme vyvodit. Z tohoto pozorovani specidlné plyne, Ze pro dané d existuji
nejvyse dva mozné zbytky, které muze celé ¢islo c splijici ¢ = d (mod p) davat modulo p.

Pro spor predpokladejme, ze se Kubicek nemyli, a oznacme m to nejvétsi ze Sesti prvocisel
api,...,ps zbylych pét. Potom ma m délit kazdé p§ — p? pro 4,5 € {1,...,5}, coz znadi

pi=p5=---=p5 (modm).
Z pozorovani vyse existuji nejvyse dva zbytky, které mizou ;v‘ll7 ... ,pg davat mod m. Pak jsou
z Dirichletova principu jednomu z téchto zbytkd kongruentni alespon tfi z Cisel p‘ll, S ,p%. BUNO

jsou to pi, p3, pi. Pak ale analogicky médme p} = pj = pi (mod m), takze existuji nejvyse dva
zbytky, které mohou p%, p%, p% davat mod m. Dirichletovym principem dvé z nich davaji stejny
zbytek, BUNO jsou to p% a p%.

Méme tedy m | (p7 — p3) = (p1 — p2)(p1 + p2). To znadi, Ze m déli alesponi jedno z p1 — pa,
p1 + p2, resp. dokonce alespoii jedno z PLZE2, % (obé zavorky jsou suda ¢isla a m je liché).
Pamatujme vsak, ze m jsme zvolili jako nejvétsi prvocislo v polévce, takze m > pi1,p2, z Cehoz
im>2 ;pz , pl;m . To je spor, takze Kubicek se vskutku mylil. Jelikoz se musel mylit uz pro Sest
prvocisel v polévce, musel se nutné mylit i pro sedm.

POZNAMKY:

Vétsina pétibodovych feseni vyuzivala volbu nejmensich dvou prvocisel p, ¢ ze sedmice. Nékteri
fesitelé se pokusili vyuzit naopak nejvétsi z danych prvocisel, ale pouze Viclav Jandcek a Zdenék
Pezlar toto zvladli bez chyb. Prvy jmenovany si vyslouzil +i za to, Ze Glohu vyfesil dokonce jen
s Sesti prvocisly namisto sedmi. Mnozi fesitelé po vhodné volbé p, g zvladli osetfit Cinitele p — ¢
a p + g, ale zasekli se na p? + ¢% a p* + ¢*. V takovych ptipadech jsem udéloval ¢asteéné body
za rozklad

PP = =p—a)p+a)® + )0 +q),

rozumnou extremalni volbu prvocisla ¢i prvocisel ze sedmice nebo vyuziti sudosti vsech p™ 4 ¢™.
(Matéj Dolezalek)

12
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Uloha 7.
Anicka si do ovesné kase nakreslila rovnostranny trojuhelnik ABC a oznacila M stied strany AB.
Prigel Fila a nakreslil na stranu AC bod D a na stranu BC bod E tak, aby |<<DME| = 60°.
Ukazte, ze plati |AD| + |BE| = |DE| + %|AB\, at uz Fila vybral body jakkoli.

(Marian Poljak)

RESENT:
Oznacme si « velikost thlu <BME a 8 velikost thlu <M EB. Podivejme se nyni na trojuhelnik
MEB, kde je velikost thlu |[<MBE| = 60°, a proto a + 8 = 120°. Stejné tak |[<<{DME| = 60°,
dopocteme:

|TAMD| = 180° — |[<DME| — o = 120° —a = 8.

Obdobné:
|<TADM]| = 180° — 60° — 8 = 120° — B = a.

c

Nyni predpokladejme, ze bod M je stfedem kruznice k pripsané strané DFE trojuhelniku CDE.
Necht X, Y, Z jsou po fadé body dotyku k s ptimkami DC, DE a EC. Usetky EZ a EY jsou teény
ke kruznici k z bodu E a obdobné DY a DX jsou teny z bodu D, tudiz maji tyto dvojice stejnou
délku. Uz ndm jenom staci Fict, ze trojuhelnik AM X je pravouhly s thly 60°, 30°, 90°, a proto
musi platit [AX| = sin30° - |[AM| = 1|AM|. Obdobné u trojihelniku BMZ plati |[BZ| = 3|BM]|.

Nyni uz staci dosadit nase vysledky do puvodni rovnice a dostaneme hledanou rovnost:

1 1
|AD| + |BE| = |XD| + |XA| + |EZ| +|ZB| = |DY| + _ |AM| + |EY| + _|BM| =
1

= |AM| +|DY| +|EY| = _|AB| +|DE|.

Zbyvéa dokazat, ze M je skute¢né sttedem k. Uvedeme si dva zpusoby, jak to udélat.

13
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RESENI POMOCT PODOBNOSTI:

Z vypocitanych velikosti thlu plyne, ze trojuhelniky AMD a BEM jsou podobné dle véty uu.
Z podobnosti a rovnosti |MB| = |M A| ze zadani dostavame, Ze R}é“ = l‘f?f%‘l = “AD{':“. Zéroven
plati |XKDME| = |[<MAD| = 60°, proto jsou trojuhelniky AM D a M ED podobné podle véty sus.
Z podobnosti vime, ze |[<DEM| = 8 a |[<MDE| = a, coz znamend, ze M E je osa thlu <DEB
a DM je osa Ghlu <ADE. Tedy M je skutecné stfed kruznice pfipsané.

RESEN{ PRES SPRAVNY UHEL:
Oznaéme M’ stied kruZnice k. Ten musi lezet na ose thlu u C, coz je piimka C'M. Déle musi leZet
na osach vnéjsich uhli, tedy plati

|<<DM'E| = 180° — |<<M'DE| — |<<M'ED| = 180° —

|<TADE|  |<\BED|
2 T 3 -

= 60°.

DE ED DCE
— 180° — (1800— [<ACDEB| _ |4C ‘) _ g0 _ [IDCE|

2 2
Stejné tak ovSem zname i |[<<DME| = 60°. Takovy bod je vSak na polopfimce CM pouze jediny,
tedy uz nutné M = M’.

POZNAMKY:

Reseni pfislo opravdu hodné a vétsina z nich byla spravna. Nékteii se vydali podcitaci cestou.
Ob¢éas pouzili pfimo analytickou geometrii nebo upravovali dlouhé algebraické vyrazy vychazejici
z kosinové véty, coz byla velice ndro¢na cesta. I presto byla spousta feSeni syntetickd nebo malo
pocitaci a vétsina vysla na plny pocet bodid. Bylo tfeba davat si pozor na odmocniovani, u kterého
mnozi $patné oduvodnili ekvivalenci tpravy, tudiz jim byl strzen bod. (Filip Cermék)

Uloha 8.
Na 2n stolech skolni jidelny po obédé zbyly hromadky ryze. Skolnik s uklizeckou hraji nasledujici
hru. Pravidelné se stiidaji v tazich, piicemz skolnik zacina. Hrac¢ na tahu si musi zvolit nékterych
n nepréazdnych stolu a z kazdého z nich snist libovolny nenulovy pocet zrnek ryze (nemusi ze vSech
stolu snist stejny pocet). Kdo nemiiZe tdhnout, prohrdl. V zdvislosti na poctu stoli a zrnek ryze
na nich urcete, kdo ma vyhravajici strategii.

(Filip Cermék)
RESEN(:
Hra zfejmé musi nékdy skondéit a vysledkem nemuze byt remiza, v kazdé pozici tedy musi mit
néktery z hracu vyhrévajici strategii. Pozice hry rozdélme na vyhrdvagjici (to jsou ty, kde ma hraé
na tahu vyhravajici strategii) a prohrdvajici (hra¢, ktery neni na tahu, ma vyhravajici strategii).
Potfebujeme rozhodnout, které pozice jsou prohravajici, a dokazat, Ze pro naSe rozdeéleni plati
nékolik nésledujicich podminek. Kdyz jsme ve vyhravajici pozici, méli bychom byt schopni tdhnout
tak, aby potom byl soupef v prohravajici pozici. Naopak kdyz je soupef v prohravajici pozici, meéli
bychom po jeho tahu byt v pozici vyhravajici, at uz tdhne jakkoli. A samoztfejmé pozice, ve kterych
neni mozné tdhnout, musi byt podle zadani prohravajici. Pokud najdeme rozdéleni, které tyto
podminky spliuje, bude uz nutné spravné.

Oznaéme pocet zrnek na nejmensi hromédce k. Necht jsou prohravajici pozice pravé ty, ve kte-
rych je na vice nez n stolech pravé k zrnek ryze. Pokud jsme ve vyhréavajici pozici, mizeme vybrat
n hromadek, na kterych je vice nez k zrnek, a zmensit je tak, aby na kazdé z nich bylo zrnek
pravé k. Kdyz jsme v prohravajici pozici, musime kviili Dirichletovu principu zmensit aspon jednu
hroméadku, kde je k zrnek. Nové minimum tedy bude mensi nez k. My jsme ale mohli zmensit je-
nom n hromédek, nova pozice je tedy vyhravajici (nejmensich hromédek je maximélné n). Koncové
pozice obsahuji asponi n+ 1 prazdnych hroméadek, jsou tedy prohravajici. Tim jsme ukézali, Ze nase
rozdéleni pozic na vyhravajici a prohravajici spliuje pozadované podminky a je skutecné spravné.

Skolnik ma vyhravajici strategii pravé tehdy, kdyz je nejmensich hromadek nejvyse n. V opaéném
pripadé méa vyhravajici strategii uklizecka.
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POZNAMKY:

Ulohu odevzdalo pomérné velké mnozstvi fesitelti a vét$ina z nich si s tlohou poradila. Na prvni
pohled nemusi byt jasné, jak nés ve vzorovém feSeni napadlo vybrat zrovna tyhle prohravajici
pozice. Staéi se podivat na pozice, kde jsou hromadky s malo zrnky (nejmensi hromadka ma t¥eba
0-2 zrnka). Z téchto snadno FeSitelnych pfipadii uz je mozné odhadnout, jak budou obecné vypadat
prohravajici pozice. Pokud Té tato tloha zaujala a chtél(a) by ses o teorii her dozvédét néco vic,
muzes se podivat na serial o teorii her z 32. roéniku.! (Josef Minafik)

1Serial najdes na adrese https://mks.mff.cuni.cz/archive/32/12.pdf.
15
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Introductory Text to the 4th Autumn Series

The topic of the 4" autumn series this year is Circles. This text should provide you with a basic
insight into the theorems you might want to use together with a vocabulary which will be useful
when writing down your solutions. You may use the theorems stated here without proving them.

Angles in Circles

In English literature, we often denote a circle by w and its centre by O. If A and B are two points
on the circle, then the line segment AB is called a chord. Also if X is a point on the same circle,
then we say the angle AX B is subtended by the chord AB, or equivalently by the arc AB.

Now let C' be another point on w. Then the angle BAC' is said to be inscribed in w and the
angle BOC is said to be a central angle in w.

These angles play an important role in the two upcoming theorems, which are quite short, but
very powerful and useful in many problems and theorems in geometry.

Theorem. (Inscribed Angle Theorem) An angle inscribed into a circle is half of the central angle
subtended by the same chord.

Corollary. (Thales’s Theorem) If A, B, C are distinct points on a circle where AC is the diameter,
then ABC is a right angle.

Theorem. (Tangent Chord Theorem) An angle between a tangent line and a chord is half of the
central angle subtended by the same chord.

Cyclic Quadrilateral

We say a set of points is concyclic if they lie on a common circle, i.e. if they are all equally distant
from a single centre. A quadrilateral whose vertices are concyclic is then called a cyclic quadrilateral.
Using the two theorems above, we can notice a few interesting properties of cyclic quadrilaterals:

Proposition. A quadrilateral ABCD is cyclic if and only if

(1) the angle between a side and a diagonal is equal to the angle between the opposite side
and the other diagonal, for example ZABD = ZACD,
(2) the opposite angles sum to 180°, for example ZABC + ZADC = 180°.

16
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Cyclic quadrilaterals reveal a lot of information about angles we are interested in, so it is worth
trying to find them and using the information they give us. So let’s try it out on an example:

Problem. Let ABCD be a square and let X be a point on the shorter arc AB of its circumcircle.
Let Y be the intersection of XC with AB and Z the intersection of X D with AC. Prove that YZ
is perpendicular to AC.

Solution. Suppose BCZY is a cyclic quadrilateral. Then by applying part (2) of the above proposi-
tion, we have /Y BC + /Y ZC = 180°. And as Y BC is a right angle, so is Y ZC. Now we just need
to show BCZY is cyclic. Both angles ADX and ACX are inscribed to the circumcircle of ABC'D
and are subtended by the same arc AX, so by the Inscribed Angle Theorem they are congruent.
Furthermore, from the symmetry of B and D with respect to AC, we have ZADZ = /ABZ.
Hence

£zCY = LACX = LADX = LADZ = LABZ = ZZBY

and by part (1) of the above proposition, BCZY is cyclic, as desired.
Hopefully this text gave you a decent start into the next series. If you think you struggled to
understand this text, or if you would like to know more about this topic, we have a great introduc-

tory text (written in Czech) from last year. You can find it at https://mks.mff.cuni.cz/archive/38/
uvodZ2j.pdf. Otherwise, happy solving!

17
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Projektivni geometrie | —
Pravy ahel pohledu

Par slov ivodem

Mily priteli,

do rukou se Ti dostava prvni dil letosniho seridlu, ktery se bude zabyvat projektivni
geometrii. Na geometrii se mizeme divat jako na takové obrazky — rtzné piimky,
kruznice, trojuhelniky nakreslené na papife. Pod projektivni geometrii si mazes pro-
zatim predstavit divani se na takové obrazky ,z rtznych stran“. Ukazeme si, Ze
zapeklity problém je casto tézky pravé tim, ze se na néj koukdme ze Spatného tthlu
pohledu. Pokud obrazek obejdeme, naklonime hlavu nebo si vedle néj lehneme do
travy, pokazdé vypada trosku jinak. A kdyZz se umime na obrazky koukat z toho
spravného thlu, rdzem se z obecnych trojuhelnika stavaji rovnostranné, z ¢tyruhel-
nikd obdélniky, z obecnych pfimek rovnobézky a podobné. Dokazovat tvrzeni pro
tyto objekty je pak ¢asto mnohem lehéi, nez jak tomu bylo v ptivodnim zadéani.

V serialu si budeme kreslit spoustu obrazki, proto se nedés jeho délky. Z prak-
tickych duvodt nebudeme vSechno dokazovat uplné do detaild a formalné, a tak
néco nechame jen pro zajemce. Pokud Ti forméalni detaily nepfijdou tak dulezité,
tak se s nimi nemusi§ moc trapit :-). Seridl dopliuji spiSe lehéi cvidend, ktera by
méla doprovazet nové véci predstavené v dané kapitole. Cvic¢eni doporucujeme fe-
18
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it chronologicky pii ¢teni. Na konci kazdé kapitoly najdes tulohy. Ty mtzou mit
rizné obtiznosti, od lehkych az po velmi tézké. Vibec nevadi, pokud jich vyfesis
jen par nebo nékteré preskocis, na konci textu jsou k dispozici napovédy. Ke konci
seridlu muzes také najit bonusovou kapitolu Zobecnovani dvojpoméra. Ta je pouze
dopliujici a jeji pochopeni neni dtlezité ke zbytku seridlu ani k feseni soutéznich
uloh.

Seridl pro tebe letos pisi Radek Olsédk a Lenka Kopfova. Kdybys mél(a) néjaké
nejasnosti ¢i otdzky, nevdhej se na nas obratit. Mlzes nam napfiklad napsat mail
na radek@olsak.net nebo na lenka.kopfova@gmail.com.

Zobrazeni

Co to je zobrazeni?

Pro ucely seridlu budeme zobrazeni brat jako funkci, kterd kazdému bodu roviny
prifadi néjaky jiny bod roviny. Zobrazovany bod, napf. P, nazveme vzorem a bod,
na ktery se vzor zobrazi, nazveme obrazem. Pokud nestanovime jinak, obraz budeme
znacit stejné jako vzor, akorat s éarkou, tedy P’. Bod, pro néjZ vzor spljva s obrazem
(P = P'), se nazyva pevnym bodem zobrazeni.

Asi nejznaméjsimi geometrickymi zobrazenimi jsou tzv. shodnd a podobna zob-
razeni. Mezi shodna zobrazeni patii napf. osova a stfedova soumérnost, otoceni ¢i
posunuti. Pfikladem podobného zobrazeni pak mtze byt tfeba stejnolehlost ¢i spi-
ralni podobnost!. Tato zobrazeni nejsou predmétem naseho serialu, ale jejich znalost
se bude hodit. Proto pokud se o nich chces dozvédét vice nebo si je jen chces pfipo-
menout, doporu¢ujeme prvni dil seridlu na geometricka zobrazeni.?

Prosté zobrazeni

Pro serial bude dilezité védét, co je to prosté zobrazeni. Prostym nazveme kazdé
zobrazeni, které zddné dva body nezobrazi na tentyz obraz. Prostd se zdaji byt
vSechna ,rozumné“ zobrazeni. Pfikladem zobrazeni, které neni prosté, by naptiklad
mohla byt projekce na pfimku. V seridlu se zabyvame riznymi prostymi zobraze-
nimi roviny, nejprve tedy odvodme, jaké vlastnosti ziskdme jen z prostoty daného
zobrazeni. Dulezitou vlastnosti prostych zobrazeni je, ze ,,zachovavaji teény“. Mé&jme
v roviné kruznici w a pfimku p, ktera je jeji tecnou a dotyka se ji v bodé X. Na tuto
rovinu aplikujme néjaké prosté zobrazeni. Pak at uz p’ a w’ vypadaji jakkoli, maji
pravé jeden spoleény bod, a to bod X’ (viz obrazek). Zadny dal$i vzniknout nemohl
(diky tomu, Ze zobrazeni je prosté) a X’ na obou lezi. I kdyZ to muze znit jednoduse,
je dulezité na to nezapomenout, az nékdy zminime, Ze zobrazeni zachovava tecnost.

1Pokud nevis, co je spiralni podobnost, viibec to nevadi. Pro pochopeni seridlu to neni potieba.
2Naleznes ho na strance http://mks.mff.cuni.cz/archive/31/9.pdf.
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Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni pro nas budou vsechna prosta® zobrazeni splitujici:

e Kazda primka se zobrazi na primku.
e Na kazdé pfimce zachova poméry vzdalenosti. Takze kdykoli A, B, C lezi v pfimce,
|AB| _ |A'B/|

tak 13l = facn-

e Rovnobézné primky zobrazi na rovnobézné primky.

Treti bod ve skutecnosti nepotirebujeme. Rovnobéznost primek p a ¢ totiz umime
vyjadrit pomoci pomeért. Méjme libovolny bod X a libovolnou pfimku r prochazejici
bodem X, pruseéiky r s pfimkami p a ¢ ozna¢me po fadé P, (). Rozmysli si, Ze

. w . . , y . |XP| . ) .
rovnobéznost pfimek p, ¢ je ekvivalentni s podminkou, ze ‘lX—QI je konstantni nezévisle
na volbé piimky r.

Cviceni 1.
(i) Rozmysli si, Ze slozeni dvou afinnich zobrazeni je afinni.
(i) Rozmysli si, ze inverzni zobrazeni k afinnimu zobrazeni je afinni.*

Nyni se podivame na priklady afinnich zobrazeni. VSechna podobné zobrazeni
jsou afinni. Existuji ale i afinni zobrazeni, kterd nejsou podobna. Dvé takova si
vytvorime. U obou za¢neme s néjakou obecnou primkou p, ktera zistane zachovana
neboli v8echny jeji body jsou pevné.

3V serialu se budeme zabyvat pouze prostymi zobrazenimi, obecné viak afinni zobrazeni prosté
byt nemusi.

4Zobrazeni jsme si definovali jako funkci, kterd vzoru ptifadi jeho obraz. Pak na inverzni zobra-
zeni se muzeme divat jako na funkci, kterd naopak obrazu prifadi jeho vzor. Takze napfiklad plati,
ze slozeni zobrazeni a jeho inverzu je identita. Inverzni zobrazeni existuje, protoze uvazujeme pouze
prosta zobrazeni.
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e Zmacknuti: Vybereme si bod X mimo pfimku p. Na kolmici na p prochézejici

bodem X zvolime obraz X' takovy, Ze nelezi na p. Pomoci vlastnosti, které se
musi zachovat, zkonstruujeme obrazy vSech boda v roviné.

C P

Uvazujme kolmici ¢ na pfimku p prochazejici bodem X. Oznac¢me P prisec¢ik
piimek p a ¢. Zvolme si libovolny bod Y na q. Zajiméa nés, kde bude lezet Y.

Pro pfimku ¢’ musi platit, Ze prochdzi X’ a P’. Bod P se z definice zobrazi
sam na sebe a X’ lezi na ¢. TudiZz body piimky ¢ se opét zobrazi nékam na g,
specialné na ni lezi také Y’. ProtoZe P se z definice zachové, bude shodné s P’.

Chceme tedy, aby platilo ‘Illzi’(ll = ‘lil,;(,/‘l = ‘Igi’(:l‘ Na primce g tedy zméacknuti
funguje stejné jako stejnolehlost se stfedem v P a koeficientem \ = |‘£ ))f("l'

Vezméme libovolny bod Y, ktery nelezi na pfimce ¢g. Déale uvazujme pfimky
s a r prochazejici bodem Y, kde s || ¢ a r || p. Ozna¢me @ prusecik piimek
p, s a Z priseéik piimek r, ¢q. Analogicky k piedchozimu uZ vime, %e bod Y’
musi lezet na s. Rovnobéznost se zachovava, tudiz obrazy pfimek p a r musi
byt také rovnobd&zné. ProtoZe ale p’ je totozna s p, v’ musi byt také rovnobézna
s p. Obraz bodu Z zname, je to bod na pfimce ¢ s tim ,spravnym® pomérem.
Vedeme-li rovnobézku s p bodem Z’, jeji priseéik s s tak musi byt pravé Y’.

Z rovnobéznosti tedy plati % = ||QQ;,/,‘| =\
q s
r Z Y
4 Y’
p P Q

Z obou pripadu plyne, Ze pokud pro libovolny bod Y oznac¢ime P patu kolmice

z Y na p, pak zmacknuti zobrazi bod Y na jeho obraz v stejnolehlosti se stredem

v P a koeficientem A. Dalo by se tedy Fict, ze zmacknuti je takova ,stejnolehlost
podle primky“.

Uz vime, kam se v zmacknuti zobrazi vSechny body roviny. Musime ale jesté

ovéfit, ze se skuteéné jednd o afinni zobrazeni, tedy ovéfit dané dvé (respektive
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tfi) podminky. Mé&jme libovolnou piimku ¢, kterd neni rovnobéZna s p, a ozna¢me
S pruasecik primek p, q. Nyni ozna¢me A, B libovolné body piimky ¢. Z vyse
uvedeného vime, Ze pfimky AA’ a BB’ jsou rovnobézné (obé jsou kolmé na p). To

7
je ekvivalentni podmince % = ‘lgg/ll . Rozmysli si, Ze z toho plyne, Ze se uz nutné

vSechny poméry na piimce q zachovavaji a ze to samé plati pro pfimky rovnobézné
s p. Treti podminku jsme jiz dfive prevedli na prvni, tedy staci dokézat, ze pfimky
se zobrazuji na pfimky. Toto tvrzeni neni zajimavé, a tak ho dokazovat nebudeme.

Zkoseni: Vybereme si bod X mimo pfimku p. Na rovnobéZce s p prochéazejici
bodem X zvolime X’. Opé&t se pokusime zkonstruovat obrazy vSech ostatnich
bodt roviny.

rav.$ X'

Zvolme libovolny bod Y a zkusme zjistit, kam se zobrazi{ Y. Ozna¢me P pru-
|PX| _ |PX'|

secik primek p a XY. Vime, ze poméry se zachovavaji, tedy Y] = PV Pokud
tedy oznacime A = %, pak Y’ se zobrazi na pfimku r tak, aby |I§;/,|‘ = A

Mtizeme si to tedy predstavit tak, jako bychom pfimku PX otocili podle bodu P
na piimku PX’. Pokud jsme tedy zméacknuti nazvali stejnolehlosti podle pfimky,
pak by vhodny nézev pro zkoseni nejspis byl otoceni podle piimky.>:6 Jesté je po-
tfeba podobné jako pfi zmacknuti dokazat, ze se pri takovéto konstrukci obrazu
libovolného bodu Y zachovavaji rovnobézky a poméry na primkach. Rozmysli si,
ze tomu tak opravdu je. Diikaz je podobny jako pfi zméacknuti.

X X’
vy

P P

5A slozeni zmacknuti a zkoseni by pak byla spirdlka podle p¥imky. :D (Je to jen hloupy vtip,
nic hlubsiho v tom nehlede;j.)
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Pojdme si shrnout, jak se afinni zobrazeni chova k dtvartim v roviné. Obecné
afinni zobrazeni zachovava:

primky,

rovnobéznost,

poméry na primkéach,

poméry obsah,

elipsy. Dokonce existuje pro kazdou elipsu afinni zobrazeni, které ji zobrazi na
kruznici.

A nezachovéva:

e kruznice,
e vzdalenosti,
e thly.

Uloha 2. Mgjme lichobéznik ABCD, kde AB || CD. Ozna¢me P prisecik jeho
thlopficek. Déle M, N jsou postupné stiedy stran AB a CD. Dokaz, ze M, N, P
lezi na jedné primce.

Reseni. Ozna¢me jako ¢ pfimku spojujici M a N. Uvazime zkoseni, které zachova
piimku AB a zobrazi N na bod pfimo nad M. To zptisobi, Ze ¢’ bude kolmé na A’B’
(a tedy i C'D’'). Protoze stiedy tsecek se zachovavaji, bude ¢’ osou A’B’ i C'D’,
takze cely obrazek bude symetricky podle ¢’. Specialné to znamena, ze P’ musi lezet
na ¢, tedy i P le#i na q. O

D N (C D N

FasN

Poznamka. V mnoha tlohach aplikujeme zobrazeni na cely obréazek, propfisté
nebudeme popisovat obrazy bodi ¢arkami.

/ B/

Tvrzeni 3. (Blanchet”) V trojuhelniku ABC oznac¢me D patu vysky z vrcholu A.
Na strandch AC a AB jsou postupné body E, F takové, Ze primky BE a CF se
protinagi na AD. DokaZ, %e |<EDA| = |<FDA].

Diikaz. Na prvni pohled to vypadéa, ze mame problém, protoze tloha chce dokazat
rovnost 1hld a afinni zobrazeni thly nezachovava. Tvrzeni, které mame dokézat,
si tedy preformulujeme na: ,pfimky ED a FD jsou osové symetrické podle AD“.
Jestlize zachovame pfimku BC, muzeme uvazit jakékoli zmacknuti a dostaneme

7Cti [Blancet).
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ekvivalentni tlohu. Uvézime tedy takové, ze |[<BEC| = 90°. UkdZeme si, Zze ta-
kové zmacknuti urcité existuje. Sestrojime si Thaletovu kruznici nad pramérem BC'.
Oznac¢me Y jeji prisecik s vyskou z bodu F v trojihelniku EBC. Pak uvazujme
takové zméacknuti, které zachovava pfimku BC a bod E zobrazi na Y. Z Thaletovy
véty mame zaruéeno, ze |<BEC| = 90°. Nyni protoze AD i BE jsou vysky, tak
i C'F je vyska. Sta¢i nam tedy dokazat toto tvrzeni pro vysky. To uz se lehce douhli.
Ctyithelnik AEDB je diky pravym thlim tétivovy, tedy |<EDA| = |<ABE| =
= 90° — |<BAC|. (Nebo = |[<BAC| — 90°, pokud je u A tupy uhel.) Obdobné také
Styfahelnik AFDC je tétivovy, takze |[<FDA| = |[<ACF| = 90° — |<BAC|. (Nebo
se rovnd |<<BAC|—90°, pokud je u A tupy thel.) Z ¢ehoz plyne |[<EDA| = |<F'DA|
a dtikaz je hotov. O

A

Cviceni 4.

(i) Rozmysli si, ze pro kazdy trojihelnik existuje afinni zobrazeni, které z néj
vytvori rovnostranny, a jak z toho plyne, Ze pro kazdy trojuhelnik existuje
afinni zobrazeni, které ho zobrazi na jakykoli jiny vybrany trojihelnik.

(ii) DokaZ pomoci afinnich zobrazeni, Ze se téZnice protinaji v jednom bodé.

(iii) Je déna elipsa e se stfedem S. Na ni lezi bod X. Oznaéme ¢ teénu k elipse
v bodé X. Rovnobézka s t vedend bodem S protne elipsu v bodech A, B.
Dokaz, ze teéna k e v bodé A je rovnobézna s X S.

Uloha 5. Elipsa vepsana obdélniku ABCD se dotyké jeho stran AB, BC, CD,
DA postupné v bodech X, V, W, Y . Dokaz, ze |AY |- |BX| = |AX|-|DY].

Uloha 6. Je dan pravothly lichobéznik ABCD se zdkladnami AB a CD s pra-
vym thlem u ramena BC' spliiujici |AB| > |CD| > @. Stiedy thlopficek AC,
BD ozna¢ime postupné E, F. Nakonec pruseéiky AF a BE, CF a DE oznac¢ime
postupné X, Y. Ktery z ¢tyiuhelniki ADXY, BCXY ma vétsi obsah?

Definice. (obecna poloha) Body A, B, C jsou v obecné poloze, pokud zZadné tii

z nich nelezi na piimce.

Poznamka. Vsimni si, Ze z prvni ¢asti cvideni 4 plyne, Ze kazdé afinni zobrazeni
miuZeme jednoznac¢né definovat pomoci tfi bodt v obecné poloze a jejich obrazu.
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Shrnuti

Zavedli jsme si afinni zobrazeni. Afinnimi zobrazenimi jsou pro nas vSechna shodna
a podobna zobrazeni, mackani, koseni a vSechna sloZeni téchto zobrazeni.

Rozsireni roviny

V klasické roviné skoro plati, ze kazdé dvé pifimky se protinaji v pravé jednom
bodé. Existuje vsak trochu hloupy, degenerovany pifipad, kterym jsou rovnobézky.
Ty by se protly az nékde v nekoneénu. Pro kazdy smér pfimek proto doddme k nasi
roviné nevlastni bod.® Kdyz uvazime a, b, ¢ rovnob&zné p¥imky, tak viechny tii pro-
chézi stejnym nevlastnim bodem. I pfesto, Ze pfimky ,,jdou do nekonecna ve dvou
smeérech®, nevlastni bod protinaji jen jeden. Tim jsme pfidali ,kolem“ roviny neko-
ne¢no nevlastnich bodii. Rekneme, ze viechny nevlastni body lezi na jedné nevlastni
primce. Rozmysli si, ze nyni se opravdu kazdé dvé primky protinaji v pravé jednom
bodé, a dokonce kazdymi dvéma body prochazi pravé jedna piimka. Takto rozsi-
fenou rovinu nazyvame projektivni rovinou. VSimni si, Ze afinni zobrazeni funguji
i v projektivni roviné.

Obrazek naznacuje nevlastni primku kolem celé roviny.

Cviéeni 7. (body v nekone¢nu) Cilem tohoto cviceni si je jen rozmyslet, jak fun-
guji body na nevlastni pfimce. Ukolem je tedy si jen tak né&jak kreslit. Nebud proto
zmateny /zmatend, ze se nejednd o lohu v pravém slova smyslu. Zkonstruuj si v ro-
viné ¢tverec ABC'D. Oznac¢ X prusecik AB a CD. Na strané BC zvol bod P. Pfimka
PX protind DA v Q. Oznaé¢ R prisecik AC' s nevlastni pfimkou.

8 Nevlastni znamena, 7e nelezi v roving, na kterou jsme zvykli.
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Perspektiva

Zatim jsme papir, na kterém mame nakreslenou konstrukei, jen rtizné mackali. V této
kapitole vyzkousime, jak se chova, kdyz se na néj podivame z riznych bodi v pro-
storu. Znas to, stojis na dlouhé rovné cesté na rozlehlé planiné. Jeji okraje tvoii dvé
rovnobézné primky, ale kdyz se podivas do dali, cesta mizi kdesi na horizontu, kde se
jeji okraje ,protinaji“. Okraje jiné cesty, vedouci trochu jinym smérem, se protinaji
na stejném horizontu, ale v jiném bodé.

Pokusime se tento fenomén vyuzit v feSeni tilohy. Vezmeme obrazek a zkusime Fict,
ze je to vlastné mnohem hezci obrazek, na ktery se akorat nékdo podival ,,z boku*.

Véta 8. (Desargues®) Méjme dva trojiihelniky v roviné - ABC a A’ B'C’. Ozna¢me
prise¢iky X = BOCNB'C', Y =CANC'A" aZ =ABNA'B’. Pak pokud X,Y, Z
lezi na jedné pfimce, tak pfimky AA’, BB', CC' prochédzi jednim bodem.

9Cti [Dezark].
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Diikaz. (ndhledem) Predstavme si, Ze obrdzek méme nakresleny na zemi a pfimka
prochéazejici body X, Y, Z je horizontem. Pak to, co je nakreslené na zemi, jsou
dva trojuahelniky, ve kterych AB || A’B’, BC || B'C’, CA || C'A’. Kazdou tuto
dvojici si muzeme predstavit znovu jako cesty a body X, Y, Z jsou jejich body na
horizontu. Na zemi tedy maji trojihelniky rovnobézné odpovidajici strany neboli
jsou stejnolehlé. P¥imky AA’, BB’, CC’ prochazi stfedem stejnolehlosti. (Jesté se
mize stat, ze neplijde o stejnolehlost, ale o posunuti. V tom pripadé se dané tii
piimky protnou v jednom bodé aZ na nevlastni pfimce.) |

Mize se zdat, Ze jsme ulohu nevyfesili pro vSechny pripady. Co kdyz pifimka
XY Z prochazi ,stfedem“ obrazku? Prece bézné nad horizontem zemé neni. Tedy
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podivame-li se na rovinu ,z boku“, nevidime ji celou, protoze néjaka jeji cast je
za nami.

Proto si zadefinujeme zobrazeni, které tyto problémy vyfesi a pritom se bude
velmi blizit pravé onomu ,,podivani z boku“.

Perspektiva formalné

Vyuzijeme jesté jedné predstavy ze zivota. Piedstav si, ze pfed tebou je okno. Sviij
pohled, jakym vidi§ zem, muzes nakreslit na okno tak, Ze na kazdy bod X na okné
nakreslis to, co je z tvého pohledu za nim. Tuto projekci z jedné roviny do druhé si
definujeme poradné.

Jak matematicky Fict, co znamena divat se na véc z jiného pohledu? Budeme po-
uzivat klasickou soufadnicovou soustavu s osami x, y, z. Umistime rozsifenou rovinu
do rozsifeného trojrozmérného prostoru s pocitkem P (to bude nas pozorovatel),
a to tak, ze obsahuje vSechny body, pro které z = 1. Tuto rovinu v prostoru oto¢ime
podle P. Néasledné promitneme zpét do roviny z = 1 skrz pocatek (promitneme na
okno). Promitnuti tady znamend, %e bod X v prostoru se zobrazi na X’ takovy, Ze
P, X, X' lezi na pfimce a z souradnice bodu X’ je rovna 1. Z konstrukce perspek-
tivy si muzeme uvédomit, ze perspektiva je zobrazenim, které zachovava primky a
pruseciky.

Promitnuti trojuhelnika ABC' z jedné roviny do druhé skrz bod P.
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Vsimnéme si, ze pro body prostoru, pro které z = 0, neexistuje v obycejné roviné
projekce do roviny z = 1. Proto se takové body zobrazi na nevlastni body v daném
smeéru. Oto¢end rovina se protind s rovinou z = 0 v jedné pfimce. Tato pfimka se
v tomto zobrazeni zobrazi na nevlastni. To je pravé ta pfimka, kterou jsme brali
jako ,horizont“.

Rozmysli si, ze ta ¢ast obrazku, kterou nyni vidime ,nad horizontem®, je ta cast
roviny, kterou jsme vibec nevidéli, protoZze byla za nami. (v pfedstavé s oknem a
zemi atd.)

Zformulujeme jesté jednou diikaz Desarguesovy véty, jak by mél byt spravné for-
malné sepsany.

Dikaz. (Desargues podruhé — formdlni) Existuje perspektiva zobrazujici pfimku
XY Z na nevlastni. Ta zachova vSechny vlastnosti tllohy, protoze se tloha zabyva
pouze priseciky piimek. Mtzeme tedy iict, BUNO jsou body X, Y, Z nevlastni.
Trojthelniky potom maji po dvou rovnobézné strany AB | A’B’, BC || B'C’ a
CA || C"A'. Z toho plyne, Ze jsou stejnolehlé. Piimky AA’, BB’ a CC’ prochazi tedy
jednim bodem, a to stfedem stejnolehlosti. (Nebo stejné jako v neformélnim dikazu
pijde o posunuti, tedy o stejnolehlost se stfedem v nevlastnim bodé.) O

Perspektiva a kruZnice

Predstav si kruznici w a pfimku p mimo ni. Pak perspektiva, ktera zobrazuje primku
p na nevlastni, nasi kruznici roztdhne do elipsy. Tuto elipsu pak muzeme pomoci
afinniho zobrazeni ,srovnat® zpét do kruznice. Slozenim téchto zobrazeni jsme ziskali
nové zobrazeni, které zobrazilo p na nevlastni a zachovalo jednu, nami vybranou,
kruznici. Zachovali znamend, Ze jejim obrazem je znovu kruznice, ale nemusi platit, ze
body kruznice jsou pevnymi body tohoto zobrazeni. Ukazeme si silu tohoto zobrazeni
na prikladu:

Piiklad 9. (Radeckovo lemma) Meéjme kruznici w a bod P mimo ni. Body K, L
lezi na w tak, ze PK a PL jsou tecny k w. Body A, B lezi na w tak, ze A, B, P lezi
na jedné pfimce a body C, D na w tak, ze P lezi na primce C'D. Dokaz, ze pfimky
AC, BD a KL prochézi jednim bodem.

107kratka pro ,bez Gjmy na obecnosti“.
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Reseni. Uvazme rovnobézku p s KL prochézejici bodem P. Pouzijme slozeni per-
spektivy a afinity takové, které zachova w a pfimku p zobrazi na nevlastni. Trans-
formovany obrazek pak bude vypadat nasledovné. Mame kruznici w a v nekoneénu
bod P. Body K, L lezi na w tak, ze teény k w v K a L prochéazi bodem P, tudiz
jsou rovnobézné. KL je tedy prumérem kruznice w. Pfimka AB je také rovnobézna
s PK neboli musi byt kolma na K L. Takze body A a B jsou podle K L symetrické.
Obdobné body C a D jsou podle KL symetrické, takze i pfimky AC a BD jsou
podle K L symetrické neboli se protinaji na K L. O

V obrazku méme u nevlastniho bodu P sipku nahoru i doli. Je to tim, Ze body
v nekonecnu jsou definované neorientovanymi rovnobézkami, takze ten bod ,nahofe®
je ten samy jako ten bod ,dole“.

Ao A iP
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Zachovavame toho vic
Méjme kruznici w a pfimku p mimo ni.

e Oznacme ¢ kolmici na p prochézejici stfedem w. Pak tato konfigurace je podle
q symetrickd. Pokud zobrazime p do nekone¢na a w zachovame, vysledek bude
podle ¢’ také symetricky. Pro ditkaz si rozloz perspektivu na otodeni v prostoru
a projekci a uvédom si, ze symetrie podle ¢ je zachovana.

e Na obecné rovnobézce s p rizné od p méjme dané body A, B, C. Pak perspektiva,
ktera zobrazi p do nekonec¢na, zachova pomér %. Pro dikaz znovu rozloz na
rotaci v prostoru a projekci a uvédom si, ze na rovnobézkach s p se projekce chova
jako stejnolehlost neboli zachovava pomeéry.

Pojdme si nyni dokézat dalsi tlohu:

Tvrzeni 10. (butterfly) Méjme kruznici w a na ni tétivu AB se stfedem M. Na
w zvolme body Ky, L. Oznacme Ky prusecik K1M s w ruzny od K;. Obdobné
definujme bod Ly. Necht X = K1L1 N AB aY = KoLy N AB. Pak | XM| = [Y M]|.

K

Ky

Ks

Diikaz. Oznaéme R priseéik teen k w v bodech A, B. Uvazme piimku p | AB
prochéazejici bodem R, ta urcité neprotind w. P¥imku p zobrazime na nevlastni a w
zachovame. Pak se z AB stane prumér kruZnice w, protoze te¢ny v A a B budou
\‘fdAgll a l\gl\l\jfll‘ jsme zachovali, protoZe p || AB. TakZe jsme ziskali

ekvivalentni tlohu. Takto upravena tuloha je jiz velmi snadna. O

rovnobézné. Pomeéry

Poznamka. Pojdme si uvédomit, co nam fikéd trik vyuzity v této tloze. Mame
kruznici w a na ni body A, B. Pak miZzeme zobrazit AB na priamér w a w zachovat.
Takové zobrazeni zachovava pomeéry na rovnobézkach s AB. I kdyZ to zni jako trochu
podvod, mtizeme Fict, BUNO je AB priimeér.!!

HDokud si tedy ddvame pozor na to, ze v tloze zachovame vie potiebné.
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Té&Zko na cvicisti. ..
A nyni si mzes nabyté znalosti vyzkouSet na nasledujicich tlohéch.

Uloha 11. Mgéjme body P, A, B na piimce v tomto pofadi. Ozna¢me p kolmici na
tuto pfimku vedenou bodem A. Déale méjme teénu PX ke kruZnici nad primérem
AB, kde X je bod dotyku (te¢ny jsou dvé, uvazujeme libovolnou z nich). Oznac¢ime
Y jako prusec¢ik BX a p. Dokaz, ze PX puli AY.

Uloha 12. Mgjme rovnoramenny trojtihelnik ABC (JAB| = |AC|). Na jeho rameni
AB zvolime bod X. Rovnobézka s BC' vedena bodem X protne AC v Y. Oznacime
S stfed XY a M stied BC. Necht P je pruse¢ik M X a CS. Dokaz, ze trojihelnik
PMC ma polovi¢ni obsah nez ABC.

Uloha 13. Mgéjme te¢novy ¢tyfihelnik ABC D. Oznacéime si body dotyku kruznice
vepsané po fadé K, L, M, N. Dokaz, ze pfimky KM, LN, AC, BD se protinaji
v jednom bodé.

Uloha 14. Mgjme teénovy étyfthelnik ABCD. Ozna¢me body dotyku kruznice
vepsané ke stranam AB, BC, CD, DA postupné W, X, Y, Z. Dokaz, Ze pfimky
AC, WX, YZ prochazi jednim bodem.

Uloha 15. (téz51)) Mé&jme trojuhelnik ABC' s kruznici vepsanou w. Oznaéme D
bod dotyku kruZnice pfipsané ke strané BC. Na pfimce AD zvolme bod X tak, aby
tsecka X D neobsahovala zadny bod w. Te¢ny z X k w protnou stranu BC' v bodech
K, L. Dokaz, ze |BK| = |CL]. (Iksko 2018/19)

Uloha 16. Méame danou pilkruznici nad priimérem UV . Na této ptilkruznici zvo-
lime body P, Q. Prusecik teen z P a @Q ozna¢ime R. Prusecik UP a V(@ oznacime
S. Dokaz, ze SR L UV.

Uloha 17. V trojihelniku ABC oznaéme body dotyku kruznice vepsané se stra-
nami BC, C A, AB postupné D, E, F. Na tseéce AD uvnitf kruznice vepsané zvolme
bod L. Usecky BL a C'L protnou kruznici vepsanou postupné v bodech X, Y. Dokaz,
ze piimky E'F, BC, XY prochézi jednim bodem.

Uloha 18. Bod M je stfedem strany AB trojthelnika ABC'. Na polopfimce opa¢né
k MC zvolime bod N a uvnitf tsecky AM zvolime bod P. Oznaé¢ime () prusecik
pfimek AC a NP, dale R pruse¢ik QM a NB a nakonec S prusecik AB a RC.
Dokaz |[PM| = |SM]|.

Uloha 19. Mgjme trojihelnik ABC. Oznaéme A’ bod dotyku vepsané u strany
BC. Druhy prusecéik pfimky AA’ s vepsanou ozna¢me P. Priiseéiky BP a C'P s ve-
psanou ozna¢me postupné M, N. Dokaz, ze BN, MC, AA’ prochézi jednim bodem.

Uloha 20. V trojthelniku ABC ozna¢me M stied BC. Piimka AM protina kruz-
nici vepsanou v bodech P, Q). Rovnobézky s BC prochazejici body P, resp. @ pro-
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tinaji znovu kruznici vepsanou v X, resp. Y. Pfimky AX, AY protinaji BC' v K,
L. Dokaz, ze |BK| = |CL|.

Uloha 21. Mgé&jme pevnou usecku AC a na ni bod B. Skrz body AC vedeme
kruznici w. Teény k w v bodech A a C se protinaji v P. Use¢ka PB protne kruznici
podruhé v @ (B lezi na tseéce PQ), osa thlu AQC protne AC v R. Dokaz, Ze pomér
|AR]

[Rc| nezévisi na volbé kruznice w. (IMO Shortlist 2003/G2)

Uloha 22. Mgjme ¢tyfthelnik ABCD takovy, ze |[<ABD| = |[<ACD| = 90°. Bod
P lezi na BD tak, ze |[<PAD| = 90° a obdobné @ lezi na AC tak, ze |[<QQ DA| = 90°.
AC a BD se protinaji v bodé X a PC' a B(Q se protinaji v Y. Ukaz, ze XY je kolméa
na AD.

vwr

Dvojpoméry!'? aneb méfime v projektivnim svété

Dvojpoméry pro nas budou velmi dilezitym nastrojem v celém seridlu. Potfebujeme
si totiz zadefinovat vlastnost, kterou kolineace zachova, protoze vzdalenosti a poméry
se kolineaci méni.

Definice 23. (orientovany obsah) Symbolem [ABC| budeme znadit orientovany
obsah trojihelniku ABC. V absolutni hodnoté bude [ABC| mit velikost obsahu
trojuhelniku ABC', muze se ale lisit znaménkem. To znamené, Ze pokud jsou body
v poradi po sméru hodinovych rucicek, bude hodnota orientovaného obsahu zaporna,
jinak bude kladna.!3

Tvrzeni 24. (pomocné) Pokud v trojuhelniku jeden bod posuneme po strané tak,
Ze (orientovand) délka pFislusné strany se zméni na k-ndsobek, potom se i orientovany
obsah trojuhelniku zméni na k-nasobek.

Pokusime se vymyslet néjaky vyraz, ktery kazdé n-tici pfimek pfiradi néjaké
realné ¢islo. Mé&jme rovinu a v ni libovolny bod P. Déale v ni lezi n bodi ruznych od
P, kde n je sudé ¢islo. Oznacime je X1, Xo,...,X,,_1,X,,. Podivime se na obsahy
trojuhelnikt X; X;.1 P, pfiemz za X,, 1 uvazujeme X; a za X, 42 bod X5. Téch je
sudy pocet. Obarvime kazdy se sudym i ¢ervené a kazdy s lichym i modie. Pak kazdy
z bodt X; nélezi pravé jednomu ¢ervenému a pravé jednomu modrému trojihelniku.
Pokud nahradime bod X; jakymkoli jinym bodem rtznym od P na pfimce PX;, tak
se pravé jednomu modrému trojihelniku zméni obsah k-krat (pro vhodné redlné k)
a praveé jednomu cervenému trojuhelniku se zméni obsah k-krat. Takze kdyz néjaky
vyraz V obsahuje

[X;—1PX;)
[(XiPXit1]

12Byvaji v literatuie obc¢as zaménovany s pojmem CtyFpomeéry. Pro nés ale étyipoméry budou
znamenat néco jiného.
130pravdu se standardné znaéi smér proti sméru hodinovych ruéi¢ek jako kladny.
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tak se jeho hodnota nezméni, i kdyz zaménime bod X; jinym bodem pirimky X;P.

Xiyo

P

Uvazme tedy vyraz, kde v ¢itateli budou vSechny cervené trojuhelniky a ve jme-
novateli vSechny modré:

[X1PX,] - [X3PXy) - [X0_1PX,)

V= [XoPX5] - [XaPX5] - [ X, PX1]

P

Hodnota V' se nezméni, pokud jakykoliv X; nahradime jinym bodem na X; P. Tuto
hodnotu mizeme vnimat jako hodnotu primek X; P, X5 P, ..., X,,P. Nedés se téhle
obludy, predstavuj si ji jako modré a Cervené trojuhelniky, jejichz obsahy stiidavé
nasobime a délime.

Zkusime nyni najit dobrou hodnotu n, pro kterou bude tento vyraz uzitec¢ny. Jako
prvni se nabizi n = 2. Ale po dosazeni dostavame:

(X1 PXo]
vl oo g
[(XoPX,]

Takze hodnota V' jakychkoli dvou pfimek by byla rovna —1. To nezni jako moc
uziteény vyraz. Zkusme tedy dalsiho kandidata, n = 4. Ta uz takovy problém nemé,
a proto se jako nejmensi uziteénd vyuziva. Tato hodnota se oznacuje dvojpomérem
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danych ¢tyf primek. Pro body A, B, C, D, P budeme dvojpomér ¢tyf bodu v obecné
poloze vzhledem k bodu P znacit takto:

1

(A,B,C,D)p = [APB] - DPAT

.[CPD]-

[BPC]

Piimky PA, PB, PC, PD oznacime a, b, ¢, d. Protoze uz vime, Ze tuto hodnotu
muzeme vnimat jako hodnotu pfimek prochézejicich jednim bodem, budeme také
znacit

(a,b,¢,d) = (AP,BP,CP,DP) = (A,B,C,D)p.
Hodnota dvojpoméru je zavisla na potadi, ale obcas se permutace daji pfepocitat.

Cvicéeni 25. Rozmysli si, Ze plati:

1 1

b (a’ ) c’ ) (b, C’ d’ a) (07 k) a7 ) <d’ a/, b, C) )
1

° (a,,b,C, d) = m

Pojdme si ukézat, pro¢ takhle obludné definovand hodnota je pravé ta uziteénéa:
Uvazujme v roviné bod P. Déle v ni lezi ¢tyfi body A, B, C, D, které lezi na
jedné pifimce neprochazejici bodem P. Pak

_|AB| [CD]

A B D)p = .
( ) acv )P ‘BC| |DA‘

Délky potfebujeme uvazovat orientované, abychom dostali spravné znaménko. M-
Zete si vSimnout, Ze tenhle vyraz vibec nevyuzivid bod P, budeme tedy symbolem
(A, B,C, D) znacit dvojpomér ¢tyf bodi na jedné piimce.

Tvrzeni 26. (promitaci) Méjme ¢tyii body na piimce A, B,C, D a ¢étyfi body na
jiné ptimce X, Y, Z, W takovym zpiisobem, ze piimky AX, BY , CZ, DW prochéazi
jednim bodem P. Pak plati (A,B,C,D) = (X,Y,Z,W).

Diikaz.

(A,B,C,D) = (A,B,C,D)p = (AX,BY,CZ,DW) =
= (X,Y,Z,W)p = (X,Y, Z,W). O

Abychom nemuseli vzdy psat tuto promitaci myslenku, vyslouzila si vlastni zna-
¢eni. Kdyz plati (A, B,C, D) = (X, Y, Z, W) pfi promitnuti skrz bod P, tak znac¢ime

(A,B,C,D) = (X,Y,Z,W).
AN

Cviceni 27. M¢éjme trojihelnik ABC a pevné dané body K, L na strané BC.
Ozna¢me postupné X, Y, Z pruseciky ptimek AK, AL, AC s osou vnitiniho thlu
u vrcholu B. Dokaz, ze (B, K,L,C) = (B, X,Y, Z).
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Perspektiva zachovava dvojpoméry

Promitaci tvrzeni pro nas znamena, ze jsme nasli hodnotu, ktera se zachovava v per-
spektivé. Zopakujme si, jak jsme si perspektivu definovali. Nejdrive jsme rovinu oto-
¢ili v prostoru, to dvojpoméry zachovava, a néasledné jsme ji promitli skrz pocatek
zpét do roviny z = 1. Pfedstavme si body A, B, C, D na pfimce. Po otoceni se zob-
razi na body A;, By, C1, D1 v prostoru. Prohlédneme si rovinu danou pocatkem P a
pfimkou Ay B1Cy Dq. V ni lezi i findlni obrazy této perspektivy. Z promitaciho tvrzeni
plyne (Al, Bl, Cl, Dl) = (Al, B17 Cl, Dl)p == (A/7 B/, Cl, D/)P = (A/, B/, Cl, D/)
Neboli celd perspektiva zachovala dvojpomér (A, B, C, D).

Tvrzeni 28. (zobecnény pomér?) Pro A, B, C, D na pfimce, kde D je nevlastni,
plati:
4B
A, B,C,D) = ———1.
( ) I ) |BC|
Diikaz. Zvolime si mimo pfimku ABC 13 bod P. Na pfimce p || ABC 23 prochéazejici
bodem P zvolime vlastni bod D’. Pak

[APB] [CPD']

[BPC] [D'PA]

(A,B,C,D) = (A7B707D/)P =

Trojuhelniky CPD’ a D' PA maji stejny obsah, protoZe maji stejnou zékladnu D’P
a stejnou vysku. Ale maji opacnou orientaci, takZze % = —1. Trojahelniky ABP

a BC'P maji stejnou vysku neboli hodnota celkového dvojpomeéru je rovna
[APB] |AB|

“[BPC] T |BC| H

Tvrzeni 29. (dvojpoméry na kruznicich) Méjme kruznici w a na ni body A, B,
C,D, P,Q. Pak (A,B,C,D)p = (A,B,C,D)q.

Diikaz. Hodnota (A, B,C,D)p je zavisld jen na uhlech mezi pfimkami PA, PB,
PC, PD. Z obvodovych uhlid jsou vSechny tyto thly stejné jako thly mezi pfimkami
QA, @B, QC, QD, tedy hodnota (A, B,C, D) x je nezéavisla na volbé X na w. (Takto
se nam muzou obvodové thly zménit na doplitkové obvodové tthly. Rozmysli si, ze to
funguje i pro né. Pokud Q = A, tak piimka QQA degeneruje do tecny v bodé A, kde
tak namisto obvodového tthlu dostaneme tihel tsekovy.) Opét si rozmysli, Ze tvrzeni
pofad plati. Pro body A, B, C, D budeme pomoci (A, B,C, D) zna¢it pravé tuto
hodnotu a z kontextu bude jasné, jestli se jedna o dvojpomér na primce nebo na
kruznici. ]

Dulezitou vlastnosti dvojpomeéri, kterou budeme v seridlu vyuzivat, je nasledujici
tvrzeni:
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Tvrzeni 30. (jednoznac¢nost dvojpomértt) Pokud (A, B,C,X) = (A, B,C,Y), tak
plati X =Y.

Dikaz. 7 definice vime, ze (A,B,C,X) = ‘g—?‘ . %. A obdobné také plati
_ |AB| |CY] ,
(A7B7C, Y) = m . |Y—A| Tedy platl

[AB| |CX| _|AB| [CY| _ |CX| _|CY]|
|BC| |XA| |BC| |YA] XAl YAl

(A,B,C,X) = (A,B,C,Y) &

Rozmysli si, Ze na piimce ABC 3 existuji pravé dva body takové, ze posledni pomér
je néjaké pevné dané ¢islo. Délky v pomérech ale uvazujeme orientované, coz uz nam
da jednoznacné jen jeden bod. O

Pojdme si ukdzat, jak dvojpomd&ry pouZzit na poradné tloze:
Véta 31. (Pascal) Na kruznici w mdme body A, B, C, D, E, F. Ozna¢me body
P=BANDE,Q=DCNFA, R=FEFnNBC. Pak P, Q, R lezi na jedné piimce.

Diikaz. Ozna¢ime si X = CDNAB aY = AF N BC. Definujeme Ry = BC'N PQ.
Ry i R tedy lezi na BC. Myslenka dikazu bude takova, Ze zkusime postupnym
promitinim ukazat, ze (B,Y,R;,C) = (B,Y, R, C). Z jednoznac¢nosti dvojpoméri
to pak bude znamenat, ze Ry = R, tedy pfimky BC, RE, PQ prochéizi jednim
bodem, tudiz P, @, R lezi na pfimce. Pouzijeme tato promitani:

(B,Y, R, C) % (B, A, P, X) % (B, A, E,C) % (B,Y,R,C),

¢imz je dikaz dokoncen. O
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Uloha 32. Mgéjme trojihelnik ABC s kruznici opsanou w a libovolny bod M. Déle
necht pfimka skrz M protind CB, C A, AB postupné v bodech Ay, By, C. Pfimky
AM, BM, CM protinaji w postupné v bodech Ay, By, C5. Dokaz, ze pfimky A; As,
By By, C1C5 se protinaji na w.

Uloha 33. (Pappus) Mé&jme dané piimky p a ¢. Na p jsou po fadé body A, By,
C1 a na g jsou po fadé body As, Bz, Cs. Dokaz, ze pruseciky X, Y, Z postupné
dvojic pfimek A1 By a B1As, A1Cy a C1 Ay, B1Cs a C1Bs, leZi na jedné primce.

Uloha 34. (tézka) Méjme étyithelnik ABCD. Oznaéme M; bod na strané AB.
Necht Ms je projekce bodu M; skrz D na piimku BC. Déle ozna¢me M3 projekci
My skrz A na CD. My projekci M3 z B na DA. Ms projekci My z C na AB. Takto
pokracujeme, az dostaneme Mi3. Dokaz, ze My3 = M;.

Obecna kolineace

Casto se hodi afinni zobrazeni a perspektivu mezi sebou riizné skladat. Abychom
nemuseli vzdycky psat, jakd vSechna zobrazeni sklddame, bude pro nas kolineace uni-
verzalnim zobrazenim, do kterého spadaji vSechna sloZeni perspektivnich a afinnich
zobrazeni.

Rekneme, Ze kolineace je jakékoli zobrazeni projektivni roviny, které

e zobrazuje pfimky na primky,
e zachovava dvojpoméry.

Znovu se jedné o vlastnost nékterych zobrazeni, tedy slozeni dvou takovych zob-
razeni a jeho inverz zachovavaji danou vlastnost. Takze sloZeni dvou kolineaci a
inverzni zobrazeni ke kolineaci je zase kolineaci. VSechny perspektivy jsou koline-
ace 1 vSechna afinni zobrazeni jsou kolineace. Proto zobrazeni, které jsme zminili
v tvrzeni Perspektiva a kruznice, je také kolineace.

Tvrzeni 35. (kolineace a dvojpomérové svazky) Méjme piimky a, b, ¢, d procha-
zejici jednim bodem P. Uvazme néjakou kolineaci zobrazujicia — a’, b — b, c — ¢/,
d — d'. Pak

(a,b,c,d) = (a’, b, d).

Diikaz. Myslenka v dukaze je definovat dvojpoméry svazk pomoci dvojpoméru
bodd, které se z definice zachovaji. Uvazme pfimku protinajici a, b, ¢, d postupné
v bodech A, B, C, D. Pak plati

(a,b,c,d) = (A,B,C,D)p = (A,B,C,D) = (A",B',C",D") =
= (AIDB/aC/7D/)P' = (alvblaclvd/)' U
Tvrzeni 36. (kolineace a dvojpoméry na kruznicich) Méjme kruznici w a na ni
body A, B,C,D. Pak pokud kolineace zobrazi w na kruznici, plati (A, B,C,D) =
(A", B',C", D).
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Diikaz. MysSlenka dikazu je dvojpoméry na kruZnicich definovat pomoci svazki,
o kterych uz vime, Ze se zachovaji. Uvazme na w bod P ruzny od A, B, C, D. Pak
plati

(A,B,C,D) = (AP,BP,CP,DP) = (A'P',B'P',C'P',D'P') =

= (A", B,C'", D). O
Uloha 37. Mame trojihelnik ABC. Na strané BC zvolime body A; a A, tak, ze

(B, A1,C, As) = —1. Obdobné zavedeme body By, Bs a C1, Cy. Predpokladejme, Ze
Ag, Bs, (5 lezi na jedné pfimce. Dokaz, ze AA;, BB;, CC1 prochézi jednim bodem.

Ay B, Cs

Reseni. 'V tloze se vyskytuje spousta podminek s dvojpoméry, které piisobi na
prvni pohled dost nepfistupné. Kdyby zminéné dvojpoméry mély kazdy jeden bod
v nekonec¢nu, uloha by se fesila lépe, pfeci jen s poméry se 1épe zachazi. Pomoci
kolineace si zobrazime piimku A BsCs na nevlastni. Nyni muzeme tlohu trochu
preformulovat: Mame trojthelnik ABC. Na strané BC' zvolime bod A; tak, ze
(B, Ay, C,00) = —1 neboli Iffcl{ = 1. To ale znamen4, ze A; je stfedem BC. Analo-
gicky je By stted AC a C; stfed AB. Pt¥imky AA;, BB;, CC jsou téZnice v ABC),
tudiz prochazi jednim bodem. O

Harmonické dvojpoméry

V pfedchozi tloze se vyskytovala hodnota dvojpoméru —1. Po srovnani jsme zjistili,
Ze tzce souvisi se stiedem tsecky. Ctvefice bodfi na pifmce s hodnotou dvojpo-
méru rovnou —1 se v geometrii objevuje tak casto, ze si vyslouzila specialni nézev.
Rika se ji harmonickd a v literatufe se vztah (A, B,C,D) = —1 ¢asto oznacuje
H(A, B,C, D). Jak uz ale vime, dvojpomér je také vlastnost ¢tyt pfimek. Obdobné
tak Gtyfi pfimky a, b, ¢ a d prochézejici jednim bodem, pro které (a,b,c,d) = —1,
budeme nazyvat harmonickym svazkem. Vzpomen si, jak jsme piepocitavali hodnoty
dvojpomeéri podle poradi bodd. Harmonické dvojpoméry maji tu vlastnost, ze jsou
harmonické nezévisle na protoceni bodi:
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—1=(A,B,C,D) = (B,C, D, A).

Také nezavisi na sméru ¢teni:

—1=(A,B,C,D) = (D,C, B, A).

Harmonické ¢tvefice a svazky maji i spoustu dalSich uzitecnych vlastnosti.

Tvrzeni 38. (dvé ze t¥l) Méjme ¢tyFi pfimky a, b, ¢ a d prochézejici jednim bodem.
Pak z libovolnych dvou nasledujicich tvrzeni plyne tvrzeni treti:

(i) Pfimka b je osou tihlu, ktery sviraji pfimky a a c.
(ii) Piimky b a d jsou na sebe kolmé.
(iii) PFimky a, b, ¢ a d tvoi{ harmonicky svazek.

Diikaz. Dokazeme pouze, Ze z (i) a (i) plyne (iii). Ozna¢me P prisec¢ik vSech ¢tyr
pfimek. Uvazujme pfimku p rovnobéznou s d, ta protne pfimky a, b a ¢ postupné
v bodech A, B a C. Pfimka b je v trojuhelniku PAC vyskou i osou thlu, tedy
trojuhelnik PAC' je rovnoramenny. Bod B je tudiz stiedem strany AC. A nyni uz

ze zndmé konfigurace (A, B, C, 00) = —1, takze piimky a, b, ¢ a d tvori harmonicky
svazek. 0
c b a
P
d
A B C D

Cviceni 39. Dokaz zbyvajici dvé implikace tvrzeni dvé ze tri.

Tvrzeni 40. (Ceval’~Menelaus) Méjme ctyithelnik ABCD a oznacme v ném
Q=ABNCD, R=ADnNBC, P= ACnN BD. Prise¢cik RP a AB ozna¢ime X.
Potom plati (A, X, B,Q) = —1.

4Gt [Ceval.
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R

o o

Diikaz. Uvazme kolineaci takovou, kterd zobrazi QR do nekoneéna. BUNO jsme
tim dostali R, @ nevlastni. V takovém ptipadé je ABCD rovnobéznik. Uvazime
afinni zobrazeni, které z néj vytvori ctverec. Bod X pak ze symetrie lezi ve stfedu

AB. Takie H(A, X, B, Q). 0
IR
D c @Q
P
A X B

Uloha 41. V trojihelniku ABC lezi na stranach BC, CA, AB postupné body A’,
B’, C' tak, ze AA’, BB’', CC’ prochézi jednim bodem. Necht p je rovnobézka k BC
vedenéd bodem A. Pi¥imka A’B’ protina p v X. Piimka A’C’ protina p v Y . Dokaz,
ze |AX| = |AY|.

Uloha 42. Dokaz tvrzeni 3. (Blanchet) pomoci kolineace a dvojpomérti.

Uloha 43. Nechf AD je vyska v ostrotithlém trojihelniku ABC. Déle P je libovolny
bod na AD. Piimky BP a C'P protinaji AC' a AB postupné v M, N. Pfimka M N
protind AD v Q. Déle necht F je libovolny bod na AC. Pfimka F'Q protind CN

v E. Dokaz, ze |[<FDA| = |<EDA].
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Uloha 44. Na p¥imce p jsou dany body B, D, C v tomto potradi. Dokaz, Ze viechny
body A takové, Ze AD je osa uhlu BAC, lezi na pevné kruznici (tzv. Apoloniové
kruznici).

Uloha 45. Uhlopiicky AC, BD tétivového étyithelnika ABCD, vepsaného do
kruznice k se stfedem O, se protinaji v P # O. Polopfimka OP protne k v X.
Ukaz, Ze obraz primky C' A podle C'X, obraz ptimky DB podle DX a pfimka OX
prochéazeji jednim bodem.

Uloha 46. V trojthelniku ABC jsou dany cevidny'® AD, BE, CF, které se proti-
naji v bodé K. Ozna¢me X pruseéik F'D a BK. Oznac¢ime P stfed AK. A nakonec
Y prusec¢ik EP a AB. Dokaz, ze XY || AD.

Harmonické ctyrahelniky

Obdobné jako je dvojpomér na piimce harmonicky, pokud (A, B,C, D) = —1, bu-
deme fikat, Ze je dvojpomér na kruZnici harmonicky, pokud (4, B,C, D) = —1. Tim
ziskavame definici velmi zajimavého geometrického objektu, harmonickych ¢tyrihel-
nikt. Pojdme si rozmyslet vlastnosti, které maji.

Tvrzeni 47. (o obdélnicich) Jedinym harmonickym obdélnikem'® je étverec.

A

C

Diikaz. Meéjme obdélnik ABCD s kruznici opsanou w. Ozna¢me p pfimku BD a X
priisecik teény k w v bodé A s piimkou p. Déle necht Y je prise¢ik AC a BD. Pak

(4,B,C,D) £ (X, B.Y, D).

Ale Y je stfedem BD, takze (X, B,Y,D) je harmonickd pravé tehdy, kdyz X je
nevlastni. To plati pravé tehdy, kdyZ teéna k w v bodé A je rovnobéznéd s BD, coz
je pravé tehdy, kdyz je ABCD ¢&tverec. ]

Tvrzeni 48. (o deltoidech'”) Vsechny tétivové deltoidy jsou harmonické.

15Ceviany v trojihelniku jsou tii p¥imky, z nichZ kazda prochézi jingm vrcholem trojihelnika
a protinaji se v jednom bodé.

16Ctverec bereme jako specialni p¥ipad obdélnika.

17Deltoid je konvexni ¢tyFuhelnik osové soumérny podle jedné z thlopiicek.
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Diikaz. (kolineaci) Vzpomen si, Ze kolineace zachovavala dvojpoméry na kruznicich.
Méjme tétivovy deltoid ABC D, ve kterém AC je pramér kruznice opsané. Oznac¢me
P prusecik te¢en ke kruznici opsané v bodech B, D. Ze symetrie P lezi na AC. Kol-
mici na AC prochézejici P ozna¢ime p. Uvazme kolineaci zobrazujici p na nevlastni
a zachovavajici kruznici opsanou. Ta z BD vytvofi primér kruznice opsané, ktery
je kolmy na AC. Z ABCD tim vznikl ¢tverec, o kterém vime, Ze je harmonicky. [

Diikaz. (promitdnim) Meéjme tétivovy deltoid ABCD, ve kterém AC je primér
kruZnice opsané. Ten promitneme skrz bod A na pfimku BD. Ozna¢me X stfed BD
a Y nevlastni bod piimky BD. Pak

(A, B,C, D) % (Y,B,X,C) = —1. 0

Priklad 49. Mame trojihelnik ABC' s kruznici opsanou w. Te¢ny k w v bodech
B a C se protinaji v bodé P. Druhy prtsec¢ik AP s w ozna¢me D. Pak (A, B,C, D)
je harmonicky.

P

Reseni. Oznaéme Q prisecik teden k w v bodech A a D. Uvazme kolineaci, ktera
zobrazi PQ) na nevlastni a w na kruznici. Tim dostaneme néjakou kruznici w, na ni
v bodech B a C rovnobézné teény a v bodech A a D rovnobézné teény neboli BC
i AD jsou pruméry w. Ale zarovenn AD je rovnobéziné s PB, tudiz kolmé na BC.
Takze PB 1 QD. Z toho plyne, ze ABC'D musi byt ¢tverec, tedy je harmonicky. O

Poznamka. Nezvykej si moc, ze vzdycky muzes takovou kolineaci uvazit. Dobie
si proto rozmysli, ze dand pfimka nikdy neprotind kruznici, kterou chces zachovat.
Kdyz Ti to neni jasné, zkus kolineovat pomalu. Nejdfiv jeden bod a az pak i ten
druhy. Casto to miize zjednodusit argumentaci, pro¢ se opravdu nikdy neprotinaji.

Poznamka. Primka AD, kterd se v predchozi tloze objevila, ma v geometrii do-
konce vlastni nazev. Rika se ji symedidna bodu A vzhledem k ABC.

Tvrzeni 50. (pfeklopend téZnice) Symedidna bodu A v trojihelniku ABC' je osové
preklopena téznice podle osy uhlu.
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A

‘@V D E

P tr

Diikaz. Oznac¢me M stied BC, D prusecik A-symedidny s kruznici opsanou, P
prisecik tecen z B a C ke kruznici opsané a nakonec E prusecik AM s kruznici
opsanou.

Tvrzeni je ekvivalentni s [<M AB| = |<<DAC|. Z obvodového tihlu to znamena, ze
je tloha ekvivalentni s tvrzenim, Ze oblouky BE a C'D maji stejnou velikost neboli
BC | ED.

Mé¢jme rovnobézku p s BC' prochézejici bodem P. Uvazime kolineaci zobrazujici
p na nevlastni a zachovavajici kruznici opsanou. Ta zachovd pomér %, tedy M
bude stale stfedem BC'. Z BC' se stane prumér kruznice, takze z M se stane stied
kruznice opsané. P¥imka AP je ted kolméd na BC. Z Thaletovy véty je ED kolmé
na AD neboli BC || ED. O

Uloha 51. Uhlopiicky tétivového étyithelniku ABCD se protinaji v P. Dokaz, Ze
pokud je BP symedidna v ABC', pak AP je symediana v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Uloha 52. Je dana kruznice w a bod A mimo ni. Ozna¢me body dotyku teden z A
k w postupné X, Y. Mé&me na kruznici tétivu BC takovou, ze A lezi na piimce BC.
Ozna¢me M stied BC. Dokaz, ze |[<XMA| = |[<Y M A|.

Uloha 53. Mg¢jme kruznici k a bod P vné této kruznice. Z bodu P vedeme teény
PX a PY ke k. Na kratsim oblouku XY zvolime bod A. P¥imka P A protne kruznici
podruhé v bodé B. Ozna¢me M stifed AB. Dokaz, ze trojuhelniky BXM a Y BM

jsou podobné.

Co jesté umi kolineace

Tvrzeni 54. (kolineace a ¢tyfthelniky) Ukdzeme si, Ze pro body A, B, C, D
v obecné poloze a body A’, B’, C', D' v obecné poloze existuje kolineace, kterd
zobrazuje A—+ A', B— B, C - C', D - D'.

Diikaz. Oznatme P = ABNCD, Q = BC N DA. Uvazme kolineaci, kterd zob-
razi P(Q na nevlastni pfimku. Tahle kolineace zobrazi ABCD na rovnobéznik. Pro
kazdy rovnobéznik umime najit afinni zobrazeni, které z néj vytvoii ¢tverec. Neboli
44



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

pro ABC D existuje kolineace, ktera jej zobrazi na ¢tverec. Obdobné pro A’B’'C'D’
existuje kolineace, ktera ho zobrazi na stejny ctverec. Inverzni kolineace k této je
také kolineaci, takZe existuje kolineace, kterd ¢tverec zobrazi na A’B'C’'D’. Takze
slozenim kolineace, kterda zobrazi ABCD na ¢tverec, a té, co zobrazi ¢tverec na
A'B'C’'D’, dostaneme hledané zobrazeni. O

Poznamka. Takové kolineace existuje pravé jedna. Dukaz, ktery zndme, je spiSe
pracny a nezajimavy, tak jej neuvadime.

Tvrzeni 55. (trojuhelnik s kruznici vepsanou) Méjme trojihelnik ABC' s kruznici
vepsanou w a trojihelnik A'B'C’ s kruznici vepsanou w’. Pak existuje kolineace,
kterd zobrazuje A— A', B— B',C - C" aw — W'

A
1A
w
-~
B C c

1A

N

B C

Diikaz. Uvazme kolineaci, ktera zobrazi A do nekone¢na a kruZnici w zobrazi na
kruznici. Dostaneme tim p¥imky AB a AC rovnobézné, mezi nimi vepsana kruZnice
w. Chtéli bychom, aby BC bylo kolmé na AB, ale to zatim nemusi. Uvazme body
dotyku w s AB a AC postupné D, E. Ozna¢me P prisecik DE a BC. Nakonec
méjme primku p rovnobéznou s AB prochézejici bodem P. Uvazime kolineaci, ktera
p zobrazi na nevlastni a w zobrazi na kruznici. Pak ze symetrie je BC' kolmé na AB.
Tim jsme nalezli kolineaci, ktera z obecného trojihelnika ABC s kruZnici vepsanou
vytvori ,,trojuhelnik“ s jednim nevlastnim bodem a pravymi tthly u zbylych vrcholi a
w zobrazi na kruznici. Neboli existuje i kolineace, ktera tenhle ,trojuhelnik* prevadi
na obecny trojihelnik s kruznici vepsanou. Slozenim téchto kolineaci dostavame
kolineaci, ktera zobrazuje A -+ A, B— B, C - (' aw — W'. O
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Poznamka. Pokud chceme zobrazit trojihelnik na rovnostranny a zachovat kruz-
nici vepsanou, existuje jedna pfimka, kterou mtizeme zobrazit na nevlastni, a tim se
z obecného trojuhelnika stane rovnostranny. Miuzes si zkusit rozmyslet, ktera to je.

Uloha 56. Mame trojihelnik ABC. Ozna¢me body dotyku kruznice vepsané ke
strandm BC, AC, AB postupné X, Y, Z. Ozna¢me K, L, M pruseéiky postupné
AB a XZ,BC aZY,CA a XY. Dokaz, ze body K, L, M lezi na jedné primce.

Zobectiovani dvojpomeéri

Tahle kapitolka je pouze doplnujici, jeji pochopeni neni nutné k pochopeni zbytku
seridlu, ant k Tesent soutéznich tloh.

V kapitole o dvojpomeérech jsme si mohli vybrat jakykoli sudy pocet bodt a na
nich definovat néjaky n-pomér. Zastavili jsme se u ¢tyf, ale co kdyz pokracujeme
dal. T vicepoméry se obcas daji pouzit v diikazu. Ukazeme si, jak vyuzit trojpomeér
neboli vlastnost Sesti bodt k nahlédnuti Cevovy véty.

Véta 57. (Ceva) Méjme trojihelnik ABC. Na strandch BC, CA a AB zvolime
postupné body X, Y, Z tak, ze ptimky AX, BY, CZ prochéazi jednim bodem X.
Pak

|AZ] [BX| |CY]| _

. : =1.
|BZ| |CX| |AY]

Diikaz. Vsimni si, ze obdobné jako u dvojpomeéru jsme se mohli zbavit pomocného
bodu, pokud vsechny lezely na primce, tak u trojpoméru se mizeme pomocného
bodu zbavit, kdyz lezi po tfech na pfimce. Neboli hodnota zminéna v Cevové vété
je vlastné trojpomérem Sesti bodi (A, Z, B, X,C,Y). Trojpomér se podobné jako
dvojpomér zachovava pri promitani, takze muzeme na rovinu aplikovat jakoukoli
perspektivu nebo afinni zobrazeni a hodnotu trojpoméru nezménime.

Vzpomen si na tvrzeni kolineace a ctyrihelniky. Takové kolineace se d4 dosahnout
vyuzitim pouze perspektivy a afinnich zobrazeni, takze tahle kolineace zachovava
trojpomeéry'®. Uvazme étyfuhelnik A, B, C, X. Podle tvrzeni kolineace a ctyrihelniky
ho zobrazime na rovnostranny trojihelnik ABC, kde X je jeho stfedem. V takovém
pripadé Cevova véta zfejmeé plati, takze plati vzdycky. O

18Dokonce kazda kolineace zachovavé jakékoli n-poméry.
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ti

Shrneme, co jsme si v prvnim dile seridlu ukazali.

Afinni zobrazeni:

(10)

Zachovava primky.

Zachovava poméry na piimkach.

Zachovava rovnobézky.

Elipsy zobrazuje na elipsy.

Zachovava poméry obsaht.

Pro kazdou elipsu existuje afinni zobrazeni, které ji zobrazi na kruZnici.
Pro kazdé dva trojuhelniky ABC a A’B’C’ existuje afinni zobrazeni, které
je na sebe prevadi. (Existuje dokonce pravé jedno.)

Slozeni afinnich zobrazeni je afinni.

Inverzni zobrazeni k afinnimu je afinni.

Piiklady afinnich zobrazeni jsou: podobné zobrazeni, zkoseni, zmacknuti.

Dvojpoméry

(1)

(2)
3)
(4)
()
(6)
(

6
7)

Hodnotu ¢tyf bodd na pfimce znaéime (A, B,C, D), ¢tyf bodt vzhledem
k patému (A, B, C, D) p, ¢tyf ptimek prochazejicich jednim bodem (a, b, ¢, d)
nebo ¢étyt bodi na kruznici (A, B, C, D).

Dvojpomeéry jsou méficim nastrojem v projektivnim svété, protoze vsechna
projektivni zobrazeni ho zachovaji.

Hodnotu (A, B,C, D)p spo¢itdme postupnym nasobenim a délenim obsaht
trojuhelnik.

Promitaci turzent.

S jednim bodem nevlastnim degeneruje do obyc¢ejného poméru.

Skrz bod na kruznici se daji promitat na kruznici.

Jsou jednoznaé¢né, neboli pokud (A, B,C, X) = (A,B,C,Y), tak X =Y.

Kolineace

(1)
(2)

Zachovava primky.
Zachovava dvojpoméry na piimce, dvojpomeérové svazky i dvojpomeéry na
kruznici.
Kuzelosecky zobrazuje na kuzelosecky. KuZelosecky, které neprotinaji ne-
vlastni pfimku, jsou elipsy. Kuzelosecka, co se ji dotykaji, jsou paraboly,
a ty, co ji protinaji ve dvou bodech, jsou hyperboly.
Pro kazdou pfimku existuje kolineace, ktera ji zobrazi na nevlastni. (Je to
perspektiva.)
Pro kazdou kruznici a primku, kterad ji neprotind, existuje kolineace, ktera
danou pfimku zobrazi na nevlastni a kruznici zachova.
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(6) Pro kazdy te¢novy ¢tyfahelnik s kruznici vepsanou existuje kolineace, kterd
z néj vytvori kosoc¢tverec a zachova kruznici vepsanou.

(7) Pro kazdy tétivovy ¢tyfihelnik s kruznici opsanou existuje kolineace, ktera
z néj vytvori obdélnik a zachova kruznici opsanou.

(8) Pro kazdé dva ¢tyttahelniky ABCD a A’B’'C'D’ existuje kolineace, ktera je
na sebe prevadi.

(9) Pro kazdé dva trojthelniky s kruznici vepsanou ABC a A’B'C’ existuje
kolineace, kterd je na sebe prevadi a zachova kruznici vepsanou. Obdobné i
s kruznici opsanou.

Harmonické dvojpoméry

(1) Hodnota dvojpoméru je pro né rovna —1.

(2) Ctvetice A, M, B, oo je harmonicka, pravé kdyz M je stied AB.
(3) Tvrzeni Ceva Menelaus je zndmou harmonickou ¢tverici.

(4) Pro harmonické svazky plati tvrzeni dvé ze t7v.

()

5) H(A,B,C,D)=H(A,D,C,B) =H(D,C, B, A).
Harmonické ¢tyruhelniky

(1) Ctyfi body na kruznici, jejichz dvojpomér je roven —1.

(2) Z obdélnikt je harmonicky pravé ¢tverec.

(3) Vsechny deltoidy jsou harmonické.

(4) Oznatme X prusedik tecen ke kruznici opsané trojihelniku ABC' v bodech
B a C. Pak A-symediana v trojihelniku ABC je pfimka AX.

(5) Ctyitihelnik ABCD je harmonicky pravé tehdy, kdyz AD je symedidna
v ABC.

Par slov zavérem

Gratulujeme, docetl(a) jsi se az sem! V seridlu jsme si ukdzali, jak matematicky
popsat koukani se na obrazky z jinych thli a jak ndm to muiize pomoct pii FeSeni
uloh. Zacali jsme s afinnimi zobrazenimi, kterd néas provazela po zbytek seridlu.
Naucili jsme se perspektivu, kolineaci, dvojpomeéry, a co to znamend, kdyz jsou
harmonické.

V dalsim dile budeme pokracovat v nasi cesté projektivni geometrii. Dozvis se
napiiklad, co znamena podivné zné&jici véta: ,,Polara bodu na polafe prochazi pélem
puvodni polary.“, jak tyhle véci souvisi s komplexnimi ¢isly, a hlavné, co je to dualita.
Dualita pro nas bude dokazovaci nastroj podobné jako v tomto dile perspektiva
¢i kolineace. Na rozdil od nich se ale nebude na obrazek koukat jen z jiného tihlu
pohledu, ale celkové ndm obrazek tplné prekresli. Z pfimek nam udéla body a z bodi
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zase primky. Ale nemuzeme prece prozradit vSechno, na vic se muzes t&sit v druhém
dile.

Navody

6. Maji stejny. Rozmysli si, Ze afinni zobrazeni zachovava poméry obsahi a zobraz
na rovnoramenny.

11. Zobraz P na nevlastni tak, aby se zachoval pomér na pfimce AY a kruznice.
12. Dokaz, ze PA || BC. Zobraz rovnobézku s BC' prochazejici bodem A na ne-
vlastni a ukaz, ze pak je P také nevlastni.

13. Zobraz ABCD na kosoc¢tverec a zachovej kruznici vepsanou.

14. Zobraz tak, aby se zachovala kruznice a ziskal jsi z ABCD kosoctverec.

15. Necht I je stfedem w a F je bod dotyku w se stranou BC. Zobraz EI a KL
na rovnobézky a zachovej poméry a kruznici.

16. Zobraz PQ a UV na rovnobéZné a zachovej kruznici. Rozmysli si, Ze pravy
thel mezi RS a UV se zachova, protoze se zachovava symetrie podle UV.

17. Oznaé K pruseéik CB N EF. Zobraz AK na nevlastni.

18. Zobraz C na nevlastni a zachovej poméry. Nasledné srovnej afinnim zobraze-
nim.

19. Posli A na nevlastni.

20. Zachovej kruznici a zobraz A na nevlastni.

21. Ukaz, Ze umi$ vSechny povolené konstrukce na sebe prevést néjakou kolineaci.

22. Dokresli Thaletovu kruznici nad AD. Zobraz BC a AD na rovnobézky a za-
chovej tuhle kruznici.

32. Oznaé Aj prusecik AA; s BC. Obdobné Bz a Cs. Dokaz, ze (A, B, A3,C) =
(B1, A, Bs,C). Promitni oba tyto dvojpoméry na ¢&tyithelnik ABCX, kde X je
hledanym bodem na kruznici.

33. Ozna¢ K = A1CoNB1 Ay a L = C1 AsNBCy. Zkus ukézat, ze (Ag, X, K, By) =
(L7 Za CQa Bl)

34. Oznaé X prusecik AB a CD. Dokaz, ze (X, A, My, B) = (X, A, M;3, B). Pro-
mitni (X, A, My, B) na BC skrz bod D. Nésledné na CD skrz bod A. Obdobné
promitni dvanactkrat.

41. Zobraz BC na nevlastni. Pomér % se zachova.

42. Pfeved pomoci tvrzeni dvé ze 7 na lohu, co chce dokézat, Ze je néjaky svazek
harmonicky. Jakoukoli pfimku zobraz na nevlastni a v§imej si symetrii.

43. Prieved na podminku, Ze je svazek harmonicky. Zobraz BC' na nevlastni a neboj
se, ze je nevlastni pfimka soucast harmonického svazku. Pokud ¢tyfi piimky tvori
harmonicky svazek, tak kazdou dalsi pfimku protnou v harmonickém svazku.

44. Dokresli ¢tvrtého do party k B, D, C' a vyuzij tvrzeni ,dvé ze t¥i“.
49



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 39. ro¢nik (2019/2020), 1. komentaie B

45. Protahni polopfimku i na druhou stranu a pouzij ,,dveé ze t¥i“.

46. Vyuzij promitaci tvrzeni z bodu Y. S jeho pomoci je tloha ekvivalentni
s H(B, X, K, E). Ted uz je tloha lehkou kofisti pro kolineaci.

51. Pfeved na harmonicky a vyuZij symetrii harmonickych ¢tvefic.

52. Promitni tthel na kruznici a pieved tlohu na tvrzeni o rovnobéZznosti. Zobraz
A na nevlastni.

53. Vyber si dvojici thlt, o které chces dokazat, Ze jsou stejné. Zobraz je na kruz-
nici a preved tim tthlovou podminku na rovnobéznost. Pak uz muzes pouzit kolineaci.

56. Zobraz pomoci tvrzeni trojihelnik s kruznici vepsanou ABC' na rovnostranny.

56. Pomoci tvrzeni trojuhelnik s kruznici vepsanou zobraz trojihelnik na rovno-
stranny.
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100. Dora Cidlinska 3 KISpG Brno 33-5—-———- 11 13,47
101. Viaclav Verner 0 PORG PH 31020010 7 13,44
102.-103. Filip Hosek 0 MKG Ri¢any 3--2--1- 6 13,03
102.—103. Michaela Rihova 0 G Broumov 33—————— 6 13,03
104. Tomas Jaros 2 GOA Pelh 33-20-10 9 13,00
105. Martin Cerny 2 GHavlBrod 3-33----9 12,95
106. Robin Palan 2 GJarkovPH 30030-3- 9 12,48
107. Dominik Belza 3 GBalbinaHK 33121010 10 12,45
108. Ondrej Machac¢ 4  GStraznice 33-35-0—- 14 12,35
109.-110. Markéta Anna Dolezalova 4 QUKlafarZR 33-21-3- 12 12,00
109.—110. Martin Kavan 4 GJungmanLT 33041110 12 12,00
111. Adéla Krizova 2 GUstinO 33-11---8 11,89
112. Jakub Masek 0 GNeumannZR -3-20--- 5 11,66
113. Anna Musilova 4 PORG PH 3325-11- 14 11,53
114.-115. Julie Krimska 1 GKepleraPH 31-2---—- 6 11,38
114.-115. Bohdana Vokounova 1 GDomazlice 33-————- 06 11,38
116. Lucie Abigail  Kopelentova 2 GKutndHora 3--31---7 10,72
117. Matéj Holubicka 4 G Horice 33-411-- 12 10,39
118. Michal Déme 3 LycCarFR 33-2----8 10,30
119. Frantisek Kmje¢ 4 G Brandys 33-5-——-———-11 10,27
120. Filip Sedlacek 3 GSRandyJN 3--50--0 8 10,05
121. Marek Eibel 2 G Ivancice 33—————— 6 9,48
122. Klara Hlouskova 4 G Kolin 32-511-—- 12 9,42
123. Jan Vaviin 3 PORG PH 3--04-4- 11 9,30
124.—127. Petra Jira 3 GPelhtfimov 33-100—--7 9,17
124.-127. Jiri Maly 3 GJPekarteMB 32-1--1-7 9,17
124.-127. Adéla Trzilova 3 KGTrebic¢ 3—-——-4-——-——--17 9,17
124.-127. Oleksandr Zezulya 3 G Beroun 33-1—-———-7 9,17
128. Jan Nekarda 4 GUHradisté 33-5----11 8,99
129.-130. Matyas Kohut 1 GSOSFrMys 3---10-0 4 8,48
129.-130. Mateéj Venhoda 1 GJMasar JI 3—-———1---4 8,48
131.-132. Barbora Sanderova 0 G Broumov 30— ——— 3 8,34
131.-132. Katefina Trojtlova 0 G Broumov 3——————- 3 8,34
133. Jiii Dospél 2 SPSS PH 30-2-——-5 8,08
134. Michal Smiesko 3 GOpatovPH 330000-- 6 8,00
135. Klara Chobotova 0 GJNerudyPH 3-—————— 3 7,86
136. Marek Pistdk 2 GHeyrovPH 32-—————— 5 7,42
137. Paulina Dujavova 2 GRaymanaPV -3 -————— 3 5,27
138. Jan Vondra 4 G TynNVIt 3--3--—-—-6 5,16
139. Radomir Mielec 2  GVolgogrOS 3——————— 3 4,98
140. Eliska Pirnosova 3 GMikul23PL. 3 - ———-——— 3 4,23
141. Jan Kaifer 4 GKepleraPH 33-—————— 6 3,88
142. Vojtéch Turland 4 GJaroseBO 3———-1--4 3,80
143. Viktorie Blahova 4 GJaroseBO 3——————— 3 3,00
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