Obvodové a tisekové thly — Crash Course

Vitej u tohoto studijniho textu! Obvodové a tisekové tihly jsou krasna ¢ast geometrie,
kterd muze ¢lovéku i v nevinné vypadajicim obrdzku najit necekané souvislosti. At
uz tento text ¢tes kviili pfipravé na feSeni matematickych piikladii, nebo si jen chces
precist néco zajimavého, urcité pokracuj.

Ackoliv je napsan primarné jako studijni text pro sérii Tecny, zdaleka se nejedné
o zbran pouze na ulohy s teénami, a proto je tento text trosku obsirnéjsi. Znalosti
o obvodovych a tsekovych thlech jsou nepostradatelné alespon u poloviny pokro-
tfeba pro boj s geometrii bravurné ovladat. Pokud nicméné spéchds s resenim série,
staci Tt mrknout na uZitecnd turzeni zde oznacend jako Zbrané. Tato tvrzeni muzes
pri Tesent matematickych prikladu vyuZivat bez dukazu.

Pojdme na to — t&zko na cvicisti, lehko na bojisti!

Kdyz se body divaji

Definice. Bod X se divd na tsecku AB pod thlem o velikosti |[<AX B|.

Zde je priklad boda X, Y, Z, které se divaji na tisecku AB postupné pod thly
30°, 90° a 120°.

90°

120°

Z

Napriklad vezmeme-li mnozinu vSech bodi, které se na tsecku AB divaji pod
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thlem 90°, dostaneme Thaletovu kruznici nad tseckou AB.!
Co kdybychom se snazili najit mnozinu bodi, které se na tuto tsecku divaji pod
thlem ti¥eba 30° ¢i 120°? Prozradime, Ze by vypadala takhle!

1Jako bedlivy ¢tenaf si jisté vSimnes, ze do Thaletovy kruznice patii i samotné body A, B. Umi
se tyto dva body taky koukat na tsecku AB? Dodejme tedy pro matematickou korektnost — pro
body na pfimce AB, ale mimo tusecku AB dava smysl fict, ze se na tsecku AB divaji pod thlem
0°. Naopak body uvnit¥ AB se musi ,pofadné rozhlédnout* na obé strany, aby zkoukly oba konce
tsecky; divaji se tedy pod pfimym thlem 180°. Samotné krajni body A, B se na tise¢ku AB mohou
divat pod jakymkoli thlem, tedy i 90°.



A pro&? To se brzy dozvis ;).
O stiedu kruZnice

Podivejme se na nasledujici obrazek — bod S je stiedem kruznice k£ o poloméru r. Na
této kruznici je vyznacena néjaka jeji tétiva AB a bod X. Pod jakym thlem se bod
X diva na AB? Nazvéme thel <ASB stiedovy thel a thel <AX B obvodovy hel.

Thned si mtzeme vSimnout, Ze trojuhelnik SAB je rovnoramenny diky |SA| =
|SB| = r, plati tedy |<SAB| = |<SBA|. Stejnou uvahu muiZeme provést i pro
trojuhelniky ASX a BSX. Abychom si udrzeli pfehled o tom, které tihly jsou stejné,
oznacime si je pismenky — viz obrazek.

Nyni vidime, ze musi platit
a+a+ B+ B+ |<SAB|+ |[<SBA| = 180°.

Miizeme si vSimnout, %e a + 3 se rovné velikosti obvodového tihlu |<AX B|. Uhly
<SBA a <SAB spolu musi dopliiovat stfedovy tihel do 180°. S témito znalostmi
upravime nasi rovnici na

180° = 2(a+ B) + (|<SAB| + |<SBA|) = 2|<AX B| + (180° — |<ASB|),
2|<tAXB| = |<ASB).

Dokéazali jsme tedy, ze obvodovy tihel <AX B ma oproti stfedovému thlu <ASB
polovi¢ni velikost.

To je velmi zajimavé zjisténi — ale pozor, z tohoto obrazku mizeme vytézit jesté
mnohem vice. Vsimnéme si, Zze bod X jsme si na kruznici vybrali ndhodné — co
kdybychom jej vybrali na jiném misté delsiho oblouku AB? Dtkaz by vypadal velmi
podobné. Bod X by se na AB opét dival pod thlem o velikosti poloviny stfedového
thlu. Jinak Ffeceno, vSechny body delsiho oblouku AB kruZnice k£ se na
use¢ku AB divaji pod stejnym thlem.
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U tohoto obrazku na chvili jesté zustaneme. Nabizi se totiz dalsi otazka — pod
jakym thlem se na AB divaji body kruZnice k, které jsou ,pod“ AB?

o . .+ - |<ASB :
Cviceni. Rozmysli si, ze |<I27‘ to asi nebude.

Nicméné by intuitivné opét mélo platit, Ze se vSechny body tohoto kratsiho ob-
louku také divaji na AB pod stejnym thlem — oznac¢me si néjaky takovy bod Y.

Nyni se ndm hodi zacit pfemyslet nejen nad thly, ale i nad oblouky kruZnice,
které oném obvodovym ¢i stfedovym thltim prislusi.

Prestoze se oba body X, Y divaji na tise¢ku AB, bod X se diva na kratsi oblouk
kruznice k vymezeny body A, B, zatimco bod Y se divd na ten delsi.

To samé muzeme rozlisit i u stfedového thlu. Stfedovy thel prislusejici kratsimu
oblouku AB mé velikost |<ASB|, zatimco velikost stfedového tihlu pfislusejicimu
delsimu oblouku AB je 360° — |<ASB|.?

2Témto ,Skaredym* thltm, které maji velikost vétsi nez 180°, se Fika nekonvexni thly.
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Nebudeme to nyni exaktné dokazovat, ale je to tak. VSechny body, které jsou pod
useckou AB, se na ni divaji stale pod thlem o velikosti rovné poloviné stfedového
thlu — pouze je to tentokrat ten vétsi stfedovy thel piislusny vétsimu oblouku AB.

Velikost thlu <AY B je tedy 180° — |<IA2753‘. Za chvili se nam bude hodit dalsi
dulezité pozorovani: souéet thli, pod kterymi se na AB divaji body X a Y, je roven
180°.3 Pojdme zformulovat to, co jsme nyni zjistili.

Zbrai 1. (o obvodovych thlech)

Meéjme libovolnou kruznici a néjakou jeji tétivu AB. Pak se vSechny body na obvodu
kruznice, které lezi ve stejné poloroviné vici piimce AB, divaji na tétivu AB pod
stejnym thlem. Soucet 1hli, pod kterymi se na AB divaji body kruZnice z riznych
polorovin vymezenych piimkou AB, je 180°.

Zbran II. (o obvodovém a stfedovém thlu)

Meéjme libovolnou kruznici a néjaky jeji oblouk AB. Stfedovy thel jemu prislusny je
dvojnasobkem jeho obvodového uhlu.

Cviceni. Rozmysli si, ze Thaletova kruznice je specidlnim pfipadem Zbrané I.

Cviéeni. Rozmysli si, Ze obrazek mnozin bodt, které se na néjakou tsecku koukaji
pod thly 30° a 120°, dava dobry smysl.

Tétivové Ctyrahelniky
Tetivovy ctyruhelnik je Ctyrahelnik, jehoz vSechny ¢tyti vrcholy lezi na jedné kruznici.
Cviceni. Rozmysli si, ze lichobéznik je tétivovy tehdy a pouze tehdy, je-li rovno-
ramenny.

Pro¢ bychom se o tétivové ¢tyifuhelniky méli zajimat? Muzeme si vSimnout, Ze
jsme se na né vlastné jiz narazili — AX BY byl v pfedchozich obrazcich tétivovym
Ctyruhelnikem.

3To intuitivné odpovida tomu, ze soucet stiedovych thli odpovidajicim kratsimu a delsimu
oblouku AB musi pokryt celou kruznici, coz odpovida 2 - 180° = 360°.
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Tétivové ¢tyriahelniky jsou velmi pevné spjaty s obvodovymi thly. Predstavme
si, ze mame néjaky ctyruhelnik ABCD, o kterém vime, Ze je tétivovy. Nyni na néj
vypustime Zbran I:

Dostaneme celkem dost informaci, a to jsme si jeSté mohli dokreslit stfed kruznice
a pouzit Zbran II. Tétivové ¢tyrihelniky by se evidentné hodilo umét hledat. Nabizi
se tedy otazka — jak bychom dokézali, ze néjaké ¢tyri body lezi na kruznici? Mame
Stésti — tvrzeni, kterd jsme dosud dokazali, plati i obracené!

Zbran III. (detektor tétivovych ¢tyithelniki)
Meéjme libovolnou usecku AB a néjaké body X, Y lezici mimo piimku AB. Pak body
ABXY lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati jedna z nasledujicich podminek:

(1) Body X, Y lezi ve stejné poloroviné vymezené pfimkou AB a divaji se na
tsecku AB pod stejnym tihlem.

(2) Body X,Y lezi v opacnych polorovinach vymezenych piimkou AB a soucet
uhli, pod kterymi se na usecku AB divaji, je 180°.

Zbran III ndm zarucuje, ze kdykoliv najdeme libovolné dva body divajici se na
néjakou tsecku ze stejné strany pod stejnym thlem, pak tyto dva body spolu s
koncovymi body tsecky tvofi tétivovy ctyithelnik. Totéz plati, kdykoliv najdeme
dva body, které se divaji na usecku z opac¢nych stran a soucet jejich ,,divacich® thla
je 180°.

Pozor, neovérit, ve kterych polorovinach vici AB se body X, Y nachéazi, je chyba,
kvili které pravidelné ztraceji body v soutézich i zkuSeni fesitelé. Jak Zbran III
spravné pouzit a nenachytat se, mizeme shrnout nasledujicimi ¢tyfmi obrazky:



Vime, ze tétivové ¢tyithelniky jsou hodné uziteéné, a umime je hledat. Pojdme
si to vyzkouset na ptikladu.

Priklad. Je dan ¢tverec ABCD. Na krat$im oblouku AB jemu opsané kruznice
zvolime libovolné bod X. Prusecik tsecky X C se stranou AB oznacime Y a prusecik
usecky X D s thlopfickou AC' oznac¢ime Z. Ukazte, ze Y Z je kolméa na AC.

Reseni. Zkusme nad piikladem pfemyslet od konce. Pokud mé opravdu byt Y Z
kolma na AC, pak by se body Z a B divaly na tisecku Y C pod thlem 90° — tedy
body B, C, Z, Y by v tomto poradi lezely na Thaletové kruznici nad CY’, tudiz by
tvorily tétivovy ctyrtuhelnik.



Diky této tivaze jiz vime, co mame délat — sta¢li nam z toho, co zname, néjak
dokazat, ze ¢tyftahelnik BCZY je skutecéné tétivovy. Ze zadani vime, Ze body A, X,
B, C, D lezi v tomto potadi na jedné kruznici. Z obvodovych thla pfislusnych tétivé
AX vyplyva |[<ACX| = |[<ADX|. Ze symetrie bodt B, D vii¢i thlopfi¢ce AC' mame
|<ADZ| = |<ABZ|. Dohromady tedy

|<YBZ| = |<ABZ| = |<ADZ| = |<ADX| = |<ACX| = |[<ZCY|.

Vime tedy, ze thly <Y BZ a <ZCY maji stejnou velikost, a jelikoz lezi vuci Y Z ve
stejné poloroving, tak body Y, B, C, Z dle Zbrané III tvori tétivovy ctyithelnik.

Nyni jiz sta¢i pouze fict, Ze v tétivovém cétyithelniku je soucet protéjsich thla
roven vzdy 180°, proto |<Y ZC| = 180° — |<Y BC| = 90°, YZ a C'A jsou na sebe
tedy skutecné kolmé.

Obvodové thly nam ovSem jesté nefekly posledni slovo.

Tecny a asekové uhly

Definice. Méjme kruznici k. Pfimce, ktera se této kruznice k dotyka v jediném
bodé, fikame tecna ke kruznici k. Prochézi-li pfimka navic bodem X, miiZzeme fict,
7e je to te¢na ke kruznici k£ z bodu X.

Zakladni vlastnosti te¢ny je, Ze v bodé dotyku svird s polomérem kruznice pravy
thel.

Predstavme si podobnou konfiguraci, s jakou jsme zacali — opét méjme kruznici se
stfedem S a na ni néjakou tétivu AB. Nyni vedme bodem A teénu ¢. Uhlu oznade-
nému otaznickem, ktery sviraji pfimka ¢ a usecka AB, se k4 dsekovy thel (v tomto
pfipadé kratsiho) oblouku AB. Jaka je jeho velikost viéi stfedovému tihlu pro tento
oblouk AB?



Jiz vime, Ze plati |[<SAB| = 90° — %. Diky tomu, Ze te¢na svird s polomérem
pravy thel, mizeme vyvodit, Ze spolu ¢t a AB sviraji thel o velikosti \<IA72$BI — tedy
o poloviné stfedového tihlu. Ale to je pfece rovno velikosti obvodového tthlu pro AB,
coz nam predklada novou zbran.

Zbran IV. (o obvodovém a tsekovém thlu)
Méjme kruznici k a jeji oblouk AB, nésledné bodem A vedme te¢nu ke k. Pak
obvodovy a usekovy thel prislusejici tomuto oblouku maji stejnou velikost.

Toto dtlezité tvrzeni plati i obracené.

Zbran V. (detektor tecen)

Méjme trojiihelnik ABC' a jemu opsanou kruznici k. Necht bodem A prochédzi primka
t (viz obrédzek) a plati, Ze thel svirany piimkou t a tseckou AB je roven |<ACB].
Pak je piimka t tecnou kruznice k v bodé A.*

k

4Jinak feceno, piimka ¢t nema s kruznici k jiz zadny jiny spoleény bod kromé A.
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Priklad. Mg¢jme trojahelnik ABC a jemu opsanou kruZnici. Necht se jeji teény
v bodech A a B protinaji v bodé T'. Déle necht pfimka rovnobéznd s AC prochézejici
bodem T protina stranu BC' v bodé D. Dokaz, ze |AD| = |CD|.

Reseni. Diky rovnobéznosti AC || T D vime, ze |[<T DA| = |[<DAC]| (stiidavé thly)
a |<T'DB| = |<ACB| (souhlasné thly). Z véty o obvodovém a tsekovém tihlu (Zbran
IV) plyne |[<ACB| = |[<TAB| = |<TBA]|. Body D, A jsou ve stejné poloroviné vici
pfimce T'B, protoze jsou oba uvnitf ¢i na hranici kruznice, ktera celd lezi na jednu
stranu od T'B. Navic jsme jiz dokazali, ze |<TAB| = |<ACB| = |<«T'DB], tedy
body A i D se na tsecku T'B divaji pod stejnym thlem, a TBDA je proto tétivovy
¢tyithelnik (Zbran III). Nyni mZeme jeho vlastnosti vyuZzit — z obvodovych thlu
(Zbraii 1) vyplyva, ze |<TBA| = |<TDA].

Dohromady tedy méme tento vycerpavajici fetézec rovnosti:
|<TDB| =|<ACD| = |<ACB| = |<TAB| = |[<TBA| = |<ADT| = |[<«CAD|.

V ném je schovana i rovnost |[<<ACD| = |<CAD], ktera dokazuje rovnoramennost
trojuhelniku ACD.

Povzbuzeni na konec

Geometrii je tézké se naucit a jen cvideni déld mistra.®

Pokud jsi toho o hledani Ghli v obrazcich moc nevédél(a) a dodetl(a) ses az sem,
tak si muzes pogratulovat, protoze jsi udélal(a) dulezity prvni krok.

Hodné uziteénych thlt a hodné $tésti pii feseni uloh Ti pieje PraSétko! :)

5Pokud chces mrknout na téz8i az velmi zapeklité tlohy s obvodovymi a tsekovymi thly, je
dobrym zdrojem archiv matematické olympiddy — namétkou napf. B62-II-4, A56-11-3, A62-1-5,
AG3-1II-5 (fazeno dle obtiznosti).
10



