Jak Cist serial

Mily priteli,

nejistota je ustfedni soucasti svéta, ve kterém zijeme. Pokusy vyporadat se s timto faktem zahr-
nuji vésténi z karet, astrologii, Murphyho zakony a také teorii pravdépodobnosti — matematickou
disciplinu, ktera je tématem letosniho serialu.

Vétime, ze s pravdépodobnosti ses uz nékdy setkal(a) a mas i jistou intuici, jak se ma chovat.
Zdani ovsem casto klame! Béhem naseho trojdilného putovéni tak narazime na vSemozna tvrzeni,
ktera na prvni pohled budou vypadat neintuitivné nebo dokonce paradoxné. A i kdyz se Ti mozna
néjakou chvili bude zdat, ze pravdépodobnost v koneéném disledku vzdy spociva jenom v tupém
pocitani moznosti, postupem c¢asu se dopracujeme k fascinujicim principum, které jsou onomu
tupému pocitani na hony vzdalené. Pravdépodobnost se také vyznacuje tim, ze Gzce souvisi s mno-
hymi dalsimi obory, matematickymi i nematematickymi. Na konci celého seridlu bychom Ti radi
nékteré takové souvislosti ukéazali.
danych metod nebo pfedpokladaji néjaké hlubsi znalosti. Takové kapitoly zna¢ime hvézdickou (*).
Z4dné z téchto odbodek nicméné nebudou nutné k pochopeni zbytku textu. P¥i prvnim éteni seridlu
Ti doporucujeme vyhnout se hvézdickovanym castem, pokud Ti nehvézdickované casti nepfijdou
vyloZzené jednoduché; vratit se k nim muzes vzdy po doc¢teni daného dilu.

V seridlu se vyskytuje celd rada fesenych tuloh, na kterych vysvétlujeme nové principy. Stejné
tak jsme pro tebe prichystali jesté vice uloh, které si zkus vyfesit samostatné. Pokud nebudes védét,
jak na né, hledej na konci textu napovédu, pripadné jejich stru¢na reseni. Pro pochopeni seridlu
rozhodné neni nutné vytesit vSechny ulohy, ale doporucujeme se v kazdé kapitole alespon o par
z nich pokusit.

Letos pro Tebe serial pisi Danil Kozevnikov a Vasek Rozhon, obrazky k nému kresli Hanka
Parizkova. V pripadé jakychkoli nejasnosti, nebo pokud v seridlu tfeba najdes chybu, nas nevahej
kontaktovat na mailech dk581@cam.ac.uk (Danil) a vaclavrozhon@gmail.com (Vasek). Ted uz ale
pojdme na to!




Pravdépodobnost |. -
Spolecenstvo elementarnich jevi

Kostky jsou vrieny.
Julius Caesar

Kdyz héazes kostkou, i nepatrna poc¢atecni odchylka v hodu obvykle znamené, ze padne jiné ¢islo.
Snaha fyzikalné odvodit, jaka ¢isla budou padat, je v podstaté marnd, takze se obvykle spokojime
s mnohem jednodussim modelem: pfedpokladame, ze na ,férové“ kostce budou padat vSechna cisla
priblizné stejné casto.

Jakmile mame tento predpoklad, muzeme kuptikladu hned nahlédnout, ze suda c¢isla budou
padat pfiblizné stejné ¢asto jako liché, nebot stén se sudym pocétem ok je stejné jako téch s lichym.

Z predpokladu, ze dany pokus muze skoncit rizné a vSechny mozné vysledky jsou stejné prav-
dépodobné, budeme vychézet hodné casto (tfeba pfi hdzeni minci, vybirani kulicky ze sacku, ...).
Pojdme si proto nyni pro tento pfipad zavést znaceni.

Pravdépodobnostni prostor je mnozina vSech moznych vysledkt daného pokusu; v pfipadé
héazeni kostkou to je Sest jejich stén. Z historickych divodu se pravdépodobnostni prostor obvykle
znaci velkym feckym pismenem omega: 2.

Elementarni jev je prvek pravdépodobnostniho prostoru. Prozatim predpokladame, ze kazdy
elementarni jev (tedy mozny vysledek pokusu) nastédvé stejné casto. V nasem p¥ipadé mame Sest
elementarnich jevl, mzeme tedy psat Q = {padla jednicka, padla dvojka, ..., padla Sestka}.

Jev je néjakd mnozina elementarnich jevu, ¢ili podmnozina pravdépodobnostniho prostoru.
V nasem pripadé jsme pracovali s jevem ,padlo sudé cislo“. Jevy se obvykle znaci velkymi pis-
meny A, B,C, ... Ozna¢ime-li zminény jev pismenkem A, mame A = {padla dvojka, padla ¢tyfka,

padla Sestka}.
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Pravdépodobnost jevu je v tomto pfipadé pomér poctu prvka jevu ku pocétu prvkia celého

prostoru. Pravdépodobnost budeme znacit velkym tiskacim P, tedy P(A) = % Vsimni si, ze

musime predpokladat, Ze nas prostor je koneény, jinak by déleni jeho velikosti nedévalo smysl.
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Pravdépodobnost jevu je tak vzdy ¢islo od nuly do jednicky, pfi¢emz pravdépodobnost vyjde 0
pravé tehdy, je-li zkoumanym jevem prazdnd mnozina, a vyjde 1 pravé tehdy, je-li odpovidajicim
jevem cely prostor.

Jak uz jsme vidéli na priikladu kostky, intuitivné pravdépodobnost chapeme tak, Zze pokud
bychom dany pokus (napf¥. hazeni kostkou) mnohokrat zopakovali, bude pomér tspésnych pokusii
(t&ch, kdy nastal dany jev) vii¢i véem pokusiim p¥iblizné roven spoéitané pravdépodobnosti P(A).
Vsimni si vagniho slova ,,pfiblizné“. Pokud hodime kostkou tisickrat, predpokladame, Ze zhruba
pétsetkrat padne sudé éislo. Ale jak asi spravné tusis, pravdépodobnost, ze padne pfesné pétsetkrat,
bude miziva. Takze ackoli je spravné si tuto intuici drzet, je dulezité, ze pravdépodobnost je pouze
abstraktni pojem, kterym si pomédhame pii popisu daného experimentu.

MnoZiny

Jak sis jisté v8iml(a), v teorii pravdépodobnosti pracujeme s mnozinami. Musime tedy védét, co
mnoziny viibec jsou a jak se s nimi pracuje. Pfedpokladame, Ze ses s nimi uz nékdy setkal(a), takze
nyni nasleduje pouze bryskni opakovani.!

Pro ucely seridlu si vystac¢ime s intuitivni pfedstavou, Ze mnozina je prosté souborem néja-
kych objekt (véci, ¢isel nebo klidné i jinjch mnozin).?2 MnoZina miize byt uréena jak explicitné,
tj. vyétem prvkia (napiiklad prazdnd mnozina nebo {1,2,lachtan}), tak implicitng, tedy pomoci
néjaké spoleéné vlastnosti prvka (naptiklad mnozina vSech sudych pfirozenych &isel nebo (0, 1),
interval redlnych ¢isel mezi 0 a 1). Pojdme si nyni zopakovat zdkladni mnoZzinové operace, jejichz
znalost bude p¥i ¢teni nezbytna.

Méjme dvé mnoziny A a B. Jejich prinikem A N B je mnozina, kterd obsahuje pravé prvky
obsazené v obou mnozinach A, B. Jejich sjednocenim AU B je mnozina prvki obsazenych v alespon
jedné mnoziné. Rozdilem A\ B je mnozina obsahujici ty prvky A, které nejsou v B.

Vzhledem k pravdépodobnostnimu prostoru 2 pak mtzeme definovat doplnék jevu A jako A =
Q\ A. Specialné doplitkem  je prazdna mnozina 0.

Obsahuje-li B v8echny prvky, které obsahuje A (a mozna né&jaké dalsi), fikdme, Zze A je pod-
mnozinou B, a piseme A C B.

Obecné plati, ze provadime-li vice mnozinovych operaci za sebou, mtze zalezet na pofadi (na-
piiklad si zkus rozmyslet, ze obecné (AN B)UC # AN (BUC)). V takovych pfipadech vyuzivame
zavorky k oznaceni toho, ktera operace se provede jako prvni. Velmi casto vSak na poradi vyhod-
nocovani zalezet nebude, napfiklad kdyz nas zajima pouze prunik ¢i sjednoceni vice mnozin.

Mezi zavedenymi operacemi plati rizné vztahy, a pokud si jimi nejsi jisty (jist4), hodi se nakreslit
si tzv. Venntiv diagram?. Na rozehfati si dej nasledujici rozcvicku:

Uloha 1. Rozmysli si, ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati:
) ANB=AUB;
) (AUB)NC =(ANnC)u(BNC);
3) (AUB)\B=A\(ANB)=A\B=AnN&G;
)
)

Pravdépodobnost se k mnozindm a k mnozinovym operacim chové vylozené pékné. Pokud mame
dva jevy A a B, jejich prunik A N B odpovida tomu, Ze nastaly zaroven oba jevy A, B. Napfiklad
prinikem jevl {2,4,6} (padlo sudé ¢islo) a {4,5,6} (padlo éislo vétsi nez tii) je jev {4,6}, coz
skutecéné odpovidd tomu, Ze na kostce padlo néjaké sudé cislo vétsi nez 3. Obdobné sjednoceni

LJestlize se ztracis, podivej se tfeba na stranku https://goo.gl/zVsrR3.
2Korektni zavedeni mnozin jako matematickych objektt najdes napiiklad ve druhém dilu seridlu
z 35. ro¢niku, pro naSe ucely by ale tento pristup byl spiSe matouci.
3Pokud ses s témito diagramy jesté nepotkal(a), podivej se tteba na https://goo.gl/eJz43s.
3



AU B odpovidé tomu, Ze nastal alespon jeden z jevi A, B, rozdil A\ B znamen4, Ze nastal jev A,
ale nikoliv B, a kone¢né doplnék A odpovida tomu, Ze jev A nenastal.

Pii pocitani pravdépodobnosti se pak hodi znat né€kolik vlastnosti, které jsme shrnuli do nésle-
dujici tlohy. Zkus si projit vSechny polozky, a pokud si nebudes jista (jisty), pro¢ plati, podivej se
na feSeni.

Uloha 2. Rozmysli si, e mame-li pravdépodobnostni prostor {2 a v ném jevy A, B (pfipadné
Ai,...,Apn ¢ Bi,...,By), pak plati:

1) P@) =1

(2) P(A) =1-P(A);

(3) jeli A C B, je P(A) < P(B);

(4) P(A1UAU---UAp) < P(A1) + P(A2) + --- + P(Ay), pficemz jsou-li jevy po dvou
disjunktni (neboli pro kazdé 1 < i < j < n plati A; N A; = 0), nastava rovnost;

(5) P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B);

(6) P(A) = P(AN B) + P(AN B) pro kterékoliv B;

(7) obecné plati-li B UBaU---UBp =Q, médme A= (ANB1)U(ANB2)U---U(ANBy);

pokud jsou navic jevy B; po dvou disjunktni, mdme P(A) = P(AN B1) + P(AN Ba) +

-+ P(AN By).

Kombinatorické pocitani

Pét ze ctyr lidi ma problémy se zlomky.
Steven Wright

Urcovani pravdépodobnosti né€jakého jevu casto vede na prosté pocitani, kolika zplsoby se néco
mohlo stat. Takovému pocitani se obvykle fikd kombinatorika a my si ted na pfikladech ukazeme
nékteré zakladni principy, které se pfi ném mohou hodit. Bohuzel nemtizeme byt moc obsirni a ani

ro¢niku.

Jak jsme si jiz fekli, nejpfimocarejsi zpusob, jak ur¢it pravdépodobnost néjakého jevu, je prosté
urcit pocet vyhovujicich vysledki a vydélit ho celkovym poctem moznych vysledki. K tomu se ¢asto
hodi znalost nékterych kombinatorickych pojmu jako permutace ¢i kombinac¢ni éisla. Ilustrujeme si
je na nasledujicich prikladech.

Uloha 3. (tivod do permutaci) Dvanéct orgti, mezi nimi i Danil a Vasek, ptislo do obchodu, nacez
si v ndhodném poradi stoupli do fronty na banany. Jaka je pravdépodobnost, ze Danil s Vaskem
budou stat vedle sebe, aby si mohli povidat o serialu?

Reseni. Jests pred tim, nez se pustime do feSeni tilohy, si rozmyslime, co v daném piipadé tvoii
pravdépodobnostni prostor. Jeho elementiarnimi jevy jsou vSechna rizna usporadani dvanacti orgt
do fronty. Pojdme si nyni spoéitat, kolik jich je.

Predstavme si, ze bychom orgy do fronty vybirali postupné. Na prvni misto mame dvanact
moznosti, na druhé jich bude uz jen jedenact a tak dale, na jedenacté misto zbudou dvé moznosti
a dvanacty org bude uz jednoznac¢né urcen zbylymi jedenécti. Celkem tedy mame 12 -11---2-1
moznosti. Pro pfehlednost se pro sou¢in prvnich n ptirozenych ¢&isel pouziva nazev faktorial a zapis
n!. V tomto pfipadé je tedy elementarnich jeva 12!.

Fronta je typickym prikladem permutace, coz neni nic jiného nez usporadani néjakého poctu
riznych prvka za sebe (Casto jsou témito objekty prosté ¢isla 1,2,...,n). Protoze vySe uvedeny
postup lze pouzit pro libovolné dlouhou frontu, vlastné jsme si rozmysleli, ze existuje pravé n!
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permutaci na n prvcich. Zvykem je dodefinovat 0! = 1.4

Ted zbyva urdit, kolik je vyhovujicich moZnosti, neboli pocet elementarnich jevii spadajicich
do jevu , Danil a Vasek stoji vedle sebe“. Pokud nasi hrdinové stoji vedle sebe, pak prvni z nich
urcité bude nékde mezi 1. a 11. mistem. Mame tedy 11 moznosti, kde se miize tato dvojice nachazet
ve fronté. Ve chvili, kdy uz vime, kde presné se nase dvojice nachazi, existuji vzdy dva zpusoby,
v jakém poradi za sebou Danil a Vasek stoji (bud je prvni Danil, nebo Vasek). Nakonec existuje 10!
moznosti, jak mohou stat zbyli orgové ve zbytkul fronty. Hledany pocet je proto 11-2-10! =2-11!

211! 2-11! 1

a pravdépodobnost ze zadani vyjde <5 = {5577 = §-

Protoze pfi feSeni tohoto typu tloh je Casto tézké spocitat konkrétni ¢islo, za feSeni povazujeme
i vyrazy obsahujici faktoriadl nebo jiny dlouhy soucin. Obcas budeme pro lepsi predstavu uvadét
i pfiblizné numerické vysledky, coz ale v soutéznich tlohach rozhodné délat nemusis.
Uloha 4. Jaka je pravdépodobnost, Ze po nahodném prohazeni poradi pismen ve slové PRAV-
DEPODOBNOST dostaneme opét slovo PRAVDEPODOBNOST?

Uloha 5. Deset lachtant a devét tuleit si v ndhodném pofadi stouplo do fronty. Jaka je pravdé-
podobnost, ze zaddni dva lachtani nestoji vedle sebe?

Pokud uz rozumis permutacim, bude pro Tebe hracka pochopit, co to jsou kombina¢ni ¢isla.
Znovu si to predvedeme na prikladu.
Uloha 6. (tvod do kombinaénich &isel) Dvacet orgéi PraSatka piislo na zkousku z pfedmétu
Pravdépodobnost a statistika®. Vysledek zkousky je zna¢né nahodny, takze véechny moznosti, jak
zkouska mohla dopadnout (kazdy org bud zkouskou prosel, nebo ne), jsou stejné pravdépodobné.
Jaka je pravdépodobnost, Ze uspélo pravé osm orga?

Reseni. Ze vieho nejdiiv si musime zase rozmyslet, jak pfesné vypada nas pravdépodobnostni
prostor. Tentokrat je tvofen vSemi rfiznymi podmnozinami dvacetiprvkové mnoziny orgid, nebot
vysledek zkousky je jednoznac¢né dan mnozinou orgu, ktefi ji udélali. Kolik obsahuje nas prostor
elementarnich jevi? Pro kazdého orga se nezavisle rozhodujeme, zda ve zkouSce uspél, nebo ne.
Dvacet vybért ze dvou moznosti mé dohromady 229 moznych vysledki, takZe tentokrat sestava
nés prostor z 220 = 1 048 576 elementarnich jevi.

Proto nam ted sta¢i pouze spocitat, kolik rtiznych osmic (pfiGemz nezalezi na potradi) miZzeme
z dvaceti orgu vytvorit. Takovou osmici orgii muzeme vybrat tak, ze nejprve vybereme prvniho
orga (20 moznosti), pak druhého (19 moznosti) atd. Pocet takovychto vybéra je 20-19---13. Sice
jsme timto zpusobem prosli vSechny osmice, ale kazdou jsme zapocitali nékolikrat! Konkrétné lze
kazdou osmici sefadit 8! zptsoby a presné tolikrat jsme ji zapoditali. Proto je pocet riznych osmic
roven 20'1§+13 = 122?5!;!. Nas predchozi postup by se dal zobecnit na diukaz toho, ze pron > k >0
je pocet zpusobu, jak z n prvku vybrat néjakych k, roven

(n%k‘)'k:' Tento vyraz je potfeba tak
casto, ze dostal ndzev kombinaéni €islo a zkracené se zapisuje ("), éteme jej ,n nad k. Kyzena

k
pravdépodobnost tedy vyjde (280) /220 = 0,12.

Uloha 7. Danil vlastni tficet plySovych tulenit. Radovi, ktery nemé tulené tak moc v oblibé,
plysovy Yy

prijde, ze jenom deset z nich je roztomilych. Kdyz si Danil na sous vezme pét ndhodnych tulent,

jaka je pravdépodobnost, ze vSichni vybrani plysaci budou podle Rada roztomili?

Uloha 8. Michal dostal bonboniéru ve tvaru étverce 10 x 10 a nahodné z ni snédl deset bonbénti.
Jaka je pravdépodobnost, ze:

(1) Z kazdého Fadku vybral pravé jeden bonbén?

4To se Ti muze zdat zvlastni, ale skuteéné existuje pravé jeden zptisob, jak uspofadat prazdnou
mnozinu. :-)

5Lidové se ji také ¥ika pastika.

SDiky tomu, Ze jsme polozili 0! = 1, plati tenhle vzorecek i v okrajovych ptipadech, neboli
(g) = (2) = 1. Skute¢né mame pravé jednu moznost, jak z n prvka vybrat n prvki, a také, jak
z nich nevybrat nic.



(2) Z kazdého Fadku i sloupce vybral jeden bonbén?

Uloha 9. (t&7ka) Na kazdé policko hraciho planu n x n ndhodné nakreslime sipku doprava nebo

dolt a na levé horni policko postavime robota. Robot se vzdy posouva na sousedni policko ve sméru

Sipky. Jaka je pravdépodobnost, ze robot opusti hraci plan krokem z pravého dolniho policka?
(Néboj 2013)

Obcas je pfimé vycislovani poctu vyhovujicich moznosti pfili§ pracné a zdlouhavé. Nemusis vsak
zoufat! Existuje totiz fada uziteénych trikl, které Ti v takovych situacich mohou ulehéit zivot.
Miuzeme se napftiklad podivat na pravdépodobnost doplinkového jevu, kterda muze byt mnohem
jednodussi na vyjadfeni.

Uloha 10. Viki m4 doma $est part bot. Kdy# se jednoho rana probudil, poslepu ndhodné vybral
pét bot. Jaka je pravdépodobnost, Ze je mezi nimi alespon jeden par?

Reseni. Pocitat pravdépodobnost, #e se objevil alesponi jeden par, zni dost slozité. Spoctéme
misto toho pravdépodobnost, Zze se mezi botami zadny par neobjevil. Vybirame-li pét raznych bot,
nejprve si musime z Sesti typa bot vybrat néjakych pét — to lze (6) = 6 zpusoby. Déle si pro

5
kazdy typ musime vybrat, zda bereme levou, & pravou botu. Celkovy pocet zptisobt je proto 6 - 2°
a pravdépodobnost, ze se zadny par neobjevil, je tak ?ﬁ; = %. Nas zajima pravdépodobnost
5
doplnikového jevu, a ta je rovna 1 — % = %

Uloha 11. Anicka si desetkrat hodila férovou kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze ji padla aspon
jedna jednicka?

V ulohach se téz obcas setkavame s jistou formou symetrie, coz ndm muze také znac¢né zjedno-
dusit praci. V jedné z predchozich dloh jsme napiiklad vybirali ndhodnou pétici ze skupiny tficeti
tulent. Formalné to znamena, ze si predstavime pravdépodobnostni prostor obsahujici vSech (350)
pétic a z néj jednu vybereme. Intuitivnéjsi predstava je, ze nejprve z 30 tulent vybereme jednoho,
ze zbylych 29 druhého atd. Toto je jiny proces nez vybrani pétice z mnoziny pétic, nicméné dava
uplné stejny vysledek. To proto, Ze vSichni tuleni jsou stejni a jenom prostym pfejmenovanim tu-
lent ziskame z néjaké pétice libovolnou jinou. Takze kazda pétice tulent je vybrana se stejnou
pravdépodobnosti, nebot piejmenovani tulenit nemtize zménit pravdépodobnost, ze danou pétici
vybereme. Vybirani kazdé pétice tulenti se stejnou pravdépodobnosti je ale pfesné to, co délame
v prvnim procesu.

Podobné uvahy, kdy si uvédomime, ze dva zpusoby vybéru jsou vlastné stejné, se daji casto
s uspéchem vyuzit. Naptiklad v nasledujici uloze pouzivame uzitecné pozorovani, ze pokud zami-
chame Cerné a bilé kraliky a nahodné je sefadime, pravdépodobnost, ze prvni, druhy, ... , posledni
kralik je Cerny, musi vyjit pro vSechny kraliky stejné.

Uloha 12. V klobouku kouzelnika Pokusténa se kréi osm ¢ernych a &tyfi bili kralici. Nahodné
z klobouku vytdhneme Sest kraliku. Jaka je pravdépodobnost, ze posledni vytazeny kralik bude

Gerny? (Néboj 2010)
Reseni. Stadi si rozmyslet, %e kyzena pravdépodobnost vyjde stejné pro prvniho i posledniho
kralika. Potom bude jasné, ze odpovéd je %.

Vybirani kraliki si lze predstavit tak, Zze vybereme ndhodnou permutaci kralikd (neboli posta-
vime je do fady) a pak postupné vytdhneme prvnich Sest kralikd v fads. Vime, ze v % ptipadi
bude prvni kralik cerny. Plati ale, ze pokud v kazdé mozné permutaci prohodime prvniho a Sestého
krélika, dostaneme zase vSechny permutace. To znamena, ze pocet permutaci, v kterych je prvni
kralik ¢erny, je stejny jako pocet permutaci, v kterych je Sesty kralik ¢erny. Sesty kralik tak bude

2

Cerny s pravdépodobnosti % =3.

Uloha 13. Ada a Bara hraji kostky. Ada héazi férovou dvacetisténnou kostkou, zatimco Béra si
tiikrat hodi Sestisténnou kostkou a secte cisla, kterd na ni padnou. Je vétsi pravdépodobnost, ze
Ada hodi vic nez Béra, nebo e Bara hodi vic nez Ada?

6



Uloha 14. (t&7k4) Do stomistného letadla nastupuje 100 lidi, kazdy ma mistenku na jedno se-
dadlo. Prvni nastupujici ale ztratil svou mistenku, a tak si sedne ndhodné. Kazdy dalsi si sedne
na svoje sedadlo, je-li volné, a v opaéném piipadé si sedne na nidhodné volné sedadlo. Jaka je
pravdépodobnost, Ze posledni prichozi si sedne na svoje sedadlo?

Uloha 15. (tézka) Mirek je velky gurman a vlastni pytel, ve kterém je 123 karamelek a 321 hasle-
rek. Aby si své bonbény poradné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude konzumovat specifickym zpi-
sobem. Kdyz se rdno probudi, za¢ne z pytle ndhodné vytahovat jeden bonbén za druhym. Prvni
bonbdn rozbali a sni — kazdy dalsi bonbén vzdy rozbali, a pokud je tento stejného typu jako vsechny
predchozi, rovnéz jej sni. Je-li jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil chut.
Tim Mirkav ranni ritual konc¢i. Uvedenym zpusobem konzumuje Mirek bonbény kazdy den az do
chvile, kdy uz v pytli zddny nezbyde. Jaka je pravdépodobnost, Ze poslednim snédenym bonbénem
bude karamelka? (MKS 32-3j-6)

Nezavislost

Ackoli uz v seridlu néjakou dobu mluvime o pravdépodobnosti, nedélali jsme zatim nic objevnéjsiho
nez pocitani moznosti. Nyni se budeme bavit nezavislosti, coz uz je typicky pravdépodobnostni
koncept. Piedstav si, Ze hodime nardz dvéma férovymi mincemi (tedy orel i panna padaji se stejnou
pravdépodobnosti %) Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne panna? Jak spravné tusis, vyjde
i. Pfiblizné v poloviné pfipadt totiz bude panna na prvni minci a priblizné v poloviné pfipada
z této poloviny bude panna na druhé minci.

Tato tvaha samoziejmé funguje obecné. Predpoklddejme, Ze jsme n-krat zopakovali néjaky
pokus a vime, ze v p - n pfipadech (p < 1) nastal jev A a v ¢ - n pripadech (¢ < 1) nastal jev
B. Potom ocekdvame, ze pokud na sobé jevy A, B nijak nezavisi, nastanou oba zaroven pfiblizné
v p- q-n pripadech. To proto, Ze omezime-li se na p - n pfipadi, kdy nastane jev A, oCekdvame, ze
v ramci téchto pfipadt bude nastivat jev B zhruba se stejnou frekvenci, s jakou nastaval v ramci
vSech n pokusu.

Abychom nezavislost mohli pouzivat, musime si pfesné definovat, co to je. Uvahu o tom, Ze pro
nezavislé jevy se pravdépodobnost pruniku téchto jevli dostane jako soucin jejich pravdépodobnosti,
tedy oto¢ime a naopak pomoci tohoto vzorecku nezéavislost formalné definujeme.

Definice. Rekneme, 7e dva jevy A, B jsou nezavislé, pokud
P(An B)=P(A) -P(B).

Jakmile médme definici, mizeme mluvit o tom, ze dva jevy jsou nezavislé, i kdyz to na prvni po-
hled tfeba viibec neni jasné. Staci ovérit, ze pro né plati predchozi vzorecek. Napiiklad vytdhneme-li
si z balicku mariasovych karet jednu ndhodné, jsou jevy ,karta je eso* a ,karta je srdcova“ na sobé
nezavislé, nebot pravdépodobnost esa je %, pravdépodobnost srdcové karty je % a pravdépodobnost
srdcového esa je 3% = % - i.

Uloha 16. Dokaz, %e jsou-li jevy A, B nezavislé, potom jsou nezavislé i dvojice jevi A, B, dale
A, B a také A, B.

Jestlize chceme definovat nezavislost pro vice jevli, musime byt opatrni. Co by naptiklad mély
spliiovat ti¥i nezavislé jevy A, B, C? Urc¢ité chceme, aby
P(ANBNC)=P(A)-P(B) -P(C).

Zaroven by mélo platit, ze pokud trojice A, B,C je nezavisla, tak i tfi dvojice (4, B), (B,C)
a (A, C) budou nezavislé podle nasi predchozi definice pro dvojice jevi. Tedy bychom radi, aby
zaroven platilo



P(ANB) =P(A)-P(B),
P(BNC)=P(B)-P(C),
P(ANC) = P(A) - P(C).

Asi Té ted napada, jestli je opravdu potfeba definovat nezavislost t¥i jevi pomoci ¢tyf rovnic.
Opravdu to potieba je. Podivej se na nasledujici dvojici tloh.
Uloha 17. Petr si dvakrat hodil kostkou. Nechf A je jev ,na prvni kostce padlo 2, B je jev
,soucet ok na obou kostkach byl 7¢ a C je jev ,na druhé kostce padlo 3“. Rozmysli si, Zze vSechny
dvojice jeva (A, B), (B, C) a (A, C) jsou nezavislé, ale celd trojice nezavisla neni.

Uloha 18. (tézka) Najdi t¥i jevy A1, A2, Az, které spliuji P(A1 N A2 N As) = P(A1)P(A2)P(As),
ale pfitom ani jedna dvojice jevl (A1, A2), (A2, As) a (A1, A3) neni nezavisla.

Pro tfi jevy tedy dava smysl nezavislost definovat tak, ze musi byt splnény ¢tyfi rovnice, kazda
pro jednu podmnozinu jevu velikosti alespon dva. Mozna uz tusis, jak bude vypadat obecna definice.
Budeme prosté pozadovat, aby obdobny vzorecek platil pro v podstaté libovolnou podmnozinu jeva.

Definice. Jevy A1, Ag,..., A jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz pro kazdou jejich podmnozinu
Aiy, Aig, ., Ay, 2 U< K, platd

P(A;; NAy, N---NA;) =P(A;,) - P(Ag,) - - P(Ay).

Uloha 19. Kolik rovnic definuje nezavislost k jevii? Co by se stalo, kdybychom v definici povolili
pripad [ = 17

Jakkoli muze definice vypadat slozité, vyuziti nezavislosti je obvykle velice intuitivni a casto si

ani neuvédomujeme, Ze ji vlastné pouzivame. Ukazme si nyni typicky ptiklad.
Uloha 20. Mnozina X ma n prvkia. Nechf A, B jsou dvé nidhodné podmnoziny X. Jaka je
pravdépodobnost, Zze A je podmnozina B? (Néboj 2010)
Reseni. Vybrat ndhodnou podmnozinu znamend, ze z pravdépodobnostniho prostoru obsahuji-
predstava je ale ta, ze se postupné pro kazdy prvek X nezavisle ndhodné rozhodneme, zda ho vez-
meme, ¢i ne. Z nezavislosti jednotlivych vybéra totiz vyplyva, ze pravdépodobnost vybéru libovolné
podmnoziny je pfesné % . % e % = (%)”

Vybrat dvé nahodné podmnoziny znamena, ze nas§ pravdépodobnostni prostor ma dokonce
(2")2 prvkia — kazdy odpovida jedné dvojici podmnozin. Znovu ale mtzes nahlédnout, Ze ekvi-
valentni zpusob je, Ze se pro kazdy prvek nezavisle ndhodné rozhodneme, zda jej vezmeme do prvni
a zda jej vezmeme do druhé mnoziny.

Nyni si uz jen staci uvédomit, ze pfi rozhodovani o jednom prvku mnoziny se s pravdépodob-
nosti % rozhodneme, Ze jej vybereme do A, ale nikoli do B. V tomto pfipadé pak A nemuze byt

podmnozinou B. Opac¢ny jev nastane s pravdépodobnosti % To, ze A bude podmnozinou B, pak

znamena, ze nastalo n nezavislych jevi, kazdy s pravdépodobnosti %, vysledek je tedy (%)n

Pozor, zatimco vybér ndhodné mnoziny dava typicky priklad nezavislych jevi, setkali jsme se
uz i s pripadem, kde vybér nezavisly neni.
Uloha 21. Dvanict orgti, mezi nimi i Danil a Vasek, pfislo do obchodu, naéez si v nahodném
poradi stoupli do fronty na banany. Rozmysli si, ze jevy ,Vasek stoji na i-té pozici“ a ,,Danil stoji
na j-té pozici“ nejsou nezavislé pro zadna ¢ a j.

To by mélo davat smysl: pokud vime, kde je Danil, dostali jsme napovédu o Vaskové pozici,
nebot ten nutné musi byt jinde! Intuice tedy fika, Zze dané jevy na sobé ,zavisi.
Uloha 22. O jevech A, B, C vime, ze A, C jsou nezavislé, B, C jsou nezéavislé a A, B jsou

.. PR, 2 3 11 e
disjunktni. Ddle P(AUC) = 5, P(BUC) = 1 a P(AUBUC) = 13. Kolik je P(A4),P(B) a P(C)?
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Uloha 23. Uvaz pravdépodobnostni prostor na osmi prvcich. Najdi éty¥i jevy A, B, C, D takové,
ze vSechny trojice téchto jeva jsou nezavislé, ale ¢tvefice nezavisla neni.

VylepSena definice prostoru

Ukézali jsme si jiz nékolik prikladt, ve kterych se hazelo férovou kostkou. Co kdyz ale kostka
férova neni? Mize se tfeba stat, ze Sestka padne v 30 procentech pfipadi, zatimco jednicka nebude
padat skoro viibec.” V takovém piipadé se hodi pfifadit prvkim pravdépodobnostniho prostoru
néjaké vahy. Porad ale budeme pozadovat, aby se vSechny vahy seCetly na jednicku. NasSe definice
pravdépodobnostniho prostoru tohle ale bohuzel neumoziiuje. Pojdme ji tedy upravit.

Definice. Pravdépodobnostni prostor je koneénd mnozina, jejiz kazdy prvek (tedy elemen-
tarni jev) ma prifazené kladné redlné ¢islo, pfi¢emz soucet ¢isel vSech prvki je 1. Pro jev A defi-
nujeme jeho pravdépodobnost P(A) jako soudet ¢isel odpovidajicich elementarnich jevi.

Nas predchozi zplisob prace s pravdépodobnosti byl specidlnim pfipadem této definice. Az do
této chvile jsme prosté kazdému elementarnimu jevu p¥itfazovali ¢islo 1/|Q]. Protoze je tento pivodni
zpusob, ktery jsme dosud pouzivali, hodné Casty, fikd se mu klasicky pravdépodobnostni prostor.
Pokud nékde fekneme, Ze ,,z mnoziny vybereme prvek nahodné“, tak tim automaticky myslime, ze
kazdy prvek je vybran se stejnou pravdépodobnosti, tedy pracujeme s klasickym prostorem.

Nyni uz ale zpatky k nasi nové definici. V8imni si, Ze vSechno, co jsme doposud dokazali pro
klasické prostory, plati pro véechny pravdépodobnostni prostory. Specialné se podivej na tlohu 2 a
rozmysli si, Zze vSechny body porad plati. Ani s nasi definici nezéavislosti neni Zadny problém.

Pouziti nové definice si ukazeme na nasledujicim ptikladu.

Uloha 24. Kenny, Franta a Jarda se rozhodli, Ze si zahraji tenis. Kenny se s nimi vsadil o kilo
éokolady, ze vyhraje dvakrat po sob&. MiiZe si vybrat ze dvou moZnosti: bud bude hrat nejprve
s Frantou, pak s Jardou a nakonec s Frantou, nebo nejprve s Jardou, pak s Frantou a nakonec
s Jardou. Kterou z moznosti si méa zvolit, jestlize vi, ze Jarda hraje podstatné lépe nez Franta, aby
zvysil svoji Sanci na vyhru? Jednotlivé hry jsou na sobé nezavislé.

Reseni. Necht p je pravdépodobnost, ze Kenny vyhraje zapas s Frantou a g pravdépodobnost, ze
vyhraje zapas s Jardou. Mame p > q. Za¢néme s prvni moznosti, tedy nejprve zapas s Frantou, pak
s Jardou a nakonec s Frantou. Odpovidajici pravdépodobnostni prostor mé 8 elementarnich jevi,
nebot v kazdém ze tii zapast jsou dvé moznosti, jak dany zapas mohl dopadnout. Kazdy elementarni
jev ale nastava s jinou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost, ze Kenny vyhraje vSechny t¥i zapasy,
je z nezavislosti rovna pgp, pravdépodobnost, ze dvakrat vyhraje a pak prohraje, je pg(l — p) a
pravdépodobnost, ze prohraje a pak dvakrat vyhraje, je (1 — p)gp. Celkova pravdépodobnost, ze
Kenny vyhraje dvakrat za sebou, je pgp + 2(1 — p)gp = pq(2 — p).

Obdobné spoditame, ze ve druhém piipadé je pravdépodobnost dvou vyher za sebou rovna
pq(2 — q). Protoze p > ¢, je druhy vyraz vétsi, tedy Kennymu se vyplati hrat dvakrat s Jardou
nehledé na to, ze Jarda hraje 1épe.

Uloha 25. Vandal a moderator upravuji ¢lanek na Wikipedii. Na za¢atku byl ¢lanek bez chyby.
Kazdy den pfida vandal jeden chybny tdaj. Na konci kazdého dne mé& moderator 2/3 Sanci na
nalezeni kazdé jednotlivé chyby, kterd jesté v clanku je. Jakad je pravdépodobnost, Ze po tfech
dnech bude ¢lanek bezchybny? (Naboj 2012)

Uloha 26. Sance, %e stopatka Martina v nejblizsich 20 minutach stopne auto, je 609/625. Pokud
je pravdépodobnost stopnuti auta kazdou minutu stejna, jaka je pravdépodobnost, ze Martina
stopne auto v nejblizsich péti minutach? Auta jezdi nezévisle na sobé. (Néboj 2012)

"Ne, nefekneme, kde se takové kostky daji sehnat.
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Podminéna pravdépodobnost

V posledni nehvézdickové sekci prvniho dilu si povime o podminéné pravdépodobnosti, coz je kon-
cept, ktery ndm umoziuje vyznat se v situacich, kdy pracujeme s nékolika jevy, které nejsou ne-
zavislé, a tedy mezi sebou interaguji. Nejprve si ukazeme tzv. Monty Hallav problém, ktery patii
nepochybné k nejzndméjsim a nejpirekvapivéjsim tloham z oblasti pravdépodobnosti.

Monty Halltiv problém

To jsou paradoxy, co?
Vidclav Havel

Uloha 27. (Monty Halltiv problém) Ve findle jisté televizni soutéze je za dvéma dveimi koza a za
tretimi auto, pficemz soutézici chce auto. Postavi se tedy k jedném dvefim, nacez moderator otevie
jedny dvere, za kterymi je koza — jiné nez ty, ke kterym se soutézici postavil — a pak da soutézicimu
moznost jesté€ svou volbu dvefi zménit. Pokud mé moderator na vybér z vice moznosti, vybere si
nahodné. Vyplati se soutézicimu volbu zménit?

Tato soutéz mimochodem opravdu existovala, stejné jako jeji moderator Monty Hall. Zkus si
nad tlohou sdm (sama) popfemyslet! Zalezi napiiklad viibec na rozhodnuti soutéziciho?

Zadrhel, ktery je v uloze skryty, si nyni ukaZeme na jeji nasledujici varianté:
Uloha 28. (Monty se stadem koz) Stejna soutéz, ale pied soutézicim je 50 dvefi, pficemz za
49 z nich je koza. Poté, co soutézici ukaze na dvere, Monty otevie 48 dvefi, za kterymi je koza
(dvefe vybrané soutézicim nechd zaviené). Vyplati se soutézicimu svou volbu zménit?

Reseni. Pravdépodobnost, ze jsme si pii prvnim vybéru vybrali dvefe s autem, je nyni opravdu
mizivd — pouhd dvé procenta. S nejvétsi pravdépodobnosti tedy je za vybranymi dvefmi koza.
V takovém pripadé nam ale Monty tim, Ze oteviel zbylé dvefe kromé jednéch, pravé ,ukazal“,
kde je auto! Pokud tedy v tomto pfipadé zménime, vyhrajeme auto s pravdépodobnosti 98 %.
Soutézicimu se proto vyplati svoji volbu zménit.

Pivodni problém funguje tplné stejné, ackoli tu princip toho, ze ndm Monty ,ukazal®, kde je
auto, neni tak patrny. Pojdme si jej tedy vytesit obdobné jako jeho pfedchozi variantu.

Reseni tlohy 27. Predpokladejme, Ze jsme si nejprve vybrali prvni dvefe — vzhledem k tomu,
ze auto je za ndhodnymi dvefmi, je jedno, co si vybereme na zacatek. Leva cast obrazku uka-
zuje, ze po nasSem vybéru pracujeme s klasickym pravdépodobnostnim prostorem se tfemi prvky
odpovidajicimi poloze auta.

Po Montyho ndhodném rozhodnuti nas pravdépodobnostni prostor obsahuje dokonce ¢tyfi prvky,
nebot v pfipadé, kdy je za nami vybranymi dvefmi auto (horni vétev na obrazku), si Monty ndhodné
vybere jedny ze dvou zbylych dveri.

Muzeme si nicméné vsimnout, ze at uz si Monty v tomto pfipadé (horni vétev na obrazku)
vybere kterékoli ze zbyvajicich dvefi, plati, Ze prohrajeme pravé tehdy, kdyz zménime svou volbu.

Naopak ale plati, Ze ve zbylych dvou p¥ipadech (stfedni a dolni vétev na obrazku) vyhrajeme
pravé tehdy, kdyz zménime svou volbu.

Pokud tedy zménime vybrané dvete, vyhrajeme s pravdépodobnosti 2/3. Soutézicimu se proto
vyplati zménit svou volbu.8

8Pokud tomuto faktu potad nevéiis, mizeme Té ujistit, ze byl experimentalné potvrzen v potadu
Bofi¢i mytu.
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Uloha 29. Rozmysli si, ze strategie ,,vzdy zménim* funguje Gplné stejné i ve chvili, kdy se Monty
nerozhoduje ndhodné.

Definice podminéné pravdépodobnosti

Jak jsme vidéli na ptikladu tlohy o Monty Hallovi, mtze se stat, ze chceme znat pravdépodobnost
néjakého jevu (za vybranymi dveimi je auto) za podminky, Ze nastal né&jaky jiny jev (Monty oteviel
druhé dvefe). Podminénd pravdépodobnost ndm umoziiuje pfistoupit k tlohdm tohoto typu.

Vratme se k pravdépodobnostnim prostoriim; spocitat pravdépodobnost jevu A za podminky,
ze nastal jev B, prosté znamena, ze misto celého pravdépodobnostniho prostoru 2 spocitame prav-
dépodobnost jevu A vic¢i mensimu prostoru uréenému mnozinou B. Zbylé elementarni jevy totiz
nemohou nastat.

Jenze soucet pravdépodobnosti elementarnich jevil uvnitf mnoziny B uz neni 1, nybrz P(B).

Abychom tedy dostali spravnou hodnotu (coz ma byt pomér ,velikosti“ A N B oproti ,velikosti“
P(ANB)

nového prostoru B), musime spoéitat podminénou pravdépodobnost jako podil i65)

Definice. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, definujeme
jako
P(ANB)

P(AIB) = 5

Vsimni si, Ze definice dava smysl jen za predpokladu, ze P(B) # 0. Ptat se, co se stane za
predpokladu, Ze nastane jev, ktery nastat nemize, je prosté divné.

Napftiklad pokud vime, Ze na kostce padlo sudé ¢islo, pak pravdépodobnost, Ze to byla dvojka,
je jedna tfetina. Nazveme-li jev ,padla dvojka“ A a jev ,padlo sudé ¢&islo“ nazveme B, muzeme

z definice pocitat P(A|B) = % = % =1/3.
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Povsimni si, Ze pokud jsou jevy A a B nezdvislé a zaroven je P(B) > 0, mizeme spocitat, ze

_ P(ANB) _P(A)-P(B)
PAIB) = L 5= =~ p = P

To je dulezité pozorovani, které potvrzuje intuici: pokud jsou dva jevy nezavislé, tak to, ze se
jeden z nich stal, neovlivni, zda se stane druhy jev. Z vypoctu vSak plyne i obracené tvrzeni: pokud
P(A) = P(A|B), jsou na sobé jevy A a B nezavislé.

Pokud pracujeme s vice nez dvéma jevy, muze se hodit nasledujici vzorecek:

Uloha 30. Piedpokladejme, ze A1 N A2 N---N Ay, # 0. Dokaz, ze

P(A1 NAsN--- ﬁAn) = P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 N Ag) .. -P(An|A1 M- ﬂAn_l).

Tento vzorecek by mél byt intuitivni. Rika, Ze aby nastaly vSechny jevy A1, ..., A,, musel nastat
A1, pak, kdyz uz vime, ze nastal A;, musel nastat i Ay, pak, kdyz uz vime, ze nastal A; i Ag,
musel nastat As, atd.

Mimochodem, pokud v tloze 2 podmini§ vechny jevy néjakym novym jevem C (tj. do kazdé
zavorky dopises ,|C“), pofad vsechny vlastnosti budou platit. Pracovat s podminénou pravdépo-
dobnosti je totiz vlastné stejné jako pracovat s norméalni pravdépodobnosti, pouze se pohybujeme
v mensim prostoru uréeném jevem, kterym podminujeme.

Ukazme si nyni jednoduché pouziti podminéné pravdépodobnosti. Nasledujici uloha ukazuje, ze
myslenky podminéné pravdépodobnosti jsme vlastné uz pouzivali i na zacatku seridlu pfi kombi-
natorickém pocitani.

Uloha 31. V obchodé je 100 zarovek, z nichz 9 je vadnych. Marta si t¥i ndhodné vybrala. Jaka
je pravdépodobnost, zZe jsou vSechny tfi vadné?

Reseni. Jak uz vime, vybrat ndhodné tii zérovky je stejné jako vybrat ndhodné prvni zdrovku, pak
ze zbytku vybrat druhou a nakonec tfeti. Ozna¢me Aj, As, A3 jevy, ze prvni, druhd, tfeti Zarovka
je vadna. Uvédom si, ze se jedna o vybér bez opakovani, tudiz tfi jevy na sobé nejsou nezavislé.
Zajimé néas pravdépodobnost, Ze nastanou vSechny tfi jevy zaroven, k ¢emuz pouzijeme vzo-
re¢ek P(AN BN C) = P(A) - P(B|A) - P(C|A N B). Pravdépodobnost, Ze nastane jev A, je 1%0.
Pravdépodobnost, Ze nastane jev B, kdyz uz vime, Ze nastal jev A, tedy ze si Marta vybrala jednu
vadnou zarovku, je %, zbyva totiz uz jen osm vadnych. Konec¢né pokud vime, ze si Marta vybrala

dvé vadné zérovky, mame P(C|AN B) = %. Tedy P(ANBNC) = %.

Uloha 32. Hodime t¥ikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze padla tiikrat panna, pokud vime,
ze panna padla aspon jednou?

Uloha 33. Za piedpokladu X NY N Z # (0 dokaz, ze P(Z|Y) = P(Z|X NY) pravé tehdy, kdyz
P(X|Y) = P(X|Y N Z).

Pii praci s podminénou pravdépodobnosti je vzdy dilezité si rozmyslet, jakym jevem vlastné
podminujeme. Ze to neni vzdy jasné, ukazuje nasledujici tloha, nad kterou se zkus zamyslet.
oha 34. Pravdépodobnost, ze se narodi chlapec, je stejnd jako pravdépodobnost, ze se narodi
Uloha 34. Pravdépodob Z di chl je stejna jak dépodobnost, z di
dévce. Navic ma-li rodina vice déti, jejich pohlavi jsou na sobé nezavisla.
(1) Predpoklddejme, ze ze vSech rodin se dvéma détmi, kde je starsi dité dévce, si jednu
nahodné vybereme. Jaka je pravdépodobnost, ze mladsi dité je také dévée?
(2) Ze vsech rodin se dvéma détmi, které maji alespori jedno dévce, si jednu ndhodné vyberme.
Jaka je pravdépodobnost, ze druhé dité je také dévce?
(3) Piisli jsme na navstévu ke vzdélenym piibuznym, ktefi maji dvé déti. Na zahradé jsme
potkali dévce. Jaké je pravdépodobnost, ze druhé dité je také dévée?

Ve druhé poduloze vyjde jiny vysledek nez v téch zbylych, coz je dost prekvapivé. Klicem
k pochopeni je uvédomit si, Ze zpusob, jakym jsme v této tloze vybirali rodinu, je dost zvlastni.
12



Déji se ale jesté prekvapivéjsi véci. Zkus se zamyslet nad nésledujici variantou Monty Hallova
problému.

Uloha 35. (psycho) Stejna soutéz jako v piikladu s Monty Hallem. Ve chvili, kdy se Monty chyst4
oteviit jedny ze dvou neoznacenych dvefi, zakopne a béhem padu omylem nahodné dvefe z této
dvojice otevie. Ukaze se, ze je za nimi koza, takze soutéz muze dale probihat podle planu. Vyplati
se soutézicimu zménit své rozhodnuti?

Véta o GpIné pravdépodobnosti

Dalsi typické pouziti podminéné pravdépodobnosti si ukdzeme na alternativnim feSeni tlohy 3, na
niz jsme si vysvétlovali, co jsou to permutace.

Uloha 36. Dvanict orgti, mezi nimi i Danil a Vasek, pfislo do obchodu, naéez si v nahodném
poradi stoupli do fronty na banany. Jaka je pravdépodobnost, ze Danil s Vaskem budou stat vedle
sebe, aby si mohli povidat o seriadlu?

Reseni. Oznaéme A jev, jehoz pravdépodobnost chceme spoéitat. Kyzenou pravdépodobnost P(A)
spocCteme tak, Ze jev A rozlozime na dva disjunktni jevy, jejichz pravdépodobnost pujde spocitat
snadno.

Oznacéme B jev, ze je Danil ve fronté aplné vepiedu nebo uplné vzadu, a je tedy vedle néj jen
jedno volné misto. Jinak jsou vedle néj mista dvé. PovS§imnéme si, Ze A = (AN B) U (AN B),
a protoze jsou tyto dva jevy disjunktni, mame dokonce (dle Sestého bodu tlohy 2)

P(A) =P(ANB)+P(ANB).

Ted uz jen stac¢i spoéitat pravdépodobnosti obou jevii, k éemuz pouzijeme vzorecek pro podmi-
nénou pravdépodobnost. Pravdépodobnost jevu B, tedy toho, ze Danil je iplné vepredu nebo taplné
vzadu, je %, nebot pravdépodobnosti vSech pozic Danila jsou stejné pravdépodobné (rozmysli si!).
Za podminky, ze Danil stoji na kraji, je pravdépodobnost toho, ze Vasek stoji vedle n€j, rovna ﬁ,
nebot z 11 moznych zbylych pozic stoji Vasek na jedné a opét jsou vSechny stejné pravdépodobné.

Méame tedy

2 1
P(ANB)=P(B) -P(A|B)= — . —.
( ) (B) - P(A|B) TRET]
Obdobné

P(ANB) = P(B) - P(AB) = 2. 2
12 11°

Dostavame tak
2 2.10 22 1

P(A) = = =—.
12-11 12-11 12-11 6
I kdyz Ti ted mozné tento zpusob pripada pracngjsi nez predchozi dikaz, koncepcéné je velice
jednoduchy: ptivodni problém, ktery jsme neuméli fesit, jsme pridanim podminky prevedli na dva
problémy, jez diky dodané podmince jiz feSit umime.
Tento rozkladaci trik se pouziva tak Casto, Ze jeho obecn€jsi varianta dokonce dostala vlastni
nazev — Véta o uplné pravdépodobnosti. Zni nasledovné:

Véta. (o Gplné pravdépodobnosti) Necht Q je pravdépodobnostni prostor a Bi, Ba, ..., By jsou
po dvou disjunktni jevy takové, ze By U Ba U ---U By, = Q. Potom pro libovolny jev A plati

P(A) = P(AN B1) + P(AN Ba) + -+ P(AN By)
= P(B1) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|B2) + -+ + P(Bn) - P(A|Br).

Jak sis mozné v§iml(a), pouzijeme-li sedmy bod tlohy 2, je znéni véty v podstaté i jejim dikazem.
Uloha 37. V serialu zadava 60 % piikladti Vasek a kazdy takovy piiklad vyfesis s pravdépo-
dobnosti 80 %. Zbylé piiklady jsou od Danila. Kdyz sis ale piiklady zacal(a) pocitat, zjistil(a) jsi,
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ze ndhodny priklad umis vyfesit jen s pravdépodobnosti 70 %. S jakou pravdépodobnosti vyfesis
priklad, ktery Ti zad4d Danil?

Uloha 38. Necht C1,Cs,...,Cy jsou disjunktni jevy takové, ze C1UC2U- - -UC, = Q. Déle nechf
A a B jsou né&jaké jevy. Pfedpokladejme, ze pro vSechna C; plati P(ANB|C;) = P(A|C;) - P(B|C5).
Déle necht B je nezavislé na vSech C;. Dokaz, ze A a B jsou nezavislé.

Bayesova véta

Ukazeme si dalsi pouziti podminéné pravdépodobnosti. Pfedtim si dovolime jednu obecnou avahu.
Ackoli dost mozna o pravdépodobnosti premysli§ i v bézném zivoté, obvykle nemluvis o prav-
dépodobnostnim prostoru a pravdépodobnost pro Tebe asi neni precizné spocitané veli¢ina, ale
spi§ jakysi osobni odhad toho, Ze se néco stane: bude prset, kamarad pfijde véas, propadnes
z matematiky,... Potom ostatné ani neni jasné, co by mél byt pravdépodobnostni prostor do-
kladajici, ze pravdépodobnost daného jevu je takova ¢i makova. I v tomto pripadé ale muzeme
pouzivat koncepty jako nezavislost ¢i podminéna pravdépodobnost. Specidlné pojem podminéné
pravdépodobnosti je velice uziteny, protoze umoznuje ménit nas odhad pravdépodobnosti potom,
co se stala néjaka udalost.

Uloha 39. Vasek se zacal u¢it na housle. Po par hodinach usoudil, Ze to jiz umi, ale jsa si védom
toho, Ze nemé hudebni sluch, odhaduje, Ze se na housle nauéil hrat s pravdépodobnosti 30 %. Pro
jistotu zahral Danilovi a zeptal se ho, co si mysli. Vasek vi, Ze pokud na housle doopravdy umi
hréat, tak mu Danil s pravdépodobnosti 95 % fekne pravdu.? Pokud se Vasek hrat nenauéil, Danil
mu s 60% pravdépodobnosti stejné bude tvrdit, Ze mu to jde. Jak si ma Vasek zménit odhad na to,
ze umi hrat na housle, v zavislosti na Danilové odpovédi?

ga B

0,6 0,4
N\ ¥

60 % 0,42 0,7 0,28

40 %
0% 0,285 0,3 0,015 |_

VA
0,95 05

@ 5

Reseni. Pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem na &tyfech prvcich (viz obrazek). Ozna¢me
A jev ,Vasek umi hrat na housle“ a B jev ,Danil tvrdi, ze Vasek umi hrat na housle“.

Potom, co Danil odpovi kladné, musime podminit jevem B a po spocteni novych pravdépodob-
nosti dostavame

9Padesit procent autorti se domniva, Ze je tento odhad piilis optimisticky (a Danil taky).
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pA|B) = CANB) __ PAPBIA) P(A)P(B|A) B
" P(B) P(BNA)+P(BNA) P(A)P(B|A)+P(A)P(B[A)
073 3 0795 0,285

0,3-0,95+0,7-0,6 0,285+ 0,42

= 0,40.

Pravdépodobnost, ze Vasek umi hrat, se tedy zvysila na 40 %. V piipadé nepfiznivé recenze znovu
pocitame:

P(AIB) = P(ANB) _ P(A)P(B|A)
" P(B)  P(A)P(B|A) +P(A)P(B[A)
0,3-0,05 0,015

- = 0,05.
0,3-0,05+0,7-0,4 0,015 + 0,28

V tomto pfipadé se Vaskovy Sance snizily na pouhych 5 %.

Pavodnimu odhadu pravdépodobnosti se také rika apriorni pravdépodobnost a odhadu oprave-
nému na zakladé toho, Ze se stal (nebo nestal) dany jev, se fikd aposteriorni pravdépodobnost.
V tloze jsme dvakrat pouzili stejnou ivahu, kterou shrnuje néasledujici Bayesova véta.

Véta. (Bayesova) Jestlize P(A) # 0 a P(B) # 0, plati

P(A) - P(B|A)

PAIB) = ==

Dikaz.

P(A[B) = P(ANB) _ P(A) - P(B|A).
P(B) P(B)

Neni dulezité si vzorecek pamatovat, ale je dobré védét, k ¢emu je dobry: dava navod, jak
vyjadrit P(A|B) pomoci P(B|A). Kdyz pouzivas Bayesovu vétu, ¢asto ¢len ve jmenovateli pfimo
nezna$ a musi§ jej spocitat z véty o uplné pravdépodobnosti jako P(B) = P(B|A1) - P(A1) +
P(B|A2) - P(A2) + --- + P(B|An) - P(Ay); tak tomu bylo i v nasem pfipadé.

Bayesova véta se pouziva tfeba v nemocni¢nim prostiedi. Vzhledem k tomu, Ze testy chorob
maji samy o sobé urcitou chybovost, je dobré umét si spocitat, jak moc testu miazeme vérit.
Uloha 40. Jistou vzacnou chorobou trpi jeden &lovék z tisice. D4 se odhalit testem, ktery funguje
nasledovné. Pokud chorobou skutecné trpime, test ji spolehlivé odhali. Pokud chorobou netrpime,
s pravdépodobnosti 1 % test stejné nahlasi nemoc. Nechali jsme si udélat test a vyslo ndm, Ze touto
chorobou trpime. Jaka je pravdépodobnost, ze tomu tak skutecné je?

Nerekneme Ti, jak pravdépodobnost vyjde, ale bude prekvapivé mala. ,Paradoxnost“ tohoto
prikladu ale neznamend, Ze by Bayesova véta sama byla néjak paradoxni, problémem je spis to,
ze se v prikladu michaji mal4d a velkad ¢isla. Je uzitecné nahlédnout, ze kdyz k doktorovi pfijde
tisic zdravych lidi, pfiblizné deseti z nich bude chybné diagnostikovana choroba, ale jen jeden
¢lovék bude doopravdy nemocny. Pravdépodobnost, ze ¢lovek, kterému vyslo, ze chorobou trpi, je
opravdu nemocny, by proto méla byt priblizné 101+1 = 0,09.

Pripadu, kdy test nahlasi neexistujici chorobu, se obvykle fika falesné pozitivni (false positive),
zatimco pokud by test chorobu v nékterych pfipadech nebyl schopen odhalit, mluvili bychom o fa-
lesné negativnim vysledku (false negative).

Uloha 41. V krabicce jsou t¥i mince: dvé poctivé a jedna, kterd ma na obou stranich pannu.
Jednu minci si ndhodné vybereme a hodime si.

(1) S jakou pravdépodobnosti padne panna?
(2) Hodili jsme si a padla panna. S jakou pravdépodobnosti se jedné o faleSnou minci?
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Nekonecné pravdépodobnostni prostory*

V seridlu jsme se doposud setkali jen s kone¢né velkymi prostory. Jak jsi vidél(a), i ty mohou
byt dost zajimavé a uziteCné, v praxi ale Casto nestac¢i. Predstav si, ze si hézis minci, dokud Ti
nepadne panna. Uz tento jednoduchy pokus vyzaduje nekone¢ny pravdépodobnostni prostor! Pro
kazdé prirozené Cislo k totiz bude v prostoru jeden prvek odpovidajici jevu ,panna poprvé padla
v k-tém kroku“. Casto je ale situace jesté slozit&jsi. Piedstav si, ze nad nékym zlomi$ metr dlouhou
hal na ndhodném misté. Potom musi odpovidajici pravdépodobnostni prostor obsahovat libovolné
realné ¢&islo z intervalu (0,1)!

Mozné uz jsi nékdy slySel(a) o tom, ze podobné jako muzeme porovnavat velikosti kone¢nych
mnozin, lze porovnavat i velikosti mnozin nekoneénych.'® V praxi se obvykle setkas s dvéma, veli-
kostmi.

Nekonec¢né mnoziny, které jsou stejné velké jako mnozina prirozenych cisel, se nazyvaji spo-
Cetné. Takové mnoziny jsou sice nekonec¢né, ale v lecCems se chovaji podobné jako kone¢né mnoziny.
Ukéazkou spocetného pravdépodobnostniho prostoru je nas priklad s hdzenim minci — jeho prvky se
daji pfimocafte ocislovat pfirozenymi ¢isly. Prostortim, které jsou kone¢né nebo spocetné nekonecné,
se také nékdy souhrnné ¥ika diskrétnill. To, ¢emu jsme doted iikali koneény pravdépodobnostni
prostor, je tedy specidlni pfipad diskrétniho prostoru.

N4&s priklad s holi vede k tzv. spojitému prostoru, ve kterém je pocet prvka prostoru stejné
velky jako pocet redlnych ¢isel na redlné primce nebo uvniti néjakého netrividlniho intervalu. Takhle
velké mnoziny uz nelze ocislovat pfirozenymi ¢isly, a jsou proto vétsi nez spocetné, procez se jim
musime byt patfiéné opatrni. Piesto plati, Ze ackoli poradné pochopeni téchto prostort vyzaduje
notny kus vysokoSkolské matematiky (konkrétné teorie miry), na intuitivni Grovni se o nich da
premyslet stejné jako o normalnich prostorech a my si o nich pozdéji také néco povime.

Spocetné prostory*

Vratme se k nasemu piikladu s hdzenim minci a ukazme si na ném rozdily oproti koneénym pro-
storim. Muzeme si llohu rovnou zobecnit: misto obyc¢ejné mince budeme uvazovat takovou, na niz
padne orel s pravdépodobnosti p € (0,1). Oznacime-li X; jev ,panna poprvé padla v i-tém kroku*,
tak plati P(A;) = p*~1(1 —p) (nejprve musel (i — 1)-krat padnout orel a pak kone¢né panna). Jevy
A; jsou elementarni jevy uvazovaného pravdépodobnostniho prostoru: po néjakém pocétu pokust
panna prosté musi padnout.

To nemusi byt Gplné jasné, prece jen moznost ,zadna panna nepadla®“ je taky legitimni. Jak ale
vime, pravdépodobnost, ze panna nepadla po n krocich, je p™, coz se pro p z uvazovaného intervalu
pro velka n blizi k nule. Pravdépodobnost, ze panna nikdy nepadne, proto musi byt mensi nez p™ pro
libovolné n a jediné nezaporné cislo, které tohle spliuje, je 0. Elementarni jev s pravdépodobnosti
nula by ale v prostoru beztak nehral zadnou roli, tudiz tuto moznost neuvazujeme.

V nasem pravdépodobnostnim prostoru, byt je nekoneény, se musi pravdépodobnosti elemen-
tarnich jevu poséitat na jednicku, takze musi platit

P(A1) + P(A2) + P(A3) + - =(L-p) + (1 =plp+ (L -p)p*+--- =1,

10Pokud by ses o nekoneénu rad dozvédél(a) vic, otevii si PraSedi serial z roéniku 2015/16. Zde
zminime jen to, co je nezbytné.

HSlovo discrete znamené anglicky oddéleny, takze tento nazev mé byt protikladem ke spojitym
prostoru, ke kterym se zadhy dostaneme.
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neboli po vydéleni nenulovym ¢islem 1 — p dostavame

1+p+p2+---=ﬁ‘

Pravdépodobnostni interpretaci jednotlivych ¢lent jsme pravé nahlédli, kde se vzal zndmy vzorecek
pro soucet tzv. nekonecné geometrické rady, ktery se ndm dale bude hodit.

Predchozi priklad byl typickym piipadem vyuziti nekonec¢ného diskrétniho prostoru: mame né-
jaky pravdépodobnostni proces, ktery sice hypoteticky muze pokracovat donekonecna, ale ve sku-
tecnosti skonc¢i v koneéném case s pravdépodobnosti 1. Tak je tomu i v nasledujicich alohéach:
Uloha 42. Tulefiatko a jeho maminka lovi ryby, pfi¢emz tulefiata maji pi lovu ryb tspésnost %,
zatimco dospéli tuleniové % (jednotlivé pokusy o uloveni ryby jsou na sobé nezavislé). Ted kolem
lovici dvojice proplouvaji ryby, pficemz kazdou z nich se nejprve pokusi ulovit tulenatko a az poté
maminka. Jaka je pravdépodobnost, ze bude prvni ulovena ryba ulovena tulenatkem?

Reseni. Bud T jev ,tuletidtko jako prvni chytlo rybu“. Tento jev miizeme rozlozit na dva dis-

junktni jevy T7: ,tulenatko chytlo rybu pfi prvnim pokusu® a T: ,tulenatko ani maminka nechytili

rybu pfi prvnim pokusu, nacez tulenatko chytlo rybu jako prvni“. Pravdépodobnost prvniho jevu
1

je rovna P(71) = 3, zatimco pravdépodobnost druhého jevu mizeme vyjadiit jako

P(T>) =P(tulenétko ani maminka nechytly napoprvé)-

P(tuleniatko chytlo jako prvni|tuleniatko ani maminka nechytly napoprvé).
Protoze jsou ale jednotlivé pokusy nezavislé, mame

P(T2) =P(tulenidtko nechytlo napoprvé) - P(maminka nechytla napoprvé)-

2 2

1
P(tulenatko chytlo jako prvni) = -P(T) = §P(T).

33
Dostévame tak P(T) = P(T1) + P(T2) = % + %P(T). Vyfesenim této linedrni rovnice dostaneme
P(T) = 3.

Uloha mé ale i piimocatejsi feseni. Mohli jsme napiiklad jev T rozlozit na nekoneéné mnoho dis-
junktnich jeva T; ,tulenatko chytlo rybu jako prvni na i-ty pokus® pro prirozena i; diky nezavislosti
jednotlivych pokust vyjde

> i—1
-3

1
‘1279 — 7
Jesté jiny zptsob, jak vyfesit tuto ulohu, je uvédomit si, Zze pro kazdou rybu ma tulenatko

pravdépodobnost % = %, %e ji ulovi, a maminka pravdépodobnost 2 - 2 = £ e ji ulovi. Rozmysli

3°3 9’
si, Ze i vysledné pravdépodobnosti toho, kdo ulovi prvni rybu, tak musi byt v poméru tfi ku ¢tyfem,
tedy tulenatko ulovi prvni rybu s pravdépodobnosti %

Uloha 43.

(1) Hedvika a K&ja hraji nésledujici hru s férovou minci. Hazi si ji a zapisuji si vysledky na
papir (P=panna, O=orel), dokud se tam neobjevi posloupnost POP nebo OOP. Objevi-li
se jako prvni POP, vyhraje K4ja, jinak vyhraje Hedvika. Kdo ma vétsi pravdépodobnost
vyhry?

(2) To samé, ale Hedvika vyhrava, objevi-li se posloupnost PPO. (MKS 26-5—4)
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Uloha 44. Lucien se potfebuje rozhodnout, zda si da vétrnik, nebo véneéek. Rad by si hodil
minci tak, aby obé moznosti mély stejnou pravdépodobnost, nicméné ma jen minci, na které padne
panna s pravdépodobnosti p < % Jak to méa udélat?

Uloha 45. Na sousu hraji orgové frisbee proti ti¢astniktim, p¥icemz vyhraje ten tym, ktery ziska
jako prvni dva body po sobé.

(1) Pii kazdé rozehravce plati, ze tym orgi ziskd bod s pravdépodobnosti p (a Gcastnici tedy
s pravdépodobnosti 1 — p). Jakd je pravdépodobnost, Ze orgové vyhraji?

(2) Plati, ze tym, ktery rozehrava, ziska dalsi bod s pravdépodobnosti p (v souladu s pravidly
frisbee vzdy rozehrava tym, ktery ziskal minuly bod). Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraji
orgové, pokud nechaji ucastniky rozehrat jako prvni?

Uloha 46. (t&7ka) Ve vrcholech (n+1)-tthelnika stoji n ovci a vlk, ktery v kazdém kroku skoéi do
nahodného sousedictho vrcholu a sni tamni ovecku, jestlize tam néjaka je. Kterd ovce ma nejvyssi
pravdépodobnost, Ze zlstane posledni nazivu?

Jakkoli to zatim vypadd, Ze spocetné nekonec¢né prostory se od téch koneénych moc nelisi, jeden
zasadni rozdil tu je. Neexistuje totiz spocetné nekoneény analog ke klasickym prostorim. Vybirame-
li ndhodné ¢islo z mnoziny {1,...,n}, kazdé bude zvoleno s pravdépodobnosti 1. Co se ale stane,
kdyz misto toho budeme chtit zvolit ndhodné ptirozené ¢islo? Kdybychom o kazdém z nich rekli,
ze bude zvoleno s pravdépodobnosti p > 0, tak by potom muselo platit p+p+p+--- = 1, zaroven
je vsak soucet na levé strané vétsi nez n - p pro libovolné pfirozené n a proto nemize byt shora
omezeny. TakZe mame spor a musi platit p = 0. To je ale také nesmyslné, protoze se pak soucet
vSech pravdépodobnosti nascita na 0.

Toto je jeden z diivodt, proc jsou tak dilezité spojité prostory, kde tento problém lze prekonat.
Napriiklad vybirani ndhodného redlného ¢isla z intervalu (0,1) opravdu lze udélat v jistém smyslu
rovnomerne.

Spojité prostory*

si nejprve jejich vyuziti na nasledujicim prikladu.

Uloha 47. Rytiii Honza a Petr zitra odpoledne svedou duel o ptizenn madam Verdi. Zapomnéli
ale, kdy prijit, takze kazdy z nich prijde ndhodné mezi ¢tvrtou a patou hodinou nezavisle na tom
druhém. Pokud bude néktery rytif marné cekat na soupere alesponn deset minut, prohlasi sdm sebe
za vitéze a odejde. Jaka je pravdépodobnost, Zze dojde k duelu?

Reseni. Cely pravdépodobnostni prostor je vlastné ¢tverec o strané 60 (méfime v minutéch), ve
kterém si navic zavedeme soufadnou soustavu s pocatkem v dolnim levém rohu a osami totoznymi
se stranami ¢tverce. Nyni kazdému bodu (z,y) uvnitf ¢tverce odpovida jev ,Honza pfiSel x minut
po ctvrté a Petr pfisel y minut po c¢tvrté“. Pozor, = i y jsou jakakoli redlnéd c¢isla mezi nulou a
Sedesati.

Ted uz méame skoro vyhréno, sta¢i si jenom rozmyslet, jak bude v naSem obrazku vypadat
mnozina bodu, kterd spliiuje podminku ze zadani. To je vSak v tomto pfipadé velmi snadné: pod-
minka je totiz ekvivalentni s x — 10 < y < x + 10, takze hledand mnozina boda bude prinikem
pravdépodobnostniho prostoru s pasem mezi pfimkami y =« + 10 a y = « — 10.
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60

Obsah celého &tverce je 602 = 3600 a vyhovujici mnozinu z néj mizeme ziskat odst¥ihnutim dvou

rovnoramennych pravouhlych trojihelniki s délkou odvésny 50, takze ma obsah 602 —2- g = 1100.

Hledana pravdépodobnost je tedy % = % = 0,31.

Poznamenejme, ze feSeni by se nezménilo, kdybychom misto vzdalenosti nejvyse deset pozadovali
vzdalenost ostfe mensi nez deset. Dvé hranicni tisecky obrazce totiz maji nulovy obsah.

Rozdil v feseni této ulohy oproti tém predchozim byl ten, Ze misto toho, abychom pocitali
pocet tspésnych pokusi, uvédomili jsme si, ze pravdépodobnostni prostor i hledany jev odpovidaji
obrazcim a staci tak pouze spocitat podil jejich obsahii. A tak to bude i v nasledujicich tlohéach.
Pravdépodobnostni prostor miize byt obrazec, ale také jen pouhd tsecka jako v nasem motiva¢nim
prikladé se zlomenou holi. Pak pocitame s délkami misto obsahu.

Uloha 48. Na tseéce délky 2 ndhodné zvolime dva body, ¢imz# ji rozdélime na tii mensi tsecky.
Jaka je pravdépodobnost, ze z nich ptjde slozit nedegenerovany trojuhelnik?

Uloha 49. Do roviny s kartézskou soustavou soufadnic jsme nahodné umistili thel o velikosti
110 stupnu tak, ze vrchol thlu je v pocatku. Jaka je pravdépodobnost, ze ramena tohoto thlu tvofi
graf funkce? (Néboj 2013)

Uloha 50. David kazdy vikend jezdi z plzefiského nadrazi bud za manzelkou do Dobian, nebo
za maminkou do Rokycan. Nastoupi vzdy do prvniho vlaku, ktery jede. Ac¢koli vlaky do Rokycan
jezdi stejné Casto jako vlaky do Dobfan, po néjakém cCase David shledal, Zze byl u maminky dvakrat
Castéji nez u manzelky. Jak je to mozné?

Uloha 51. V intervalu (0,1) vybereme rovnomérné ndhodné dvé &isla x a y. Jaké je pravdépo-
dobnost, ze
22 4 g2

5 < min{z, y}?

(MKS 26-5-6)

Uloha 52. Aléa na dvé nahodna mista metrové tycky nakreslila puntiky. Pak pfisel Pepa a tycku
nahodné rozlamal na 2013 ¢asti. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba puntiky jsou ted na té samé
Easti? (Naboj 2013)

Uloha 53. (t&7kd) Nahodné& zvolime n bodt na kruznici. Jaka je pravdépodobnost, Ze viechny
pujdou zakryt néjakou pulkruznici?

Pro zajimavost dodejme, Ze vztahu mezi pravdépodobnosti a obsahy (¢i objemy) se vyuziva i
v opa¢ném sméru, nez jaky jsme zatim vidéli. Pfedstav si, Ze mame né&jaky (dostatecné rozumny)
geometricky utvar U uvnitf jednotkového ¢tverce. Potom pravdépodobnost toho, ze ndhodné zvo-
leny bod uvniti ¢tverce bude lezet v U, je rovna jeho obsahu. Ze znalosti obsahu U bychom tedy
uméli spocitat tuto pravdépodobnost... Ale co kdyz neumime obsah U pfesné spocitat? Staci po-
stupovat pozpatku! Pravdépodobnost dopadu bodu dovnitf totiz miuzeme pomérné presné urcit
experimentalné, staci pouze s pomoci pocitace vybrat dostatecné mnozstvi nahodnych bodu. Tento
postup se nazyva metoda Monte Carlo a uplatiiuje se tfeba pfi numerickém modelovani.

19



Priklad této metody je na nasledujicim obrazku. Odhadovat obsah prasatka by bylo zdlouhavé,
rychly odhad ale ziskdme tak, Ze vygenerujeme nékolik ndhodnych bodt!? a spoéitdme pomér téch,
které se trefily dovnitf. Timto pomérem pak prenasobime obsah obdélniku, ve kterém prasatko zije.

557
'E
VV=V

Jak se to déla pofadné (a obecng)**

Matematika je umeént ddvat stejnd jmeéna riznym vécem.
Henri Poincaré

Pii formélnim zavedeni spojitého pravdépodobnostiho prostoru vzniknou jisté potize. Vypada
to, Ze nase definice pravdépodobnostniho prostoru jakoZzto mnoziny elementarnich jevt tu selze ze
stejného divodu, ze kterého neexistuje rovnomérné vybirani na prirozenych ¢islech. Pokud bychom
méli kazdému redlnému ¢&islu z (0,1) pfifadit tutéz pravdépodobnost p, Ze jej vybereme, tak by
nam podobné jako v diskrétnim piipadé vyslo, ze musi platit p = 0. I kdyz jsme tuto variantu
pro diskrétni prostory zavrhli, tak je vlastné v jistém smyslu dost intuitivni. Zlomit nekonec¢né
délitelnou htl naprosto presné v jedné tietiné je prosté nemozné.

Jak ale muze vsechno fungovat? Trik je v tom, Ze existuji rizné velka nekoneéna. Jde o to, zZe
nespocetné mnoho &isel uz prosté nejde seéist.!® To je ale nase zachrana, protoze at uz by se nuly
secetly na cokoli, dostali bychom spor.

Zésadni rozdil mezi diskrétnimi a spocetnymi prostory je ted ten, Ze nemtizeme ignorovat ele-
mentéarni jevy, které maji pravdépodobnost nula — naopak, iplné vSechny elementarni jevy ted maji
pravdépodobnost nula.

Jeden problém jsme sice vyiesili, ale jiny jsme zase vytvorili. Rekli jsme si, Ze pravdépodobnost
jevu se spocte jako soucet pravdépodobnosti elementarnich jevi v tomto jevu obsazenych. Z toho
také plyne, Ze ve spojitém prostoru bude pravdépodobnost libovolného jevu sestavajiciho z konecné
nebo spocetné mnoha prvki rovna nule. Ve chvili, kdy jev obsahuje nespocetno elementéarnich jev1,
ted ale jeho pravdépodobnost neumime spoditat!

Tento problém se da vyfesit tak, Ze misto toho, abychom definovali jen pravdépodobnosti ele-
mentarnich jevl, budeme rovnou definovat pravdépodobnosti iplné vsech jevi. Nemizeme ale tyto
pravdépodobnosti definovat jen tak nahodile; matematici proto mnoziné, jejiz podmnoziny maji
prifazené pravdépodobnosti, fikaji pravdépodobnostni prostor jen tehdy, jsou-li splnény nasledujici
tfi podminky:

(1) Pravdépodobnosti v8ech jevl jsou redlna éisla z intervalu (0, 1).
(2) Pro pravdépodobnost celého prostoru plati P(Q2) = 1.

3) Pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich mnozin je rovna souctu jednotlivych pravdépo-
P ) ) J J ych p P
dobnosti, a to i tehdy, kdyz je mnozin spocetné nekone¢né mnoho.

12P¢ipadné si zahrajeme $ipky.
13UplIné na okraj dodejme, Ze za se¢teni nespocetné mnoha &isel lze v jistém smyslu povazovat
integrovani, ale to je skute¢né vysoko nad ramec naseho serialu.
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Rozmysli si, ze at uz jsme pravdépodobnost uréovali tak, ze jsme pocitali pocet vyhovujicich jevi
(klasické prostory), nebo jsme pocitali obsahy (spojité prostory), prvni dvé vlastnosti a tfeti pro
kone¢né mnoho mnozin byly splnény. Také si rozmysli, Ze z téchto podminek lze odvodit vSechny
body tlohy 2. Jinymi slovy, tyto tfi abstraktni podminky staci na to, aby se pravdépodobnost
chovala tak, jak jsme zvykli.

Je tu jesté jeden problém, ktery jsme Ti radsi zatajili. Pokud jsi dostateéné odvazny (odvazna),
podivej se do kapitoly Neméfitelnd mnozina tfetiho dilu seridlu z 35. roéniku. Naleznes zde problém
i jeho FeSeni.

Zaver

Hur4, prvni dil je za Tebou! Zopakujme si nékolik zakladnich pojmi, na které jsme narazili: Prav-
dépodobnostni prostor je (pro nase téely typicky kone¢nd) mnozina moznych vysledki, kterad se
objevi vzdy, kdyz pocitame pravdépodobnostni lohu. Moznym vysledkim se ¥ika elementarni jevy.
Obecné pak jevem myslime libovolnou podmnozinu pravdépodobnostniho prostoru. Mezi dilezité
pojmy z teorie pravdépodobnosti pak patfi zejména nezavislost a podminéna pravdépodobnost,
které pouzivame ve chvili, kdy spolu interaguji razné jevy.

Nakonec jsme si v hvézdickové ¢asti ukazali, ze i nekone¢né prostory mohou byt uzitecné. Existuji
dva dilezité exemplare: diskrétni prostor, ktery muze byt koneény (s takovymi prostory normélné
v seridlu pracujeme), nebo spocetné nekoneny. Spojité prostory jsou vzdy nespocetné nekonecné
a vSechny, které jsme zatim potkali, odpovidaly rovnomérnému vybirani bodt z néjakého geomet-
rického obrazce.

V pristim dile se seznamime s ndhodnymi veli¢inami, tedy proménnymi, které mohou nabyvat
ruznych hodnot s rtiznou pravdépodobnosti. Také si ukazeme, jak aplikovat pravdépodobnost na
feseni kombinatorickych tloh.

Do té doby si zkus pohrat se soutéznimi ilohami. P¥ipomindme, Ze na jejich feSeni neni potieba
hvézdickova ¢4st o nekoneénych prostorech. (Ale doporu¢ujeme se na ni aspon zkusit podivat —
plno jejich ¢asti je na prvni pohled mnohem stravitelngjsich nez Monty Halliv paradox.) Hodné

mﬁﬂhﬂ \l //sé'ﬂ“‘oﬂ,)

g

(@, D)
@ [&] &
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Navody k Gloham
4. Pravdépodobnostni prostor obsahuje 15! permutaci pismen daného slova. Pozor, pokud proho-
dime dvé Ocka, dostaneme sice jinou permutaci, ale stejné slovo.

5. Pravdépodobnostni prostor je tvofen vSemi moznymi devatenéactiprvkovymi frontami neboli
vSemi permutacemi na devatenacti prvcich. Jak vypada fronta, kde zadni dva lachtani nestoji vedle
sebe?

8. (1) Celkovy pocet vybért vyjadii jako kombinaéni éislo a pocet spravnych vybért bude vhodny
soudin.

(2) Kazdy takovy vybér odpovidd néjaké permutaci na n prvcich.

2(n—1)

n—1 ) cest.

9. Rozmysli si, ze z levého horniho do pravého dolniho policka vede (
11. Podivej se na doplinkovy jev.
13. Na kostce s n sténami je pravdépodobnost toho, Ze padne z, stejna, jako ze padne n+ 1 — x.

14. Zménilo by se néco, kdyby nové prichozi, ktery si nemutze sednout, vyhodil prvniho pasazéra
z jeho mista, a ten si poté znova sednul na ndhodné misto?

15. Jaka je pravdépodobnost, ze Mirek dany den doji vSechny karamelky, resp. haslerky?
17. Vyjadri pravdépodobnosti prinika raznych jevu.

18. Uvaz pravdépodobnostni prostor s osmi jevy a najdi tfi jevy o ¢tyfech prvcich, které se
protinaji v jednom prvku. Dej si ale pozor, aby ndhodou néjaka dvojice nebyla nezavisla (existuje
hodné moznych Feseni).

19. Kazda rovnice odpovida podmnoziné alespon dvou jevil. Z celku tedy odecti pocet podmnozin
velikosti nejvyse jedna.

22. Nakresli si Venniiv diagram.

23. Mize pomoci predstavit si osmici jako krychlicku.

25. Jaka je pravdépodobnost, ze néjaka chyba vydrzi k dni?

26. Podivej se na dopliikové jevy a pak pouzij nezavislost.

30. Rozepis podminéné pravdépodobnosti na pravé strané a pokrat.

32. Vysledkem je podil dvou pravdépodobnosti, které mtzes snadno spocitat.
33. Rozepis pravdépodobnosti podminénych jevi z definice.

34. Mozna se ti o problému bude lépe premyslet, kdyz misto rodin budes uvazovat pokus se
dvéma hody minci. Ve druhém ptipadé jsme si dvakrat hodili minci a vime, Ze alesponn jednou
padla panna; ve tfetim Danil oznamil, ze si dvakrat hodi minci, my jsme byli pfitomni jen jednomu
pokusu a pfi ném padla panna.

37. Pomoci véty o uplné pravdépodobnosti muzes vyjadrit, jak vzajemné zavisi celkova pravdé-
podobnost vyfeseni ptrikladu a pravdépodobnosti vyfeseni pfikladd jednotlivych autori.

40. Prosté dosad do Bayesovy véty a nenech se prekvapit vysledkem. ;-)
41. Pouzij 1) vétu o tplné pravdépodobnosti, 2) Bayesovu vétu.

43. (1) Podivej se na posledni dvé pismena na papife. Kterd z holek ma jakou Sanci, kdyz jsou to
OO0O7? A co ostatni pripady?
(2) Podobné jako piiklad s tulenatkem.
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44. Podivej se na dva po sobé jdouci hody.

45. D4 se postupovat podobné jako v tloze s tulenatkem; orgové vyhraji pfi posloupnosti vitézu
00, U00, OU0O0, UOUOO,... Pak stadi setist geometrickou fadu.

46. Budeme muset zklamat vSechny chytré ovecky: vyjde to stejné pro kazdou z nich. Divej se na
jednu ovci se zvlastnim ohledem okamziky, kdy je vedle ni vlk, a uvédom si, ze diky symetrii dana
pravdépodobnost musi vyjit pro vSechny ovce stejné.

48. Z trojuhelnikové nerovnosti to pujde pravé tehdy, kdyz budou vSechny t¥i mit délku mensi nez
jedna. Predstav si pravdépodobnostni prostor jako rovnoramenny pravouhly trojihelnik s pfeponou
délky 2 (pro¢ ne étverec?). Vyjde jedna ¢tvrtina.

49. Lomena cara je grafem funkce pravé tehdy, kdyz protina kazdou svislou pfimku v prave
jednom bodé.

50. Jaky Cas uplyne mezi prijezdem vlaku do Dobfan a nasledujiciho vlaku do Rokycan?
51. Vzpomen na rovnici kruhu.
52. Zkoumej pouze usporadani 2015 objektt na Gseéce, na konkrétnim umisténi nesejde.

53. Necht A; je jev znadici, Ze vSechny body lze zakryt pilkruznici bez pravého okraje, jejiz levy
okraj je i-ty bod. Rozmysli si, ze takové jevy jsou navzajem disjunktni.

Podrobné néavody k Gloham
2. (1) P(Q) = % =1

(2) P(A) = Gl = 18l — 1 — Ll =1 - p(a).

(3) Pro A C B jisté plati |A] < |B|, coz je po vydéleni kladnym ¢islem || ekvivalentni
s P(A) < P(B).

(4) Kazdy prvek mnoziny AjUAsU- - -UA,, musi z definice sjednoceni byt prvkem alespon jedné
z mnozin A1, Ag, ..., An, takze |[A1 UAsU---UA,| <|A1|+ -+ |An|. Rovnost nastava
tehdy, kdyz je kazdy prvek z levé strany zapocitan na pravé strané pravé jednou, neboli
kdyz zadny z prvku sjednoceni neni prvkem vic nez jedné mnoziny A;, a tyto mnoziny jsou
proto disjunktni. Po vydéleni rovnice kladnym &islem || dostaneme kyZenou nerovnost.

(5) Jak jsme jiz vidéli v odvozovani étvrté polozky, je velikost A U B nejvyse |A| + |B|, pro
nedisjunktni mnoziny ale nékteré prvky sjednoceni zapocitame dvakrat. To se nam stane
pravé pro ty prvky, které patii do obou mnozin, neboli |A N BJ-krét, takze pro presné
vyjadieni velikosti priniku je jesté potieba odecist tento ¢len. Nakonec vydélime |Q2|.

(6) Diky disjunktnosti dopliikovych jevii B a B jsou i oba jevy AN B, AN B disjunktni, takze
pouzitim Etvrté polozky dostavame P(A) = P((ANB)U(ANB)) =P(ANB)+P(ANB).

(7) Zcela analogicky jako vysSe, jen misto dvou jevi jich bude n.

4. Dvé pismena (P, D) se objevi dvakrat a jedno (O) tfikrat, takZze dostaneme dohromady
2! . 2! . 3! = 24 usporadani pismen, ktera dohromady davaji to samé slovo. Pravdépodobnost tedy
vyjde %.

5. Aby se toto stalo, musi si lachtani a tuleni stoupnout na preskacku s tim, Ze veptfedu je
lachtan. Podivame-li se pouze na lachtany, mohou stat vici sobé v libovolném poradi, stejné tak

tuleni. Vyjde tedy 1219'!9!

7.  Zatimco vsech pétic tulenu je (350), pocet pétic, které Radovi pfijdou roztomilé, mizeme
(s)
(5)
100). V kazdém fadku ma Michal deset moznosti, odkud vybrat

10
10
bonbén, takze celkovy pocet vyhovujicich vybéra je 1019, Vyjde tedy (11000

10)
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vyjadrit jako (150). Vysledna pravdépodobnost je tedy

8. (1) Celkovy pocet vybért je (




(2) Dale kazdy vybér takovy, Ze je vybran pravé jeden bonbén z kazdého fadku i sloupce,
odpovida jedné permutaci — dostaneme ji tak, ze postupné pro kazdy sloupec piecteme,

v kolikatém fadku jsme z daného sloupce vybrali bonbén. Hledanad pravdépodobnost je
tedy 0L — _10L10!

10
9. Kazda cesta z pocatecniho policka do cile sestava z n — 1 kroka doprava a n — 1 kroka

dolii. Pocet cest pak odpovida po¢tu zptsobt, jak z fady 2(n — 1) Sipek vybrat n — 1 sipek doprava
2(n—1)

1 ) Vybereme-li si libovolnou z téchto cest, pravdépodobnost,

(zbylé budou doli). To je piesns (

ze byla skute¢né nakreslena, je (%)2("*1) (co je nakresleno na ostatnich polickach, to nas vibec

nezajima). ProtozZe jsou odpovidajici jevy disjunktni, pravdépodobnost jejich sjednoceni je rovna
2(n—1))

n—1

souctu jednotlivych pravdépodobnosti, tedy vyjde =T -

11. Spocitdme pravdépodobnost, ze ani jedna jednicka nepadla. Pravdépodobnostni prostor
obsahuje 610 moznych vysledkt pokusu, z toho 510 vysledkii neobsahuje ani jednu jedni¢ku. Proto
je hledana pravdépodobnost rovna 1 — (%)10.

13. V tomto pfipadé pracujeme s prostorem, ktery ma 6 - 6 - 6 - 20 prvki; kazdy z nich odpo-
vida jednomu moznému vysledku étyt hodi.. Kazdy elementarni jev ,,Ada hodila z, y, z, Bara u“
popéarujeme s elementarnim jevem , Ada hodila 7 — x, 7 —y, 7 — z, Bara 21 — u“. Protoze plati, ze
v prvnim piipadu Ada hodila vic nez Bara pravé tehdy, kdyz v druhém piipadu hodila Béra vic
nez Ada, dostavame, ze pravdépodobnosti obou jevii ze zadani jsou stejné.

14. Muzeme si ekvivalentné piredstavovat, ze kazdy prichozi, ktery si nemiize sednout, si misto
sednuti na ndhodné misto sedne na svoje misto, pfi¢emz vyhodi prvniho pfisedsiho, ktery znovu
usedne na ndhodné misto.

Pii kazdém presednuti prvniho pfichoziho je nasledné pravdépodobnost, Ze si sedne na svoje
misto, stejnd jako pravdépodobnost, Ze si sedne na misto posledniho pfichoziho. Kdyz tento pfijde,
je tedy poloviéni Sance, ze prvni ptichozi bude sedét na svém misté a polovi¢ni Sance, ze bude sedét
na jeho misté.

15. Ma-li Mirek dany den k karamelek a h haslerek, je pravdépodobnost, ze tento den doji
vSechny karamelky, rovna (k%};z‘)" nebof v permutaci bonbdénii dané poradim jejich vybéru musi
byt nejprve vSechny karamelky a az poté vsechny haslerky. Pravdépodobnost, ze dany den Mirek
doji vSechny haslerky, vyjde stejné. Protoze je pro kazdy jednotlivy den pravdépodobnost dojezeni
karamelek stejna jako pravdépodobnost dojezeni haslerek, musi byt i vysledna pravdépodobnost
rovna jedné poloviné.

16. Pro 4, B méme P(AN B) = P(B) — P(AN B) = P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(A)) - P(B) =
P(A) - P(B). Pro zbylé piipady postupujeme obdobné.

17. Kazdy jev nastane s pravdépodobnosti % a kazda dvojice nastane s pravdépodobnosti %,
tudiz vSechny dvojice jsou nezavislé. Trojice ale nezavisla neni, nebot vSechny t¥i jevy se zaroven

nemohou stat.
18. Funguje @ ={1,2,...,8} ajevy {1,2,3,4},{1,2,3,5} a {1,6,7,8}.

19. Z celkového poétu podmnozin, coz je 2¥, odecteme ty velikosti 0 (to je pouze prazdna
mnozina) a 1 (téch je k, jedna pro kazdy prvek). Vyjde tedy 2% — k — 1. Povoleni piipadu [ = 1 nic
nezméni, nové rovnice jsou totiz vzdy trivialné splnény.

1

21. Kazdy jev nastane s pravdépodobnosti 55, ale oba jevy nastanou bud s pravdépodobnosti

0 (i =), nebo 555 (4 # J)-
22.  Mame P(AUC) = P(A)+P(C)—P(A)P(C) = 2, P(BUC) = P(B)+P(C)-P(B)P(C) = 2
aP(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(A)P(C)—P(B)P(C) = % Vyuzivame vztahy z tGlohy
2, v poslednim kroku jsme vyuzili, ze AN B = (). Po se¢teni prvnich dvou rovnic a odeéteni tieti
dostaneme P(C) = é a posléze P(A) = é aP(B) = %
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23. {17 27 37 4}7 {17 27 77 8}7 {17 47 57 8}7 {17 37 57 7}

25. Pravdépodobnost, ze néjaka chyba vydrzi k dni, je (%)k, takze pravdépodobnost, ze néjaka
chyba nevydrzi k dni, je 1 — (%)k Protoze nevydrz jednotlivych chyb je nezavisla, staci pravdépo-
dobnosti vynésobit: (1 —1/3)-(1—1/9)- (1 —1/27).

26. Bud p hledana pravdépodobnost. Pravdépodobnost, ze Martina auto nestopne v nejblizsich

4
20 minutéch, je (1 — p)*. Tudiz (1 —p)* =1 — 802 = 2, takse p = 2.
32. Oznacime-li A jev ,padla tfikrdt panna“ a B jev ,alespon jednou padla panna“, médme
_P(ANB) _ P(A) _ & _ 1
PAIB) =) = s — 1 = 7
33. Prvni rovnice po rozepsani rika, ze P%Z(Q?) = P;,Z(;ﬁ;?), zatimco druhd rovnice fika
P(XNY) _ P(XNYNZ)

. Po roznasobeni dostaneme v obou ptipadech stejnou podminku.

P(Y) ~— ~P(YnZ)
34. (1) Pracujeme s klasickym pravdépodobnostnim prostorem se ¢tyfmi elementarnimi jevy uda-
vajicimi pohlavi dvou déti. Jev ,mladsi dité je dévce“, na ktery se ptdme, nazvéme A,

1
zatimco jev ,starsi dité je dévée“ nazvéme B. Spocitdme P(B|A) = Pg,B(’;SA) =4 = %
3

(2) V tomto pripadé pracujeme se stejnym prostorem, ale jevy jsou jiné. Jev A jalespoii jedno
dité je dévée“ nyni nastane s pravdépodobnosti 3/4. Jev B ,druhé dité je také dévce* nyni
nastane pouze v pripadé, ze obé déti jsou dévcata.

Vyjde P(B|A) = 2B04) 1

P(A) = 3

SN

(3) Nyni musime kazdy elementdrni jev ptivodniho prostoru dale rozdélit na dva jevy podle
toho, které dité jsme potkali. Pracujeme tedy dokonce s osmiprvkovym pravdépodobnost-
nim prostorem, jehoz jevy jsou napf. ,starsi dité je dévCe, mladsi je hoch, potkali jsme
mladsi dité“ — kratce DHm. Ptipady, kdy se jednalo o dévée, tvori jev A — specidlné to
jsou elementarni jevy HDm, DDm, DHs, DDs. Jev A N B neboli ,potkali jsme dévce a
druhé dité je také dévce“ je tvoren elementarnimi jevy DDm a DDs. Tentokrat vyjde

PGB = 0 = § =}

NI ST

35. Obdobné jako v tloze s Monty Hallem miiZeme rozebrat, Ze existuje Sest stejné pravdépo-
dobnych vysledkil (t¥i moznosti, kde je auto, a pokazdé dvé moznosti, které dvefe Monty otevie).
Dva mozné vysledky vyfadime, nebot v nich Monty otevie dvefe s autem. Ze zbylych vysledkt se
pfesné v poloviné pfipadl vyplati zménit rozhodnuti. Na rozhodnuti soutéziciho tedy nezalezi.

To je hodné prekvapivé, protoze pribéh se odehral zdanlivé iplné stejné jako v puvodni uloze
s Monty Hallem! Kli¢em k pochopeni je porovnat pravdépodobnostni prostor v této tloze s pro-
storem v té ptvodni. Zde pfibyly dvé nové vétve, které odpovidaji tomu, ze Monty otevie dvefe,
za kterymi je auto. Sice vime, Ze se to nakonec nestalo, ale pouhd existence této moznosti méni
pravdépodobnostni prostor, a tudiz i vysledek tlohy!

37. Bud p hledané pravdépodobnost. Z véty o Gplné pravdépodobnosti mame 0,7 = 0,6 - 0,8 +

0,4-p,tedyp:w:%:55%.

0,4
38. Pocitame:
P(AN B) = P(AN B|C1)P(C1) + P(AN B|C2)P(Ca) + - - + P(AN B|C,)P(Ch)
= P(A|C1)P(B|C1)P(C1) + P(A|C2)P(B|C2)P(C2) + - - + P(A|Cn)P(B|Cn)P(Chr)
= P(A[|C1)P(B)P(C1) + P(A|C2)P(B)P(C2) + - - - + P(A|Cn)P(B)P(Chr)
=P(B) (P(A|Cl)P(Cl) + P(A|C2)P(Ca) + -+ + P(A\Cn)P(C’n)) = P(B)P(A).

40. Necht A znaci, Ze mame chorobu, a B znadi, ze pfistroj nahlasil chorobu. Dosadime do
vzorecku:
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P(A)-P(BA) P(A) - P(B|A) Toug ° L 100

P(B) ~ P(A)-P(BJA)+P(A)-P(BIA) 15 1+ by - 16 1099

P(A|B) =

To je ptiblizné 9 %.
41. Bud A jev, Ze jsme vybrali normélni minci, a B, Ze padla panna.

(1) P(B) = P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A) =1 2 +1.1 =2

(2) P(A|B) = BELEE - LS — 1.

43. (1) Nejprve si povSimneme, ze jakmile se za sebou objevi dvé Ocka, miizeme si byt jisti, ze diiv
nebo pozdé&ji vyhraje Hedvika. Déle rozlisime dva ptipady: bud jsou prvni dvé pismena
OO a vyhréala Hedvika, nebo se nutné objevilo P a pak se podivame na prvni okamzik,
kdy se po P objevilo O. V tu chvili plati, ze bud je dalsi pismeno P a vyhraje K4ja, nebo
je dalsi pismeno O a vyhraje Hedvika. Proto je pravdépodobnost Hedvi¢iny vyhry rovna
it(-1)-3=%

(2) Vsimnéme si prvniho okamziku, kdy padla panna. Pokud potom padla panna znovu, uz je
jasné, ze vyhraje Hedvika (d¥ive nebo pozdéji musi padnout orel). Pokud misto toho padl
orel a hned potom panna, vyhrala Kaja. Jestlize padl orel a pak orel, nevyhral nikdo a
jakmile znovu padne panna, budeme opakovat pfedchozi ivahu. Protoze v kazdém takovém
bloku méa Hedvika dvakrat vétsi Sanci na to, ze vyhraje, bude jeji pravdépodobnost na

vyhru rovna % .

44. Napiiklad takto. Hodi si dvakréat: padne-li dvojice OP, vezme si vétrnik, padne-li PO, vezme
si vénecek, a jinak hazi znova. Tento postup nékdy musi skoncit.

206 . 2
45. a) Vyjde %4 b) Vyjde 12_;0p )

46. Zafixujme libovolnou ovci a uvazme prvni okamzik, kdy se vedle ni objevi vlk. Pak se
v nasledujicich tazich déje stane jedna z nasledujicich moznosti:

(1) vlk v dalsim tahu sezere ovci,

(2) vlk v dalsim tahu odejde od ovce a p¥isté se objevi z druhé strany; ovce tedy zistala
posledni,

(3) vlk sice v dalsim tahu odejde od ovce, ale vrati se ze stejné strany a proces se opakuje.

Stejné jako v pfikladu s tulenidtkem muzeme dostat pravdépodobnost, ze dand ovce zlstane po-
sledni, ze znalosti poméru pravdépodobnosti prvnich dvou jevi. Pocitat je ale nemusime, nebot ze
symetrie vyjdou pro kazdou ovci stejné; kazdéa ovce tedy zustane posledni se stejnou pravdépodob-
nosti.

49. Necht nejprve jedno rameno thlu splyva s kladnou ¢asti osy y a druhé lezi napravo od osy y.

Nyni thlem otécejme po sméru hodinovych ruci¢ek a zkoumejme, kdy je grafem funkce. Po otoceni

0 70° se poprvé stane to, ze kazdému bodu na ose z bude pfifazena pouze jedna hodnota na ose

Yy, a toto potrva az do otoceni o celkovych 180°. Otoceni o 180° az 360° je symetrické. Vysledna
110 _ 11

pravdépodobnost je tedy 180 = 15

50. Kupftikladu vlaky do Dobfan jezdi vzdy v celou hodinu a vlaky do Rokycan vzdy 40 minut
po celé.

51. Musime najit oblast v ¢tverci (0, 1) X (0, 1) takovou, Ze pro body uvnitt oblasti plati nerovnost
ze zadani. Pfepiseme ji ekvivalentné jako dvojici podminek

(x—1)24+42<1, 224+ (y-1)2< 1.
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Kazda nerovnost urcuje kruh s polomérem 1, pficemz prvni kruh mé stfed v bodé (1,0) a druhy
ma stied v bodé (0,1). Prinik obou kruht spole¢né s ptivodnim ¢tvercem dava Gtvar s obsahem
s 1 s

2(7 — 5) = 5 — 1. To je tedy hledana pravdépodobnost.

52. Predstavujme si tycku vcelku. Celkem je na ni 2014 ndhodné umisténych znacek, z toho dvé
znacky jsou puntik a ostatni predstavuji body zlomu. Ve skuteénosti je iplné jedno, kde presné se
nachazeji; dalezité je jen jejich pofadi. Celkovy pocet moznosti, které znacky mohou byt puntiky, je
(20214), Puntiky jsou na jednom dilku presné tehdy, kdyz se jedna o sousedni znacky, na coz mame

2013 moznosti. Vysledna pravdépodobnost je

2013 1
(20214) 1007

53. Viz navod; protoze jsou jevy disjunktni, je pravdépodobnost sjednoceni rovna souctu jed-
notlivych pravdépodobnosti. Vyjde tedy n(%)”_l.
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Pravdépodobnost Il. —
Zadné véze

Teorie pravdépodobnosti neni nic jiného nez selsky rozum preloZeny do Teci vypodlti.
Pierre Simon Laplace

Mily priteli,
vitdme Té u druhého dilu seridlu o pravdépodobnosti!

Diive nez se pustime do neprobadanych vod, bleskurychle si zopakujeme, co uz zname z dilu
prvniho. Zacali jsme predstavenim zakladnich kombinatorickych pojmi. Ty nés i nadale budou
provizet minimalné na kazdém druhém kroku.! P¥ipomeiime si, Ze po¢et podmnozin mnoziny
s n prvky je 2™. Pro kazdy prvek mnoziny totiz mame nezavisle na téch ostatnich dvé moz-
nosti — bud ho do podmnoziny pfiddme, nebo ne. Dale pocet zpiisobti, kterak sefadit n objekti,
jen!=n-(n—1)---2-1. Moznym uspofdddnim také fikdme permutace. A kone¢né, pocet zplisob,
jak z n objektt vybrat néjakych k, je (Z) = #Lk)' Tomuto vyrazu se fika kombinac¢ni cislo.

Zasadnim pravdépodobnostnim pojmem je nezavislost. Dvojice nezavislych jevi se poznéa podle
toho, Ze je pravdépodobnost, Ze oba zaroven nastanou, rovna soucinu jejich pravdépodobnosti.
Nakonec jsme si v prvnim dile vysvétlili, jak funguje podminéné pravdépodobnost, kterd se hodi
zejména, potifebujeme-li spoéitat pravdépodobnost jevu, ktery néjakym zptisobem zavisi na jinych
jevech. Také jsme si ve hvézdickové ¢asti fekli, co délat, kdyz pracujeme s nekoneénymi prostory,
a zde se k nim znovu vratime (opét v nepovinné ¢asti).

200
N

1Jako vérny piitel nebo zvykacka na podrazce boty; zalezi na Tvém vztahu k nim.
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V tomto dile jsou na programu dvé novinky. Nejprve si fekneme, jak se nase pravdépodobnostni
znalosti daji prekvapivé aplikovat na Feseni tloh, které na prvni pohled s pravdépodobnosti viibec
nesouviseji. Nenech se zaskocit tim, ze takovato aplikace pravdépodobnosti ptisobi zna¢né neprav-
dépodobné. :-) Technice, kterou si za chvili pfedvedeme, se ¥ik4 pravdépodobnostni metoda. Jako
druhou novinku zavedeme ndhodné veli¢iny a ukazeme si, k ¢emu je dobré znat jejich primérnou
hodnotu. Nase znalosti pak pouzijeme pro vylepseni pravdépodobnostni metody.

Pravdépodobnostni metoda vibec neni jednoduchéd, takze pokud se budes ztracet, precti si
nejprve kapitolu o ndhodnych veli¢inach, ktera na pravdépodobnostni metodé nezavisi. Ackoli se Ti
pravdépodobnostni metoda mutze hodit v feSeni seridlovych ptikladt, v pristim dile na ni nebudeme
navazovat. Nakonec opét podotykame, ze pro pochopeni novych pojmt neni potieba pokouset se
vytesit vsechny tulohy, ale je dobré se v kazdé sekci alespon o nékolik tloh pokusit. Pokud se Ti to
ovSsem nebude moc dafit, vzdy jsou tu pro Tebe napovédy na konci seridlu.

Pravdépodobnostni metoda

Metoda v matematice je trik, ktery je pouzit vice nez jednou.
Ron Getoor

Jak jsme avizovali, na Gvod si ukdzeme, jak nase stavajici znalosti pouzit v nezvyklém prosttedi.

Doted jsme se totiz vénovali predevsim tlohdm, v nichz se pravdépodobnost pfimo vyskytuje. Ted
si ale ukdzeme, ze pravdépodobnost je ten spravny trik i pro mnohé ulohy, které o pravdépodobnosti
vibec nemluvi. Ilustruje to nasledujici priklad, jehoz prekvapivé feseni nasleduje po par odstavcich
vysvétlujicich, pro¢ je tézké tlohu vyresit jinak.
Uloha 1. Na soustfedéni pfijelo dvacet ¢tyfi tcastnikil, které je potfeba na zavérec¢nou hru roz-
délit do dvou tymu. Tymy nemusi byt stejné velké, jeden z nich by mohl obsahovat i vSechny
ucastniky. Na soustfedéni uz nékolik her probéhlo a organizatori nechtéji, aby se tymy opakovaly:
stanovili si tedy deset podminek, pficemz kazda z nich k&, ze néjaka konkrétni Sestice nemé byt
celd ve stejném tymu. Dokaz, Ze je mozné ucastniky rozdélit tak, aby vSechny podminky byly
splnény.

Nez budes pokracovat ve ¢teni, zkus si nejprve nad alohou popfemyslet sim (sama). NejpFiro-
zenéjsi zpusob, jak k ni pFistoupit, je snazit se né€jak explicitné Fict, jak budou oba tymy vypadat.
Ale ouha: o deseti podminkach toho moc nevime, takze neni viubec jasné, jak tymy zkonstruovat.
Jediné, co vime naprosto pfesné, je to, jak budou vypadat tymy, které nékterou podminku porusuji,
takze se tuto znalost pokusime v feSeni zuzitkovat.

Vzij se do role ubohého organizatora, ktery ma tymy sestavit. Podminky mezi sebou mohou
komplikovanym zptsobem interagovat, coz vede na nesmirné imorné rozebirani spousty moznosti.
Néjaky nekonstruktivni dikaz, ktery se tomuto rozboru vyhyba elegantni oklikou, sice mtze proka-
zat, ze vyhovujici rozdéleni existuje, ale jen velmi tézko da pfimy navod na jeho nalezeni. Ze zou-
falstvi mtze organizator prosté tipovat rozdéleni na tymy doufaje, ze nakonec jedno z nich bude
fungovat. Ovérit, zda dané rozdéleni vyhovuje, ¢i ne, je totiz nastésti velmi jednoduché.

Ponékud necekané se tento na prvni pohled nezodpovédny pristup dé dotdhnout do podoby
formalniho dikazu. Miuzeme si totiz pfedstavit pravdépodobnostni prostor, jehoz elementarni jevy
jsou vSechna mozné rozdéleni do tymu. Trik je nasledujici: Dokazeme-li, ze pro nadhodné vybrany
tym z tohoto prostoru budou vSechny podminky najednou splnény s nenulovou pravdépodobnosti,
plyne z toho, Ze pro alespon jeden elementarni jev jsou vSsechny podminky splnény. To ale znamen4,
ze alespon jedno rozdéleni vyhovuje. A to pfesné chceme dokézat!

Motto triku, ktery chceme vyuzit, tedy je: Pokud md nahodné zvire ze ZOO rypdcek s nenulovou
pravdépodobnosti, pak v ZOO ezistuje zvire, které md rypdcek. Pojdme nyni tuto (zcela trivialni
a zdanlivé nezajimavou) myslenku vyuzit ke spojeni vSech nastinénych napadt a dofeseni pfikladu:

Reseni. Rozdélit tdastniky na dva tymy vlastné znamen4 zvolit podmnoZinu téastniki, ktefi bu-
dou v prvnim tymu. My tuto podmnozinu zvolime ndhodné. Zvoleni takové podmnoziny si muzeme
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predstavovat bud jako nahodny vybér z 224 moznych podmnozin, nebo jako 24 nezavislych nahod-
nych rozhodnuti, zda bude dany t¢astnik v prvnim tymu (volime s pravdépodobnosti %) Druhy
pristup se mnohem lépe hodi pro nase ucely.

Nyni si zavedme deset jevii A1, ..., Ajg, pficemz jev A; zahrnuje elementarni jevy odpovidajici
rozdélenim, kterd jsou nepfipustna kvuli tomu, Ze i-t4 ze zakazanych Sestic je ve stejném tymu.
Spocitejme nyni pravdépodobnosti toho, Ze nastane néjaky z téchto jevli. Aby takovy jev nastal,
musi byt bud vSech Sest ucastniktt v prvnim tymu, nebo vsech Sest tcastniki ve druhém tymu.
Pravdépodobnost kazdého z téchto jevi je diky nezavislosti 276; celkova pravdépodobnost toho,
7e nastane jev A;, je diky disjunktnosti t&chto dvou jevi rovna 275,

Obrazek obsahujici nasich deset jevii naznacuje, ze spolu muzou souviset néjakym dost kom-
plikovanym zpiisobem. Zadny jev ale neni moc pravdépodobny, takze jejich sjednoceni (vse, co je
Sedou barvou) v zadném pfipadé nepokryje cely pravdépodobnostni prostor (obdélnik).

Staci tedy spocitat, ze P(A1 U A2 U---U A1g) < 1. K tomu vyuzijeme odhad z prvniho dilu,
ze pravdépodobnost sjednoceni je vzdy nejvyse rovna souctu pravdépodobnosti. Jinymi slovy, nic
horsiho, nez ze jsou vSechny jevy disjunktni, se nemize stat. Dostavame tak

10
P(A1U---UA19) <P(A1) + -+ P(A10) <10-275 = 2
Pravdépodobnost, ze ani jeden z jevii A; az Ajp nenastane, je tedy alespon %, coz je rozhodné

vétsi nez nula. Tim je tloha vyfeSena.

Pokud Té tento dtukaz zaskocil, nesmutni! Kdyz autofi tohoto seridlu poprvé vidéli podobny
pravdépodobnostni dikaz, povazovali jej za velky podvod. To proto, Ze takovyto diitkaz by se pfece
dal stejné, ba mozné dokonce jednoduseji, fict i bez pravdépodobnostnich terminti, napfiklad takto:

Reseni. Mame 224 moznosti, jak téastniky rozdélit do dvou tymii. Spoéitame, ze 10 podminek ze

zadani dohromady zakazuje méné nez 224 moznych rozdéleni, a proto aspoii jedno bude vyhovovat.

Kazda podminka fika, ze danych 6 lidi nesmi byt ve stejném tymu. Kolik je moznych rozdéleni
do dvou tymu takovych, ze danych 6 lidi je ve stejném tymu? Staci si vybrat jeden ze dvou tym,
ve kterém bude onéch 6 lidi, a pro zbylych 18 si muzeme vybrat libovolné. Kazda podminka tedy
zakazuje 2 - 218 moznych rozdéleni do tymu. Vsech deset podminek tak dohromady zakaze nejvyse
10 - 2 - 218 rozdéleni, co# je ale méné nez 22%. Proto né&jaké vhodné rozdéleni existuje.

Vsimni si, Zze tento dikaz je ve své podstaté uplné stejny jako ten pravdépodobnostni, jenom
nepouzivame terminy jako ,klasicky pravdépodobnostni prostor® ¢i ,nezavislost jevi“. Mozna je
i intuitivnéjsi, nebot presné ukazuje, pro¢ tloha plati: podminky ze zadani toho prosté dohromady
nemohou moc zakézat.

Proc¢ si tedy ddvame tu praci a vysvétlujeme prvni feseni? Na danou otadzku budeme odpovidat

po zbytek tohoto dilu. Ukazeme si nékolik tézsich uloh, jejichz feSeni bude zalozeno na podob-

pojmy, tim tézsi bude vymyslet ,pocitaci feseni“, které jsme pravé predvedli. Tim elegantnéjsi Ti,
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doufejme, bude pfipadat feseni pravdépodobnostni. Zkus se jesté jednou zamyslet nad predeslou
ulohou a poloz si nasledujici otazky:
Uloha 2.
(1) Co by se stalo, kdyby zakdzané skupiny tcastnikt mohly byt vétsi nez 67
(2) Co kdyby pocet tcastnik smél byt vétsi nez 247
(3) Rozmysli si, ze existuji minimalné dva elementarni jevy, které lezi v praniku A1 N---NAjg
(obrazek jevi tedy neni moc piesny). Na zdkladé toho vyfes Ulohu 1 pro 32 podminek
misto 10.
(4) (pouc¢na) Co by se stalo, kdybychom pozadovali, aby oba tymy byly stejné velké, a v Feseni
bychom tedy misto pravdépodobnostniho prostoru vsech 224 podmnozin pracovali s pro-
storem vsech (f;) podmnozin velikosti 127 V tomto pripadé se neboj pouzit kalkulacku.

Pouziti pravdépodobnostni metody si muzes ozkousSet na nasledujicich tlohach. Podobné jako
vzorovy priklad se daji vyfesit i prostym pocitanim moznosti. Pfesto vSak doporucujeme pouzit
pravdépodobnost, i pokud je Ti pouzivani pravdépodobnostnich tivah zatim porad trochu proti
srsti; slibujeme?, ze se Ti budou zkuSenosti s ni v budoucnu velmi hodit.

Jesté predtim si dovolime kratkou vsuvku. Zakladnim trikem, ktery se zpravidla pouziva pii
feSeni pravdépodobnostni metodou, je prostinky, le¢ zna¢né uzite¢ny odhad pravdépodobnosti sjed-
noceni jevil pomoci souétu odpovidajicich pravdépodobnosti®, tedy

P(A1 UAgU--- UAn) < P(Al) +P(A2) +---+ P(An)

Struény navod, jak fesit pravdépodobnostni metodou nésledujici ulohy?, je tedy:

(1) Vyber si, co budes volit ndhodné; nékdy se totiz nabizi vic moznosti. Pak si rozmysli, jak
vypadé pravdépodobnostni prostor odpovidajici této volbé.

(2) Jak v rdmci tohoto pravdépodobnostniho prostoru vypadaji podminky, které musis splnit?
Kazdou podminku bude vyjadfovat néjaky jev, ktery odpovida tomu, Ze nebyla splnéna.

(3) Spocitej (nebo aspont odhadni) pravdépodobnosti téchto jevi.

(4) Odhadni shora pravdépodobnost sjednoceni téchto jevii (tedy pravdépodobnost toho, ze
nastal alespon jeden tento jev) pomoci souétu jejich pravdépodobnosti.

(5) Ovér, ze soucet pravdépodobnosti je ostfe mensi nez jedna; pokud nahodou neni, tak
zkontroluj vSechny svoje vypocty, a pokud to stale nefunguje, vrat se k bodu (1).

(6) VSechny podminky budou splnény s nenulovou pravdépodobnosti, takze existuje volba,
kterd vSechny podminky spliiuje. Hotovo!

Uloha 3. Chceme rozdélit skupinu PraSatek na étyfi tymy. Mame pfitom podminky typu ,z této
skupinky PraSatek o velikosti n musi byt alespon jedno PraSatko v kazdém tymu“. Dokaz, Ze je-li
podminek méné nez i . (%)n, Ize PraSatka rozdélit pozadovanym zpuasobem.

Obecné plati, ze vzdy chceme pracovat s co nejjednodussim pravdépodobnostnim prostorem,
aby se s nim dobre pocitalo. Pfekvapivé Casto totiz i pomérné ,hloupé“ metody daji dostatecné
silny odhad. Napriklad pokud se v nasledujicich tlohach rozhodnes, ze budes volit £ ndhodnych
objektt z n, tak je nejintuitivnéjsi vybrat ndhodnou k-tici, coz se da udélat (Z) zpusoby. Mnohdy se
viak vyplati provést misto toho k nezavislych nahodnych vybéri, takze mas nF moznych vysledkii
a néktery objekt muze byt vybran vicekrat. Pocitani bude nicméné jednodussi a tlohy obvykle
povoluji i takova FesSeni, ackoli vedou na trochu horsi odhad.

2Nebo vyhrozujeme — zalezi na Tvém thlu pohledu.

3V angli¢ting (a ¢asto i v ¢esting) se mu Fika union bound.

4Kromé té, ktera je oznacend jako tézka. Neni tézka pro nic za nic.
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Uloha 4. V matematické soutézi fesilo 200 studentt Sest tloh. Vime, ze kazdou tlohu vyfesilo
alesponn 120 studentt. Dokaz, ze mizeme vybrat dvojici studentt tak, aby dohromady vyfesili
vSechny tlohy. (IMC 2002)

Uloha 5. Protahni se. Pokud je pobliz piiroda, jdi se projit a zaposlouchej se do cvrlikéni ptaki.
Pokud si toto ¢tes pfi hodiné pod lavici, dojdi si na zachod.

Uloha 6. V jazykové skole je 500 uditelt, ktefi vyucuji dohromady 2n jazykt, pticemz kazdy
ucitel ovlada alespon n jazykd. Ukaz, ze mizeme vybrat nejvyse 14 jazykt tak, aby kazdy ucitel
mluvil alespon jednim z nich.

Uloha 7. (poéitaci) Na skolni vylet jede 90 déti, pticemz kazdé z nich m4 alespoti 30 kamaradt
(kamaradstvi je vzajemné). Dokaz, ze déti muzeme rozdélit do t¥i 30¢lennych skupin tak, ze kazdé

dité bude mit ve své skupince alespon jednoho kamarada. (Celostatni kolo MO 2011/2012)
Uloha 8. (tézka) Rekneme, Ze permutace mnoziny {1,...,2n} je roztomild, pokud se nékteré
dva po sobé jdouci prvky lisi pravé o n. Ukaz, Ze roztomilych permutaci je alespon tolik jako
neroztomilych. (IMO 1989)

Zatimco pravdépodobnostni pojmy, se kterymi jsme pracovali v pfedchozim dile, byly matema-
tikiim znamé jiz nékolik set let, pravdépodobnostni metoda je mnohem mladsi: ve druhé poloviné
dvacatého stoleti ji zpopularizoval znamy madarsky matematik Paul Erdés®. Nasledujici prekva-
pivy fakt, ktery pro Tebe formulujeme jako tlohu, je jen jednim z mnoha, které Erd&s pomoci
pravdépodobnostni metody dokazal.

Uloha 9. (t&7kd) Na vecirek pfislo 2/2 hosti. Kazdi dva se bud znaji, nebo neznaji (zndmosti
jsou vzadjemné). Dokaz, ze se mohlo stit, aby se na ve¢irku nevyskytlo ani n lidi, ktefi se vSichni
navzajem znaji, ani n lidi, ktefi se vSichni navzajem neznaji.

Pro¢ je tento fakt tak prekvapivy? Zkus sam (sama) najit co nejvétsi vecirek, kde neexistuje
ani n lidi, ktefi se vSichni znaji, ani n lidi, ktefi se vsSichni neznaji. Neni tak tézké dosdhnout
velikosti (n — 1)2 tak, Ze pozveme n — 1 skupinek o velikosti n — 1 takovych, Ze hosté uvnitt
kazdé skupinky se vSichni znaji, ale mimo skupinky se nikdo nezna. Na prvni pohled ale vi-
bec neni jasné, jestli jde néjaky vétsi vecirek najit. Prfedchozi tuloha vSak tvrdi, Ze je mozné
najit vecirek o velikosti dokonce 2n/2 coz je pro dostatecné velké n mnohem vice nez pouhé
(n — 1)2: naptiklad pro n = 100 je prvni vyraz pfiblizné 10 000, zatimco ten druhy je pfi-
blizné 1 000 000 000 000 000. Navic z poctivého vypoctu plyne, ze pro n = 100 ma alespon
99,99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999

999999999999999999999999999999999999999999999999999999998 procent® veirku s 2100/2 ycast-
niky pozadovanou vlastnost. Pfesto je t&zké néjaky konkrétni popsat! Uloha se tak trochu podobé
prisloveénému hledani sena v kupce sena. Kupka obsahuje zatracené malo jehel, tedy vecirku, kde
najdeme 100 lidi, ktefi se navzajem znaji, nebo 100 lidi, ktefi se navzajem neznaji. Na druhou
stranu, kdyz sahame do kupky, tedy pokousime se sestrojit néjaky vecirek s pozadovanou vlast-
nosti, tahdme samé jehly. Pravdépodobnostni metoda elegantné tento problém fesi tim, Ze pouze
dokaze, ze uvnitf kupky néjaké seno musi byt.

Rovnéz plati, Ze pokud na veéirek prijde 4™ lidi, uré¢ité najdes n takovych, ktefi se bud vsichni

5Paul (madarsky Pal) Erdés (1913-1996) proslul tim, Ze za sviij zivot vytesil obrovskou spoustu
problému a spolupracoval s podobné ohromnym poctem lidi.
6Seriézni védci samoziejmé takovéto zapisy Gisel nepouzivaji, protoze jsou nepraktické. Hodi se
leda tak k tomu, kdyz chcete nékoho Sokovat, o coz jsme ted pravé usilovali. Ty se nds prosim ve
svych fegenich Sokovat nesnaz a pis radsi 1015 & 100(1 — 107143) nez ty nase zrtdy.
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znaji, nebo vsichni neznaji. Tomuto faktu se ¥ikd Ramseyova véta’ .

Ndahodné veliCiny

Douféme, ze sis na predchozich pfikladech osvézil(a), jak funguji pravdépodobnostni prostory. Nyni
je na Case predvést si novy koncept. Podobné jako u pravdépodobnostnich prostort ¢i nezavislosti
vSak vlastné nebudeme délat nic jiného, nez exaktné formulovat véci, které jsou Ti asi intuitivné
docela jasné.

Vysledkem pravdépodobnostnich pokusu je obvykle ¢islo. Proto i elementarni jevy naseho pro-
storu jsou Casto cCisla — kupiikladu v pripadé hodu kostkou byla nasim prostorem mnozina ¢isel
{1,2,...,6}. Pokud jsou skutecné prvky prostoru ¢isla, mizeme dale klast zvidavé otazky, tieba:
»,Jaky je prumérny vysledek pokusu?“ Treba v naSem prikladu s kostkou je aritmeticky prameér
moznych vysledkt roven 1E2t46 — 35 ok Jingmi slovy, pfi priimérném hodu padne 3,5 ok.
Samoziejmé 3,5 ok nikdy padnout nemuze, ale intuice ndm veli ocekavat, Ze pokud hodime kostkou
stokrat, celkovy pocet ok se bude pohybovat okolo 350.

Ne vzdy je ale nas prostor takto jednoduchy. Uvazme tfeba prostor odpovidajici hodu tfemi min-
cemi. V takovém piipadé mame 23 = 8 moznych vysledki. Reknéme, 7e nas zajima, kolikrat padla
panna. Prostym vyétem moznosti zjistujeme, Ze s pravdépodobnosti % nepadla zadné a s pravdépo-
dobnosti % padla jedna panna. Dale s pravdépodobnosti % padly dvé panny a s pravdépodobnosti

% padly tfi panny.

Q
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Nyni nas opét muze zajimat, kolik panen padne v priméru, hodime-li trikrat minci. V takovém
pfipadé bud budeme pocitat priimér ze vSech osmi moznych vysledkt, nebo si uSetfime praci a pou-
zijeme vazeny pruameér, tedy kazdy mozny vysledek vynasobime jeho pravdépodobnosti. Dostavame,

"Frank Ramsey (1903-1930) touto vétou zalozil obor, kterému se dnes iik4 Ramseyova teorie.
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ze prumérny pocet panen je é -0+ % -1+ % -24 é -3 = 3*2%3 = 1,5. To je zcela v souladu s nasi
intuici, protoze v jednom hodu minci pramérné padne 0,5 panny, takze ve tfech hodech ocekdvame
3:0,5 = 1,5 panny.

Ackoli nés tento priklad na zacatku predchoziho dilu vedl k zavedeni pravdépodobnosti, vlastné
zatim nemame zadny zpusob, jak zformalizovat Gvahu ,tfikrat hodime minci a pokazdé v priméru
padne 0,5 panny, takze dohromady v priméru padne 1,5 panny“. Neboj, za chvili se to zméni!

Uloha 10.

(1) Rozmysli si, ze hodime-li n mincemi, je pravdépodobnost, Ze padne k panen, stejna jako
pravdépodobnost toho, ze padne n — k panen.

(2) Na zakladé toho spocti primérny pocet panen, které padnou pfi hodu n mincemi.

vlastné nas z néj zajima jen jeden jeho aspekt, tedy chceme kazdy elementarni jev nahradit néjakym
¢islem.
Formalné je ndhodné veli¢ina funkce, kterd kazdému prvku prostoru pfifadi néjaké realné ¢islo.

Definice. Méjme koneény pravdépodobnostni prostor 2. Nahodna veli¢éina X na prostoru Q je
libovolna funkce z €2 do R.

Nahodné veli¢iny je zvykem znacit velkymi pismeny z konce abecedy, tedy X, Y, Z. V pfipadé
hodu tfemi mincemi muzeme zavést ndhodnou velicinu, kterd pro kazdou trojici hodua fika, kolik
panen celkové padlo. Tento pfiklad mozna pusobi az prilis jednoduse. Pravdépodobnostni prostory
jsou ale ¢asto mnohem slozitéjsi. Pfedstav si tfeba, ze zajde$ do knihovny a pujcis si tam ndhodnou
knizku. Tomuto pokusu odpovidd nesmirné slozity prostor obsahujici vSechny knihy v knihovné.
Tteba nas ale zajima jen to, jaky je prumérny pocet stranek pujcéené knizky nebo kolik je v ni
obrazkii. Potom se hodi pro tento parametr zavést ndhodnou veli¢inu.

Vsimni si, ze pokud se divime na ndhodnou veli¢inu na obrazku, jsou tyto t¥i elementarni
jevy w1 = (panna, orel, orel), we = (orel, panna, orel) a w3 = (orel, orel, panna) nerozlisitelné —
vSechny déavaji tu samou hodnotu. Vzhledem k tomu, Ze ndhodné veli¢ina je funkce, mtizeme také
psat X(w1) = X(w2) = X(w3) = 1. Jakmile zavedeme ndhodnou veli¢inu, nabizi se seskupit si
myslenkové elementarni jevy daného prostoru podle toho, jaky pro né da nase ndhodna veli¢ina
vysledek.

Jev, ktery je tvofen pravé témi elementarnimi jevy, pro které dava veli¢ina X vysledek x, se znaci
prosté , X = z“. V nasem pripadé s ndhodnou veli¢inou X, jejiz hodnotou je celkovy pocet panen,
jevem X = 1 myslime pfesné mnozinu trojic (panna, orel, orel), (orel, panna, orel) a (orel, orel,
panna). Muzeme pak psat P(X = 1) = %. Zcela obdobné pak muzeme definovat jevy X > z atd.
V nagem piikladé tak P(X >2) =1 + 2 =1,
jevi X =2 a X = 3.

Tento zpilisob priace s ndhodnymi veli¢inami presné odpovidé histogramu na obrazku. Kdyz
pracujeme s nahodnou veli¢inou, casto mizeme v jistém smyslu zapomenout na to, jak vypada
puvodni pravdépodobnostni prostor. Sta¢i umét spocitat pravdépodobnosti jevi typu X = .

S nadhodnymi veli¢éinami budeme pozdéji chtit pracovat podobné jako s normalnimi ¢isly, speci-
alné je budeme chtit s¢itat. Dvé ndhodné veli¢iny mizeme secist pouze tehdy, jsou-li obé definovany
pro stejny pravdépodobnostni prostor. Souétem X; + Xo pak prosté myslime veli¢inu, kterd pro
kazdy elementarni jev w dava X1 (w)+ X2 (w). Treba v nasem pripadé s hodem kostkou, kde X znaci
pocet ok, ktera padla (tedy jsou na horni sténé kostky), mizeme také definovat veli¢inu Y znaéici,
kolik ok je na dolni sténé kostky. Obé jsou definované pro stejny pravdépodobnostni prostor, takze
je muzeme secist. Vysledkem je ponékud nudné nadhodna veli¢ina X + Y, kterd pro kazdy mozny
jev dava hodnotu 7.

nebot jev X > 2 je sjednocenim dvou disjunktnich

Stejné jako soucet muzeme definovat i jiné operace jako ¢-X (hodnoty X vynésobime konstantou
¢), X1-X2 nebo 1/X. V nasem piikladu z knihovny tak kuptikladu miizeme uvézit pocet slov a pocet
kapitol v ndhodné vybrané knize, coz jsou dvé nahodné veli¢iny. Po jejich vydéleni dostaneme
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prumérny pocet slov na kapitolu, coz je opét ndhodna veli¢ina nabyvajici riznych hodnot pro
ruzné knizky.
Uloha 11.

(1) Pro jaké ndhodné veli¢iny X plati X + X =2 X7

(2) Pro jaké ndhodné veli¢iny X plati X - X = X7

Stiedni hodnota nahodné veliciny

Lottery: a tax on people who are bad at math.
Ambrose Bierce

Kdyz jsme déavali priklady toho, k ¢emu jsou dobré ndhodné veli¢iny, ukazovali jsme, jak spocitat
vazeny aritmeticky primér hodnot ndhodné veli¢iny. Tomuto ,,priméru ndhodné veli¢iny“ se rika
st¥edni hodnota®.

V ptipadé klasického pravdépodobnostniho prostoru (napf. hodu kostkou) je stfedni hodnotou
normalni aritmeticky priimér. Pokud ale pracujeme s obecnym kone¢nym prostorem (a obvykle i pfi
préaci s klasickym prostorem), pouzivame vazeny aritmeticky pramér, tedy séitdme mozné vysledky
vynasobené jejich pravdépodobnosti.

Definice. Mg&jme néhodnou veli¢inu X definovanou pro prostor Q@ = {wi,ws,...,ws}.2 Potom
stfedni hodnotou X myslime vyraz

E(X) =P(w1) - X(w1) + P(w2) - X(w2) + -+ + P(wn) - X(wn).

V pripadé klasického pravdépodobnostniho prostoru tak specidlné dostavame E(X) = (X (w1) +
+X(w2) + -+ + X(wn))/n. Kdyz jsme motivovali stfedni hodnotu tim, Ze jsme spocitali stfedni
pocet padlych panen pfi hodu tfemi mincemi, bylo pro vypocet snazsi elementarni jevy sesku-
pit podle toho, jaky vysledek dala ndhodné veli¢ina. Nabyvé-li obecné ndhodna veli¢ina hodnot
T1,T2,...,Tm, mizeme pouzit nasledujici vzorecek:

EX)=PX=z1) 21+ P(X =22) 22+ - -+ P(X =am) zm.

Uloha 12. Rozmysli si, Ze tento vzoredek opravdu plyne z definice stfedni hodnoty.

Uloha 13. Najdi ndhodnou veli¢inu X nabyvajici kladnych hodnot, pro kterou plati E(X) > 2
a zaroven E(1/X) > 2.

K ¢emu je stfedni hodnota dobra v praxi? Abychom si odpovédéli na tuto otazku, vratme se
do poloviny sedmnéctého stoleti, kdy byly zaklady teorie pravdépodobnosti poprvé zformulovany
v korespondenci dvou véhlasnych francouzskych matematiki: Pierra de Fermatal® a Blaise Pas-
calall. Teorii vymysleli, aby odpovédéli na zvidavé otézky jistého francouzského slechtice, ktery si
vydélaval hranim hazardnich her. Jednou z her, ktera slechtice zajimala, byla nasledujici:

Hra. Hodime 24krat dvéma kostkami. Pokud alespon jednou padnou dvé Sestky, vyhrajeme jeden
livre!2. Pokud ne, prohrajeme jeden livre.

Vyplati se hrat tuto hru? To zjistime, kdyZ porovname pravdépodobnost vyhry s pravdépodob-
nosti prohry.

8V angli¢ting se pouziva expected value, coz v doslovném prekladu znamené oéekavana hodnota.

9Jinymi slovy, na$ pravdépodobnostni prostor  sestava z elementérnich jevi wi,wa, ..., wn.

10Pjerre de Fermat (1601-1665) je znam jako autor Malé a Velké Fermatovy véty.

!1Blaise Pascala (1623-1662) asi znas hlavné z fyziky, ackoli se Pascal vénoval i matematice
nebo teologii. Také sestrojil jednu z prvnich mechanickych kalkulacek.

12Jedn4 se o nazev historické mény, kterd byla ve Francii pouzivana od 9. stoleti do roku 1795.
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Uloha 14. Vyjadfi pravdépodobnost vyhry v této he.

Pravdépodobnost vyhry ¢ini v tomto pripadé asi 49 procent, takze se hru hrat nevyplati, i kdyz
to na prvni pohled neni viibec jasné. Vyherni castka vSak nemusi vzdy byt rovna proherni. Zamysli
se nad nasledujici hrou.

Hra. Hodime si poctivou kostkou. Pokud padne 1,2, 3 nebo 4, dostaneme 1 K¢. Jinak prohrajeme
10 K¢.

Chtél(a) bys hrat takovouto hru? Troufdme si tvrdit, Ze ne, intuice totiz ikd, Ze i kdyz je
pravdépodobnost vyhry dvakrat vétsi nez pravdépodobnost prohry, pifi prohie zaplatime desetkrat
vic, nez kolik vydélame pfi vyhte.

A presné v této situaci vstupuje na scénu stfedni hodnota ndhodné veli¢iny. Je-li ndhodnou
veli¢inou nas zisk (prohrajeme-li penize, prosté to znamend, ze zisk je zaporny), stiedni hodnota
nam fika, jaky je ,oCekdvany“ zisk jedné takové hry. Pokud bychom tedy danou hru hrali tisickrat
za sebou, ofekdvame, Ze nas vydélek bude ¢éinit pfiblizné 1000 - E(X). Dalo by se fict, Zze zajimavost
i zdludnost hazardnich her se skryva v tomto vagnim ,ptiblizné“: sice si muzes spocitat, jaky
bude ocekavany vydeélek, ale nikdo Ti nezarudi, ze ho skutecné dosdhnes, protoze mohou nastat
i extrémné nepravdépodobné jevy.

Pro druhou z uvedenych her tak prosté spocitdme, ze stfedni hodnota vydélku X je E(X) =
= % -1+ % -(—10) = _Tw. Ackoli je tedy pravdépodobnost vyhry vétsi nez pravdépodobnost prohry,
1ze ocekavat, ze budeme-li hrat dostatecné dlouho, ztratime v prameéru necelé 3 K¢ kazdou hru.

Na zékonech pravdépodobnosti si postavila zivobyti kupfikladu kasina. Pokud se v kasinu roz-
hodnes hrat néjakou hru zalozenou na ndhodé, muzes se spolehnout na to, Ze vypocitas-li si stfedni
hodnotu svého vydélku, bude vzdy zaporna.

Uloha 15. Pi#i ruleté se kulicka kutéli po obvodu kola, dokud neskonéi v jedné z 37 piihradek
ocislovanymi od 0 do 36 véetné. Uvazme zjednodusenou variantu rulety, kde suda ¢isla kromé nuly
jsou Cernd, licha cisla jsou Cervena a nula zelena. Daji se s ni hrat kupfikladu nasledujici hry:
(1) Vsadis si z K& na to, ze kuli¢ka skon¢i na ¢erném policku. Pokud se tak stane, vrati se Ti
2 -z K¢. Jinak se Ti nevrati nic.
(2) Vsadis si z K¢ na to, ze kulicka skon¢i na konkrétnim policku. Pokud se sazka vydafi, vrati
se Ti 36 - z K¢. Jinak se Ti nevrati nic.

Ovér, ze v obou pripadech je stfedni hodnota vydélku zaporna.

Pravé diky principim pravdépodobnosti funguji i pojistovny. Pojistovani se je totiz vlastné
také forma hazardu. Mizes si byt jisty (jistd), ze ¢astka, kterou po Tobé bude chtit pojistovna
za pojisténi proti povodni, bude zarucené vétsi nez pravdépodobnost povodné vynasobena skodou,
ktera nastane, pokud povoden opravdu pfijde.

Presto mame o pojistovani ponékud jiné smysleni nez o hazardu. Jeden dilezity rozdil je v tom,
ze povodné nepfichézeji moc casto, ale kdyz pfijdou, napachaji obvykle velké skody. Nam tak
nevadi, Ze si platime za to, Ze v pfipadé nepravdépodobné udalosti nepfijdeme na mizinu.

Pokud se Ti nékdy v budoucnu pfihodi, ze budes vlastnit hotel, asi se Ti vyplati jej pojistit proti
zivelné pohromé, vypuknuti nakazlivé nemoci apod. Pokud se Ti ale nékdy v budoucnu pfihodi,
7e budes vlastnit tisice hoteltt po celém svété, vzpomerti si na tuto kapitolu!® a uvédom si, ze
se nevyplati pojistovat jednotlivé kazdy hotel. Kazdym rokem sice pravdépodobné nékolik hotelt
postihne néjakd pohroma, ale usly zisk bude vice nez vyvazen vydélkem zbylych hotela. Kdybys
misto toho kazdy hotel pojistil(a), sice by Ti pojistovna v pfipadé pohromy zaplatila usly zisk, ale
dohromady bys zaplatil(a) vic, nez kolik bys dostal(a).14

Sumacni notace

Drfive nez budeme moci pokracovat ve zkoumani ndhodnych veli¢in, zavedeme si nové znaceni, které

13A na nés.
4Tomuto principu se #ikd samopojisténi.



Celkem casto se stava, ze chceme secist néjaky velky pocet ¢isel, tfeba vSechna pfirozena ¢isla od
1 do 100. V takovém piipadé napiseme prosté jen 14+2+- - -+100 a pfedpokladame, ze kazdy pochopi,
co tim myslime. Nékdy dokonce pocet séitanci ani nezname predem; tfeba kdyz s¢itame ¢isla od 1
do n, zapiSeme to prosté jako 1+2+---+n. V pfedchozim dile v kapitole o nekone¢nych prostorech
jsme se dokonce setkali s nekoneé¢nymi soucty, coz vedlo k vyrazum jako 1 + % + % + é + o =2,

Tento trojteckovy zapis je pohodlny a skvéle funguje pro jednoduché pfipady. Nicméné ma i své
problémy. Muze stat, Ze existuje vic nez jedna rozumna interpretace takového zapisu, coz muze
vést k nedorozumeénim: naptiklad 345+ 7+ - - -+ 97 muze znamenat soucet vSech lichych ¢isel od
3 do 97, ale stejné tak dobfe to muze byt soucet vSech lichych prvocisel mensich nez 100. Tézce
spoléhdme na lidskou intuici, protoze vlastné neexistuje zddna jednoznac¢né spravna interpretace
t¥i tecek, takze i nejjednodussi vyrazy jako 1+ 2+ --- 4 100 oplyvaji jistou nejednoznacnosti.

Taky se nam muze stat, Ze misto posloupnosti budeme sc¢itat ¢isla v néjaké tabulce. Pak zacina
byt intuitivni zapis nepiehledny a komplikovany, protoze tam téch trojtecek zkratka je trochu moc.
V Gplné obecném pripadé vSak ani nevime, jestli se mnozina ¢isel, ktera s¢itame, da pékné predstavit
jako posloupnost, tabulka nebo néco uplné jiného. Prikladem je tfeba nase definice stfedni hodnoty
nahodné veli¢iny. Tu spocteme tak, ze se¢teme vyrazy P(w) - X (w) pro vSechna w € Q.

Hodil by se tedy néjaky elegantnéjsi zapis pro ,,podivej se na vSechny w € €, spocti, kolik je
P(w) - X(w), a vSechna tahle ¢isla secti“.

Takovy zéapis si ted predstavime. Zakladnim kamenem nové notace je velké fecké pismeno
sigma: X.1° Vyrazu, ktery s jeho pomoci vytvofime, pak fikdime suma. Notaci pouzivime na-
sledovné: pokud chceme prosté secist ¢isla od a do b véetné, napiseme

i=a

Tim myslime: Predstav si, ze proménna i je na zacatku a a my k ni v kazdém kroku pficteme
jedna, nez se dostaneme na b. V kazdém kroku (vCetné toho, kdy ¢ = b) si navic pfipo¢teme
i k vyslednému souctu. Pokud bychom tak chtéli seéist licha ¢isla od 3 do 97, napiSeme prosté

28 [(2i+1). Tato notace totiz znamend soucet (2:1+1)+(2-241)+- - -4 (2-48+1) = 345+ -+97.
Pokud chceme séitat hodnoty néjaké obecné funkce f, napiseme prosté E?:a f@@).

Novou proménnou, kterou jsme zavedli v 3 notaci, je zvykem znacit ¢, j nebo k. Samozfejmé ji
muzes znacit jak chces, pokud se tak nejmenuje néjaka jind proménnda, kterou uz pouzivas. Pozor,
tato novad proménnd ma vyznam pouze ,uvnitt sumy*!

Uloha 16. Rozmysli si, ze

1) Y, (FG) +9() = X0, F6) + Y0, 90),
2) S e f() =c- X0, FG),
(3) Yh_ge=(b—a+1)-c

Nova notace na prvni pohled miize ptisobit zbytecné slozité, ale jeji vyhoda se dostavi, hned jak
jicim prikladu.
Uloha 17. 'V tabulce 10 x 10 jsou napsana pfirozena &isla tak, Ze v policku na i-tém fadku a j-tém
sloupecku je napsano ¢islo 7 + 2 - j. Jaky je soucet Cisel v tabulce?

Uloha se da vyfesit riznymi zpiisoby. My si ukdZzeme p¥istup ,prosté to seétu“, ktery je velice
snadny, pokud ses jiz se sumami trochu szil(a).

15V tecké abecedé X odpovida ,,S“, jez je podateénim pismenem latinského summa. Mimocho-
dem, jestli ses uz nékdy setkal(a) se znakem pro integral f, asi uz tusis, pro¢ pripominda protahlé
pismeno S.
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Reseni. Pro i-ty fadek si napiSeme soudet ¢isel na tomto Ffadku jako 2;0:1 (i4+2-7). Celkovy
soucet vSech ¢isel v tabulce je tak

10 10
> 2 +2:).
i=1j=1

Z predeslé ulohy uz vime, Ze vnitini sumu mtzeme upravit jako

10 10
S +24)=10-i +2-) 4.

Jj=1 Jj=1

Snadno spoéteme, zZe EJI-O=1 j = 55. Mtzeme tak dosadit do vyrazu s dvojitou sumou a spocitat

10 10 10 10
S>> G +2-5)=> (2-55+10-i) =10-2-55+10- Y i = 1100 + 10 - 55 = 1650.
i=1j=1 i=1 i=1

Vsimni si, ze nezalezi na tom, jestli se rozhodneme ¢isla v tabulce s¢itat po fadcich, nebo po
sloupedcich (my scitali po Fadcich). To zni jako nevinny a zcela trividlni fakt, ale jednd se o jeden
z nejvétsich trik@t v matematicel®, ktery zanedlouho také nejednou pouzijeme.

Sumy se navic na rozdil od trojteckové notace daji pouzit i ve chvili, kdy s¢itdme pfes netradi¢ni
mnoziny, jako tfeba lichd prvocisla mensi nez 100. V takovém piipadé se obvykle prosté napise

> »

p je prvocislo,
3<p<100
Jak jsme jiz naznacili, pro nas budou sumy nesmirné uzitecné pfi pocitani s ndhodnymi velici-
nami, napfiklad stfedni hodnota se spocita tak, ze pro vSechny elementarni jevy w naseho prostoru
se¢teme P(w) - X (w). V nasi notaci pak prosté piseme

E(X) =Y Pw)X(w).

weN

Tim myslime, Ze dany vyraz seCteme pro uplné vsechny w, pro ktera plati w € Q.

Jak vi§, stfedni hodnotu také mizeme pocitat tak, ze seskupime elementarni jevy podle toho,
jaky davaji vysledek, a spoé¢itdme vazeny pramér. Oznacime-li obor hodnot X jako H(X), miZzeme
psdt B(X) =3 cgx)P(X =2) 2.

Linearita stfedni hodnoty

Nahodné veli¢iny jsou nesmirné uziteCnym néstrojem, ale aby se projevily v plné sile, musime
jich obvykle mit vicero. V této kapitole si ukdzeme, jak pracovat s nékolika ndhodnymi veli¢inami.
Zakladnim nastrojem je takzvana linearita stfedni hodnoty, coz neni nic jiného nez pozorovani, ze
stfedni hodnota souctu nékolika veli¢in je rovna souctu jejich stfednich hodnot.

Vratme se nyni k nasemu pravdépodobnostnimu prostoru odpovidajicimu tfem hodéim minci.
Uvazovali jsme ndhodnou veli¢inu X, kterd odpovida poc¢tu panen, které padly. Spocetli jsme, ze
stfedni hodnota X je 1,5.

Jak jsme si také rekli, vysledek 1,5 je velice pfirozeny: pokud si totiz hodime jen jednou minci,
stfedni hodnota poctu panen bude 0,5. Pfi hodu tfemi mincemi tak ocekavame, Ze stiedni hodnota
bude tiikrat vétsi.

16 A také v tidetnictvi pred ptichodem poéitacii: chees-li si byt opravdu jisty (jistd), ze jsi spravné
seCetl(a) vyplaty deseti zaméstnanct za dvanact mésici, se¢ti nejprve vyplaty v tabulce po zamést-
nancich a pak po mésicich.
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To je velice intuitivni myslenka, ale i takové se museji dokazat. Z definice ndhodné veli¢iny
nic takového totiz neplyne! Veli¢ina ,pocet panen pii hodu tfemi mincemi“ je dokonce definovana
na jiném prostoru nez veli¢ina ,,pocet panen pfi hodu jednou minci“. UkaZzme si nyni jednoduchy
dtkaz této myslenky feceny v jazyce ndhodnych veli¢in.

Zavedeme si na nasem osmiprvkovém prostoru tfi ndhodné velic¢iny X1, X2 a X3, kde X; fika,
kolik panen padlo v i-tém kroku. Naptiklad X; je rovno jedné pro ¢ty¥i elementarni jevy (panna,
panna, panna)'”, (panna, panna, orel), (panna, orel, panna) a (panna, orel, orel). Jinak je X; rovno
nule.

Vsimni si, ze pro kazdy jev w plati X(w) = Xi(w) + X2(w) + X3(w). Napiiklad pro jev
w = (panna,orel, panna) je Xi1(w) = 1, Xo(w) = 0, X3(w) =1 a X(w) =14+0+1= 2. To

v nasem zapisu zapisujeme jako X = X1 + X2 + X3.
&

&

Q

3

P

b

X;: 0 0 0 0 1 1 1
Xo: 0 0 1 1 0 0 1
Xy: 0 1 0 1 0 1 1
X=X14+Xo+Xs5: 0 1 1 2 1 2 3

Dale si v8imni, ze E(X1) = E(X2) = E(X3) = 0,5. A ted pfijde trik: Protoze X = X1+ X2+ X3,
muzeme vyjadrit stfedni hodnotu X jako soucet stfednich hodnot velicin X1, X2 a X3, ktery ale
snadno spocitame:

E(X)= ) Pw) Xw) =Y Pw) (Xi(w)+ Xz(w) + X3(w))
weN weN
=Y PW) Xi(w)+ ) Pw) Xz2(w) + Y P(w)- X3(w)
we weN weN

= E(X1) + E(X2) + E(X3) = 0,5+ 0,5+ 0,5 = 1,5.

Faktu, ze predchozi vypocet funguje, se fika linearita stfedni hodnoty. Pojdme si ho nyni
zformulovat jako obecné tvrzeni.

Tvrzeni. (linearita stfedni hodnoty) Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a redlné ¢islo ¢ plati
E(c-X) = ¢+ E(X). Déle necht X1,Xo,...,Xn jsou ndhodné veli¢iny definované pro stejny prav-
dépodobnostni prostor Q. Potom E(X1 + X + -+ + Xn) = E(X1) + E(X2) + -+ - + E(X»n).

Dikaz. 'V prvnim ptipadé chceme dokazat, ze

Y PW)-eX(w)=c¢ Y Pw): X(w),

wen we

7Tedy v prvnim, druhém i ve tfetim kroku padla panna.
12



coz je ale pouhé vytknuti ¢éisla ¢ pred sumu.
Prepiseme-li druhy bod tvrzeni v jazyce sum, chceme dokazat, ze vyraz

n

B(X1 4+ Xo+- 4 Xn) =Y Pw)) Xiw) =Y > PwXiw)

weN =1 weNi=1

je rovny vyrazu

E(X1) +E(X2) +--- + E(Xn) = Zn: Y P(w)Xi(w).
1i=1we

To je ale pouhé piehozeni sum (chces-li, s¢itdme prvky po fadcich a po sloupeécich).

Poznamenejme, ze ackoli jsme si linearitu stfedni hodnoty ukézali na ptrikladu hodu tfemi min-
cemi, které jsou na sobé nezavislé, linearita stfedni hodnoty viibec zadnou nezavislost nevyzaduje,
funguje vzdy!

Uloha 18. Viki si hodil deseti kostkami a Jachym si dvacetkrat hodil falesnou minci, na které
pada panna s pravdépodobnosti 0,2. Potom od celkového poctu ok, kterd padla Vikimu, odecetli
dvojnasobek celkového poctu panen, které padly Jachymovi. Jaka je stfedni hodnota vysledku?

Dej si pozor na to, ze pfedchozi tvrzeni funguje pouze pro soucet ndhodnych veli¢in a obecné

neplati pro jiné operace.
Uloha 19. Najdi dvé ndhodné veli¢iny X1, X2 takové, ze E(X1) - E(X2) # E(X1 - X2).

Linearita stfedni hodnoty je nesmirné uzite¢ny nastroj. Pojdme si ukdzat jeho pouziti na nasle-

dujici uloze.
Uloha 20. Na celostatni kolo matematické olympiady dorazilo n soutézicich, pri¢emz kazdy do-
stal visacku. Visacky se nicméné nedopatfenim zamichaly a byly rozdany nahodné — kazdé mozné
rozdéleni ma stejnou pravdépodobnost. Jaky je stfedni pocet soutézicich, ktefi dostali visacku se
svym jménem?

Spocitejme nejprve, jaky je vysledek pro néjaké malé n, feknéme n = 4. OznaCme si Ctyfi
uéastniky pismeny A, B, C, D. Kazdé mozné rozdéleni visacek odpovidd néjaké permutaci ctyt
pismenek A, B, C, D. My méame pro kazdou permutaci spocitat, kolik ucastnikia dostalo svoji
visacku — takové ucastniky budeme nazyvat spokojenymi. V nasledujici tabulce kazda permutace
odpovida jednomu sloupecku a spokojeni tcastnici jsou vyznaceni tué¢né. My mame spocitat pru-
meérny pocet spokojenych tcastnikl, tedy mame seéist hodnoty pro vSechny sloupecky, coz jsme
udélali v posledni fadce. Nasledné mame vydélit 4! = 24, abychom dostali pravdépodobnost.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 ¥
A: A AAAAABBBBBDBU CCOCCCCDUDUDDDD 6
BB BCCDDAACCDDAADBDBDUDAADBBT CC 6
C: CDBDBCCDADACBUDADABI BT CATCATB 6
D DCDBCBDCDACADIBDAIBACDBTU CAUB AG®EG6
>4 2 2112201001 102 1 0001 1 2 0 0 24

Oznacime-li X pocet spokojenych ti¢astnikd, pohledem na posledni fadku vidime, ze P(X = 0) =

=32, P(X=1)=2,P(X=2)=£ P(X=3)= 4 aP(X =4) = ;. Tedy

8 6 1 8+2.6+4-1

9
E(X)=0-— +1-— 42 - — +3.044- — =T
(X) 2a Tl oa TP g 0T gy 24

Tento zpusob je dost pracny a viibec neni jasné, jak ho zobecnit pro libovolné n. Co kdybychom
ale spokojené ucastniky séitali po fadcich a ne po sloupeccich? Vidime, ze v kazdé fadce je presné
Sest spokojenych tcéastnikd (posledni sloupecek tabulky), coz viibec neni ndhoda. VSechny visacky
jsou totiz stejné a pro libovolného ucastnika proto musi byt pravdépodobnost, Ze dostane danou
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visacku, stejnd pro vSechny visacky. Jinymi slovy, kdyz se podivas na sloupecky, ve kterych je
A na svém misté, zjistis, ze odpovidaji 3! = 6 permutacim pismenek B, C, D. Tento postup je
velice snadné zobecnit pro libovolné n a sepsat na jeho zakladé ¢isté kombinatorické feseni. My si
ukézeme, jak se da diikaz elegantné zformulovat s vyuzitim linearity stfedni hodnoty, jejiz podstata,
jak vime, je pfesné s¢itani prvkia tabulky po fadcich a po sloupeccich.

Reseni. Zavedme si n nahodnych veli¢in X;, pficemz X; = 1, pokud i-ty soutézici dostal svou
visacku, a X; = 0 jinak. PovSimnéme si, Zze pro nadhodnou veli¢inu X ,pocet soutézicich, kteri
dostali svou visacku® plati X = X7 + Xo + -+ 4+ X,,.

Povsimnéme si, ze pravdépodobnost, ze i-ty soutézici dostal svou visacku, je presné %, nebot
pravdépodobnost, ze dostal danou visacku, musi byt stejna pro vSech n visacek, protoze se vsechny
chovaji stejné. Pro ndhodnou veli¢inu X; tak plati E(X;) = 2 -1+ (1—1).0 = 1.7 linearity
stfedni hodnoty tak plyne

E(X):E(Xl+X2+"'+Xn)ZE(X1)+E(X2)+-'~+E(X7L)=n~%:1.

V predchozim dikazu jsme pouzili ndhodné veliiny, které nabyvaly pouze hodnoty nula, nebo
jedna. Takova veli¢ina se da plné popsat tim, pro které elementarni jevy naseho prostoru dava vy-
sledek jedna. Odpovida tak vlastné presné néjakému jevu. Proto se ndhodné veliciny, které nabyvaji
pouze hodnoty 0, nebo 1, nazyvaji indikatory, nebot indikuji, zda nastal n&jaky jev.

Na prvni pohled se muze zdat, ze jsou indikatory smésné jednoduché. Linearita stfedni hodnoty
ale ukazuje, Ze mohou byt nesmirné uzite¢né, nebot i komplikovanéjsi ndhodné veli¢iny se casto daji
vyjadrit jako soucet indikatort (i pocet padlych panen jsme tak ostatné zapsali). Hlavni vyhodou
této metody je, Ze nas viubec nemusi zajimat, jestli jsou jednotlivé jevy nezavislé, protoze i kdyby
mezi sebou byly provazany néjakymi slozitymi vztahy, tak se jejich stfedni hodnota stale bude
chovat pékné diky linearité stfedni hodnoty.

Tvrzeni. Necht I, je indikator jevu A, tedy ndhodn4 veli¢ina, kterd nabyva hodnoty 1, nastal-li
jev A, a jinak je 0. Potom plati E(I4) = P(A).
Dukaz. Indikator da jednicku pro vSechny elementarni jevy, které lezi v A, takze z definice stiedni
hodnoty plati E(14) =03 ,cq\a P(W) +1-3,c4 P(w) =3, c4 P(w) =P(A).

S indik4torovym trikem po ruce se jiz muzes$ pustit do feSeni nasledujicich tloh!
Uloha 21. Na stole lezi balicek 32 hracich karet. Oto¢ime prvnich pét z nich. Jaka je stfedni
hodnota poc¢tu otocenych srdcovych karet?

Uloha 22. Na sluni¢ku se v krouzku hialo 2018 tuleridtek. Jelikoz jsou tulenatka mald a nepo-
sedné, kazdé z nich v jednu chvili §touchlo do ndhodné zvoleného souseda (do kazdého s pravdépo-
dobnosti %) Jakd je stiedni hodnota poétu $fouchnutych tulenatek?
Uloha 23. Pomoci stfedni hodnoty nahlédni, ze Y ;_o (}) - k= % - 2.
Nasledujici tloha ukazuje, jak moc je uziteéna linearita stfedni hodnoty. Zatimco spocitat E(X)
a E(Y) je jednoduché, zbylé t¥i ¢asti tlohy ukazuji, Ze se zkoumané ndhodné veli¢iny X a Y chovaji
v ruznych ohledech velmi rozdilné.
Uloha 24. Kuba a Rado si n-krat hodili minci. Za kazdé dva po sobé jdouci orly dostane Kuba
bod (dvojice, za které dostava body, se mohou piekryvat). Za kazdého orla nisledovaného pannou
dostane jeden bod Rado. Ozna¢me X a Y ndhodné veli¢iny udévajici poCet bodu, které dostane
Kuba, respektive Rado.
(1) Kolik je E(X) a kolik E(Y)?
(2) Jaké jsou maximalni mozné hodnoty X a Y'?
(3) Reknéme, 7e Kuba ziskd bod za dvojici hodt 4,7 + 1. Jaka je pravdépodobnost, Ze ziské
bod za dvojici hodt i + 1,7 + 27 A kolik to vyjde pro Rada?
(4) (te&zsi) Dokaz, ze pro n > 4 je P(X = 0) vétsi nez P(Y = 0).
14



Pocitani s indikatory se také dobfe chova vuci zakladnim mnozinovym operacim, jak ukazuji
nasledujici priklady:
Uloha 25.
(1) Rozmysli si, ze jsou-li Ix, Iy indikdtory jeva X,Y, tak I = Ix Iy je indikdtor jevu X NY.
(2) Se stejnou notaci jako v prvni ¢asti dokaz, ze I’ = 1— (1 —Ix)(1— Iy) je indikdtor X UY.

(3) (tézka, princip inkluze a exkluze) Ukaz, ze pro libovolnou n-tici jevi Ai,..., A, plati
(v sumé dole s¢itdme pfes vSechny neprazdné podmnoziny S mnoziny {1,...,n})
P(AiUAU---UA,) = > (—1)FP(As, NAs, M- N Ag,).

S={s1,...,5}

Diskrétni prostory*

Nejprve poznamenejme, ze X notace, kterou jsme si zavedli, se dd zobecnit i na nekone¢né soucty.
Chceme-li ,secist“ hodnoty néjaké funkce f:N — R pro vSechna pfirozena cisla, miizeme misto
S+ f(2)+... psat Y o2, f(4). Vsimni si uvozovek v predchozi vété: v pfimém smyslu totiz neni
mozné doslova seéist nekoneéné mnoho &isel.'® S dostateéné krotkymi souéty, coz bude i nas piipad,
nicméné muzeme zachazet Gplné stejné jako s témi konecnymi. Specialné stale miuzeme pouzivat
dpravy pro koneéné souéty, které zname z Ulohy 16. To mimo jiné znamend, 7e se nase definice
nahodné veli¢iny a stfedni hodnoty daji velmi snadno zobecnit z kone¢nych pravdépodobnostnich
prostoru i na nekone¢né diskrétni.

Vratme se nyni k piikladu z minulého dilu, kde jsme uvazovali prostor odpovidajici pokusu,
kdy hézime minci tak dlouho, nez ndm padne panna. V nasem pfikladé byla mince falesné a panna
padla v kazdém pokusu nezavisle s pravdépodobnosti p. Prirozena otazka je, jaky je prumérny pocet
hodt, po kterém nam panna padne. Jinymi slovy chceme znat stfedni hodnotu ndhodné veliciny,
kterd pro vsechna pfirozend i nabyva hodnoty i s pravdépodobnosti p - (1 — p)*~! — to je totiz
presné pravdépodobnost, ze panna padne poprvé v i-tém kroku. Potfebujeme tedy znat hodnotu
nekoneéného souctu y 22, ¢ -p (1 — p)ifl, Ta se da spocitat péknym trikem, ktery si nyni ukaZeme.
Tvrzeni. Hézime-li minci, na které padd panna s pravdépodobnosti p > 0, nez poprvé padne
panna, je stiedni hodnota po¢tu hodi rovna 1/p.

Ovérme, ze vysledek dava smysl — ¢im mensi pravdépodobnost, ze padne panna, tim déle se

v priaméru musime snazit. Speciédlné dostavame, Ze je-li mince férova, tedy p = 1/2, v priméru jsou
potfeba dva hody na to, aby padla panna.
Dikaz. Ozna¢me X nahodnou velié¢inu odpovidajici prvnimu kroku, ve kterém padne panna.
Uvazme nyni prvni krok. Pokud padne panna (to se stane s pravdépodobnosti p), mdme X = 1.
Co kdyz panna nepadne? Jednotlivé hody jsou nezavislé (mince nemé pamét), takze stfedni pocet
hodd, nez padne panna, je pofad E(X). K tomu je pot¥eba pFiéist pravé vykonany krok. Dostdvame
tak rovnici

E(X)=p-14+(1-p)(EX)+1),

jejimz Fesenim je E(X) = %,
Uloha 26. Zkus najit alternativni dtikaz predeslého tvrzeni podle nésledujiciho navodu:

(1) Rozmysli si, ze pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X, kterd mize nabyvat pouze kladnych
celo¢iselnych hodnot, plati E(X) = Y72, P(X > 4).
(2) Uvédom si, kolik je P(X > 4) v naSem piipadé, a secti fadu.

18Procez neexistuje smysluplna odpovéd na otazky typu: ,Kolik je 1 —1+1—1+...7¢
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Nahodné veli¢iny na spocetnych prostorech se oviem nékdy muzou chovat ponékud zaludné,
specialné se mize stat, ze stfedni hodnota ndhodné veliciny vyjde nekonec¢no. Muzeme si napiiklad
vymyslet ndhodnou veli¢inu, kterd m4 s pravdépodobnosti 2~ ¢ hodnotu 2¢. Potom je stfedni hod-
nota takové veli¢iny rovna souctu % -2+ % 44 é -84+ = 00.1? To je také zdrojem nésledujiciho
paradoxu:

Uloha 27. (Petrohradsky paradox) Uvazme nasledujici hru — nejprve zaplatis 1000 K& a pak si
budes hazet minci, nez Ti padne panna. Pokud padla v i-tém kroku, dostanes 2° K¢&. Vyplati se Ti
hru hrat?

Dostaneme, ze hru se vyplati hrat, at uz je vkladni ¢astka jakdkoli, nebot ocekavany zisk bude
vzdy nekone¢no. Problém je v tom, Ze jak jsme si fekli na prikladé pojistovani, pro velké castky
a zna¢né nepravdépodobné jevy uz obcas nemé valny smysl vyvozovat ze stfedni hodnoty néjaké
zavéry. A v tomto pfipadé uz pro n = 100 pracujeme s neskute¢né malymi pravdépodobnostmi,
pro které ziskdme nepredstavitelné bohatstvi.

Uloha 28. Vyplatilo by se Ti pfedchozi hru hrat, pokud by byla velikost vyhry shora omezena
HDP Ceska za rok 2017, tj. 5- 102 K&? Jinymi slovy, ve chvili, kdyby panna v dalsim hodu mohla
vést k vyhie prevySujici tuto mez, tak se uz ve hie nepokracuje a prosté dostanes tyto penize.

Pravdépodobnostni metoda a stfedni hodnota

Pamatujes si jesté, jak jsme na zacatku seridlu s pravdépodobnostni metodou fesili priklady, které
na prvni pohled s pravdépodobnosti viibec nesouvisely? Se stFfedni hodnotou se tato metoda stava
jesté silngjsi! Motto naseho pfistupu na zacatku bylo, Zze pokud mé ndhodné zvife ze ZOO rypacek
s nenulovou pravdépodobnosti, existuje v ZOO zvite, které mé rypacek. Nyni budeme pouzivat
nasledujici: pokud ma nahodné zvife ze ZOO v priméru 4,1 nohou, tak v ZOO existuje zvife, které
mé alespon 4,1 nohou, a stejné tak existuje zvire, které ma nejvyse 4,1 nohou. Vzhledem k tomu,
ze zvifata maji celociselny pocet nohou, musi dokonce existovat zvife s alespon péti nohama a zvife
s nejvyse ¢tyfma nohama. Sila tohoto pfistupu spociva v tom, Ze diky linearité stfedni hodnoty
umime prumérné pocty lecceho pocitat neuvéritelné snadno.

Uloha 29. Na kazdoroéni turnaj ve frisbee dorazilo n tulefii. Vime, ze m dvojic tulent se kama-
radi. Ukaz, Ze je mizeme rozdélit do dvou (ne nutné stejné velkych) tymi tak, aby dvojic, které se
maji rddy a jsou spolu ve stejném tymu, bylo alespon 7.

Reseni. Rozdélme tulené do tymi nahodné, tedy pro kazdého se rozhodneme, do jakého tymu
prijde, nezavisle na ostatnich s pravdépodobnosti % Zavedme indikatorovou ndhodnou veli¢inu X,
1 <4 < m, pro kazdou dvojici tuleni, ktefi se kamaradi. Pravdépodobnost, ze konkrétni dvojice
bude ve stejném tymu, je presné %, nebot s pravdépodobnosti i skonci oba tuleni v prvnim tymu
a se stejnou pravdépodobnosti skonéi oba v druhém tymu.

Necht X je ndhodna veli¢ina udavajici pocet kamaradskych dvojic ve stejném tymu. Mame
X =X1+ X2+ -+ Xm. Z linearity stfedni hodnoty tak dostavame, ze E(X) = E(X1) + E(X2) +

~~-+E(Xm)=m~%.

To ale nutné znamena, ze existuje rozdéleni tulent, pro které je pocet kamarddskych dvojic ve

stejném tymu alespon % Kdyby totiz pro kazdé rozdéleni byl pocet takovych dvojic mensi nez
, i stfedni hodnota by musela byt mensi nez 7', nebot se jedna o primér poctu kamaradskych

dvojic ve stejném tymu pro vSechna mozné rozdéleni.

19Nelekej se symbolu nekonec¢na, ten tady neznamend nic jiného, nez ze tento soudet roste nad
vSechny meze.
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Jak uz se to u ukdzkovych tloh obé&as stavé, pouzili jsme zde kanén na vrabce??. Existuje totiz
i mnohem jednodussi feSeni, které na prvni pohled s tim pravdépodobnostnim viibec nesouvisi.
Uloha 30. Vyies piedchozi piiklad bez pouziti pravdépodobnosti.

Nyni si zkus tento postup aplikovat sdm (sama) na nésledujici pfiklady. Stejné jako u klasické
pravdépodobnostni metody existuje nasledujici recept:

(1) Prectisi v zadani, co mas zvolit, a udélej to ndhodné. Rozmysli si, jaky pravdépodobnostni
prostor odpovida této volbé.

(2) Musis dokdzat, ze pro danou volbu je pocet né¢eho nabyva alespori/nejvyse néjaké hodnoty.
Staci dokazat, ze stfedni hodnota veli¢iny pfi ndhodné volbé je rovna alespoii/nejvyse této
hodnoté.

(3) Spocitej stfedni hodnotu pro svou ndhodnou volbu. Muze se hodit rozlozit danou veli¢inu
na soucet jednoduchych veli¢in a pak pouzit linearitu stfedni hodnoty.

Uloha 31. Mame opét n tuletiti a m kamaradskych dvojic. Dokaz, Ze je mtizeme rozdélit do tii
(ne nutné stejné velkych) tymu tak, aby poéet kamaradskych dvojic ve stejném tymu byl nejvyse
m/3.

Uloha 32. Do soutéze Cesko hleda Superstar se ptihlasilo a soutézicich. Posuzuji je étyii porotci,
pficemz kazdy z nich hodnoti soutéziciho pouze slovy ,dobry“, ,uchazejici“ nebo ,Spatny“. Dokaz,
ze existuji dva porotci, ktefi se shodli na alespon Sestiné soutézicich.

Uloha 33. V turnaji hralo n hraéd, pticemz kazdy hral s kazdym. Po skonéeni turnaje bychom
radi soutézici sefadili tak, Ze prvni porazil druhého, druhy tfetiho atd. Dokaz, ze turnaj mohl
dopadnout tak, aby pocet zptisobu, jak soutézici sefadit, byl alespon 27?%1

Uloha 34. Rozmysli si, ze pokud vyfesi§ n&jaky piiklad (napt. z prvni sekce tohoto dilu) s po-
uzitim nerovnosti P(A1 U--- U A,) < P(A1) + -+ + P(A4y), misto pouziti této nerovnosti muzes
zavést vhodné indikatory a pouzit linearitu stfedni hodnoty. Nova metoda je tedy do jisté miry
zobecnénim zakladni pravdépodobnostni metody.

Uloha 35. Na spolecenském veceru se seslo n ucastnikii a n G¢astnic, ktefi si spolu chtéji zatan-
covat. Pfedpoklddejme, Ze existuje alespoii n2 —n -+ 1 parti (tvofenych osobami opa¢ného pohlavi),

20V tomto piipadé spis tulené.
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které by spolu chtély tancovat. Ukaz, Ze umime vSech 2n taneéniki poparovat tak, aby kazdy
tancoval se clovékem, se kterym tancovat chce.

Uloha 36. (té7ka) Méjme n > 1 relnych &isel, jejichz soucet je nula, a zaroveti je alespoti jedno
z nich nenulové. Ukazte, Ze je muzeme oznacit a1, ..., an tak, aby platilo ajaz+agaz+- - -+anai < 0.
Uloha 37. (t&7k4 a se spojitymi prostory) Tuldk ma kabat o povrchu 1 a na ném pét zaplat

o obsahu % Ukaz, ze se nékteré dvé zaplaty musi pfekryvat na oblasti s obsahem alespon é

Zavér

Moznd Ze jisté ale urcité snad.
Jirt Suchy

Hura! Docetl(a) jsi az na konec druhého dilu. Doufdme, Ze ses uz szil(a) s pravdépodobnostnimi
prostory a ani ndhodné veli¢iny Té dnes nebudou strasit ve spanku. V tomto dile jsme si ukazali,
jak aplikovat nase znalosti k feseni pfikladd, ale do pfistiho dilu si hlavné zapamatuj, co to jsou
nahodné veli¢iny, k ¢emu se muze hodit znat jejich stfedni hodnotu a jak ji vypocist s pouzitim
linearity stfedni hodnoty. Tésime se na Tebe u pfistiho dilu a do té doby prejeme hodné zdaru pti
feSeni soutéznich uloh!

Navody k dlohdam

2. (1) Nic. (2) Nic. (3) Jeden tym muze byt hodné maly. (4) Pravdépodobnost, ze zakazana
skupina je celd v jednom tymu, ted nebude 2 - g;, ale 2 - (168)/(?‘21).
3. Rozdél PraSatka nahodné a pak pokracuj jako ve vzorovém piikladu.

4. Zvol ndhodnou uspofadanou dvojici studentti (zalezi na pofadi a v obou ndhodnych vybérech
muze§ zvolit téhoz studenta). Jaka je pravdépodobnost, Ze ani jeden z nich nevyfesil prvni tlohu?
5. Ucitel(ka) nejspis bude fikat, ze sis mél(a) dojit o prestévce, ale nakonec Té pravdépodobné
pusti.
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6. Nahodné zvol 14 jazyk® nezavislymi ndhodnymi vybéry; pravdépodobnost, Ze jeden z ucitelt
mluvi ndhodné zvolenym jazykem, je alespon % A ano, konstantu 14 jde vyrazné zlepsit.

7. Kdyz déti rozdélime ndhodné, bude pravdépodobnost, Ze dané dité nema ve své skupince

zadného kamarada, rovna nejvyse (gg)/(gg).

8. Nahodné zvol permutaci a podivej se na jednotlivé za sebou jdouci dvojice prvki. Chtéli bychom
pouzit odhad na sjednoceni pravdépodobnosti, jenze nas odhad pomoci souc¢tu odhaduje na druhou
stranu. Plati ale, Zze kdyz od souc¢tu pravdépodobnosti navic odecteme soucet pravdépodobnosti
vSech dvojic jevl, otoci se odhad na druhou stranu.

9. Zvol zndmosti ndhodné. Jaka je pak pravdépodobnost, Ze z danych n lidi se vSichni znaji?
10. Co se stane, pokud prohodime orla a pannu? Ve druhé ¢asti mtzes poparovat jevy, které maji
stejnou pravdépodobnost, vyjde %

15. Prosté to dosad do vzorecku.

16. Prvni dveé c¢asti plynou ze zakladnich vlastnosti aritmetickych operaci; pro tfeti cast uvédom,
kolik s¢itancu tam je.

22. Zaved si indikatory jevi ,k-té tulenatko bylo stouchnuté®.

23. Vyber si z n prvki ndhodnou podmnozinu a podivej se na stiedni hodnotu jeji velikosti.

25. (1) Plyne z definice indikatoru.
(2) Vzpomen na to, jak se pruniky a sjednoceni operace chovaji vii¢i dopliiktim.
(3) Zaved si indikatory a zkus trochu zobecnit poznatky z prvnich dvou ¢asti; na konci kom-
binatoricky nahlédni, jak se ronasobi jeden vyraz.

26. Pouzij,ze2=1+1,3=141+1, atd. Nasledné secti tu fadu.
31. Postupuj stejné jako s rozdélovanim do dvou tymd.
32. Podivej se na ndhodné dva porotce a pro kazdého soutéziciho zaved indikator, Ze se na ném

porotci shodli. Co muzeme fict o pravdépodobnosti toho, Ze se na daném soutézicim nahodni dva
porotci shodli?

33. Reknéme, Ze kazdy zapas skonéil nahodné. Jaka je pravdépodobnost toho, ze pro dané sefazeni
hrac¢t kazdy porazil toho po své pravici?

35. Jaka je stfedni hodnota hodnota poctu ,dobrych® part, poparujeme-li icastniky s icastnicemi
nahodné?

36. Ozna¢ je ndhodné a spocitej E(aiaz). Mize se hodit roznasobit si vyraz (a1 +a2+--- +an)2.
37. Uniformné ndhodné zvol bod na kabéatu, necht se nachézi uvniti D zaplat. Zkus néjak inter-
pretovat a odhadnout vyraz E((g ))-

Podrobné navody k Gloham

2. (1) Nic, prosté by pravdépodobnost jevii A; nebyla piesné 275, ale nejvyse 275.

(2) Nic, pocet ucastnikti pfekvapivé viilbec nehraje roli. Samoziejmé, pokud mame podminky
pro Sestice, musi byt pocet Gcastnikl alespon 6.

(3) Jsou-li vSichni Géastnici v jednom, nebo vSichni v druhém tymu, urcité bude vSech deset
pozadavkl poruseno. To ale znamend, Zze pro 32 podminek mame P(A1 U - - U Az2) <
< P(A1) + -+ + P(As2). I pro 32 podminek tak stejnym postupem dostaneme ostrou
nerovnost P(A; U--- U Asz2) < 1. Bez tohoto pozorovani bychom dostali pouze neostrou
nerovnost, kterd ale nestaci.

(4) V tomto p¥ipadé uz neni pravda, Ze vybrat Sestici znamena udélat Sest nezavislych rozhod-
nuti. Vybrat dvanact ucastniki tak, ze tato dvanactice obsahuje danou Sestici ucastniku,
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znamena, ze musime zvolit 6 zbylych Gcastniki z celkového pocétu 24 — 6 = 18. Mame tedy
18

P(A;) =2- %. Zbyva ovétit, ze 10 - P(A;) < 1, coz pfenechame kalkulackam.
12

3. Rozdélime PraSitka do tymt ndhodné. Musime odhadnout pravdépodobnost, Ze dand sku-
pinka nebude mit reprezentanta v jednom tymu. Zafixujme jednu z podminek ze zadani a oznac¢me
jevem T to, ze dana skupinka PraSatek nemd reprezentanta v néjakém jednom tymu, a jevy T;,
1 <i <4 to, Ze dand skupinka neméa Z4dného reprezentanta v i-tém tymu. Mame P(T;) = (%)n,
nebot pro kazdé PraSatko se rozhodujeme nezavisle. Déle P(T) = P(Th UTo UT3 UTy) < P(T1) +
+P(T2) + P(T3) + P(T4) = 4- (%)n, nebot pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich jevi je rovna
souctu jejich pravdépodobnosti. Mame tedy méné nez i . (%)n jevi, z nichz kazdy nastane s prav-
dépodobnosti nejvyse 4- (%)n Vime, ze pravdépodobnost sjednoceni néjakych jevl je nejvyse rovna
souctu jednotlivych pravdépodobnosti, ten je ale mensi nez % . (%)n 4. (%)n =1.

4. Zvolme dvakrat po sobé ndhodného studenta z 200. Dokazeme, Ze s nenulovou pravdépodob-
nosti tato dvojice vyftesila vSechny priklady. Muze se stat, Zze vybereme dvakrat stejného studenta,
ale to nevadi, nebot pokud jeden student vyftesil vsechno, pfiddme k nému prosté do dvojice libo-
volného jiného studenta; tato dvojice pak opét vyresila vSechno.

Zavedme jevy Ui, Us,...,Us, kde jev U; znamend ,zadny ze zvolenych studentt nevyfesil i-tou
ulohu“. Nejvyse 80 student nevyfesilo prvni ulohu, takze pravdépodobnost toho, Ze ji nevyresil

prvni student, je nejvyde S = % Pro druhého to vyjde stejné a diky nezavislosti dvou voleb tedy

; 200
plati P(U;) < (2)” = 5.
Pravdépodobnost, ze nékterad ze Sesti tloh nebyla vyfesena ani jednim ze zvolenych studentt, od-
hadneme souétem pravdépodobnosti, neboli P(Uy U --- U Us) < P(U1) + -+ + P(Us) < % < 1.

5
Neéktera dvojice proto musela vyfesit vSsechny tlohy.
5. Tak, a ted se mtizes s chuti pustit do dalsich piikladi!

6. Pron < 7 stadi zvolit vsechny jazyky. Predpokladejme dale, Ze se vyucuje alespon 14 jazyku.
Pro ndhodné zvoleny jazyk je pravdépodobnost toho, Ze jim bude pevné zvoleny ucitel mluvit, rovna
alespon jedné poloviné, nebot kazdy ucitel ovlada alespon polovinu vSech vyucovanych jazykt.
Zvolme nezéavisle ndhodné 14 jazykl (jeden jazyk tedy mozné zvolime vicekrat). Nazvéme A; jev
»i-ty ucitel nemluvi Zadnym ze zvolenych jazyki“. Pravdépodobnost, ze prvni ucitel nemluvi prv-
nim z nich, je rovna nejvyse %, stejné tak pro kazdy z jazyku; jelikoz jsme jazyky volili neza-
visle na sobé, dostdavame P(A;) < 2714, Analogickou tivahu muZeme provést i pro ostatni udi-
tele. Ted uz stac¢i odhadnout pravdépodobnost sjednoceni pomoci sou¢tu pravdépodobnosti, tedy
P(A1U---UAs00) < P(A1) + -+ 4+ P(As00) < 500 - 2714 < 1, tak¥e musi existovat volba, pro niz
kazdy ucitel umi alespon jeden zvoleny jazyk.

7. Reknéme, Ze se jedno z déti jmenuje Fila. Pak existuje celkem (gg) 30¢lennych skupin, ve
89—k
29

kamaradua. Pro k& > 30 je (BQZEIC) < (Sg) To znamend, Ze pokud zvolime ndhodné rozdéleni do tii

skupinek, je pravdépodobnost, ze Fila nebude mit ve skupiné kamarada, rovna nejvyse (gg)/(gg) =
= % = % . % % Kazdy z téchto zlomki je roven nejvyse % Dale pravdépodobnost
sjednoceni je nejvyse rovna souctu jednotlivych pravdépodobnosti, takze je pfi ndhodném roz-
) J vy J ych p p ) Je p

déleni pravdépodobnost, Ze néjaké dité nemd zadného kamardda ve své skupince, rovna nejvyse

kterych je Fila; je-li pocet Filovych kamarada k, tak ( ) z nich neobsahuje zadného z Filovych

90 - (%)29 < 1. Proto musi existovat néjaké vyhovujici rozdéleni.

8. Pro libovolné mnoziny S; plati: [S1 US2U---USy| > [S1|+ -+ |Sn| = [S1 N S2| —[S1 N
Sg| — -+ — |Sp—1 N Sp|. V prvnich n ¢élenech totiz zapocteme kazdy prvek ze sjednoceni k-krét,
pokud se vyskytuje v k£ raznych mnozinach S;; tentyz prvek se ale bude nachézet i v pruseciku
libovolné dvojice fe¢enych mnozin, takze ho pak odecteme (g)—kraﬂt. Je tedy dohromady zapocten

presné (k - @)-krét. Tento vyraz je roven nejvyse jedné pro libovolné nezaporné k, takze na
pravé strané zapocteme kazdy ¢len z levé strany nejvyse jednou, ¢imz je nerovnost dokazana.
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Uvazme ndhodnou permutaci 7 a ozna¢me pro 1 <13 < 2n — 1 jako X; jev ,|nw(i) — w(i + 1)| = n*.
Staci nam ukézat, ze plati P(X1 U X2 U+ -+ U Xon_1) > 1. Spocitdme, ze P(X;) = 515 a P(X; U
Xj) =0pro |i—j| =1aPX;UX;) = m jinak. Nakonec pouzijeme dokazanou
nerovnost, kterou jesté pred tim vydélime velikosti celého pravdépodobnostniho prostoru, aby se
z velikosti mnozin staly pravdépodobnosti: P(X1UXaU- - -UX2,-1) > P(X1)+---+P(Xn)-P(X1N

2n—1
X2)=P(X1NX3)— - —P(X2n_2NX2n-1) = (2n—1) 525 — (( ") —(@n— 2)) D =
—1— n—1 __ n > 1
= 2n—1 ~ 2n—-1 = 2°
9. Pro kazdou dvojici se ndhodné rozhodnéme, zda se zna, nebo nezna. Pravdépodobnost, ze

danych n lidi se navzajem zna, je 27(721), nebot pro kazdy z (g) paru se s pravdépodobnosti jedna
polovina rozhodneme, Ze se dani dva lidé budou znat. Stejné tak 27(2) je pravdépodobnost, ze
danych n lidi se navzajem nezna. Pocet zptisobtl, jak z 27*/2 lidi vybrat n, je (27;/2). Pravdépodob-
nost, ze bude existovat n lidi, ktefi se navzajem bud vsichni znaji, nebo vSichni neznaji, je tedy
nejvyse (27;/2) -2 27(3) (zde pouzivame, ze pravdépodobnost sjednoceni je nejvyse rovna souctu
pravdépodobnosti). Nakonec spoéitame, Ze tento vyraz je mensi nez jedna, coz Ti pfenechame jako
ne tak docela jednoduché cviceni.

11. (1) Plati to pro vSechny veli¢iny, nebot pro vSechny elementarni jevy plati X (w) + X (w) =

=2 X(w).

(2) Pro vSechny elementarni jevy w musi byt X(w) - X(w) = X(w), tedy X(w) = 0, nebo
X(w) = 1; naopak kazdd nahodna veli¢ina s touto vlastnosti zfejmé splituje zadanou
rovnici.

12. Rozdélme elementarni jevy do m skupin podle toho, jaky vysledek pro né dava X. Soucet
pravdépodobnosti jevl, pro které je X rovné z;, je z definice P(X = z;). Formuli pak dostaneme
jako soucet prispévku vsech m skupin.

13. Hodime si spravedlivou minci a padne-li panna, poloZzime X = 4, a padne-li orel, definujeme
X =1 Potomje E(X)=E(1/X)=1-4+1-1>2

14. Pravdépodobnost, ze v néjakém kole hodime dvé Sestky, je %. Pravdépodobnost, ze v daném
35

kole nehodime dvé sestky je tak 5g. Pravdépodobnost prohry je tak z nezavislosti jednotlivych
pokust rovna (2—2)24, takze pravdépodobnost vyhry je 1 — (2—2)24 = 0,49.

15. Nehraj ruletu o penize. ;)

18. Necht X znaci celkovy pocet ok a Y celkovy pocet panen. Stfedni hodnota poc¢tu ok pfi
hodu jednou kostkou je 3,5, takze z linearity stfedni hodnoty mame E(X) = 35. Obdobné E(Y) =
= 20-0,2 = 4. Nakonec opét z linearity stfedni hodnoty mame E(X —2Y) = E(X 4+ (-2)-Y) =
=E(X)+ (-2) - E(Y) =27

19. Uvazme kuptikladu hod férovou minci a ndhodnou veli¢inu X, kterd dava 1, padne-li orel,
a 0, padne-li panna. Mame E(X) = % -0+ % 1= % Jak uz vime, plati X - X = X, takze zvolime-li
X1 = X2 = X, mdme E(X1) - E(X2) = %, ale E(X1 - X2) = E(X) = 1.

21. Pro1l <k <5 uvazme jevy Ay ,k-ta karta je srdcova®. Déle pro kazdy jev Ay zavedme jeho
indikator I. Mdme E(I) = P(Ag) = i. Pro celkovy pocet srdcovych karet X plati X = I1+---+15

a z linearity stfedni hodnoty tak méme E(/1 +---+ Is) =E([1)+---+ E(l5) =5 i = %

22. Pro kazdé 1 < k < 2018 zavedeme indikator Iy, pro jev Ay ,k-té tuletidtko bylo sfouchnuté®.
Plati E(I) = P(Ax) = %, nebot tulenidtko nebude stouchnuto jen tehdy, kdyz oba jeho sousedi
$touchnou svého druhého souseda. Pro pocet Stouchnutych tulenidtek X pak mame z linearity

stfedni hodnoty E(X) = E(I1 + -+ - + I2018) = E(/1) + - - - + E(J2018) = 2018 - % _ %-

23. UvaZme ndhodné vybranou podmnozinu n objektu. Pro kazdy jev A; ,i-ty prvek byl vybran
si zavedeme indikétor I;, pro né&jz plati E(I;) = P(4;) = % Stiedni hodnota poc¢tu vybranych
objektt je tedy %. Na druhou stranu ji mizeme vyjadiit jako > 5_q((})/2") - k.
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24. Panny budeme oznacovat jako P a orly jako O.
(1) Zavedeme indikator pro kazdou z n — 1 dvojic. Z linearity stfedni hodnoty pak vyjde "Tfl.
(2) Je to n — 1 pro sekvenci OOOO ... a [n/2] pro sekvenci OPOP...

(3) Vyjde % pro Kubu a 0 pro Rada.

(4) Potfebujeme spocitat pocet Fetézcl tvorenych pismeny O a P takovych, Ze a) neobsahuji
podietézec OO a b) neobsahuji podietézec OP. a) Reknéme, Ze a, je podet Fetézcii na n
prvcich neobsahujici OO. Potom plati a1 = 2, ag = 3. Déle uvazme libovolny fetézec na
n > 3 prvcich neobsahujici OO. Takovy fetézec bud kon¢i na pismeno P, nebo O. V prvnim
pripadé muze byt prvnich n — 1 znakt Fetézce libovolnym fetézcem neobsahujicim OO.
V druhém pfipadé musi byt pfedposledni znak P, ale prvnich n — 2 znaku zase muze byt
libovolny Fetézec neobsahujici OO. Dostavame tak rovnici an, = an—1+an—2, z které muze
pocitat dalsi ¢leny: 2,3,5,8,13,. ... Této posloupnosti se také fika Fibonacciho. b) Jestlize
posloupnost neobsahuje OP, plati, ze jakmile je v posloupnosti néjaké O, napravo od néj
uz musi byt samé Ocka. Kazda takova posloupnost nejdfiv obsahuje néjaky pocet Pcek
(klidné nulovy) a pak n&jaky podet Ocek (také klidné nulovy). Takovych posloupnosti je
n + 1. Stac¢i dokazat a, > n+ 1, coz Ti pfenechame jako snadné cviceni na matematickou
indukci.

25. (1) Soucin dvou indikdtort bude roven jedné pravé tehdy, pokud budou oba z nich nenulové,
takze pro ty jevy, které jsou soucasti X i Y, neboli pro jejich prunik, jinak bude roven
nule, takZe rovnost plyne z definice indikatoru.

(2) Staci vSimnout, ze plati Iy =1—-Ix a X UY = X NY, nacez pouze pouzijeme vysledek
z prvni ¢asti a dostaneme kyzenou rovnost.

(3) Definujeme si pro v8ech n jevit A; jejich indikdtorové veli¢iny I; a pro sjednoceni téchto
jevil indikatorovou veli¢inu I. Jelikoz plati Aj UAsU---UA, = A1 NAxN---N Ay, vy-
plyva z minulého cvigeni vyplyva rovnost 1—1 = (1—11)(1—1I2) ... (1—I). Roznasobime-li

pravou stranu, tak po odecCteni jednicky a vynasobeni —1 dostadvame
I=3%" 11— Yi<jck<n Lilk + -+ (=1)"I1l2 ... In. Uvézenim stfedni hodnoty obou

stran dostaneme dokazovanou rovnost.

26. (1) Méme P(X > 1) =P(X =1)+P(X =2)+...,P(X >2) =P(X =2) + P(X = 3) +...
atd. V sumé > 22, P(X > i) se po takovémto vyjédfeni vSech P(X > 4) vyskytuje kazdy
vyraz P(X = j) pfesné j-krat. Proto }37%; P(X > i) =322, j- P(X = j) = E(X).
(2) V piipadé s minci je P(X > i) = (1 — p)*~!, nebot se to stane pravé tehdy, padne-li
béhem prvnich ¢ — 1 hodt pokazdé orel, takze E(X) =22, (1 — p)t = %, kde jsme secetli
geometricku fadu.

28. Stfedni hodnota vyjde nula, jen kdyz mizeme udélat alespon sto hodu, coz vede na ¢astku
2100 K¢, jez je zasadné vétsi nez HDP Ceska.

30. Budeme tulené do tymu pridavat po jednom. Pokazdé kdyz pridavame nového tulené, uvazime
pratelské vztahy mezi timto tuleném a tuleni, které jsme uz do tymu rozdélili. Aktudlniho tulené
pak prosté dame do tymu, kde je vice jeho kamaradi. Protoze v kazdém kroku byl pocet pfidanych
vztahil uvnitf tymu alespor roven poloviné celkového poc¢tu pfidanych vztahii, musi na konci platit,
ze pocet vztahd uvnitf tymu je alespon polovi¢ni oproti po¢tu vSech vztaht.

31. Postupujeme stejné jako v predchozim prikladu se dvéma tymy. Rozdélime tulené nahodné

a pro kazdou dvojici zavedeme veli¢inu X; indikujici, zda je ve stejném tymu. Dostavame E(X;) =

= % Z linearity stfedni hodnoty je stfedni pocet dvojic ve stejném tymu roven m - %, takze existuje
1

rozdéleni, kde je takovych dvojic nejvyse m - 3.

32. Necht X je ndhodna veli¢ina znadici pocet soutéZicich, na kterych se shodli ndhodni dva
porotci. Staci dokdzat E(X) > &- Déle pro kazdé i oznaéme A; jev ,nédhodni dva porotci se shodli
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na i-tém soutézicim“. Povsimnéme si, ze pro kazdého soutéziciho existuji alespon dva porotci, ktefi
mu dali stejné hodnoceni. Moznych dvojic porotcti je (;1) = 6, takze mame P(A4;) > %.
Pro v8echna 1 < i < a budiz X; indikitor jevu A;. Mame E(X) = E(X1)+E(X2)+---+E(Xq) =

=P(A1) +P(A2) + - +P(4da) > a - &

33. Predstavme si, ze turnaj dopadnul ndhodné, tj. kazdy hrac¢ vyhral kazdy ze svych zapasta
s pravdépodobnosti % Existuje celkem n! riznych sefazeni vSech hracu, protoze ocislujeme-li hrace
¢isly od 1 do n, tak kazdé sefaeni muzeme ztotoznit s néjakou permutaci w. Muzeme si tedy
zavést indikdtor Ir, ktery je roven jedné pravé tehdy, kdyz hra¢ = (i) porazil hrace w(i + 1) pro
i=1,...,n—1, jelikoz jsou véechny vysledky zapasti nezavislé, tak E(I;) = 21~ ™". Z linearity st¥edni
hodnoty je proto pramérny podet vyhovujicich sefazeni roven (s¢itdme pres vSechny permutace)
Z-;r E(I 7r) = 211%1

34. Projevy Ai,..., A, zavedeme indikatory I, ..., I,. Poté ndhodna veli¢ina X = I1 +---+ 1,
odpovidd ,poétu jevii A;, které nastaly“. Nyni z linearity stfedni hodnoty dostavame E(X) =
= E(1) + -+ E(In) = P(A1) + --- + P(A,). Pii pouziti ptivodni metody bychom se snazili
dokézat P(A1) +---+P(An) < 1 a interpretovali to tak, ze pravdépodobnost, Ze nenastane zadny
z jevi A; je vétsi nez nula. Nyni se snazime dokazat to samé, ale nakonec fekneme, ze pokud je
stfedni pocet jevi A;, které nastaly, ostfe mensi nez jedna, musi nastat pfipad, kdy pocéet nastavsich
jevi je presné nula, nebot tento pocet je vzdy nezdporné celé ¢islo.

35. Popéarujeme tanecniky nahodné a pro kazdy par zavedeme indikator X;, ktery da jednicku,
pravé kdyz lidé z i-tého paru spolu chtéji tancovat. Existuje celkem n? dvojic ti¢astnik-ti¢astnice
a alespofi n2 —n+1 z nich spolu chce tancovat, takze E(X;) > % Z linearity stfedni hodnoty

2
dostaneme E(}.7 ; X;) = nE(X1) > ”_T”'H > n — 1, takZe musi existovat néjaké poparovani, ve
kterém bude vSech n part spokojenych.
36. Oznacme si ¢isla néjakym pevné zvolenym zpusobem jako a1, ..., an. Chceme ukazat, ze exis-
tuje permutace {1,...,n} w takova, ze Ar(1)Ar(2) T Ar(2)@r(3) t Far(n)ar(1) <O (na permutaci
se divame jako na funkci). Pro ndhodnou permutaci plati E(ar(1yar(2)) = @ Yi<i <j<n @ilj,
nebot se @ (1)ar(2) musi rovnat jednomu z téchto soucinil a ze symetrie je kazdy z nich stejné
pravdépodobny. Z linearity stiedni hodnoty (a symetrie) tedy je E(ar(1)ar(2) + @r(2)ar3) +

. - . 2

+ + anmyan(n)) = nE(aryar(z)) = % 2o1<i <j<n @i@;. Zéroven vsak plati Xria)” =
= Y dje1 @iy = D a? +23 ., <j<n @iaj, takze pro &isla s nulovym souctem je diky
nezépornosti ¢tverct » ;. <j<n @il < 0 a kvuli tomu, Ze aspon jedno cislo je nenulové, bude
nerovnost dokonce ostra. Proto E(aw(l)awg) +ar(2)an@)+ -+ aﬂ(n)aﬂ(l)) < 0.
37. Pokud méame dvé ndhodné veli¢iny X,Y na Q a pro libovolny jevw € Q je X (w) > Y (w), tak
ze vzorecku pro stfedni hodnotu plyne E(X) > E(Y'). Vyberme uniformné ndhodné bod na kabatu,
necht D je pocet zaplat, které jej pokryvaji. Z linearity stfedni hodnoty je E(D) =5 - % Pro cela
dsla 0 < d < 5 platt X1 > 29— 3, takaze E((D)) < E(2D - 3) = 2E(D) — 3 = 2. Kombinatoricky
muzeme vyraz E((L;)) interpretovat jako primeérny pocet dvojic zaplat, v nichz lezi uniformné
nahodné zvoleny bod, coz se diky nasi geometrické interpretaci pravdépodobnosti rovna souétu
obsahii prinikd dvojic raznych zaplat. Dvojic zaplat je celkem (g) = 10, takze predpokladame-li,
ze libovolné dvé zéplaty maji pranik s obsahem mensim nez %, dostavame E((?)) < 2, coz je spor
s vySe odvozenou nerovnosti. Proto se nékteré dvé zaplaty musi prekryvat na oblasti s obsahem
alespon %
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Pravdépodobnost Ill. —
Navrat velkych Cisel

Lékarstvi déla lidi nemocnymi, matematika mrzutymi a teologie hrisnymi.
Martin Luther
Mily priteli,
vitej u tfetiho dilu seridlu o pravdépodobnosti! Zatimco v pfedchozim dile jsme Ti chtéli ukazat,
jak se pomoci pravdépodobnosti daji Fesit vSemozné matematické tlohy, zde bychom Ti predevsim
radi naznacili, proc je vlastné pravdépodobnost tak uziteénym nastrojem i mimo svét matematiky.
Nasim hlavnim cilem bude pomoci ndhodnych velicin vysvétlit princip, kterému se fikd zdkon
velkych cisel.

Nejprve si vsak zopakujme, co jsme si fekli v predchozim dile. Predstavili jsme si pravdépo-
dobnostni metodu, jez umoziiuje pomoci pravdépodobnosti fesit tlohy, které s ni zdanlivé vibec
nesouvisi. Poté jsme si zavedli ndhodné veli¢iny (znacené velkymi pismeny, nejéastéji X), coz jsou
v podstaté proménné nabyvajici raznych hodnot s riaznou pravdépodobnosti. Definovali jsme je jako
funkce z pravdépodobnostniho prostoru Q do realnych ¢isel. Diky této definici mizeme s riznymi
nahodnymi veli¢inami definovanymi na stejném pravdépodobnostnim prostoru provadét rtizné ope-
race a stale dostaneme nahodnou veli¢inu: jsou-li napfiklad X,Y definované na €2, pak ndhodna
veli¢ina 2X 4 Y2 ptifadi kazdému w z Q &islo 2X (w) + Y (w)2. Po struéném shrnuti sumaéni notace
jsme ji hned aplikovali pfi zavedeni stfedni hodnoty nahodné veli¢iny E(X), coz je prosté pri-
mérna hodnota X. Nakonec jsme si pro libovolné ndhodné veli¢iny X, Y a ¢islo ¢ dokazali vztahy
E(X+Y)=EX)+EY) aE(c- X) = c¢-E(X), které se dohromady nazyvaji linearita stfedni
hodnoty. V fadé pfipad ndm tyto vlastnosti velmi usnadnuji jeji vypocet. VSechny nové nabyté
znalosti jsme pak pouzili k vylepseni pravdépodobnostni metody, té se vSak ve tietim dile vénovat
vibec nebudeme.

Zacatek tohoto dilu bude vénovan predevsim intuici za jiz zminénym zakonem velkych cisel,
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ktery miiZe sice na prvni pohled ptisobit ponékud slozité, ale ve skuteénosti pouze potvrzuje sprav-
nost nasich predstav o pravdépodobnosti. Déale prozkoumame nékolik uzitecnych myslenek, jako je
nezavislost ndhodnych veli¢in (coz je zobecnéni nezavislosti jevi z prvniho dilu) nebo rozptyl.

Zakon velkych cisel

Zdkony jsou jako pdrky, lepsi nevédét, jak vznikaji.

John Godfrey Saxe

Vratme se opét k nasemu oblibenému prikladu s hazenim minci. Predpokladejme, Ze si n-krat
hodime minci a spocitame, kolik ndm padlo panen. Tomu odpovida monstrézni pravdépodobnostni
prostor obsahujici 2™ elementarnich jevi — kazdy odpovidé jedné z moznych posloupnosti hodnot.
V minulém dile jsme si ukézali, jak takovéto pokusy popisovat pomoci ndhodnych veli¢in. Pro hod
s poradovym ¢islem ¢ miZzeme vytvorit ndhodnou proménnou A;, ktera bude fikat, zda v i-tém hodu
padla panna (v tomto pfipadé bude rovna jedné), ¢i nikoli (bude rovna nule). Takovym proménnym
také Fikdme indikétory, nebot indikuji, zda nastal dany jev (padla panna). Stfedni hodnota této
proménné E(A;) bude rovna % 14 % 0= % Pouzitim linearity stfedni hodnoty dostavame, ze pro
stfedni pocet padlych panen plati E(A; + A2 + -+ 4+ An) = E(A1) + E(A2) + - - - + E(An) = n/2.

Vsimni si, ze ackoli v predchozim pfikladu byly jednotlivé hody minci nezavislé, tak to pro
pouziti linearity stfedni hodnoty nebylo nutné, protoze plati i obecné. Muzeme tfeba uvazit jinou
nahodnou veli¢inu B odpovidajici tomu, Ze si nejprve ndhodné s polovi¢ni pravdépodobnosti vy-
bereme mezi minci, kterd mé na obou stranach pannu, a minci, kterd mé na obou stranach orla, a
poté si touto minci n-krat hodime. Stfedni hodnota B je % -0+ % -n =n/2 (mohou nastat jen dvé
moznosti). Zaroven ale mizeme totéz spocitat pomoci indikatori: Zavedeme-li B; jako indikator
toho, zda je i-té slovo na papife ,,panna‘“, bude opét platit, Ze B; je rovno jedné s pravdépodobnosti
%, a podle stejného vzorecku jako vyse dostaneme, ze E(B) = E(B1)+E(B2)+---+E(Bn) =n/2.
Tentokrat uz ale o nezavislosti mluvit nemtzeme: Nastane-li jev By = 1, vime, Ze uz jisté nastanou
i vSechny ostatni jevy B; = 1.

Veli¢iny A a B nas budou provazet po zbytek dilu a budeme se drzet jejich znadeni (ndhodné
veli¢iny jinak obvykle zna¢ime pismeny z konce abecedy).

Prvni priklad s veli¢inou A jsme dokonce pouzili v prvnim dile jako motivaci k zavedeni pravde-
podobnosti: hodime-li si n-krat férovou minci, oc¢ekavame, Ze ptiblizné v piilce pfipadi dostaneme
pannu. Prvni a druhy pfiklad se v tomto ohledu zasadné lisi. Ackoli v druhém prikladu také plati
E(B) = n/2, nemé smysl ocekavat, ze budou hodnoty B blizko priméru, ponévadz veli¢ina nabyva
pouze hodnot 0 a n.

Co presné tedy mame na mysli, kdyZ v prvnim p¥ipadé oéekdvame pfiblizné n/2 panen? Na nésle-
dujicich dvou obrazcich vidis vysledek pokusu, kdy jsme na pocitaci postupné generovali 1000 na-
hodnych veli¢in, pficemz kazda nabyva hodnoty 0, nebo 1 s pravdépodobnosti % To odpovida
hézeni minci a sledovani poc¢tu panen, takze dale budeme o pokusu mluvit tak, jako kdybychom si
doopravdy hodili tisickrat minci.

Na prvnim obrazku jsme postupné vyznacili to, jak se pocet padlych panen lisi od stfedni hod-
noty, neboli pro n od 1 do 1000 jsme vyznadili, kolik je A1+ Az+---+ A, —n/2. Na druhém obrazku

| AitAst-+A,
n/2

je vyznacen podi . Oba obrazky odpovidaji stejnému pokusu, takze napiiklad plati,

ze hodnota nalevo je vétsi nez nula pravé tehdy, kdyz je hodnota napravo vétsi nez jedna.
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Kdyz se podivas na prvni obrazek, vidis, ze celkovy pocet panen nebyl 500 (doopravdy to bylo
514). D4 se spocitat, ze pravdépodobnost, Ze padne presné 500 panen, se pohybuje kolem pouhych
2,5 %. Graf na levém obrazku ani nevypada, Ze by se snazil zistavat v okoli nuly. Naopak se zda,
ze se rozdil poctl panen a orli s rostoucim poctem hodd postupné zvétsuje.

Tento fakt neni tak prekvapivy, pokud se smifime s tim, Ze mince ,nema pamét* — to je to,
co myslime, kdyz fikdme, ze jednotlivé hody jsou nezavislé. V prvnich Sestnacti hodech padly jen
dvé panny! a graf se odchylil od nuly k hodnoté —7. To ale viibec neznamena, Ze by se v dalsich
hodech mince musela snazit, aby padalo vice panen (a tim se graf vratil k nule). Panna a orel jsou
v kazdém dalsim hodu stejné pravdépodobni, a to nezavisle na historii.

Lidé si to ovSem obcas neuvédomuji, ¢imz se dopoustéji tzv. gamblerova omylu. V roce 1913 tfeba
v jistém kasinu v Monte Carlu hrac¢i prohrali rekordni ¢astky, kdyz v tamni ruleté dvacetsestkrat po
sobé skoncila kulicka na cerném policku. Hrac¢i samoziejmé sazeli na to, ze v pfistim kole uz pfece
kulicka musi padnout na cervené policko. Pozorovani, ze mélokdy padne tolik éernych po sobé, je
sice spravné; kdyz ale timto nepravdépodobnym jevem podminime (tedy kdyZ uz vime, Ze nastal),
je v dalsim roztoceni rulety Cerna stejné pravdépodobna jako Cervena. To, Ze jsme v minulosti méli
smiilu, nas bohuzel nijak nechrani pred dalsim nestéstim.?

Nasledujici uloha ukazuje, ze ackoli je po 2n hodech nejpravdépodobnéjsi pocet padlych panen
roven n, pravdépodobnost tohoto jevu se postupné zmensuje (a jak jsme si fekli, pro n = 1000 je
to jen 2,5 %).

Uloha 1. Vzpometi si, e pravdépodobnost, Ze v n hodech padne pfesné k panen, je (Z) -2,

n

n/2) > (Z), neboli nejpravdépodobnéjsi

(1) Dokaz, ze pro sudé n a nezidporné k < n plati (
pocet padlych panen je n/2.

(2) Dokaz, ze se s rostoucim 2n zmensuje pravdépodobnost, ze pfi 2n hodech padne presné
polovina panen.

Pohlédni v8ak nyni na druhy obréazek, kde udavame podil po¢tu padlych panen a stfedni hodnoty
n/2. Ackoli se tento graf chova pro prvnich pfiblizné 30 hodt docela nevyzpytatelng, pomér se
nasledné rychle pfiblizi hodnoté jedna, presné jak napovidé intuice.

Rozdilné chovani obrazkt ukazuje i nasledujici iloha. Prvni podiloha se tyké4 obrazku nalevo a
jejl vysledek je pfimym dusledkem toho, Ze mince nema pamét. Druhd podiloha se tyka obrazku
napravo a naznacuje, ze graf napravo ma tendenci vracet se k hodnoté 1, jestlize se od ni vychylil
(prvnich nékolik hodi je totiz stdle méné a méné dulezitych).

Uloha 2. Piedpokladdejme, %e v prvnich deseti hodech padly samé panny. Pro n > 10 oznaéme
n =104+ A11+ -+ An —n/2, tedy rozdil po¢tu panen a stiedni hodnoty po n hodech. Obdobné

podil po n hodech oznaéme P, = %

(1) Spocitej, ze pro vSechna n > 10 plati E(R,) = E(R10) = 5.

LIOpravdu! Samotné nas to piekvapilo.
2Jak by Ti Job jisté ochotné potvrdil.



(2) Spocitej, kolik je E(Py), a ovéf, ze pro m > n > 10 je E(Pp) < E(Py).

S podobnym jevem se mimochodem muzes setkat i za jinych okolnosti a obvykle se oznacuje
jako regrese k pruméru. Nad jeho jinymi variantami se mize$ zamyslet v nasledujici tloze.

Uloha 3. (na zamysleni, nemusi$ nic pocitat)

(1) Jista soutéz probiha ve dvou soutéznich dnech, pfidemz kazdy den tcastnici fesi t¥i tlohy.
Predpokladejme, ze kazdy soutézici ma pro kazdou ulohu nezavisle na ostatnich polovi¢ni
pravdépodobnost, Ze ji vyfesi. Rozmysli si, Ze ti, ktefi prvni den vyfesili alespon dvé ulohy,
budou po druhém dni pravdépodobné umisténi hife nez po tom prvnim.

(2) Jisty ucitel zpozoroval, ze pozitivni motivace nefunguje tak dobfe jako ta negativni. Pokud
se zakovi povedl test vyjimecné dobfe, ucitel jej pochvalil. I presto se pristi test obvykle
nepovedl tak dobte. Pokud se test zdkovi viibec nepovedl, ucitel ho sefval. Pristi test se
zakovi obvykle povedl 1épe. Mas pro to néjaké jiné vysvétleni?

(3) Bylo vypozorovano, ze v roce 2017 se v jistych zatackach odehralo hodné bouracek. Do
zatacek byly nainstalovany bezpec¢nostni kamery a v pfiStim roce v téchto zatackach jiz
k tolika havariim nedoslo. Znamena to nutné, ze bezpecnostni kamery zde pfispély k bez-

Vratme se k obrazku podilu napravo. Fakt, zZe se graf na obrazku (s velkou pravdépodobnosti)
drzi pobliz hodnoty jedna, se nazyva zakon velkych ¢isel. Tento zakon doopravdy neplati jen pro
férové mince, ale tfeba i pro hazeni faleSnou minci nebo kostkou — a obecné pro nezavisla opakovani
jakéhokoliv pokusu. My si dokdzeme jeho jistou verzi, ale nejprve si povézme, pro¢ je tento fakt
vibec zajimavy.

Zakon velkych c¢isel potvrzuje nasi intuici, Ze se pravdépodobnost chova predvidatelné, pokud
dany pokus opakujeme mnohokrat (jestlize bychom si hodili minci jen tf¥ikrat, nic zajimavého
bychom asi nevypozorovali). Ve druhém dile jsme si napiiklad jako souc¢ast nasi predstavy o tom, co
je stfedni hodnota, povédéli, Ze se vyplati hrat hry, ve kterych je stfedni hodnota vydélku kladné. Ne
vzdy je to ale tak jednoduché — hral(a) bys tfeba hru, ve které vyhrajes 6 000 K¢ s pravdépodobnosti
90 % a prohrajes 50 000 K¢ s pravdépodobnosti 10 %7 I kdyz je stfedni hodnota vydélku kladna, zda
se zbytecné riskovat své tydenni kapesné kviili almuzné 6000 K&. Uplné jina situace je, pokud bys
mél(a) odehrat pét tisic her, pfi¢emz v kazdé vyhrajes 1,2 K¢ s pravdépodobnosti 90 % a prohrajes
10 K¢é& s pravdépodobnosti 10 %. Pro dostateéné mnozstvi pokust uz se prosté mizeme spolehnout
na to, Ze vyhrajeme pfiblizné 90 % her a vydélame si. To proto, ze plati zdkon velkych éisel.

Rozmysleme si, jak formulovat zakon velkych ¢isel o néco presnéji nez ,graf na obrazku bude
blizko jedné“. Zabyvame se ndhodnou veli¢inou A = A; + Ag + --- + A, a specialné nas zajima
pomér %}2. Pravdépodobnost, ze bude tento podil presné 1, je miziva, ale miuzeme si zvolit interval,

feknéme od 0,9 do 1,1, a pak se ptat, jaka je pravdépodobnost jevu 0,9 < %}2 < 1,1. Jestlize
dokazeme, ze pravdépodobnost tohoto jevu je velka, feknéme alesponi 90 %, mtizeme si gratulovat.

Problém je, Ze tyto podminky obecné neplati. Tfeba pro n = 5 muze veli¢ina %
nabyvat hodnot 0, %, %, %,% a %. Jev 0,9 < W < 1,1 tak nenastane nikdy! Bud je
tento podil nejvyse 0,8, nebo alespon 1,2. Problém je v tom, ze zdkon velkych cisel je zdkon pro
velka ¢isla, ne pro vSechna ¢isla. MizZeme tak doufat, Ze podminky budou s velkou pravdépodobnosti

splnény, pokud si minci hodime aspon, feknéme, tisickrat, ale je mylné ocekavat, ze pomér %}2
bude s velkou pravdépodobnosti blizko jedné i pro malé n.
Pozdéji si opravdu dokazeme, ze pro alespon tisic pokusti bude pomér %}2 v intervalu mezi 0,9 a

1,1 s pravdépodobnosti alespont 90 %. Ditkaz bude obecny a sdm (sama) si pak budes moci rozmyslet,
ze kdyz zvétsime pocet pokusi, miizeme tfeba z0zit interval nebo zvysit pravdépodobnost, ze %}2
bude lezet po n pokusech v daném intervalu.
Jak vidis, uz jenom formulace principu, ktery vidime na obrazku napravo, je nesnadny tkol,
4



Markovova nerovnost

Abychom néjakou verzi zakona velkych ¢isel dokazali, musime si nejprve ukazat pravdépodobnostni
nerovnost, kterou k dikazu pouzijeme. Zatim jedinou pravdépodobnostni nerovnosti, kterou zname,
je fakt, ze pravdépodobnost sjednoceni jevii je nejvys soucet jednotlivych pravdépodobnosti. S tou
si jiz ale nyni nevystacime.

Ukazeme si nerovnost, ktera rika, ze pokud néjaka ndhodné veli¢ina nabyva nezapornych hodnot,
tak jen s malou pravdépodobnosti mtze nabyvat hodnot podstatné vétsich nez jeji stfedni hodnota.
To zni docela slozité, ale myslenka je jednoduchéa. Predstav si, ze na dlouhém dratu napnutém mezi
dvéma sloupy sedi hejno $packii. Reknéme, Ze priimérna vzdalenost $packa od levého sloupu je 10
metria. Kolik $packt muze sedét ve vzdalenosti aspon 20 metria? Nejvyse polovina! Pokud by totiz
vice nez polovina Spackt sed€la ve vzdalenosti alespon 20 metri, jen diky této poloviné by pramérné
vzdalenost byla vétsi nez 10 metrii. Lepsi odhad nez jedna polovina vSak dostat nemutzeme, nebot
se muze stat, ze polovina Spacku sedi ve vzdalenosti 0 od levého sloupu, zatimco druhé polovina ve
vzdalenosti 20 metri. Podobnou tvahu mtiZzeme udélat i pro ndhodné veli¢iny. Ziskand nerovnost
se jmenuje podle Andreje Markova3.

Tvrzeni. (Markovova nerovnost) Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na koneéném prav-
dépodobnostnim prostoru 2 nabyvajici pouze nezapornych hodnot. Potom pro libovolné ¢ > 0
plati
1
P(X >c E(X)) < -.
c
Tedy stejné jako maximéalné polovina Spackt muze sedét dale nez dvojnasobek praumérné vzda-
lenosti, muze nezadporna nahodna veli¢ina s nanejvys tfetinovou pravdépodobnosti nabyvat hodnot
vétsich nez trojnasobek stfedni hodnoty. Pov§imni si, Ze se v nerovnosti vyskytuje jednou ,,>“ a
jednou ,,<“. Nejprve se ,,>“ vyskytuje uvniti pravdépodobnosti, kde definuje jev ,, X nabyva velké
hodnoty“. Néasledné ,,<“ ¥ika, ze pravdépodobnost tohoto jevu je mala.

Dikaz. Pokud by tomu tak nebylo, mél by jev X > ¢E(X) pravdépodobnost ostfe vétsi nez %
Jenze pokud nezdporna nahodnd veli¢ina nabyva hodnoty alespon cE(X) s pravdépodobnosti vyssi
nez %, musi uz jeji stfedni hodnota E(X) byt vyssi nez cE(X) - % = E(X), coz je nesmysl.

Uloha 4. Rozmysli si:

(1) Kdy v Markovové nerovnosti nastava rovnost?

(2) Najdi pfiklad ndhodné veli¢iny nabyvajici zdpornych hodnot, pro kterou nerovnost neplati.

Uloha 5. Medianem m(X) nahodné veli¢iny X myslime libovolné &islo, pro které plati, Ze
P(X > m(X)) > % a P(X < m(X)) > % Naptiklad pro pocet panen pfi jednom hodu minci
je medidnem libovolné ¢islo od 0 do 1 a pro hod férovou devitisténnou kostkou (nabyva hodnot od

jedné do deviti) je medidnem pouze &islo 5.
(1) Rozmysli si, ze pro kazdou veli¢inu X existuje vzdy aspoii jeden median.
(2) Dokaz, ze pro libovolny median plati m(X) < 2E(X).

Uloha 6. Ve Wonkové tovarné na ¢okoladu je na vybér ze 320 piichuti ¢okolady. P¥i prochézce
tovarnou si kazdé z péti déti smélo ochutnat 160 piichuti. Protoze bylo na spéch, kazdé dité si

3 Andrej Markov (1978-) je rusky hokejista, ktery v roce 2018 dopomohl svému tymu Ak Bars
Kazan k vitézstvi Gagarinova poharu. Jeho jmenovec Andrej Markov (1856-1922), zak P. Cebyseva,
je v teorii pravdépodobnosti zndm zejména diky tzv. Markovovym fetézcim, pomoci kterych se
modeluji nejriznéjsi pravdépodobnostni procesy.
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vybralo ndhodnych 160 pfichuti nezavisle na ostatnich détech. Dokaz, Ze prichuti, které si zadné
dité nevybralo, je alespon dvacet s pravdépodobnosti nejvyse jedna polovina.

Vratme se nyni k zdkonu velkych ¢isel. Zajima nas ndhodné veliéina A = A; + A + -+ + An,
kde kazdé A; odpovida jednomu hodu minci. Specidlné bychom radi odhadli pravdépodobnost jevu
%}2 > 1,1, ktery také mizeme zapsat jako A > 0,55n. Diky symetrii panen a orli je pravdépo-
dobnost, ze A < 0,45n, stejnd, takze staci spocitat, ze pravdépodobnost jevu A > 0,55n je mala.
Pravdépodobnost, Ze A nelezi v intervalu mezi 0,45n a 0,55n, pak bude dvojnésobna (a tedy porad
mald), nebot se jedna o disjunktni jevy.

Pravdépodobnost jevu A > 0,55n odhadneme pomoci Markovovy nerovnosti. Mame E(A) = 7,
takze Markovova nerovnost rika, ze

1
P(A > 0,55n) = P(A > 11 E(4)) < 77 =09,

Pravdépodobnost, Ze A nelezi v intervalu mezi 0,45n a 0,55n, je tak nejvyse 2 - 1—11 = 1,8.
Ouha, aplikace Markovovy nerovnosti tedy skonéila naprostym fiaskem. Chtéli jsme d(;ké,zat, ze
pravdépodobnost tohoto jevu mald, ale pouze jsme zjistili, ze je mensi nez 1,8. Kde se stala chyba?

Problém je v tom, ze kdybychom takto jednoduse pomoci Markovovy nerovnosti dokazali néco
pro veli¢éinu A odpovidajici opakovanému hézeni minci, dokéazali bychom to samé i pro veli¢inu
B, ktera nabyva hodnoty 0 a n se stejnou pravdépodobnosti. Pro ni ale nic takového neplati —
prumérna hodnota je n/2, ale pravdépodobnost, ze pfi n hodech ziskdme hodnotu mezi 0,45n a
0,55n, je nulova. V nasledujici kapitole se proto zamyslime nad nezavislosti, protoze dilezity rozdil
mezi A a B je praveé ten, ze jednotlivé hody minci, pomoci kterych definujeme A, jsou nezavislé.
Nésledné si pro ndhodné veli¢iny zavedeme dal$i parametr, tzv. rozptyl, ktery uz veli¢éiny A a B
spolehlivé rozlisi.

Nezavislost nahodnych velicin

Uz v prvnim dile jsme si povédé€li o nezavislosti jevi. Protoze ale nyni pracujeme spiSe s velicinami
nez s konkrétnimi jevy, hodi se rozsifit si i nasi definici nezavislosti. Co znamend, Ze na sobé
dvé veli¢iny X,Y — tedy dva pokusy — nezavisi? Intuitivné by to mélo znamenat, Ze zname-li
vysledek jednoho pokusu, neovlivni to mozné vysledky toho druhého. Receno jazykem podminéné
pravdépodobnosti, pro libovolné z a y by mélo platit P(Y = y| X = z) = P(Y = y). Z prvniho
dilu vime, Ze tento vyraz mizeme pfepsat jako P(X =2 NY =y) = P(X = z) - P(Y = y), tedy
jevy X =z a Y = y jsou nezavislé. Presné tak se definuje nezavislost velic¢in.

Definice. Méjme pravdépodobnostni prostor 2 a na ném dvé ndhodné veli¢iny X a Y takové,
7e X nabyva hodnot x1,x2,...,Zm a Y nabyva hodnot y1,¥2,...,yn. Rekneme, 7ze X a Y jsou
nezavislé, pokud jsou pro vSechna 1 <i<mal<j<njevy X =x; aY = y; nezavislé.

Prikladem je tieba hod dvéma férovymi kostkami. V takovém pfipadé pracujeme s pravdépo-
dobnostnim prostorem obsahujicim 36 moznych vysledki, pficemz kazdy nastane se stejnou prav-
dépodobnosti. Mizeme se nyni ptat na to, kolik ok padlo na prvni a kolik na druhé kostce, a zavést
k tomuto ucelu ndhodné veli¢iny X a Y.

Spocitame, ze pro libovolné 1 < i < 6 plati

1 1
P(X:i):P(X:iﬁY:1)+~-~+P(X:iﬂY:6):6~£: 5
nebot to, Ze nastal jev X = i, odpovida Sestici elementdrnich jevi. Stejné tak pro libovolné

1 < j < 6 dostaneme P(Y = j) = %. Pro libovolné i a j proto plati P(X =:NY = j) = %.
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Zéroven P(X =14)-P(Y =j) = % . % = %. Vsechny dvojice jeviit X =i a Y = j jsou tedy nezavislé,
a muzeme tak sméle tvrdit, ze i ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé.

Uloha 7. Na stole lezi dvé modré, jedna ervend a jedna zelena propiska. Vybereme si dvé
nidhodné. Necht X je ndhodn4 veli¢ina znacici podet vybranych modrych propisek a Y znaéi pocet

vybranych ¢ervenych propisek. Jsou X a Y nezavislé?

Reseni. Pravdépodobnostni prostor odpovida $esti moznym vysledkéim. Dame-li si tu praci, mu-
zeme si nakreslit tabulku a vyplnit do ni pravdépodobnosti vSsech jevi X =iNY = j.

Y 2 1
0 0 s 5
0 1 2
X
Pravdépodobnosti jevi X = 4 dostaneme jako souéty po sloupcich (vyjde é, %, %) a pravdépo-

dobnosti Y = j jako soucty po Fadcich (vyjde %, %) Aby byly dané veli¢iny nezavislé, musela by
hodnota na kazdém poli¢ku byt rovna souéinu souc¢tu odpovidajiciho radku a sou¢tu odpovidajiciho
sloupce. To ale neplati, tfeba pro jev X =0NY = 0 mame 0 # é . %

Ackoli ndm trvalo t¥i dily seridlu, nez jsme si ukézali definici nezavislych ndhodnych veli¢in,
je to jeden z konceptil, ktery casto bereme jako samoziejmy. Kdyz si hodime kostkou, zatimco
kamarad si lizne kartu ze zamichaného balicku, vysledky na sobé samoziejmé ,nezavisi“. Abychom
tento koncept mohli pofddné popsat, zavedli jsme si postupné pravdépodobnostni prostory, které
obsahuji vSechny mozné vysledky pokusu (to jsou elementarni jevy, v tomto p¥ipadé dvojice sténa
kostky a karta). Nasledné jsme definovali nezavislost, ale jen pro jevy. Poté jsme zavedli ndhodné
veli¢iny, které odpovidaji jednotlivym pokustim, a teprve nyni jsme vsechno spojili dohromady.
Plodem nas$eho snazeni je to, ze nyni naprosto presné vime, co to znamena, ze jsou dané pokusy
nezavislé, a mizeme proto s nimi snaze pracovat. Pro vSechny nezavislé veli¢iny kuptikladu plati,
ze soucdin jejich stfednich hodnot je stfedni hodnotou jejich soucinu.

Tvrzeni. Necht X aY jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Potom plati, ze E(X - Y) = E(X) - E(Y).

Nez se pustime do ditkazu, ukazme si pouziti na nasledujicim ptikladu. Uvazme pravdépodob-
nostni prostor o velikosti 24 odpovidajici dennim hodinam a veliciny X, Y, kde X pro kazdy interval
o délce jedné hodiny fika, kolik vlakt vcera projelo jihlavskym nadrazim béhem tohoto intervalu.
Dale Y 1ika, kolik pramérné vagént mély tyto vlaky. Pokud tedy mezi pulnoci a jednou hodinou
ranni projel jeden vlak se dvéma a jeden vlak se ¢tyfmi vagény, bude pro odpovidajici elementarni
jev naseho prostoru nabyvat X hodnoty 2 a Y hodnoty 3.

Veli¢ina XY Fika, kolik vagéni projelo nadrazim v dany casovy interval. Vime-li, ze E(X) = 20
a E(Y) = 3, d4vé smysl, ze E(XY) = 60. To ale plati jen za pfedpokladu, Ze jsou veli¢iny X a Y
nezavislé!

Jestlize kazdou z dvanacti no¢nich hodin projede stanici jeden vlak s jednim vagénem, zatimco
kazdou denni hodinu to bude 39 vlaki po péti vagénech, bude platit E(X) = 20 a E(Y) = 3.
Jenze pramérny podet vagéntt bude 12:1:1+12:39:5
ze v tomto pripadé€ nejsou X a Y nezavislé.

= 98, coz je mnohem vice nez 60. Rozmysli si,
Dikaz. Nazvéme H(X) a H(Y) obory hodnot X a Y. Na jednu stranu pro veli¢inu X - Y plati

E(X-Y)= Y Y PX=znY =yay,
zEH(X)yeH(Y)
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protoze vzdy s pravdépodobnosti P(X = 2zNY =y) bude X =z a Y =y, protez XY = zy. Na
druhou stranu zatneme zuby a uvédomime si, ze

E(X)E(Y) o PX=az|-| Y Py=yy|=

z€H(X) yEH(Y)

> ) P(X=a)x-P(Y =y,

z€eH(X)yeH(Y)

kde jsme roznasobili dvé zavorky. Tyto dva vyrazy jsou ale stejné, protoze z nezavislosti mame
P(X=2NnY =y)=P(X =z) -P(Y =y) pro vSechna z a y.

Uloha 8. Kuba dluzi Honzovi obnos, jehoz hodnotu jiz oba davno zapomnéli, a tak se rozhodli,
ze mu ho Kuba splati néasledujicim zptisobem.

(1) Kuba si dvakrat hodi kostkou. Pocet ok pfi prvnim hodu postupné uréi jednu z Sesti hodnot
1,2,5,10,20,50. Pocet ok pfi druhém hodu pak uréi, kolik minci této hodnoty da Kuba
Honzovi. Jaka je stfedni hodnota zaplacené castky?

(2) Honzu napadlo, ze aby se zbytecné neosoupala kostka, bude stacit, kdyz si Kuba hodi jen
jednou, a tato hodnota uré¢i ¢astku i pocet minci (tfi oka znamenaji tiikrdt pét korun).
Jaka je stfedni hodnota ted?

Uloha 9.
(1) Nahodné veli¢iny X1, X2,...,Xp jsou nezavislé, pokud pro vSechna z1,z2,...,zs plati,
ze n-tice jeva X1 = z1, Xo = z2,..., Xn = T je nezavisla. Ovér, ze pro nezavislé veli¢iny

plati E(Xl - Xg- Xp) = E(Xl) . E(XQ) s E(X7L).

(2) David se rozhodl podvadét v jisté hie, ve které se desetkrat hodi kostkou (jednotlivé hody
jsou nezavislé) a nésledné se spocte a) soucet b) soucin jednotlivych poét ok. Soudet ok
na protilehlych stranach kostky je vzdy sedm. David se naudil hazet kostkou tak, ze si
vzdy muze vybrat dvojici protéjsich stén a hodit tak, ze tyto stény zarucené nepadnou
(ostatni stény padnou s pravdépodobnosti i) Jak ma héazet kostkou, aby maximalizoval
stfedni hodnotu a) souctu b) soucinu ok?

Rozptyl

Tragické fiasko s aplikaci Markovovy nerovnosti na veli¢inu A odpovidajici hodu n mincemi ukézalo,
ze znat stfedni hodnotu dané veli¢iny nestaci k tomu, abychom rozlisili A od veli¢iny B, kterd
nabyva hodnoty 0 a n se stejnou pravdépodobnosti. V této kapitole si povime o rozptylu, coz
je parametr ndhodné veli¢iny, ktery nam ¥fika, jak moc jsou hodnoty dané veli¢iny vzdalené od
prumeéru, a umozni nam tak tyto veli¢iny rozlisit.

Definice. Rozptylem nahodné veli¢iny X myslime stfedni hodnotu veli¢iny (X — E(X))2.

Rozptyl se znadi Var(X) (znaceni pochazi z anglického variance), takze mizeme psat Var(X) =
= E((X —E(X))?). Ackoli tento vyraz vypada kuriézné, dava dobry smysl. Pfedné, (X —E(X))? je
zase ndhodna veli¢ina. Zname-li stfedni hodnotu ptivodni veli¢iny X (na obrazku vyznacena svislou
darou), pro vypocet rozptylu si nejdiive pfedstavime, Ze od vSech moznych hodnot X odeéteme
E(X) (tim posuneme cely histogram o E(X)). Dostaneme veli¢inu X — E(X), jejiz stfedni hodnota
je nula. Nakonec mozné hodnoty této veli¢iny umocnime na druhou a spocitdme stfedni hodnotu.

Cislo, které dostaneme, nam v jistém smyslu ¥ik4, jaka je primérné vzdalenost hodnot veliiny
X od jeji stfedni hodnoty. Nicméné se nejedna o pramér vzdalenosti (tomu by odpovidala veli¢ina
|X —E(X)]), ale o pramér druhych mocnin vzdalenosti. Druhd mocnina zafidi, Ze muze-1i veli¢ina

8



nabyvat hodnot hodné Vzdélen}'lch od prumeru bude jeji rozptyl obrovsky. Proto plati, Ze rozptyl
pro hod minci vyjde jen 3 (O 52 +0,52) = Z’ protoze vysledek je vzdy bhzko prumeéru. Naproti
tomu rozptyl hodu kostkou je g 12,52 41,52 40,5240,52 +1,5242,52) =

byt od pruméru déle.

12, nebot vysledky mohou

=
=

=

TTTT1T

Nasim cilem je nyni spocitat rozptyly dvou veli¢in A a B ze zacatku tohoto dilu. Za¢néme s B.
Abychom se pfi vypoctu rozptylu moc nenadfeli, rozmysli si nejprve dvé obecné vlastnosti rozptylu.

Uloha 10. Dokaz, ze pro libovolna &isla a a b plati Var(X +a) = Var(X) a Var(bX) = b?Var(X).
Jinymi slovy, pfictenim jednic¢ky ke vSem hodnotam nahodné veli¢iny se jeji rozptyl nezméni, a
pokud hodnoty vynéasobime deseti, rozptyl se zvétsi stokrat.
Z druhé vlastnosti plyne, Ze rozptyl B je n?-nasobek rozptylu veli¢iny indikujici, zda v jednom
hodu minci padla panna. Uz jsme spocitali, ze rozptyl této veliiny je %; dostavame Var(B) = i-nQ.
Nasledujici tvrzeni ukazuje jiny zpusob, jak pocitat rozptyl.
Tvrzeni. Pro ndhodnou velicinu X plati Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Dikaz. Po rozepsani rozptylu z definice a roznasobeni dostavame rovnost
Var(X) = E (X2 - 2XE(X) + E(X)?) ..
Na ni muzeme aplikovat linearitu stfedni hodnoty:
Var(X) = E(X?) — E(2XE(X)) + E (E(X)?).

Jakkoli je to na prvni pohled zvlastni, i 2XE(X) a E(X)? jsou nadhodné veli¢iny definované
na stejném pravdépodobnostnim prostoru jako X: prvni z nich pfifadi elementarnimu jevu w ¢islo
2E(X) - X (w), zatimco druh4 prosté piifadi vem jeviim stejné éislo E(X)2.

Protoze 2E(X) je ¢islo a ne veli¢ina, plati E (2XE(X)) = E(2E(X)-X) = 2E(X) - E(X) =
=2E(X)?, a déle E (E(X)?) = E(X)?2. Dohromady tedy dostévame

Var(X) = E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) - E(X)2.

Uloha 11. Spo¢itej Var(B) pomoci pfedchoziho tvrzeni.

Uloha 12. Dokaz, ze pro libovolnou nahodnou veli¢inu X plati E(X2) > E(X)2. Kdy v této
nerovnosti nastava rovnost?

Uloha 13. Mgjme nahodnou veli¢inu X, ktera nabyva pouze hodnot z mnoziny {1,2,...,n}. Pro
jakou nejvétsi hodnotu n je kazda takovd X jednoznacéné urcena (neboli pravdépodobnost kazdého
jevu X =1 je pevné déna):

(1) svoji stfedni hodnotou?

(2) svoji stfedni hodnotou a rozptylem?

(3) svym rozptylem?



Pokusme se nyni spocitat rozptyl veli¢iny A. Na prvni pohled viibec neni jasné, jak na to. Pro

pocitani stfedni hodnoty prijde vhod jeji linearita, tedy fakt, ze stfedni hodnota souctu je soucet
stFfednich hodnot. Plati néco takového i pro rozptyl? Obecné ne, coz si muzes rozmyslet v nasledujici
uloze.
Uloha 14. Uvazme jeden hod férovou minci (odpovidajici pravdépodobnostni prostor méa dva
prvky) a veliéinu P indikujici, zda padla panna (tedy je rovnd jedné, padla-li panna, a jinak
nule), a veli¢éinu O indikujici, zda padl orel. Spoéitej, ze Var(O + O) > Var(O) + Var(O) a
Var(O + P) < Var(O) + Var(P).

Klicovou vlastnosti rozptylu je nicméné to, Ze pro nezavislé veli¢iny je soucet jejich rozptyla
opravdu rozptylem jejich sou¢tu. To plyne pfimo z toho, Ze pro nezavislé veli¢iny je E(XY) =
=E(X)E(Y):

Tvrzeni. Jsou-li X aY nezavislé nahodné veli¢iny, plati Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Dikaz. Rozepisme vyraz Var(X 4+ Y') s pomoci linearity stfedni hodnoty.

Var(X +Y)=E((X +Y)?) —E(X +Y)? =
=E(X?) + E(Y?) + 2E(XY) — (E(X)? + 2E(X)E(Y) + E(Y)?).

Pro nezéavislé ndhodné veliéiny plati E(XY) = E(X)E(Y), takze se tyto ¢leny odectou a zbude nam
rovnost Var(X +Y) = E(X2) + E(Y?) - E(X)? — E(Y)? = Var(X) + Var(Y).

Uloha 15. Zobecni pfedchozi tvrzeni pro libovolny poéet ndhodnych veli¢in, tedy dokaz, ze mame-
li ndhodné veli¢iny X1,..., X, takové, ze kazda dvojice X;, X; (¢ # j) je nezdvisla, pak plati
Var(X1 + X2 + -+ + Xy ) = Var(X1) + Var(X2) + - - - + Var(Xy).

Spocitat rozptyl ndhodné veli¢iny A je nyni snadné. Mame

Var(A) = Var(A1) + Var(A2) + -+ + Var(A,) = n - Var(A1) = %n

Porovnanim s Var(B) = %nQ vidime, ze Var(A) je pro velké n mnohem mensi nez Var(B). To

je presné vysledek, ktery jsme cekalil Rozptyl veli¢iny B je obrovsky, protoze hodnoty, kterych B
nabyva, jsou vzdy daleko od primeéru.

Jdeme do finale. Markovova nerovnost, kterou jsme jiz potkali, ndm totiz prekvapivé Casto
o nahodné veli¢iné X fekne vice, pokud ji aplikujeme nikoliv pfimo na X, nybrz na veli¢inu
(X — E(X))?, kterda méfi ,vzdalenosti hodnot X od priméru“. Dosazeni tohoto vyrazu do Mar-
kovovy nerovnosti je tak uzitenym trikem, Ze vyslednd nerovnost mé své vlastni jméno po P.

Cebysevovit.

Tvrzeni. (Cebysevova nerovnost) Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a a > 0 plati
2 2 1
P((X —E(X))2>a Var(X)) < 5

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze (X — E(X))? nabyvd pouze nezapornych hodnot a Var(X) =
= E((X — E(X))?), miizeme aplikovat Markovovu nerovnost na veli¢inu (X — E(X))? a a2, &¢imz
dostaneme dokazovanou nerovnost.

4Rusky matematik Pafnutij Lvovi¢ Cebysev (1821-1894) je kromé& své nerovnosti znam také
diky svym prispévkam k teorii Cisel: dokézal kuptikladu tzv. Bertrandiv postulat, ktery tvrdi,
ze pro libovolné prirozené n se mezi n a 2n nachéazi alespon jedno prvocislo. V cizojazyc¢né lite-
ratufe vystupuje pod prezdivkami Chebyshev, Chebysheff, Chebychov, Chebyshov, Tchebychev,
Tchebycheff, Tschebyschev, Tschebyschef, Tschebyscheff ¢i Chebychev.
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Ekvivalentné mtzeme psat P <|X —E(X)| > a«/Var(X)) < a% Odmocnina z rozptylu se na-

zyv4 smérodatni odchylka a obvykle se znaci 0.5 Stejné jako rozptyl ¥ika, jak moc jsou hodnoty
veli¢iny vzdaleny od priméru. Dost mozné ses s ni jiz setkal(a) ve fyzice. Pokud pétkrat zméris
hustotu nezndmého predmétu, pokazdé Ti vyjde trochu jiny vysledek kvili riznym nepfesnos-
tem — méfeni proto miZeme popisovat ndhodnou veli¢inou. Smérodatnou odchylku této veli¢iny
pak obvykle odhadnes z namérenych dat pomoci jistého vzorecku z fyzikalnich tabulek. Odchylka je
predstavitelné&jsi nez rozptyl: pokud ndhodnou veli¢inu X méfis v metrech, tak rozptyl ma jednotku
metry ¢tvereCni, zatimco smérodatnd odchylka je opét v metrech.

Podobné jako Markovova nerovnost tvrdi, ze ndhodné veli¢ina nabyva hodnot vyssich nez a-
nasobek stiedni hodnoty s pravdépodobnosti nejvyse 1/a, CebySevova nerovnost prohlasuje, Ze
pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina je vzdalena od své stfedni hodnoty o a-nasobek smérodatné
odchylky, je nejvyse 1/a?. Proto smérodatna odchylka dava predstavu, jak moc se jednotliva méteni
obvykle lisi od praméru (tedy stfedni hodnoty).

Uloha 16. Dokaz, e pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X nabyvajici nezapornych hodnot plati
P(X =0) < V%g‘;
n

Jako velké findle se nyni naposled vrafme k veli¢iné A popisujici hod n mincemi. Mame E(A) = &

a Var(A) = n/4. Cebysevova nerovnost tak po odmocnéni podminky dava

P (14~ B(A)| > av/nfd) < .

Dosadime-li z estetickych davodid a = 2¢y/n, dostdvame

1
P(A—B(A)| > en) <
4c2n

Jestlize za ¢ nyni dosadime 0,05 a zvolime n = 1000, dostaneme, Ze pocCet panen se bude od
pruméru ligit o vice nez 0,05n = 0,1 - 5 s pravdépodobnosti nejvyse 4'0,0551000 = Zio00 = %,
presné jak jsme slibovali v prvni kapitole. S rostoucim n bude tato pravdépodobnost dale klesat.
Miuzeme si vybirat rizna ¢ a zkouSet rtizné presnosti, pro kazdé ¢ nicméné vyraz ﬁ bude klesat

zn
a nakonec bude zanedbatelné maly.

Postup, ktery jsme aplikovali pro hazeni férovou minci, samoziejmé funguje i pro hézeni falesnou
minci, kostkou, méreni vysky lidi, které potkas na ulici, ... Vzdy plati, Ze se zvétSujicim se poctem
pokusi se pravdépodobnost chova predvidatelnéji a ukaznénéji. S pomoci nové nabytych poznatkt
dokonce muzeme zformulovat obecnéjsi verzi naseho tvrzeni:

Tvrzeni. (Verze zakona velkych éisel) Necht X1, ..., X, jsou po dvou nezdvislé nahodné veli¢iny,
které maji vSechny stejnou stfedni hodnotu i rozptyl. Potom pro jejich soucet Y = X1+Xao+---+X,
a libovolné kladné c plati nerovnost

Var(X1 )

P(Y — B(Y)| 2 en) < oy

Ackoli toto tvrzeni kvili mnoha pismenkiim muze plsobit slozité, nejedna se o nic jiného nez
o vypocet, ktery jsme udélali pro hazeni minci (vzorecek nahore dostaneme, pokud si vzpomeneme,
ze rozptyl jednoho hodu minci je i)

Nyni si miizeme kone¢né s tlevou oddechnout, nebot jsme potvrdili, Ze intuitivni predstava
o povaze pravdépodobnosti je spravna! Cesta k tomuto dikazu byla sice pomérné dlouhé a naroc¢na,
ale zase jsme diky ni narazili na spoustu uziteénych a zajimavych konceptt. Dfive nez si bude$ moci

5Uvedeny symbol je malé fecké sigma; jeho velkou variantu uz znas jako sumaéni symbol.
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vychutnat zaslouzeny odpocinek, radi bychom Ti jesté v hvézdickovych kapitolach predstavili par
zajimavosti, které souvisi s tim, ¢im jsme se v tomto dile zabyvali.

Zvérinec nahodnych velicin*

Jeden z pojmil, ktery jsme doted nezavadéli, je rozdéleni ndhodné velic¢iny. Rozdéleni je histogram,
kterym si popisujeme, jak ¢asto dana veli¢ina nabyva jednotlivych hodnot. Jedna se tak o jakysi
prototyp ndhodnych veli¢in, u kterych uz nas vlastné vibec nezajima puvodni pravdépodobnostni
prostor. Zde jsme pro Tebe usporadali katalog nékolika dulezitych rozdéleni. Pfidali jsme k nim
také nékteré jejich vlastnosti, pfi¢emz s vétsinou z nich ses uz nékde v seridlu potkal(a). Pokud ne,
zkus si je sdém (sama) odvodit!

Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni — nahodnd veli¢ina nabyvajici s pravdépodobnosti
p hodnoty 1 a jinak nabyvajici hodnoty nula. Veli¢ina odpovidd hodu falesnou minci a my ji
z druhého dilu zname jako tzv. indikator. Pro alternativni ndhodnou veli¢inu X plati E(X) =p a
Var(X) = p — p2.

Binomické rozdéleni — ndhodna veli¢ina znacici pocet panen pfi hodu n mincemi, pfi¢emz na
kazdé z nich padne panna s pravdépodobnosti p. Plati P(X = k) = (Z)pk(l — p)»~k. Dale mame
E(X) = n - p (z linearity stfedni hodnoty) a Var(X) = n(p — p?) (X je soudet nezavislych veli¢in).

Pro p = % jsou hodnoty binomického rozdéleni presné kombinacni ¢isla (Z) vynasobena 27 7.
Proto binomické rozdéleni tzce souvisi s kombina¢nimi ¢isly, tzv. Pascalovym trojahelnikem nebo
tzv. binomickou vétou, se kterymi ses jiz mozna nékde setkal(a). Toto rozdéleni nas provéazelo po
cely tento dil a vime o ném jiz mnoho. Jestlize si hodime n mincemi pro sudé n, nejpravdépo-
dobnéjsi vysledek je, ze padne n/2 panen. Presto je pravdépodobnost tohoto jevu &im déal mensi,
kdy?# zvétsujeme pocet hodi (viz prvni tlohu). Cebysevova nerovnost iika, Ze pravdépodobnost, ze
binomické rozdéleni bude nabyvat hodnot vzdalenych od n/2 o vice nez, feknéme, t¥i smérodatné
odchylky (tedy 3- ﬁ), je jen é, Intuice, Ze pocet panen se od stfedni hodnoty n/2 odchyli o fadové
odmocninu z n, vysvétluje rozdilné chovani dvou grafi ze zacatku tohoto dilu. Zatimco v prvnim
grafu se kiivka postupné vzdaluje od nuly (y/n postupné roste), ve druhém grafu se postupné
piiblizuje k jednic¢ce (yv/n/n je fakt malé pro velka n).

Uloha 17. (t&7k4d) Mg&jme sudé n. Nejprve si rozmysli, Ze (n72) je urcité mensi nez 2™, ale vétsi

nez 2" /(n + 1). Pfedchozi ivaha o Cebysevové nerovnosti doopravdy dava lepsi predstavu o tom,
jak velké je toto kombinaéni ¢islo.

(1) Pomoci Cebysevovy nerovnosti dokaz, Ze (n72) >2m. m.
(2) Naopak vyuzij toho, ze plati (n%) 227 = (1 — %)(1 — n%)(l - %) a zaroven
(1- %ﬂ)( _ %) (- - %) = %H’ abys dokéazal(a), Ze (n72) < 317“

Geometrické rozdéleni — ndhodné veli¢ina odpovidajici po¢tu hodt, nez na falesné minci
padne panna. Padne-li panna s pravdépodobnosti p, mdme P(X = k) = (1 —p)* 1. pa E(X) = %
(viz minuly dil). Jedna se o jedno z mala rozdéleni s vlastnosti P(X > a+b|X > a) =P(X >b).
Jinymi slovy, mince nemé pamét (vzpomer na gambleriiv omyl).
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Alternativni: p = % Binomické: n = 10, p = % Geometrické: p = %
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Rovnomérné rozdéleni — ndhodna veli¢ina odpovidajici tomu, Ze zlomime hil na ndhodném
misté tak, Ze pro libovolny tsek hole (tfeba pro prvni t¥etinu hole) je pravdépodobnost, Zze zlom
bude nékde v tomto tiseku, imérna jeho délce.

Spojitych rozdéleni kromé toho rovnomérného existuje mnoho a obecné se popisuji funkci, které
se fikd hustota pravdépodobnosti. V ptipadé hole délky 1 by hustotou byla funkce rovna jedné
pro 0 < z < 1 a jinak rovna nule. Pravdépodobnost, ze si vyberes dané x z néjakého intervalu,
pak odpovida obsahu pod grafem této funkce, coz je v pfipadé hole to samé jako délka intervalu.
Opravdova hil se lame snaze pobliz prostfedku, coz muzeme popsat funkci, kterd je od 0 do %
rostouci a nasledné od % do 1 klesajici. Stejné dlouhé intervaly pak obecné odpovidaji raznym
obsahiim, a tedy i pravdépodobnostem. Detaily o hustoté pravdépodobnosti jsou nicméné daleko
nad ramec serialu.

Jako varovny priklad toho, Ze se spojité ndhodné veli¢iny chovaji slozitéji, uvadime tlohu, se
kterou pfisel na konci 19. stoleti francouzsky matematik Joseph Bertrand®.

Uloha 18. (Bertrandtv paradox) Uvazme kruznici k se stfedem S a do ni vepsany rovnostranny
trojihelnik se stranou délky 1. Jaka je pravdépodobnost, ze bude délka nadhodné zvolené tétivy
kruznice vétsi nez 17

(1) Zvolit si ndhodnou tétivu znamend zvolit rovnomérné a nezavisle dva body na obvodu
kruznice a spojit je. Na zdkladé toho si rozmysli, ze pravdépodobnost, ze dostaneme tétivu
delsi nez 1, je jedna tfetina.

(2) Zvolit si ndhodnou tétivu ale také muZzeme tak, Ze si zvolime ndhodny bod A uvnitf
kruznice a ten nésledné interpretujeme jako stied tétivy kolmé na tsecku SA. Rozmysli
si, pro které body je dana t&tiva delsi nez 1, a porovnanim obsahti z toho vyvod, Ze dana
pravdépodobnost je jedna ctvrtina.

(3) Jesté jiny zpusob, jak zvolit bod A z pfedeslého odstavce, je ndhodné si zvolit, pod jakym
thlem se vydas ze stfedu kruznice S a v jaké vzdalenosti se zastavis. Prvni je ndhodné
¢islo od 0 do 27, druhé je ndhodné ¢islo od 0 do poloméru kruznice. V takovém piipadé si
rozmysli, ze vyjde jedna polovina.

(4) Ktery z predchozich pFistupt je spravny? :-)

Centrélni limitni véta*

Statistika nuda je, md vsak cenné udaje.
Zdenék Svérdk, Jaroslav Uhlit

To nejlepsi nakonec. Podivej se na nasledujici obrazky zobrazujici binomické rozdéleni s p = %
pron = 1,2,10 a 100. T¥eba druhy obrazek odpovidé tfem moznym poéttim panen po hodech dvéma

mincemi, které nastanou postupné s pravdépodobnostmi 1,1 1 Obecné je vidét, ze rozdéleni se

42714

6 Joseph Bertrand (1,98 m) je basketbalista, kterého miizes znat diky jeho vykontim v tymu Draz-
dansti Titani. Jeho jmenovec Joseph Bertrand (1822-1900) je zndm zejména diky tzv. Bertrandovu
postulatu, ktery dokazal az P. Cebysev.
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&m dal tim vice podobaji jisté kiivce, kterd vypada jako kopecek”. To neni tak docela pravda,
abychom dosahli tohoto efektu, museli jsme postupné ménit méritko na osdch = a y. Po vhodném

1 '6712/2

se Gaussova kfivka a je popsand rovnici y = Vord , pfi¢emz e = 2,7 je tzv. Eulerovo &islo.®
™

n=1 n=2 n =10 n = 100

) 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2

Co pfesné jsme udélali s obrazkem? Nejprve jsme od veli¢iny odeéetli stfedni hodnotu, tedy n/2.
Tim jsme dosahli toho, ze vrcholy vsech kopecki budou na pozici nula. To by samo o sobé jesté
nestacilo. Jak vime, rozptyl souctu nezavislych velicin je roven souctu rozptyld, takze pro soucet
n veli¢in dostavame rozptyl n-Var(X1) = n- i. Abychom doséhli toho, Ze vSechny veli¢iny budou mit

stejny rozptyl, vydélili jsme jejich hodnoty vyrazem 4/n - % (nezapomei, ze Var(aX) = a?Var(X)).
To odpovida ,zmacknuti“ hodnot ve vodorovné ose. Nésledné jsme stejnym pomérem ,roztdhli“
hodnoty na svislé ose. To jsme udélali proto, ze soucet pravdépodobnosti se vzdy musi naséitat na
1, takZe celkovy ,obsah pod kfivkou* musi byt zachovan (pravé obsah totiz odpovida nasi intuitivni
pfedstavé o pravdépodobnosti ve spojitych prostorech). Hodnoty na vodorovné ose odpovidaji tomu,
ze se divdme jen do vzdalenosti dvou smérodatnych odchylek od priiméru (pro n = 10 se na obrazek
veslo jen 7 z 11 moznych vysledku).

To je sice pékné, ale hod férovou minci je jen jednou z mnoha aktivit, ktera se da opakovat. Co
se stane, kdyZz budeme héazet falesnou minci, kostkou nebo si vymyslime svoje vlastni potiesténé
rozdéleni? Odpovéd je sokujici: stane se to samé! Na néasledujicim obrazku je nejprve stejny proces
pro hod kostkou (rozmysli si, pro¢ pro n = 2 vypada obrazek jako stfecha) a nésledné pro geo-
metrické rozdéleni, které vypada jako skluzavka, a pro podivné rozdéleni, které vypada jako tudoli.
U vsech rozdéleni jejich sou¢tu nakonec vypada podezrele stejné!

n=1 n=2 n =10 n = 100
e o0 0060 ...0..... ....m.... A
T T ’. T ..q T
—2 0 2 =2 0 2 =2 0 2 =2 0 2
n=1 n=2 n =10 n = 100
L4 oo,
° ° ..
.... ..... A
—2 0 2 =2 0 2 =2 0 2 =2 0 2

"Pfipadné jako hroznys, ktery pravé poziel slona.

8Leonhard Euler (1707-1783) a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) jsou vseobecné pokladani
za jedny z nejvlivnéjsich matematikti viibec. Proto se objevuji v poznamce pod carou v kazdém
druhém PraSecim seridlu.
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n=1 n=2 n =10 n = 100

9 0 2 2 0 2 -9 0 2 2 0 2

Fakt, ze pokud dost dlouho sé¢itdme nezavislé veli¢iny se stejnym rozdélenim, vypada vysledek
jako kopecek, se nazyva centralni limitni véta.? Nejen diikaz, ale i jen samotna formulace tohoto
skvostu je nad rdmec seridlu, nebot vyzaduje rozsahlé znalosti z matematické analyzy. Pfesto si o ni
i o jejich dusledcich néco muzeme Fici. Centralni se ji fikd proto, Ze se jedné o jeden ze zdkladnich
fakti pravdépodobnosti a statistiky, podobné jako fakt, ze kazdé ¢islo 1ze jednoznacné rozlozit na
soucin prvocisel, je zdkladnim kamenem teorie ¢isel. Limitni je proto, ze v feci vyssi matematiky
je Gaussova kiivka v jistém smyslu tzv. limitou.

K ¢emu je centralni limitni véta dobra mimo svét matematiky? Napiiklad vysvétluje, proé
je vétsina lidi téhoz pohlavi podobné vysoka — na Tvoji vysku totiz ma vliv mnoho okolnosti a
specialné hned nékolik riznych gent. Zjednodusené lze fict, ze to, jak se Tva vyska lisi od praméru,
je souc¢tem prispévki vSech téchto okolnosti. Protoze na sobé rizné okolnosti moc nezavisi a zadna
neni vyrazné dulezitéjsi nez ty zbylé, plati zde centralni limitni véta a rozdéleni vysek vypada jako
kopecek (vétsina lidi je nékde uprostted).

Na druhou stranu barva o¢i zalezi zejména na jednom genu, a proto je mnoho lidi s modryma
a hnédyma oc¢ima, ale neni pravda, ze by vétsina lidi méla oc¢i v jakési hnédomodré barvé.

Zkus se sam (sama) zamyslet nad tim, kde vSude muzes Gaussovu kiivku (kopeéek) potkat.
Zavisi kupfikladu vybér auta nebo mobilniho telefonu na mnoha podobné dulezitych faktorech,
nebo se lidé prosté déli na dvé skupiny: ty, kdo chtéji nejlepsi model za kazdou cenu, a na ty, kdo
se spokoji se standardem stejnym pro vSechny? V prvnim prfipadé budou ceny rtznych modelu
na trhu rozlozené podobné jako binomické rozdéleni, v druhém piipadé vétsina modeld bude mit
priblizné jednu ze dvou cen.

I kdyZ je Gaussova kiivka definované pro vSechna redlnd ¢isla, plati, Ze pfiblizné 99,7 % obsahu
pod touto kfivkou lezi v intervalu od —3 do 3. Protoze podle centrilni limitni véty plati pro veli-
¢iny, které jsou sou¢tem mnoha stejnych nezavislych prispévku, ze X_EX) vypada jako Gaussova

a0
kfivka, mtizeme pro tyto veli¢iny tvrdit, Ze s pravdépodobnosti pfiblizné 99,7 % nabyvaji hodnot
vzdalenych od stfedni hodnoty nejvyse o tfi smérodatné odchylky. Podobné vlastnosti této kiivky
se Casto pouzivaji ve statistice. Ukazme si jednoduché pouziti na nasledujici tiloze z praxe.
Uloha 19. Na veéirek piijde sto hostii. Vime, e kazdy host chce snist nezévisle na ostatnich
nula chlebi¢kii s pravdépodobnosti 20 %, jeden s pravdépodobnosti 50 % a dva s pravdépodobnosti
30 %. Kolik mame nakoupit chlebi¢ki, aby s pravdépodobnosti aspont 99 % na vSechny zbylo?

Reseni. Neukazeme si pfesné feseni, jen nacrtneme, jak pomize centralni limitni véta. Oznac¢me
X; pocet chlebicku, které snédl i-ty host. Zajima nas veli¢ina X = X1 + X2 +---+ X,,. Z centralni
limitni véty vime, zZe histogram X (tedy jeji rozdéleni) vypadd pfiblizné jako Gaussova kiivka se
stfedem v
E(X)=100-E(X1)=100-(0,2-0+0,5-140,3-2) = 110.

Dale vypocitame rozptyl:

Var(X) = 100 - (E(X12) — E(X1)?) =100 (0,2-0240,5-1240,3-22 —1,12) = 49 = 72,
Na internetu (nebo v tabulkdch) miZeme najit, ze 99 % obsahu pod kfivkou lezi v intervalu od
—oo do 2,3. Hledana odpovéd je tak priblizné 110 42,3 -7 = 126,1, takZze musime koupit aspont 127
chlebicki. Predchozi vypocet nicméné neni zadny dtikaz (doopravdy chlebickt staéi 126).

9Pfesna matematické formulace nepouziva slovo ,kopecek®.
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Odhad v podobném duchu bychom dostali i s pouzitim CebySevovy nerovnosti, ktera fika, ze
libovolna veli¢ina se odchyli o a smérodatnjch odchylek s pravdépodobnosti nejvyse 1/a?. Pointa
je, ze s predpokladem nezavislosti vsech veli¢in (k pouziti Cebyseva by totiz stadila nezavislost po
dvou) dostaneme mnohem presnéjsi odhad, k jehoz pouziti ndm kromé viry v centralni limitni vétu
staci jen znalost stfedni hodnoty a rozptylu dané veli¢iny.

Zavér

Vsudypfitomnym a tajemnym kopeckem skoncéila bonusova ¢ast posledniho dilu. Vzdy kdyz si
odted koupis kopecek zmrzliny, vzpomen si na chladnou krasu stfedni hodnoty, roztaj nad definici
nezavislosti a vychutnej si sladkou prichut zakona velkych éisel.

Doufame, ze sis Gteni seridlu a FeSeni tloh uzil(a) podobné, jako jsme si my uzili psani. Serial
pro Tebe psali Danil s Vaskem a obrazky nakreslila Hanka Pafizkova. S psanim nam nesmirné
pomohlo mnoho dalsich PraSatek, za vSsechny dékujeme Hedvice, Kubovi K., Martinovi T., Micha-
lovi, Mirkovi, Pepovi T., Radovi a Vikimu. A hlavné dékujeme Tobé¢, Zes docetl(a) az sem — mé&j se
paradné!

Navody k Glohdm
1. (1) Napis si podil po sobé jdoucich kombinaé¢nich &isel.
(2) Napis si podil pravdépodobnosti pro n a n + 1.

2. V obou ¢astech vyuzij linearitu stfedni hodnoty.

3. (1) Jestlize soutézici vyfesil alespori dvé tlohy, skonéi pravdépodobné po prvnim dni mezi prvni
polovinou soutézicich. Jenze druhy den jeho umisténi bude ndhodné, tedy pravdépodobné
horsi, nez prvni den.

(2) Vyjimecéné dobry vysledek nastava s malou pravdépodobnosti. Je-li pFisti test nezavisly na
pfedchozim, s velkou pravdépodobnosti dopadne hufe.
(3) Pocet bouracek je do zna¢né miry ndhodny, takze vybrané zatacky v dany rok mozna jen
»mély smulu®“ a pristi rok v nich pak pravdépodobné jiz k tolika havariim nedojde.
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4. Podobné jako v pfikladu se $packy nastane rovnost jen tehdy, kdyz dané veli¢ina muze nabyvat
pouze jedné nezaporné hodnoty.

Pro druhou ¢ast stac¢i uvazit veli¢inu, kterd nabyva pouze hodnot —1,0, a k ni vhodnou hod-
notu a.

5. (1) Postupuj od nejmensi mozné hodnoty X po nejvétsi az do chvile, kdy pravdépodobnost,
ze X je nejvyse x, presdhne jednu polovinu. Dané x je pak median.

(2) Pouzij Markovovu nerovnost pro ¢ = 2.

9. (1) Postupuj stejné jako pro n = 2, neboj se predstavit si roznasobeni n zarovek.
(2) Pro soucet pouzij linearitu stfedni hodnoty, pro souc¢in pfedchozi bod.

10. Dosad do vzorecku a vzpomern, ze E(X + a) = E(X) + a a E(bX) = bE(X).
13. Vyjde postupné 2, 3 a 1. Pokud P(X = ¢) = p;, musi ve vSech podulohach platit
Yo ipi = 1. Zname-li E(X), respektive Var(X), zndme hodnotu vyrazti > 7 , ip;, respektive
? 1 i%p; — (3o ipi)?. Pro dikaz toho, Ze jsou &isla jednoznaéné uréena pro dana n, mizeme
vyuzit v prvnich dvou cCéastech jednoznacCnosti feseni jisté soustavy linearnich rovnic. Pro dtkaz
maximality staci najit dvé nahodné veli¢iny nabyvajici n 4+ 1 hodnot, které maji stejny rozptyl ¢i
stfedni hodnotu.
15. Postupuj jako v pfedchozim tvrzeni a neboj se roznasobit vyraz (X1 + X2 4 -+ 4+ Xp)2.
16. Dosad do Cebysevovy nerovnosti, zvol a tak, aby vysla prava strana.
17. Pro prvni ¢ast staci pouzit, ze (n72) je nejvétsi z n+1 Cisel, kterd se dohromady sectou na 2™.
(1) Pouzij CebySevovu nerovnost s a = 2 (ale funguji i jiné hodnoty), abys dokazal(a), ze
soucet kombina¢nich ¢&isel mezi n/2 — v/n a n/2 + /n je velky. Poté pouzij, ze (n72) je ze
vSech s¢itancu ten nejvétsi.

(2) Umocni druhou nerovnost na druhou a porovnej vyrazy.

Podrobné navody k Gloham

2. (1) Z linearity stiedni hodnoty plyne E(R,) = 10 + E(A11) + --- + E(4An) — n/2 = 10 +
+ (n—10)/2 —n/2 =5.
(2) Z linearity stfedni hodnoty plyne E(P,) = 10+E(A1172/+é"+E(A") = %10 Porovnanim po

sobé jdoucich vyrazi spoc¢itdme, ze E(Pn) — E(Py+1) > 0, tedy E(Pr) > E(Pp+1)-

6. Kazda pfichut m4 poloviéni pravdépodobnost, Ze si ji dané dité vybere. Protoze si déti vybiraji
nezavisle, mé proto kazd4 pfichut pravdépodobnost 2% = 3%, ze si ji nikdo nevybere. Zavedeme si
pro kazdou hodnotu indikdtorovou proménnou, ktera rika, zda si ¢okolddu nikdo nevybral. Z linea-
rity stfedni hodnoty pak plyne, Ze stfedni pocet nevybranych pfichuti je % = 10. Dosazenim ¢ = 2
do Markovovy nerovnosti dostavame, ze nevybranych prichuti je alespon dvacet s pravdépodobnosti
nejvyse jedna polovina.

8. (1) Vzhledem k nezavislosti hodu to je sou¢in obou stfednich hodnot, tedy

714—2—0—3?5—4—0-54—6 =51+ % Ke.

14+2454+10420450
6

(2) Veli¢iny jiz nyni nejsou nezévislé. Stiedni hodnota jejich sou¢inu je é (1-142-10+---+
+6-50) =76 + 2 K&.
11.
2 2 _ 1 2 1 2 1,
Var(B) = E(B”) — E(B)” = 5(0+n ) — §(U+n) ="

12. Protoze Var(X) je stiedni hodnotou nezaporné veli¢iny (X — E(X))?2, je vizdy nezaporny —
proto E(X?2) — E(X)? > 0, coz je pozadovana nerovnost. Aby byl rozptyl nulovy, musi byt viechny
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leny (x — E(X))? nulové, tedy pro viechna x z oboru hodnot musi byt © = E(X), tedy ndhodna
veli¢ina miize nabyvat pouze jedné hodnoty (a neni tak moc ndhodnd).

14. Mame Var(O) = Var(P) = E(0?)-E(0)? = E(O)-E(0)? = { — 1 = 1. Déle Var(0+0) =

4

= Var(20) = 4Var(O) = 1 a O + P je veli¢ina, kterd vzdy nabyva stejné hodnoty, takze jeji rozptyl
je nula.

18. (1) Nejprve ndhodné zvolime jeden z konci tétivy X a vepiSeme do k rovnostranny trojihelnik

=

Nz

X AB, ¢imz kruznici rozdélime na tfi stejné dlouhé oblouky. Délka tétivy bude vétsi nez
jedna pravé tehdy, kdyz jeji druhy konec bude lezet na kratsim oblouku AB. Tento oblouk
tvori tfetinu obvodu kruznice, a proto je pravdépodobnost tohoto jevu 1

3
Vepiseme-li do kruznice rovnostranny trojuhelnik ABC, bude stfed kruznice S tézistém
trojuhelniku. Ozna¢me D stied tusecky AB. Useka DC je téznice, kterou tézisté S déli

v poméru 1 : 2. Vzdalenost DS je tedy rovna poloviné poloméru kruznice.

Zvolime-li ndhodny bod tak, Ze jeho vzdalenost od S bude pfesné polovinou poloméru
kruznice, bude délka odpovidajici tétivy pfesné 1. Bude-li zvoleny bod dal, bude tétiva
kratsi, a bude-li bliz, bude delsi. Tétiva bude delsi nez jedna pro jevy odpovidajici bodim
v kruhu se stfedem v S a polomérem poloviénim oproti ptvodni kruznici. Obsah tohoto
obrazce je jednou ¢tvrtinou celkového obsahu.

Na uhlu pochopitelné nezalezi. Tétiva bude delsi nez jedna pravé tehdy, kdyz zvolime
vzdalenost od stiedu vétsi nez polovina poloméru (viz pfedchozi bod), coz nastane v ptlce
pripadi.
V jistém smyslu jsou spravné vsechny tfi pristupy. Zalezi na tom, co myslime ,nadhodnou
tétivou“. Rozdil mezi pristupy se da ilustrovat na druhé a tfeti poduloze, kde vlastné
vybirdme nadhodny bod uvnitf kruhu a testujeme, zda je jeho vzdalenost od stfedu mensi
nez polovina polomeéru. Takové body lezi v kruznici se stejnym stfedem a polovicnim
polomérem, kterd ma proto ¢tvrtinovy obsah.

Kdyz ale vybirdme ndhodny bod tak, Ze si ndhodné zvolime jeho vzdalenost od stiedu,
bude tato vzdalenost mensi nez polovina poloméru s pravdépodobnosti % Rozdil mezi
druhym a tfetim zpusobem tak je ten, Ze tfeti v jistém smyslu preferuje body blizko

stfedu nad body blizko okraje kruhu, zatimco ten druhy se chova ke vSem stejné.
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