Doprava

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 8.DUBNA 2019

ULona 1. (3 BODY)
Michal byl na dovolené v Indii a jednoho dne si vyrazil na prochazku se slonem Bimbem. Kdyz sel
ve stejném sméru, jako kracel Bimbo, dosel od jeho paty k chobotu na 30 krokt. Pak Sel stejné
rychle v opa¢ném sméru a udélal béhem cesty od Bimbova chobotu k paté 15 kroku. Jak dlouhy je
Bimbo?

ULoHA 2. (3 BODY)
Rado se prochazi po Manhattanu, kde ulice tvori ¢tvereckovou sit. Vzdy, kdyz dojde na ktizovatku,
si hodi minci a podle toho, co padne, zahne bud doleva, nebo doprava. Mohl mit takové $tésti, ze
po 2019 uslych tsecich skonéil tam, kde zac¢inal?

ULoHA 3. (3 BODY)
Pan a pani Novakovi $li se 4 dalsimi manzelskymi pary na autodrom. Kazdy clovék si pijcil vlastni
auticko a béhem jezdéni do sebe néktera auticka vrazela. Manzelé do sebe ovSem nikdy nevrazili.
Po skonceni jizdy se pan Novék zeptal vsech 9 ostatnich zicastnénych, s kolika raznymi lidmi se
srazili. K pfekvapeni vSech dostal od kazdého jinou odpovéd. S kolika riiznymi lidmi se srazila pani
Novakova?

ULOHA 4. (5 BOD®)
V Tramvérii se nachézi p tramvajovych zastavek, kde p je prvocislo. Mezi kazdymi dvéma zastav-
kami vede pravé jedna piiméa kolej, z nichz zadné dvé se nesetkavaji jinde nez na zastavce. Kolik
nejvice muze v Tramvarii jezdit okruznich tramvajovych linek pres vSechny zastavky, pokud zadné
dvé linky nesméji jet po stejné koleji?

ULOHA 5. (5 BoD)
Anicka jela na hory. Sjezdovky v lyzarském stiedisku se potkavaji v nanejvys 99 kiizovatkach,
pfi¢emz mezi dvéma kiizovatkami vede vzdy maximalné jedna sjezdovka. Zadné dvé kiizovatky
nejsou ve stejné vysce a na lyzich se da sjizdét jen dolu. Ukazte, ze iseky mezi kiizovatkami lze
rozdélit na modré a éervené takovym zpusobem, ze Anicka neni schopné sjet pfimo za sebou deset
useki stejné obtiznosti (barvy).

ULOHA 6. (5 BODU)
Na souostrovi Prasopagy maji velmi zvlastni systém podzemni dopravy — kazdy ostrov je spojen
pfimou linkou metra pravé se tfemi jinymi ostrovy. Bylo rozhodnuto, Ze je pro vétsi prehlednost
tfeba jednotlivé tseky metra oznadit zelenou, zlutou a ¢ervenou barvou. Aby bylo byrokracii uéinéno
zadost, bude Gseky stfidavé obarvovat ministr dopravy a ministr kultury, pficemz ministr dopravy
zacina. V kazdém kroku si tedy pfislusny ministr vybere jeden tisek metra a obarvi ho libovolnou
barvou. Ministr dopravy by chtél metro obarvit tak, aby se na zadném ostrové nepotkavaly tseky
vSech tii barev. Ministr kultury si naopak preje, aby se na néjakém ostrové linky vSech t¥i barev
setkaly. Ktery z nich umi své pfani prosadit?



ULOHA 7. (5 BODD)
V Americe se nachdzi n mést, kterd jsou spojena jednosmérnymi leteckymi linkami. V kazdém
z téchto mést se nachazi pamétihodnost. Cestovni kancelaf chce zfidit v nékterych americkych
méstech pobocky, aby ke kazdé pamétihodnosti mohla uspotddat zajezd zacinajici v nékteré ze
svych pobocek za pomoci nejvyse dvou leteckych linek. Zaroven si chce pocinat ekonomicky —
nechce, aby méla pobocky ve dvou méstech spojenych leteckou linkou. Dokazte, ze to vzdy muze
zaridit.

ULOHA 8. (5 BoD®)
V Chrochrostanu je m mést, pficemz nékteré dvojice mést jsou spojeny Zeleznici. Je znamo, zZe
z kazdého mésta vede presné 2nk Zelezni¢nich trati. V Chrochrostanu dale sidli mn prepravnich

spolec¢nosti a kazda by rada provozovala pravé k trati. Kazda spolec¢nost ptritom chce, aby vsechny
jeji traté zacinaly ve stejném mésté. Dokazte, Ze si tak spoleCnosti traté skutecné umi rozdélit.



Doprava

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Michal byl na dovolené v Indii a jednoho dne si vyrazil na prochazku se slonem Bimbem. Kdyz 3el
ve stejném sméru, jako kracel Bimbo, dosel od jeho paty k chobotu na 30 kroki. Pak Sel stejné
rychle v opa¢ném sméru a udélal béhem cesty od Bimbova chobotu k paté 15 krokii. Jak dlouhy je
Bimbo?

(Viki Némecek)

RESEN(:
Ozna¢me b délku slona Bimba méfenou v Michalovych krocich.

Z prvniho ptipadu vyjadiime tasek, ktery Bimbo usel, vztahem s; = 30 — b, nebot Michal musel
ujit nejen celou délku od paty k chobotu, ale i Gsek sj. Z druhé prochazky dostaneme vzdalenost,
kterou slon urazil, nez se Michal dostal k ocasu, vyrazem sp = b — 15. Dale si uvédomme, zZe se
rychlosti slona a Michala nezménily. Pokud tedy Michal v druhém pfipadé usel pouze polovi¢ni
trasu, muselo se stat to samé i Bimbovi. Z toho plyne s; = 2s2.

Vyfesime soustavu rovnic dosazenim

s1 =30—0,

259 = 30 — b,

2. (b—15) =30 — b,
3b = 60,
b =20.

Bimbo je tedy dlouhy 20 Michalovych kroki.

POZNAMKY:

Z doslych feSeni byla vétsina spravna a od vzorového reseni se lisila vyjadfenimi raznych vztaha
mezi délkami, rychlostmi a casy. Pouze nékolik fesiteld si neuvédomilo, Zze se Bimbova trasa musela
zmensit stejné jako Michalova, ti proto dosli k nespravnému vysledku. (Hedvika Ranosova)

Uloha 2.
Rado se prochazi po Manhattanu, kde ulice tvoii é¢tvereckovou sit. Vzdy, kdyz dojde na krizovatku,
si hodi minci a podle toho, co padne, zahne bud doleva, nebo doprava. Mohl mit takové stésti, ze
po 2019 uslych tsecich skon¢il tam, kde zacinal?

(Rado van Svarc)



RESEN{ PRES STEJNY POCET USEKU PROTILEHLYMI SMERY:

Necht jsou ulice na Manhattanu orientované severojizné a vychodozapadné. Pfedpokladejme, Ze
Rado skondil na stejné kiizovatce, kde zacinal. Pak pocet tsekt, které Rado usel smérem na sever,
musi byt stejny jako pocet tsekt, které Rado usel smérem na jih. Obdobné pocet tseku uslych
smérem na zapad musi byt stejny jako pocet tsekt uslych smérem na vychod. Proto musel projit
sudy pocet severojiznich a sudy pocet zapadovychodnich dseki. Celkem tedy Rado usel sudy pocet
useki, coz je ale spor, protoze podle zadani usel 2019 tsekii. Rado tedy nemohl skonéit tam, kde
zacinal.

RESEN{ SACHOVNICOVYM OBARVENIM:

Obarvime si kfizovatky Manhattanu na cerné a bilé jako na nekonecné Sachovnici. Pak z Cerné
ktizovatky dojdeme kterymkoliv jednim uslym tsekem na bilou kiizovatku a z bilé kfizovatky
dojdeme kterymkoliv jednim uslym tisekem na éernou k¥izovatku. Nyni BUNO piedpokladejme, ze
ktizovatka, na které Rado zacinal, je Cerna. Pak tedy po lichém poctu uslych tseki musel Rado
skoncit na bilé kfizovatce, a tudiz i po 2019 uslych tusecich musel skonc¢it na bilé, coz znamena, ze
nemohl skoncit tam, kde zacinal.

POZNAMKY:
Celkové se seslo velké mnozstvi feSeni, pficemz vétsina z nich kopirovala jeden z postupt nastinénych
vyse. Uloha byla velmi jednoduché, a proto jsem se rozhodl byt trochu piisnéjsi viiéi zapisu feseni.
Dival jsem se hlavné na to, jestli bylo feseni kompletni, nebyly v ném myslenkové skoky a jestli byl
sled myslenek dostateéné vysvétleny. Pokud jste ndhodou ztratili bod nebo dva, neberte to tedy
jako Spatné vyFesenou tulohu, ale jako prostor pro zlepseni svych zapisu Feseni!

(Jachym Solecky)

Uloha 3.
Pan a pani Novakovi sli se 4 dalsimi manzelskymi pary na autodrom. Kazdy ¢lovék si pujcil vlastni
auticko a béhem jezdéni do sebe néktera auticka vrazela. Manzelé do sebe ovsem nikdy nevrazili.
Po skonceni jizdy se pan Novak zeptal vSech 9 ostatnich zucastnénych, s kolika riznymi lidmi se
srazili. K prekvapeni viech dostal od kazdého jinou odpovéd. S kolika riiznymi lidmi se srazila pani
Novéakova?

(Viki Némecek, Marian Poljak)

RESENI:

Celkem bylo na autodromu 10 lidi. Vime, ze nikdo se nesrazil sAim se sebou ani se svym manzelem
nebo manzelkou. Kazdy tedy mohl narazit do nejvyse osmi lidi. Aby pan Novak dostal devét riznych
vysledkl, pocty srazek nutné musely byt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a 8. Oznacme si zucastnéné kromé
pana Novaka podle poc¢tu srazek: Xo, X1,...,Xs.

Vime, ze X3g se srazil se vSemi kromé jednoho ¢lovéka, to musel(a) byt nutné jeho manzel(ka).
Jediny, kdo se nesrazil s nikym, je Xo, vSichni ostatni maji alespon jednu srazku, a to s Xg. Z toho
plyne, ze Xg a Xo musi byt manzelé. Pro ostatni pary postupujeme podobné. X7 se srazil se vSemi
kromé dvou lidi, jednim z nich je Xo a partner X7. Vsichni kromé X a X7 maji alespon dvé srazky
(s Xs a X7), tedy X7 a X1 tvoii manzelsky par. Stejnou uvahou sparujeme Xg a X2, X5 a X3.

Zbyva ndm pouze osoba X4, kterd v oznacené skupiné nema protéjsek, takze to musi byt pani
Novakova. Pani Novakova se tedy srazila se ¢tyfmi lidmi.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a postupovala velmi podobné jako vzorové fesSeni.
(Michal Tépfer)



Uloha 4.

V Tramvarii se nachazi p tramvajovych zastavek, kde p je prvocislo. Mezi kazdymi dvéma zastav-
kami vede pravé jedna prima kolej, z nichz zadné dvé se nesetkavaji jinde nez na zastavce. Kolik
nejvice muze v Tramvarii jezdit okruznich tramvajovych linek pres vSechny zastavky, pokud zadné
dvé linky nesméji jet po stejné koleji? (Jakub Lowit)

RESEN(:
Pro p = 2 vede v Tramvarii pravé jedna kolej a tedy zde neexistuje okruzni linka.

Pro p > 2 vede z kazdého mésta p — 1 koleji a protoze mame p mést a kazda kolej vede mezi

p(p—1)
2

projede pravé p koleji, a proto mize v Tramvarii existovat maximalné % okruznich linek. Protoze

dvéma meésty, existuje v Tramvarii prave koleji. Kazda okruzni jizda pies vSechna mésta
p je liché, je toto cislo celé.

Nyni jesté potiebujeme najit takovou konstrukci okruznich linek v Tramvarii, aby linek bylo
=1 Ocislujme si tedy zastavky v Tramvarii postupné od 0 do p — 1. Poté muzeme v Tramvarii

2
zvolit nasledujici okruzni linky:

(1) 071727' D (mOd p):
(2) 0,2,4,...,2p (mod p),
@) 0,4 (mod p),2i (mod p),...,pi (mod p),

(E31)  0,B5% (mod p),2- 251 (mod p),...,p- P51 (mod p).

Jinymi slovy to jsou linky, které zacinaji na nule, tvoii je p isekt a v kazdém useku se posunou
o ¢ mést jednim smérem, kde ¢ jde od 1 do %. Snadno vidime, zZe vSechny takové linky opét konc¢i
v nule.

Nyni staci ukazat, ze tyto linky jsou disjunktni a kazda z nich prochéazi vSemi zastavkami. Pro
to si sta¢i uvédomit, Ze na jedné lince maji vSechny useky stejny rozdil ¢isel zastavek modulo p,
ktery je navic pro kazdou okruzni linku jiny. Diky tomu jsou vSechny linky disjunktni.

Zbyva ukazat, ze nami nalezené linky jsou skute¢né okruzni, tj. zZe kazdé dvé zastavky s vyjimkou
posledni jsou riizné, ¢imz budeme mit p riznych zastavek na kazdé lince. Pro spor necht se tramvaj
na i-té lince po projeti k < p a £ < p cest nachazi ve stejném mésté. Pak ik = i¢ (mod p) a protoze
¢ neni délitelné p, plati i k = ¢ (mod p). Ale protoze k i £ jsou mensi nez p, tak k = £.

Zkonstruovali jsme tak pT_l vyhovujicich okruznich linek a spravnéa odpovéd je tedy pT_l.

POZNAMKY:
Mnoho fesitelti pouze nalezlo, Ze okruznich linek mize byt maximélné p%l, ale jiz se tento ptipad
nepokusilo zkonstruovat. Tim si vyslouzili pouze 2 body. (,madam Verc¢a“ Hladikové)

Uloha 5.
Anicka jela na hory. Sjezdovky v lyzaiském stredisku se potkavaji v nanejvys 99 krizovatkach,
pficemz mezi dvéma kfizovatkami vede vZdy maximalné jedna sjezdovka. Zadné dvé kfizovatky
nejsou ve stejné vysce a na lyzich se da sjizdét jen doli. Ukazte, zZe tseky mezi kiizovatkami Ize
rozdélit na modré a ¢ervené takovym zpusobem, ze Anicka neni schopna sjet pfimo za sebou deset
usekt stejné obtiznosti (barvy).

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Kfizovatky si sefadime podle nadmotské vysky a ocislujeme je Cisly 1,2,...,n, pficemz kiizovatce

na nejvyssim misté prifadime jednicku, nejnizsi ¢islo n. Specidlné budou vsechna ¢isla vzdy nejvyse
3



dvouciferna. Kazdy tusek sjezdovky, ktery spojuje dvé kiizovatky majici stejnou ¢islici na misté
desitek!, obarvime modfe. Zbylé tseky obarvime ervené.

Predpoklddejme, ze Anicka sjizdi za sebou tseky modré barvy. JelikoZ stejnou ¢islici na misté
desitek ma maximéalné deset kiizovatek, znamena to, Ze Ani¢ka miiZe projet maximalné devét tsekt
modré barvy.

Pokud Anicka sjizdi pouze useky Cervené barvy, musi cestou navstivit pouze kiizovatky s po
dvou rtznymi ¢éislicemi na misté desitek (po kazdém useku se musi ¢islo na misté desitek zménit,
a muze se pouze zvysit). Existuje nejvyse deset riiznych ¢islic, proto mize Anicka projet maximalné
devét useku Cervené barvy.

POZNAMKY:

Reseni se seslo (na to, Ze jde o patou tlohu) relativné malo. Velka ¢ast ze spravnych feseni se drzela
vyse uvedeného argumentu, néktefi zvolili jinou konstrukci indukeci. (Tonda Cesik)
Uloha 6.

Na souostrovi Prasopagy maji velmi zvlastni systém podzemni dopravy — kazdy ostrov je spojen
pfimou linkou metra pravé se tifemi jinymi ostrovy. Bylo rozhodnuto, Ze je pro vétsi prehlednost
tifeba jednotlivé tseky metra oznacit zelenou, zlutou a ¢ervenou barvou. Aby bylo byrokracii u¢inéno
zadost, bude useky stridavé obarvovat ministr dopravy a ministr kultury, pficemz ministr dopravy
zaCina. V kazdém kroku si tedy prislusny ministr vybere jeden tsek metra a obarvi ho libovolnou
barvou. Ministr dopravy by chtél metro obarvit tak, aby se na zadném ostrové nepotkavaly tseky
vSech tii barev. Ministr kultury si naopak preje, aby se na néjakém ostrové linky vsech tfi barev
setkaly. Ktery z nich umi své pfani prosadit? (Jakub Lowit)

RESENT:

Své prani si vzdy umi prosadit ministr kultury. Ministr kultury bude hrat tak, aby vzdy pfed jeho
tahem byly z kazdého ostrova obarveny bud tii linky z néj vedouci, nebo nejvyse jedna. Zaroven
vzdy zajisti, aby existoval alespon jeden ostrov, ze kterého povede pravé jeden obarveny tunel. To
je vzdy a trividlné po prvnim tahu ministra dopravy splnéno.

Pokud ministr kultury nemize svym tahem uzaviit cyklus, pak si vybere ostrov s jednou obar-
venou linkou a obarvi druhou z néj vedouci linku jinou barvou. Aby ministr dopravy v nasledujicim
tahu neprohral, musi obarvit tfeti linku. Tim se nemtze uzaviit cyklus, protoze jinak by tuto linku
mohl uz prve obarvit ministr kultury. Z toho také plyne, ze oba tyto tseky vedou na ostrov, ze kte-
rého predtim nevedla zadnéa obarvend linka. Po téchto tazich tedy vzniknou nové ostrovy s jednou
obarvenou linkou a soucasné nevzniknou zadné se dvéma.

Pokud naopak ministr kultury muze uzavfit cyklus, miuze to udélat spojenim dvou ostrovi, ze
kterych vedla praveé jedna obarvena linka. To znamend, Zze mtze vybrat barvu nepouzitou na téchto
sousednich linkach a obarvit s ni linku kompletujici cyklus. Takto ministr kultury hrozi obarvenim
treti linky u obou ostrovu tieti barvou. Ministr dopravy miize zabranit pouze jedné z téchto hrozeb,
¢imz vSak nezabrani ministru kultury ve vyhte.

Zaroven stale existuje v prubéhu hry ostrov, ktery ma obarvenou jen jednu linku. A protoze je
souostrovi kone¢né, musi nékdy nastat druhy pfipad a ministr kultury tak skutecné vyhraje.

POZNAMKY:

Uloha byla naroéné obzvlasté na pfesnou argumentaci — velka vétsina Fesiteltt méla hlavni myslenku
strategie ministra kultury, ale Gspé$né se vypotradat se vSemi problémy, které mohly pii jejich
postupu potencidlné nastat, se povedlo jen ¢asti z nich. (Pavel Hudec)

1U éisel 1,2,...,9 uvazujeme &slici 0.



Uloha 7.
V' Americe se nachdzi n mést, z nichz nékterd jsou spojena jednosmérnymi leteckymi linkami.
V kazdém z téchto mést se nachazi vyznacéna pamétihodnost. Cestovni kancelai chce zridit v nékte-
rych americkych méstech pobocky, aby ke kazdé pamétihodnosti mohla usporadat zajezd zacinajici
v nékteré ze svych pobocek za pomoci nejvyse dvou leteckych linek. Zaroven si chce pocinat eko-
nomicky — nechce, aby méla pobocky ve dvou méstech spojenych leteckou linkou. Dokazte, Ze to
vzdy muze zaridit.

(Pavel Hudec)

RESENT:
Budeme postupovat indukci podle n, predpokladejme, Ze pro libovolné rozmisténi linek na méné
nez n vrcholech tvrzeni plati. Pro n = 0 zvolime prazdnou mnozinu mést, pro n = 1 je tvrzeni
trividlni

Zvolime si mésto x a oznacme X mnozinu mést, do kterych vede z x primé letecké spojeni. Pro
nasi mnozinu mést bez x a X tvrzeni plati, miZzeme tedy podle indukéniho pfedpokladu rozmistit
pobocky tak, aby spliiovaly podminky v zadani. Pokud nyni vede z mésta s pobockou linka do z, pak
se da dostat do x i X za pomoci nejvyse dvou leteckych linek, tedy pobocky takto rozmistit umime.
Pokud zadna takova linka nevede, pak uz mésto « neni spojeno s zadnym meéstem s pobockou. Proto
muzeme do x pridat pobocku a méme vyhovujici rozmisténi pobocek i pro n mést.

PozNAMKY:
Uloha byla trikova a dosla pouze dvé spravna feseni. Jednim z pFistuptl, ktery mohl v této uloze
vést k cili, bylo zjistit, ze pfimocara indukce nefunguje a pokusit se ji néjak opravit.

(Pavel Hudec)

Uloha 8.

V' Chrochrostanu je m mést, pricemz nékteré dvojice mést jsou spojeny zeleznici. Je znamo, ze

z kazdého mésta vede presné 2nk zZelezni¢nich trati. V Chrochrostanu dale sidli mn prepravnich

spolecnosti a kazda by rada provozovala pravé k trati. Kazda spole¢nost pfitom chce, aby vSechny

jeji traté zacinaly ve stejném mésté. Dokazte, ze si tak spolecnosti traté skutecné umi rozdélit.
(Jakub Lowit)

RESENI:

Trati v grafu si zorientujeme tak, aby do kazdého mésta vjizdélo nk trati a dalsich nk vyjizdélo.
Potom jednoduse do kazdého mésta umistime n spolecnosti a libovolné jim rozdélime po k tratich
vyjizd€jicich z mésta ven.

Zbyvé ukazat, ze traté skuteéné umime zorientovat tak, ze jich do mésta vchazi tolik, kolik jich
vychézi ven. To ve skutecnosti umime kdykoliv kazdym méstem prochézi sudy pocet trati. Toto
tvrzeni ukdzeme indukci podle celkového poctu trati.

Pokud nejsou traté zadné — je jich nula, je tvrzeni zjevné.

Nyni, necht je trati kK > 0 a my uz umime tvrzeni ukdzat pro vSechny pocty trati mensi nez k.
Podivejme se do libovolného mésta A, kterym néjaka trat prochézi. Nasledné se vydame po libovolné
trati do vedlejsitho mésta a v kazdém dalsim mésté nasedneme na zatim neprojetou trat. Toto
opakujeme tak dlouho, dokud se nevratime do A. Pro¢ tento postup funguje? Kdyby nefungoval,
museli bychom nékdy pfijet do né€jakého mésta B tak, ze uz bychom nemohli preskocit na zadnou
trat, kterou jsme zatim neprojeli. Ale trati skrz B vede sudy pocet, pfi kazdém predchozim prichodu
jsme pocet pouzitelnych trati snizili o dva a nyni jsme prijezdem jesté pocCet pouzitelnych trati snizili
o jedna. To ale znamend, Ze jsme zatim v B pouzili lichy pocet trati, coz je spor s tim, Ze jsme je
pouzili vSechny.

Casem se tedy vratime zpatky do A. Nyni vSechny trati na uvedené cesté zorientujeme podle
toho, jakym smérem jsme se po nich pohybovali. Nasledné€ si predstavime, ze vSechny tyto projeté
traté docasné zmizely. Z indukéniho predpokladu pak zbylé traté umime zorientovat pozadovanym
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zplsobem, takZe po zpétném pridani doc¢asné zapomenutych trati mame hotovo (protoze jsme do
kazdého mésta prijeli tolikrat, kolikrat jsme z né&j odjeli).

PozNAMKY:

Velka cast feseni spocivala pouze v tom, Ze fesitelé prohlasili, ze do kazdého mésta daji n spole¢nosti
a potom to pocetné vyjde. Nijak ovSem nefekli, jak to udélaji. Protoze to, jak se to udéla, je ta
tézsi Cast tlohy, nedaval jsem za toto prohlaseni zadné body.

Neékteri fesitelé, znalejsi v teorii grafi, se odvolavali na znalost eulerovského tahu. Tam je tfeba
nezapomenout, ze v grafu existuje eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz kazdy vrchol ma sudy stupen
a graf je souvisly. Proto nejde eulerovsky tah pouzit pfimo, ale je tfeba ho vyrobit na kazdé
komponenté souvislosti zvlast. (Rado van Svarc)



