Pravdépodobnost 1l

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.UNORA 2019

ULona 1.

Stadecko 250 PraSatek se rozhodlo uspotfadat filmovou noc. Zacala tim, ze vyrobila seznam 100 filmi
a z nich nyni chtéji vybrat néjaké, které pak budou promitat. Kazdé PraSatko ma pritom seznam
deseti filmt, které se mu libi, a seznam deseti filmi, které se mu nelibi (jednotlivé seznamy se
mohou libovolné prekryvat).

(a) Dokazte, ze miizeme vybrat néjaké filmy tak, ze kazdé PraSatko uvidi alespoi jeden film ze
seznamu téch, které se mu libi, ale nejvyse devét filmi ze seznamu téch, které se mu nelibi.

(3 BODY)

(b) Dokazte, Ze je to mozné, i pokud pfiddme podminku, Ze vybranych filmt musi byt nejvyse 50.
(2 BODY)

ULOHA 2. (5 BoD)

Noe vzal na archu n dvojic zvirat. Kdyz po nékolika dnech zacal byt hladovy, rozhodl se, Ze vybere
k nadhodnych zviat a sni je. Jaka je stfedni hodnota poétu rizngch druhii zvifat, ktera Noe vybral?!

ULoHA 3. (5 BODU)

Na Matfyzu se seslo n informatik a matematiki, pfi¢emz kazdy matematik zna alespon jednoho
informatika. Ukazte, Zze mizeme vybrat takovou skupinu matfyzaka o velikosti alesponi n/2, aby
uvnitt ni kazdy matematik znal lichy pocet informatika.

1Pokud napiiklad Noe vybral lva, lvici a jednorozce, jedna se o dva rtizné druhy.



Pravdépodobnost 1l

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Stadecko 250 PraSatek se rozhodlo usporddat filmovou noc. Zac¢ala tim, ze vyrobila seznam 100 filmu
a z nich nyni chtéji vybrat néjaké, které pak budou promitat. Kazdé PraSatko ma pritom seznam
deseti filmu, které se mu libi, a seznam deseti filmi, které se mu nelibi (jednotlivé seznamy se
mohou libovolné prekryvat).

(a) Dokazte, ze mizeme vybrat néjaké filmy tak, ze kazdé PraSéatko uvidi alespoii jeden film ze
seznamu téch, které se mu libi, ale nejvyse devét filmu ze seznamu téch, které se mu nelibi.

(3 BODY)

(b) Dokazte, ze je to mozné, i pokud pfiddme podminku, Ze vybranych filmi musi byt nejvyse 50.
(2 BODY)

(Vasek Rozhorl)

RESEN(:

Budeme postupovat pravdépodobnostni metodou jako v feSeni prvni tlohy druhého dilu serialu.
Zvolime kazdy film nezavisle na téch ostatnich s pravdépodobnosti jedna polovina. Pro i-té PraSatko
si zavedeme jev A;, ktery nastane, pokud zadny film z jeho seznamu oblibenych filmi nebyl vybran.
Dale jev B; nastane, pokud vSech deset filmt ze seznamu jeho neoblibenych filmt bylo vybrano. Diky
nezavislosti jednotlivych vybéri je P(A4;) = P(B;) = 2710, Méme tedy dohromady 250 - 2 = 500
jevu, kterym se chceme vyhnout. Pouzitim faktu, ze pravdépodobnost sjednoceni je nejvyse rovna
souctu jednotlivych pravdépodobnosti, dostavame
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S nenulovou pravdépodobnosti se proto stane, ze zadny z téchto jevi nenastane. To nutné znamena,
ze musi existovat seznam filmi, ktery spliiuje dané podminky. Tim jsme dokézali prvni ¢ast ulohy.
Pro vyreseni druhé ¢asti si staci uvédomit, ze pfi nasi ndhodné volbé vybereme nejvyse 50 filmi
s pravdépodobnosti vyssi nez jedna polovina. To proto, Ze kazdému vybéru vice nez 50 filmu
odpovida vybér méné nez 50 filmi, které jsme v prvnim vybéru nevybrali. Oznacime-li C' jev, ze
vybereme vice nez 50 filmu, opét dostavame
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ALTERNATIVN] RESEN{:

Vyfesime rovnou druhou podulohu. Vybereme nahodnou podmnozinu pravé 50 filmu; pracujeme
tedy s pravdépodobnostnim prostorem se (15000) prvky. Zavedeme stejné jevy A; a B;. Jev A; nastane
pravé tehdy, kdyz ze zbylych 90 filmt, jez nejsou na seznamu oblibenych filma i-tého PraSéatka,
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vybereme vsSech 50 filmt. To muzeme udélat (28) moznostmi, takze P(A;) = (90)/(100). Obdobné

50//\ 50
jev B; nastane pravé tehdy, kdyz ze zbylych 90 filmt vybereme pravé 40, a proto P(B;) = (28) / (15000).
Nyni postupujeme stejné jako v predchozim Feseni a spocitame, ze
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Opét dostavame vhodny seznam filmi s nenulovou pravdépodobnosti.

POZNAMKY:
Péknou interpretaci prvniho feseni méla Magdaléna Misinovd: rozdélime filmy na dvé skupiny a
stejné jako ve vzorovém feSeni dokazeme, Ze s nenulovou pravdépodobnosti nebude zadna desetice
celd v jedné skupiné. Pak na filmové noci budeme poustét tu mensi skupinu filma.

Vétsina Fesiteltt nicméné volila druhy postup (podobny posledni ¢asti druhé tlohy ve studijnim

minky na poéet filmt jako dalsiho jevu. (Vasek Rozhorl)

Uloha 2.

Noe vzal na archu n dvojic zvifat. Kdyz po nékolika dnech zacal byt hladovy, rozhodl se, Zze vybere

k nahodnych zvifat a sni je. Jaka je stiedni hodnota poctu riznych druhi zvifat, kterd Noe vybral?!
(Vasek Rozhori)

RESENT (VOLNE PODLE DOMINIKA STEJSKALA):
Druhy zvifat si ocislujeme ¢isly od jedné do n. Pak A; pro i od 1 do n bude jev ,i-ty druh byl
ochutnan“. Spocitejme jeho pravdépodobnost.

Vsech moznych vybéria zvirat k sezrani je (2]:), pokud se chceme vyhnout jednomu konkrétnimu
druhu, mame na vybér pouze z 2n—2 zvifat, tedy k z nich k sezrani mizeme vybrat (2"];2) zpusoby.
Pravdépodobnost, ze dany druh byl ochutnan je pravdépodobnost, Zze jsme se mu nevyhnuli, tedy:
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coz se souCasné rovnd stfedni hodnoté prislusného indikatoru.

Nyni jiz staéi vyuzit linearity stfedni hodnoty, protoze hledand nahodna veli¢ina je souctem
indikatord pres vSechny druhy, tedy jeji stfedni hodnota je souc¢tem prislusnych stfednich hodnot,
a proto je rovna

dnk —k* —k _ 4dnk— k% —k
n-(4n—2)  4n—2

1Pokud napiiklad Noe vybral lva, lvici a jednorozce, jedna se o dva rtizné druhy.
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POZNAMKY:
Resitelé, kteti alespoii néco poslali, vétsinou tlohu vytesili, aviak nepocitali P(A;) pomoci prav-
dépodobnosti doplitku. Pak bylo potreba zvlast rozebrat situaci, kdy Noe snédl pouze jedno zvire
daného druhu, a kdy snédl obé, ¢imz pfibylo trochu tprav navic. Dominik Stejskal a Kacka Pane-
Sova, ktefi postupovali podle vzordku, si vyslouzili jeden kladny imaginarni bod.

Naproti tomu néktefi feSitelé pocitali stfedni hodnotu pfimocafe bez pouziti linearity stfedni
hodnoty. Tém pak vysla stfedni hodnota jako

L Looom @ 92i—k
= (51

To je sice spravna hodnota, ale vysledek vzdy chceme dostat v co nejjednodussim mozném tvaru —
jisté uznate, ze podil dvou polynomu stupné jedna a dva d4 mnohem lepsi predstavu o tom, kolik

to tedy je pro konkrétni k a m, nez takovahle suma. Takova feseni byla tedy hodnocena dvéma
body. (Viki Némecek)

Uloha 3.
Na Matfyzu se seslo n informatiki a matematiki, pricemz kazdy matematik zna alespon jednoho
informatika. Ukazte, Ze miZeme vybrat takovou skupinu matfyzdki o velikosti alespori n/2, aby
uvniti ni kazdy matematik znal lichy pocet informatiku.

(Danil Kozevnikov)

RESEN(:

V feSeni pouzijeme kombinaci pravdépodobnostni metody a linearity stiedni hodnoty. Budeme
nahodné volit skupinu, kde kazdy matematik zna lichy pocet informatikl, a ukdzeme, zZe stfedni
hodnota jeji velikosti je rovna n/2, coz zarudi existenci alesponl jedné skupiny s alespon polovié¢nim
poctem matfyzaku.

Ozna¢me si po¢ty matematiki a informatikt na Matfyzu postupné m, i. Zavedeme si n na-
hodnych veli¢in Xi,...,X,, a Y1,...,Y;, které pro kazdého matematika, respektive informatika,
indikuji, zda je ve vybrané skupiné. Celkovy pocet lidi ve skupiné je potom ndhodna veli¢ina
S=2 X+ Y

Abychom si co nejvice usnadnili vypocet E(S), zvolime nasi skupinu specifickym zptisobem:
nejprve do ni pfiddmé kazdého informatika s pravdépodobnosti % a poté tam doplnime vSechny
matematiky, ktefi znaji lichy pocet zvolenych informatikti. V tomto piipadé zjevné plati E(Y;) = %
pro j od 1 do i.

Reknéme, Ze dany matematik zna k > 1 informatiki, které jsou néjakym (jakymkoliv) zptisobem
sefazeni. OznacCme si jako A jev to, Ze byl zvolen sudy pocet z prvnich k — 1 znamych informatiki,
a jako B jev to, Ze byl zvolen k-ty z nich. Potom pravdépodobnost, Ze zné lichy pocet informatikt
ze zvolené skupiny, mizeme vyjadiit jako P(AN B) + P(AN B) = %(P(A) + P(A)) = % Vyuzili
jsme toho, ze volba posledniho znamého je nezavisla na vSech ostatnich, a rovnéz toho, ze k—1 > 0,
aby byly pravdépodobnosti z posledniho kroku dobfe definované. Takze kazdy matematik bude ve
zvolené skupiné rovnéz s pravdépodobnosti jedna polovina, procez E(X;) = % a z linearity stfedni
hodnoty E(S) = § + % = 5, coz jsme chtéli dokdzat.

POZNAMKY:

Vsechna spravna reseni se myslenkou volby nejvétsi mozné skupiny z ndhodné skupiny informatikt
podobala tomu vzorovému. Misto pouziti pravdépodobnostnich pojmu jste vsak casto pouzivali
ne vzdy zcela jasné argumenty se symetrii nebo naopak pfimocafejsi pristup s pocitanim stfedni
hodnoty z definice pfes sumu. Ackoliv oba pfistupy u této tlohy byly celkem schidné (napiiklad
posledni ¢4st FeSeni se dala nahradit trikovym pouzitim binomické véty), tak obecné spi§ plati,
ze kdyz uz feSeni pouziva pravdépodobnostni metodu, pak pujde elegantné zformulovat v jazyce
pravdépodobnosti. (Danil Kozevnikov)



