Obdélniky

2. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 5. LISTOPADU 2018

ULona 1. (3 BODY)
Viki si koupil Sest shodnych obdélnikovych dlazdi¢ek o obvodu 38 cm a spojil je do jednoho obrazce
znézornéného na obrazku. Jaky obvod ma vysledny atvar?

ULOHA 2. (3 BODY)
Obdélnik ABCD ma strany o délkadch |[AB| = 4 a |AD| = 2. Na tGseéce AB lezi bod P tak, ze
|AP| = 1. Ukazte, ze pfimka DP je kolmé na AC.

ULoHA 3. (3 BODY)
V tabulce 8 x 8 je zacernéno sedm poli¢ek. Najdéte nejvétsi a takové, Ze v obrazci budeme vzdy
schopni najit nezacernény obdélnik! sloZzeny z alespoii a policek, at uz byla zacernéna kterakoliv
sedmice.

ULOHA 4. (5 BODD)
Uvnitt obdélniku ABCD o obsahu S se nachazi bod P. Ukazte, ze

|PA|-|PB|+ |PC|-|PD| > S.

ULOHA 5. (5 BoD)
Ada nasla konvexni mnohotuhelnik M a délku h. Nad kazdou stranou mnohotuhelniku nakreslila
obdélnik s druhou stranou délky h, ktery je namifeny dovnitf mnohothelniku. V§imla si, Ze soucet
obsahii vSech téchto obdélnikii je roven dvojnasobku obsahu M. Ukazte, Zze tyto obdélniky urcité
pokryvaji M.

ULOHA 6. (5 BODD)
Honza si vyrobil dvojici obdélniki ABCD a DEFG takovou, ze tsecky AE a CG obé prochazeji
bodem D a ¢tyftahelnik ACEG je tétivovy. Druhy prusecik tsecky BC' s kruznici opsanou ¢tyi-
thelniku ACEG nazveme X a druhy prusecik tusecky EF s toutéz kruznici ozna¢ime Y. Ukazte,
ze obsah ¢tyfuhelniku AXY G je roven souétu obsaht obdélniki ABCD a DEFG.

LCtverec také povazujeme za obdélnik.



ULOHA 7. (5 BODD)
V trojthelniku ABC se kruznice vepsanad dotykd stran AB a BC v bodech X a Y. Kruznice
vepsand trojuhelniku X BY se dotyka stran X B a BY v bodech P a Q. Tyto dvé kruznice vepsané
se protinaji v bodech R a S tak, ze P, Q, R a S lezi na kruznici v tomto potradi. Ukazte, ze PQRS
je obdélnik pravé tehdy, kdyZz je pomér poloméru téchto kruznic vepsanych roven 3 : 2.

ULoHA 8. (5 BoD)
Nad stranami trojahelnika ABC' sestrojime (ne nutné podobné) obdélniky ABDE, BCFG a
CAHI, které s danym trojuhelnikem sdili pouze stranu. Ukazte, ze osy tusecek HE, DG a FI
se protinaji v jednom bodé.



Obdélniky a ctverce

2. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Viki si koupil Sest shodnych obdélnikovych dlazdicek o obvodu 38 cm a spojil je do jednoho obrazce
znazornéného na obrazku. Jaky obvod ma vysledny utvar?

(Marian Poljak)
RESEN(:
Vsech Sest dlazdicek ma dohromady dvanact delsich a dvanact kratsich stran. Z obrazku je jasné
vidét, ze se vzajemné dotykaji tfemi kratsimi stranami. Dale se prekryvaji i tfemi delsimi stranami,
nebot k prostiednimu faddku je shora pfilepena jedna a zdola dvé dlazdicky. Kazdy dotek ale musime
uvazit dvakrat, protoze zabird stejnou délku na dvou dlazdickach. Zbyva tedy 12 —3 -2 = 6
viditelnych delsich a stejny pocet kratsich stran dlazdicek. Protoze obvod obdélniku o stranach a,
b spocitame jako o = 2(a + b), je celkovy obvod obrazce roven 3 - 38 = 114.

POZNAMKY:

Uloha byla natolik jednoduché, ze nevyzadovala zadné podrobné vysvétlovani. Vyjimeéné se nékdo

splet]l v nasobeni ¢i vzorecku pro obvod obdélniku, jinak jsem udé€lovala jen plné pocty bodu.
(Béra Kocidnova)

Uloha 2.
Obdélnik ABCD ma strany o délkach |AB| = 4 a |AD| = 2. Na tseéce AB lezi bod P tak, ze
|AP| = 1. Ukazte, ze pfimka DP je kolma na AC.

(Rado van Svarc)
RESENT:
Ozna¢me X prisecik AC' a DP. Trojuhelniky ABC a DAP jsou podobné podle véty sus, protoze
% = % = % = \’22“ a zéroveni |[{ABC| = |{DAP|. Ozna¢me o = |{BAC| = |[<{ADP].
U vrcholu A je v obdélniku pravy thel, pomoci néhoz vyjadiime velikost |<<TCAD| = 90° — . Ze
souc¢tu vnitfnich Ghla v trojihelniku AX D dopocitame velikost thlu AX D:

a4+ (90° — a) + [XAXD| = 180°,
|<CAX D| = 90°.
1



Primka AC je tedy kolméa na pfimku DP.

D

POZNAMKY:

Velka cast feSitelit postupovala stejné nebo podobné jako vzorové feseni a ti si tim vyslouzili plny
pocet bodt. Casto opakovanou chybou, za kterou jsem ale body nestrhaval, byl zapis podobnosti
trojahelnikt. Vrcholy piSeme v tom poradi, v jakém si odpovidaji. Tedy v této tloze byl spravné
pouze zapis AABC ~ ADAP, protoze uhel u vrcholu A odpovida Ghlu u vrcholu D, tGhel u B
thlu u A, thel u C thlu u P a podobné pro strany. Jind poradi zapisu vrchold spravné nejsou,
napfiklad neplati AABC ~ AAPD, protoze Ghly u vrcholu A se v obou trojihelnicich lisi.

Také se seslo mnoho feSeni vyuzivajicich goniometrické funkce. Tento postup ale vetSinou neni
prilis dobry, protoze thly nedokazeme spocitat pfesné a musime je zaokrouhlit. Prestoze je soucet
zaokrouhlenych 1hla roven 90°, neznamend to nutné, ze soucet bude stejny pro velikosti nezao-
krouhlenych thla. Podobné feseni tedy vétsinou mnoho bodi neziskala. (Michal Tépfer)

Uloha 3.
V tabulce 8 x 8 je zacernéno sedm policek. Najdéte nejvétsi a takové, ze v obrazci budeme vzdy
schopni najit nezacernény obdélnik! slozeny z alespori a poliéek, at uz byla zadernéna kterakoliv
sedmice.

(Rado van Svarc)

RESENI:
Protoze je zacernénych policek sedm a tabulka ma osm fadkt, tak jeden ze sloupci je urcité prazdny.
Tim dostavame obdélnik o obsahu 8.

Zaroven pri zaCernéni jako na obrazku nelze najit obdélnik o vétsim obsahu, ktery neobsahuje
zaCernény Ctverecek.

Proto je odpovéd 8.

|

LCtverec také povazujeme za obdélnik.



POZNAMKY:

Vétsina Teseni byla viceméné jako feSeni vzorové. Nékteri k tloze pfistupovali zptisobem ,které

zacernéni bude zjevné nejhorsi“. Zadné z takto ,zjevné“ nejhorsich zacernéni nejhorsi nebylo.
(Rado van Svarc)

Uloha 4.
Uvniti obdélniku ABC'D o obsahu S se nachazi bod P. Ukazte, ze

|PA|-|PB|+ |PC|-|PD| > S.

(Rado van Svarc)
RESENT:
Nejprve si uvédomme, Ze soucet obsahd trojuhelniki ABP a CDP je roven S/2: Oznaéme vq

vysku v trojihelniku ABP na stranu AB a va vysku v trojihelniku CDP na stranu CD. Pak
mame v + v2 = |BC|, a tedy

|AB]| - vy |CD|-v2 _ |AB|-|BC| S

2 a2~ 2 T2

Dale dokazeme nerovnosti |PA| - |PB| > 2Sapp a |PC|-|PD| > 2Scpp. Plati, ze vyska
v trojuhelniku neni dels$i nez strana, kterd s ni sdili vrchol. Potom tedy, pokud vpa je vyska
v trojuhelniku ABP na stranu PA, mame Sapp = |PA|-vpa/2 < |PA|-|PB|/2. Po vynasobeni
dvéma dostaneme prvni nerovnost. Druha nerovnost je obdobn4, staéi jen misto trojuhelniku ABP
uvazovat trojuhelnik CDP.

Nakonec tedy mame

Sapp +Scpp =

S
|PA|-|PB| +|PC| - |PD| > 284pp +25cpp =2 5 = 5.

D c

POZNAMKY:
Seslo se mnoho spravnych feSeni. Velka ¢ast z nich pouzivala stejny argument jako vzorové fe-
Seni (nékdy s drobnou tpravou doplnénim trojuhelniku ABP resp. CDP na rovnobéznik, aby
se nemuselo délit dvéma). Dale mnoho FeSitelt argumentovalo podobné, ale o néco rychleji po-
uzitim nésledujici vzorce. Plati 2Sap5p = |AP| - |BP| - sin |[X{APB]|, pak staéi jen pouzit fakt
0 < sin |[<APB| < 1.

Péar fesitelt se rozhodlo pouzit AG nerovnost, coz je vcelku originalni pfistup k této tloze — jen
nékteri vsak tento postup dotdhli do aspésného konce. (Tonda Cesik)



Uloha 5.

Ada nasla konvexni mnohothelnik M a délku h. Nad kazdou stranou mnohotihelniku nakreslila
obdélnik s druhou stranou délky h, ktery je namireny dovnitf mnohothelniku. Vsimla si, ze soucet
obsaht vsech téchto obdélniku je roven dvojnasobku obsahu M. Ukazte, Ze tyto obdélniky urcité
pokryvaji M.

(Jakub Lowit)

RESEN(:
Oznaéme vrcholy mnohothelniku postupné X az X, pak strany M jsou tsecky X;X; 1 (indexy
bereme modulo n, tedy vrcholem X, 41 myslime X1).

Pro spor predpokladejme, ze existuje bod B, ktery neni pokryty zadnym obdélnikem. Vezméme
stranu X;X;41 nejblize k B a uvazujme kolmici k z bodu B na X;X;11, jeji patu oznacme P.
Pokud by P nelezela na tsecce X;X; 1, musela by k protnout dalsi stranu, predtim nez protne
X;Xi+1. To by ale znamenalo, ze tato strana je k B blize. Bod P proto lezi na tsecce X;X;41.
Aby tedy B nebyl pokryt zadnym obdélnikem, musi byt vzdalen od nejblizsi strany vice nez h.

Pro kazdou stranu X;X; 11 a bod B vytvorime trojuhelnik X;X; 1 B. Jelikoz M je konvexni,
pro zadna i # j se X;X;11B a X;X ;1B nepfekryvaji. Navic jsou uvnitt M a vypliuji plochu M.

Jestlize v; je vzdalenost B a X;X;41 a S je obsah M, potom Y " | % = S, protoze

trojihelniky X;X;4+1B vyplnuji plochu M a obsah jednoho spocitame jako polovina vysky krat
strana. Pro kazdé i plati v; > h, tedy

i h | X Xiq1] < i vi - | X Xig1] _s

i=1 2 i=1 2

coZ je spor, ze zadéni vime, ze Y1 ; h- | X;X; 1] = 25.

PozNAMKY:

Vétsina z vas ulohu zvladdla a nejcastéji pouzila argument v; > h ¢i jeho obdobu. Nepsali jste
vSak pro tento argument tak podrobnou argumentaci, jako je v druhém odstavci vzorového feSeni.
Obeslo se to bez ztraty bodu, ale pristé si davejte pozor.

(Adéla Kosteleckd)

Uloha 6.

Honza si vyrobil dvojici obdélniki ABCD a DEFG takovou, ze tsecky AE a CG obé prochazeji
bodem D a c¢tyruhelnik ACEG je tétivovy. Druhy prisecik tusecky BC' s kruznici opsanou Ctyt-
thelniku ACEG nazveme X a druhy prusecik usecky EF s toutéz kruznici oznac¢ime Y. Ukazte,
ze obsah ¢tyruhelniku AXY G je roven soudtu obsahti obdélnikii ABCD a DEFG.

(Jakub Léwit)

RESENI:

Nejdiive ukadzeme, ze AXY G je obdélnik. Oznaéime kruznici opsanou Sestithelniku AXCEY G
k. Protoze |X{AEY| = |<DEF| = 90°, je AY pramér kruznice k. Obdobné protoze |<{XCG| =
|[<KBC'D| = 90°, je XG také pramér kruZnice k. Z toho vyplyva, ze |[{GY X| = |[<Y XA| =
|[MXAG| = |[<AGY | = 90°, a tedy AXY G je obdélnik.
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Nyni ukdzeme, ze trojuhelniky GF'Y a X BA jsou shodné. Plati, ze |<GFY| = |<XBA| = 90°.
Dale jelikoz plati F'Y || AB a GY || X A, jsou také tthly <XAB a <GY F shodné. Tyto dva troj-
thelniky maji dva uhly shodné, z ¢ehoz plyne, Ze jsou podobné. Navic maji jednu stranu stejné
dlouhou (AXY G je obdélnik — takze |GY| = |AX|) a jsou proto i shodné.

Oznadime si |AB| = |DC| = a, |BC| = |AD| = b, |DE| = |GF| = ¢, |DG| = |EF| = d
a obsahy obdélniku AXY G, ABCD a DEFG ozna¢me po fadé Saxyag, Sapcp a Spera- Ze
shodnosti trojuhelnikt GFY a XBA vime, ze |AB| = |FY| = a a |BX| = |GF| = c. Protoze
ADG a GFY jsou pravouhlé trojuhelniky, méizeme vyjadiit |AG| = \/|AD|2 + |DG|? = Vb2 + d?
a |AX| = /|AB|2 + |BX|2 = Va? + c2. A poté postupnymi tpravami:

Saxve = |AG| - |AX|,
Saxye = Vb2 +d?- a2+ 2,
(Saxya)® = (V* +d%) - (a® + ),
(Saxya)? =b%a® +d%a® + b2 + d?c2.
Z mocnosti bodu D ke kruznici k ziskdme:
bc = ad,
a po dosazeni do predchozi rovnice dostavame:
(Saxya)? = b%a® + dabe + dabe + d2c2,
(Saxya)® = (ba +do)?,
Saxya = (ba + dc),
Saxyae =SaBcp + SpeFG-
A to jsme chtéli dokazat.



POZNAMKY:

Reseni se na Sestou tilohu seslo pomérné hodné, naslo se par spravnych, kratkych a hezkych feseni,

ale vice dlouhych, slozitych a ne vzdy spravnych. Za dtkaz, ze AXY G je obdélnik, jsem dévala dva

body, za doreSeni tlohy pak zbylé tii. Nékolik fesitelt k tloze pfistoupilo o trochu jinak: obdélnikim

ABCD a DEFG opsali obdélnik BKF'L a zjistili, ze soucet obsahti trojuhelnikit X KY a ALG je

roven sou¢tu obsahti obdélnikit KEDC a LADG. Tito fesitelé zpravidla ziskali plny pocet bodu.
(,madam Verca“ Hladikové)

Uloha 7.
V trojahelniku ABC se kruznice vepsana dotyka stran AB a BC v bodech X a Y. KruzZnice
vepsana trojihelniku X BY se dotyka stran X B a BY v bodech P a Q. Tyto dvé kruznice vepsané
se protinaji v bodech R a S tak, ze P, Q, R a S lezi na kruznici v tomto poradi. Ukazte, ze PQRS
je obdélnik prave tehdy, kdyz je pomér poloméri téchto kruznic vepsanych roven 3 : 2.

(Rado van Svarc)

RESENI:
Ozna¢me kruznice vepsané ABC a X BY jako k a ¢ a jejich stfedy jako I a J. Protoze k i £ jsou
symetrické podle osy thlu <{ABC, je trojihelnik X BY rovnoramenny a plati XY || PQ || SR.
Protoze J je stfed kruznice vepsané trojuhelniku X BY', médme z rovnoramennosti trojihelnika
XBY rovnost |[<<JXB| = |I{JXY| = |<{JYX]|. To ale diky tsekovym tGhlim znamena, ze BX je
te¢na ke kruznici opsané trojuhelniku X JY. Analogicky musi byt BY tec¢na k té samé kruznici,
takze tato kruznice splyva s k. Tedy J lezi na k.
Protoze jsou uhly <{JPB a <{JQB pravé, lezi P a Q) na kruznici m nad priumérem JB. Protoze
stiedy m a k lezi na ose thlu <X BY a na ni také lezi bod J, dotykaji se kruznice k a m v J.
Ukéazeme, ze ob& zkoumand tvrzeni (tj. ze PQRS je obdélnik a ze pomér poloméra k a £ je 3 : 2)
jsou ekvivalentni tomu, ze k a m jsou shodné kruznice. Potom uz urcité budou ekvivalentni i sobé
navzajem.

Protoze PQRS je tétivovy lichobéznik (nebot jsme si jiz odvodili, ze PQ || SR), je to obdélnik
pravé tehdy, kdyz je symetricky podle J. Ale protoze k a m jsou kruznice opsané trojihelnikim
PJQ a SJR, je PQRS symetricky podle J, pravé kdyz jsou k a m symetrické podle J. Protoze se
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ale v J dotykaji, je to ekvivalentni tomu, Ze jsou shodné, coz jsme chtéli. Tedy PQRS je obdélnik
pravé tehdy, kdyz jsou k a m shodné.

Protoze JB je prumér m a J1I je polomér k, jsou k a m shodné, pravé kdyz I‘é‘lf‘l = % Po pricteni
jednicky dostavame ekvivalenci s % = % = g Kvuli pravym thlim u P a X jsou
trojuhelniky BPJ a BX I podobné, takze % = %. Protoze I X a JP jsou poloméry piislusnych

kruznic, ziskavame skutec¢né, ze m a k jsou shodné, pravé kdyz je pomér poloméru k a £ roven 3 : 2.

POZNAMKY:

Reseni se seslo vcelku mnoho, ale ¢asto nebyla spravné, protoze opomijela jednu z implikaci.
Ze spravnych FeSeni mnohd postupovala vyjadfenim dvou délek (nejcastéji |PQ| a |SR]|) pomoci
polomért danych kruznic (nékdy vcelku pékné, nékdy pomoci mnoha a mnoha goniometrie) a pro-
hlasila, ze PQRS je obdélnik, pravé kdyz se tyto délky sobé rovnaji, z ¢ehoz dostala ekvivalentnimi
upravami hledany vztah pro poloméry. (Rado van Svarc)

Uloha 8.
Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime (ne nutné podobné) obdélniky ABDE, BCFG a
CAHI, které s danym trojuhelnikem sdili pouze stranu. Ukazte, Ze osy usecek HE, DG a F1
se protinaji v jednom bodé.

(David Hruska)

RESENI POMOCI KAMARADU?:
Oznacme si O4, Op, O¢ stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim AEH, BDG a CFI. Bod Oy»z
muZeme popsat jako prisecik os stran trojuhelniku AEH, tj. Gse¢ek AE, AH a HE. Podobné Op
je prusecikem os use¢ek BD, BG a DG. Navic osy useéek AE a BD jakozto osy protéjsich stran
obdélniku splyvaji. Proto je tisetka O,Op rovnobézna s AB. Podobné dokdzeme i O4O0¢ || AC
a OpOc¢ || BC.

Necht je P prisecik os tseéek HE a DG. Déle si ozna¢me stiedy stran EA, HE a H A postupné
R, S, T. Protoze plati |<<ERO 4| = |<ESO 4| = 90°, je ¢tyfuhelnik ERSO 4 t&tivovy. Z toho plyne,
ze |<<RO 4 S| = |[<RES)|. Déale pak RT je stfedni pfickou v trojuhelniku EAH, z ¢ehoz dostdvame
|[<<SER| = |<<{ART|. Koneé¢né i ¢tyfuhelnik TARO 4 je tétivovy kvili pravym thlim u R a T.
Proto plati |<TART| = |<{AO 4T|. Dohromady pak dostavdme

|<COBO4P| = |<TRO4S| = |<\RES| = |<TAEH| = |<{ART| = |<TAOAT| = |<XTAO 4O¢|.

To znamend, 7e piimka O 4 A je izogonalni® s osou tsecky EH v tthlu OgO4O¢. Analogicky
dokazeme, ze i osa DG je izogonalni s Op B a osa F'I je izogonalni s OcC.

Trojahelniky O4OpOc a ABC nejsou shodné a maji prislusné strany rovnobézné, proto exis-
tuje stied stejnolehlosti X zobrazujici trojuhelnik ABC na O 40pO¢. Ten v8ak musi byt zaroven
prusecikem pfimek Oy A, OpB a OcC, které se tedy protinaji v X. Hledany prusecik os tsecek
HE, DG a F1I je proto kamarad bodu X v trojuhelniku O 4OpO¢.

2Jako kamarada pieklddame takzvany isogonal conjugate, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/Isogonal _conjugate.

3Pfimky AX a AY jsou izogonélni v ihlu {BAC, pokud je AX obrazem AY podle osy tihlu
<{BAC.
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RESEN{ POCITANIM DELEK:
Nejprve dokdzeme, ze pro libovolny bod P v roviné a libovolny obdélnik ABC'D plati
|AP|?> +|CP|?> = |BP|? 4 |DP|%.
Ozna¢me paty kolmic z bodu P na AB a CD postupné Pap, Pcp. Pouzijeme Pythagorovu
vétu na trojuhelniky PPspA, PPapB, PPcpC, PPopD:
|PA|> = |PapP|* + |Pap AP,
|PB|* = |PapP|” +|PapBl?,
|PC|> = |PcpP|? + |[PopCl?,
|PD|? = |PcpP|? + |PcpD|?.
V libovolném obdélniku plati |[PagB|? = |PcpC|? a |PagA|?> = |PcpD|?. Z toho snadno

odvodime, ze kdyz seCteme prvni a tieti rovnici, dostaneme stejnou pravou stranu, jako kdybychom
secetli druhou a ¢tvrtou rovnici. Proto se musi rovnat i levé strany, které tvoti dokazovanou rovnost.
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Pcp

as

A Pap B

Nyni pouZijeme nase tvrzeni na libovolny bod P roviny a obdélniky ABDE, BCFG a CAHI:

|PA]> + |PD* = |PB|* + |PE|?,
|PB|? + |PF|? = |PC|? + |PG|?,
|PC|? + |PH|? = |PA|? + |PI)%.

Sectenim téchto t¥i rovnic dostavame
|PD|? + |PF|? + |PH|* = |PE|* + |PG|? + |PI|%.

Definujme nyni Q jako priisecik os tise¢ek DG a EH. Potom plati |QD|? = |QG|? a |QH|? =
= |QE|?. Aby platila rovnice z pfedchoziho odstavce, musi zaroveii platit i |QF|? = |QI|2. To ale
znamena, ze Q lezi i na ose usecky F'I, jak jsme méli dokazat.

POZNAMKY:

K tloze se seslo mnozstvi myslenkové rozdilnych feSeni. Nejcastéjsi chybou pak bylo, ze Fesitelé

uvazovali trojihelnik XY Z takovy, ze XYHE, XZDG a 'Y ZFI jsou obdélniky. Existence takového

trojuhelniku vSak viilbec neni zfejma a dikaz existence tvoril pfi tomto pristupu vétsi ¢ast ulohy.
(Pavel Hudec)



