TecCny

2. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.BREZNA 2019

ULona 1. (3 BODY)
Petr si do sesitu namaloval takovyto obrazek tvoreny tfemi jednotkovymi kruznicemi a jejich spo-
le¢nymi te¢nami, které prochazeji jednim bodem. Vsiml si, ze krajni kruznice se dotykaji prostiedni
kruznice. Jakou velikost mé vyznaceny thel?

ULoHA 2. (3 BODY)
E.T. nakreslil do roviny tfi jednotkové kruznice a t¥i pfimky tak, aby zadné dvé kruznice ani zadné
dvé primky nesplyvaly a kazda pfimka se dotykala vSech t¥i kruznic. Naleznéte néjaky mozny obsah
trojuhelniku vytvoteného ze stiedu téchto kruznic.

ULOHA 3. (3 BODY)
Necht ABCD je lichobéznik s AB || CD. Kruznice opsané trojuhelniku BC'D protne pfimku DA
v bodé E ruzném od D. Ukazte, ze C'B je tecna ke kruznici opsané trojuhelniku ABE.

ULOHA 4. (5 BoD)
Na strané AC trojuhelniku ABC lezi bod X. Na straniach AB a BC nalezneme takové body P a
Q, aby PX byla te¢na ke kruznici opsané X BC' a QX byla te¢na ke kruznici opsané X BA. Ukazte,
ze primka PQ je rovnobézna s AC.

ULoHa 5. (5 BODD)
Kruznice k a [ se protinaji ve dvou bodech, jeden z nich ozna¢me B. Te¢na ke kruznici [ prochézejici
bodem B protina kruznici k£ podruhé v bodé A. Analogicky te¢na ke kruznici k prochéazejici bodem
B protina kruznici [ podruhé v bodé C. Oznaéme M druhy prusecik kruznice k a pfimky AC a N
druhy prusecik kruznice [ a pfimky AC. Ukazte, ze pokud body lezi na pfimce AC v pofadi A, N,
M, C, pak plati 2| M N| < |AC]|.



ULOHA 6. (5 BODD)
V trojihelniku ABC protina osa tthlu BAC stranu BC' v bodé K. Oznaéme M stfed oblouku! BAC.
Druhy prusecik primky M K s kruznici opsanou ABC oznac¢ime D. Teény ke kruznici opsané ABC
z bodit A a D se protinaji v bodé T. Necht R je priseéik kolmice na AK v bodé A s kolmici na
DK v bodé D. Ukazte, ze body T, R a K lezi na jedné pfimce.

ULOHA 7. (5 BoD)
Hedvika nasla v roviné kruznici k a bod P vné k. Z bodu P nakreslila dvé te¢ny ke k, body dotyku
pojmenovala A a B. Bod @ umistila tak, aby A byl stied tsecky PQ. Nésledné ptisel Tonda a na
usec¢ce AB nakreslil bod L. Kruznice opsané trojuhelniku PLB protla k podruhé v bodé T'. Ukazte,
%e at uz byl Tonda jakkoli zékeiny, vzdy plati |<{PBT| = |<QLA]|.

ULOHA 8. (5 BODD)
Bud ABC trojuhelnik spliujici 2|<{ABC| = |[{BCA|. Oznaéme w kruznici jemu opsanou. Necht
te¢na k w z bodu A protina pfimku BC v bodé E. Bud 2 kruznice prochazejici bodem B, které se
pfimka AC dotyk4 v bodé C. Necht pfimka AB podruhé protina Q2 v bodé F. Z bodu E vedeme
te¢nu k ©Q s bodem dotyku K tak, aby body A a K byly na riznych stranach od pfimky BC.
Ozna¢me M stfed oblouku BC na w neobsahujiciho A. Ukazte, ze AFMK je tétivovy ¢tyfuhelnik.

LObloukem BAC myslime oblouk s koncovymi body B a C prochazejici bodem A.



TecCny

2. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Petr si do sesitu namaloval takovyto obrazek tvoreny tiemi jednotkovymi kruznicemi a jejich spo-
le¢nymi te¢nami, které prochazeji jednim bodem. Vsiml si, ze krajni kruznice se dotykaji prostiedni
kruznice. Jakou velikost ma vyznaceny tihel?

(Petr Gebauer)

RESEN{:
Ozna¢me si body jako na obrazku: S prisecik tecen, Ay, Az, A3z stfedy kruznic a K, L, M, N body
dotyku.

K s N

Nejprve ukazeme, ze délky usecek SK, SL, SM a SN jsou stejné velké. To plati, nebot kazda
ze t¥i dvojic po sobé jdoucich tsecek tvori dvojici tecen z bodu S k jedné ze tii kruznic. Proto jsou
tyto dvojice tisecek — a tim padem i vSechny ¢tyti tsecky — stejné dlouhé. Pak trojuhelniky SKAq,
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SLA1, SLA2, SM Az, SM Az a SN Az jsou shodné podle véty sus: strany od stfedu kruznice k bodu
dotyku maji délku 1 a thly mezi poloméry a te¢nami jsou vzdy 90°.

Pak jsou uhly u vrcholu S shodné, a tedy |[<<LSM| = |[<LSAz| + |[<A2SM| =2- % = 60°.
Protoze mame |<{SLAz| = |[<ISMAz| = 90°, umime ze sou¢tu uhli ve Etyfthelniku dopocitat

hledany thel |[<{LA2 M| = 360° — 90° — 90° — 60° = 120°

POZNAMKY:

Vétsina Fesiteli pouzila postup podobny vzorovému Feseni. Uloha se dala ale nahlédnout i tfeba

pomoci preklopeni obrazku podle horni te¢ny a vyuziti vzniklého pravidelného Sestitthelniku.
(,madam Verc¢a“ Hladikovéd)

Uloha 2.
E.T. nakreslil do roviny tii jednotkové kruznice a tfi primky tak, aby zadné dvé kruznice ani zadné
dvé piimky nesplyvaly a kazda pfimka se dotykala vSech ti1 kruznic. Naleznéte néjaky mozny obsah
trojuhelniku vytvoreného ze stiedi techto kruznic.

(Martin ,E.T.“ Sykora)
RESEN(:
Vezméme si rovnostranny trojuhelnik ABC' a pfipiSme mu kruznice se sttedy K, L, M. Ty jsou
ziejmé vSechny stejné velké. Najdeme tedy takovou délku strany trojuhelniku ABC, aby pripsané
kruznice byly jednotkové. Zadani je splnéno, nebot pfipsané kruznice se dotykaji vsech t¥i primek
vytvofenych prodlouzenim stran trojuhelniku.

Usecka spojujici K a B je osou vnéjsiho uhlu AABC, velikost thlu <CBK je tedy 60°. Apli-
kovanim podobného pozorovani na dalsi vrcholy trojihelniku a stfedy kruznic dostaneme dalsi tii
rovnostranné trojuhelniky, které jsou diky spoleénym strandm stejné velké jako AABC. Dohro-
mady tyto &tyfi trojuhelniky tvofi rovnostranny trojuhelnik KLM (body K, B, a M lezi na jedné
pfimce, protoze u vrcholu B se se¢tou tii thly velikosti 60°; obdobné pro zbylé strany).

Vyska trojihelniku CK B je rovna polomeéru kruznic, je to tedy 1 jednotka. Snadno spocteme

délku strany tohoto trojuhelniku: |[CB| = % ‘v = % Jeho obsah je pak Scxp = leBlv — 1

2 NeN
Diky shodnosti malych trojihelnikti uz snadno dostaneme obsah trojihelniku tvoreného stiedy
kruznic: Sy =4-Sapc = 437\5.
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POZNAMKY:

Témeér vSechna feSeni postupovala velmi podobné jako vzorové. Jen doplnim, ze vzhledem k for-

mulaci zadani tlohy skutecné nebylo potfeba zjistovat, jestli toto rozloZeni je jediné mozné.
(Michal Tépfer)

Uloha 3.
Necht ABCD je lichobéznik s AB || CD. KruZnice opsana trojuhelniku BC'D protne piimku DA
v bodé E riuzném od D. Ukazte, ze CB je tecna ke kruznici opsané trojuhelniku ABE.

(Rado van Svarc)

RESEN(:
Nejprve si v§imnéme, ze body B, C, D a E lezi (v né&jakém potadi) na spole¢né kruznici. K dikazu
vyuzijeme vétu o obvodovém a usekovém uhlu. Rozebereme tfi pfipady podle polohy bodu E, viz
obrazek.

C
b D c E
D C
B E
A B A B
E
Pripad 1 Pripad 2a Pripad 2b

1) E ¢ AD: Potfebujeme ukdzat |TAEB| = |{ABC|. Z rovnobéznosti piimek AB a CD
dostavame |[<TABC|+ |<{BCD| = 180°. Body C a FE lezi v opa¢nych polorovinach vzhledem
k pfimce BD, plati tedy
|<TABC| = 180° — |<BCD| = |<<DEB|.

Jelikoz vsak E ¢ ﬁ, jsou thly <DEB a <AEB totozné.

(2) E € AD: Pottebujeme ukézat |[{EAB| = |<{EBC|. Obdobné jako v pfedchozim pfipadé
|<XTADC| + |<<DAB| = 180°. Mohou nastat dvé moznosti, kde muze lezet bod E:

(a) E € AD. V tomto piipadé lezi body B a D v opa¢nych poloroviniach vzhledem
k pfimce EC, tudiz

|<<EBC| = 180° — |[<EDC| = 180° — |XADC| = |<DAB| = |<EAB].
(b) E ¢ AD. body B a D nyni lezi ve sletjné poloroving vzhledem k pfimce EC a tedy
|<EBC| = |<EDC| = 180° — |XADC| = |\DAB| = |<EAB],

¢imz jsme ovérili posledni mozny pripad.



ALTERNATIVNI RESENI (PODLE MATEJE DOLEZALKA):

Oznalme (p, q) orientovany thel mezi pfimkami p a ¢, tj. Ghel, o ktery musime oto¢it pfimku p
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali pfimku q. Pro ¢tyfi body K, L, M, N lezici na
spolecné kruznici pak plati

(KM, ML) = (KN,NL)

nezavisle na jejich poradi.

Obdobnou vlastnost ma orientovana verze véty o obvodovém a tsekovém thlu. Pro kruznici k
a libovolné na ni lezici body P, @, R tvrdi, Ze pfimka ¢ prochézejici bodem R je te¢nou k pravé
tehdy, kdyz

(PQ,QR) = (PR,t).

Nyni ndm staci tato pozorovani spojit:
(AE,EB) = (DE, EB) = (DC,CB) = (AB,CB),
pri¢emz rovnost prvniho a posledniho ¢lenu jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:

Uloha byla trochu nepiijemna kviili vice moznjym p¥ipadiim polohy bodu E, které bylo tteba alespoti
castecné tesit zvlast. Mnoho feSitelti vyfesilo pouze jednu variantu a na zbylé konfigurace zcela
zapomneélo, za coz jsem strhaval jeden bod. Pokud naopak bylo feSeni zcela kompletni, udéloval
jsem bonusové +i.

V geometrickych tulohach obcas nastava problém s fesenim nékolika dost podobnych, nicméné
prece jen ruznych, konfiguraci. Dokud jsou tyto konfigurace t¥i jako v tomto pfipadé, je to jesté
celkem v pohodé, ale kdyz je jich jesté o dost vic, tak se opravdu hodi pouzivat pii sepisovani orien-
tované thly jako zde v alternativnim feSeni. Pritom klasicky staci tlohu vyfesit v jedné konfiguraci
a posléze jen ovérit, zda feSeni po prepsani do orientovanych thld nevyresi vSechny.

(Tomés Novotny)

Uloha 4.
Na strané AC' trojuhelniku ABC' lezi bod X. Na stranach AB a BC nalezneme takové body P a
Q, aby PX byla tecna ke kruznici opsané X BC' a QX byla tecna ke kruznici opsané X BA. Ukazte,
ze piimka PQ je rovnobézna s AC.

(Jakub Lowit)

RESENT:

Oznagdime si thly v trojihelniku ABC postupné a, 3, 7. Uhel <BXP je tisekovy thel pifslusny
k obloukovému uhlu <{BCX, z toho plyne |<{BXP| = |<XCB| = |{ACB| = ~. Analogicky
dostaneme |[{BXQ| = |[<XAB| = |<CAB| = a. Ve ¢étyfuhelniku BPXQ je soucet uhlu <PXQ a
<{PBQ roven 180°, nebot plati |[<<TPXQ|+|JIPBQ| = |[<PXB|+|<IPXQ|+|IABC| = a+B+vy =
= 180°. Ctyithelnik BPQX je proto tétivovy. Uhly nad obloukem BP tedy maji stejnou velikost,
|[<BQP| = |<BXP| =+, déile |[<BQP| =~ = |{BCA]| a pfislusné thly, které sviraji pfimky PQ
s BC a AC s BC, jsou souhlasné. Z toho plyne, ze PQ je rovnobézna s AC.



POZNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala velmi podobné jako vzorové feseni, a tim si vyslouzila plny pocet bodt.
V geometrickych tlohéch je ale tfeba dbat na spravnost a konzistenci znaceni (napf. thli), jinak
nékteré rovnosti nemusi obecné platit. Podobné drobné chyby se u nékolika Fesiteld objevily, body
jsem za né nestrhavala. (Hedvika Ranosova)

Uloha 5.
Kruznice k al se protinaji ve dvou bodech, jeden z nich ozna¢me B. Te¢na ke kruznici | prochazejici
bodem B proting kruznici k podruhé v bodé A. Analogicky tecna ke kruznici k prochéazejici bodem
B protina kruznici | podruhé v bodé C. Ozna¢me M druhy prusecik kruznice k a pfimky AC a N
druhy prusecik kruznice | a pfimky AC. Ukazte, ze pokud body lezi na pfimce AC v poradi A, N,
M, C, pak plati 2|MN| < |AC|.

(Jakub Lowit)

RESEN{ (VOLNE PODLE MICHALA BERANKA):

Uhel <{MBC je tusekovy k <{BAM a uhel <{NBA je tusekovy k <(BCN, tedy
|[<KMBC| = |<<{BAC| a |ANBA| = |<<BCA|. Z véty uu plyne, ze trojuhelniky BCM a ABN
jsou podobné.

Diky této podobnosti vime, ze |[<{BNM| = 180° — |[<{BNA| = 180° — |[<BMC| = |[<BMN|,
a tedy trojuhelnik NBM je rovnoramenny, takze plati |[BN| = |BM|. BUNO piedpokladejme

|BM| = 1, déle oznaéme |C M| = y. Z podobnosti trojihelniktt BCM a ABN méme ;gx} = %
coz muZzeme prepsat jako |AN| = % Z trojuhelnikové nerovnosti v NBM vime, ze |MN| < 2.

Pouzitim AG nerovnosti dostaneme

1
MN| <2 <yt - =[CM]+ |AN],

2|MN| < |CM|+ |AN| + |MN| = |AC|.



POzZNAMKY:

Skoro vSechna FeSeni byla spravnd, zpravidla se lisila pouze v druhé (odhadovaci) éasti. Tam bylo
mozné misto AG nerovnosti pouzit pouze trojuhelnikovou nerovnost nebo sinovou ¢i kosinovou
vétu. (,madam Verc¢a“ Hladikovéd)

Uloha 6.

V trojithelniku ABC protina osa tthlu BAC stranu BC v bodé K. Ozna¢me M stied oblouku' BAC.
Druhy prisecik primky M K s kruznici opsanou ABC' oznac¢ime D. Te¢ny ke kruznici opsané ABC
z bodit A a D se protinaji v bodé T. Necht R je prisecik kolmice na AK v bodé A s kolmici na
DK v bodé D. Ukazte, ze body T, R a K lezi na jedné piimce.

(Rado van Svarc)

RESENT:

Oznaéme S druhy priseéik AK a kruznice opsané trojihelniku AABC. Usecka SM je priimérem
této kruznice a je kolma na BC, nebot se z rovnosti |[<{BAS| = |[<{SAC| jedna o stfedy prot&jsich
obloukii kruznice opsané ABC'. KruzZnice opsana je proto Thaletovou kruznici nad SM. Pro body
A, D tedy plati |[<TSDM| = 90° a |<{TSAM| = 90°, z ¢ehoz plyne, Ze bod R je pruseéikem piimek
AM a DS.

Uhly <<RAK a <{RDK jsou pravé, étyithelnik DRAK je tedy tétivovy a RK je primérem kruz-
nice jemu opsané. Ukazeme, ze T je stfedem kruznice opsané DRAK. Plati |XTARK| = |[<ADK| =
= |XADM]| = |<{RAT| (prvni dvé rovnosti plynou z obvodovych thlt ve &tyfthelniku DRAK
a posledni z rovnosti tisekového a obvodového tithlu v kruZznici opsané ABC). Analogicky odvodime
|[<DRK| = |<<DAK| = |<{DAS| = |[<RDT|.

Pokud je bod T’ stiedem kruZnice opsané ¢tyfuhelniku DRAK, pak musi leZet na osach stran
DR a AR a musi to zaroven byt stied usecky RK. Proto pro néj plati |[<RDT| = |<DRK| =
= |<{DRT'| = |<RDT’|. To znamen4, Ze bod T lezi na piimce DT’. Analogicky lezi T' na p¥imce
AT’, tedy T musi byt prisec¢ikem DT’ a AT'. Tim je vSak bod T, a tak T' = T’. Proto uz T
musi byt stfedem kruznice opsané ¢étyiuhelniku DRAK, neboli stfedem usecky RK, coz jsme méli
dokazat.

LObloukem BAC myslime oblouk s koncovymi body B a C prochazejici bodem A.
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POzZNAMKY:

Vétsina s malymi odchylkami postupovala jako vzorové reseni, ale seslo se i nékolik velmi zajimavych
postupi, nékteré vyuzivaly i Feuerbachovu kruznici, Pascalovu vétu nebo harmonické ¢tyfpomeéry.
Vsechna takova feseni si vyslouzila plny pocet bodu.

(Hedvika Ranosova)

Uloha 7.

Hedvika nasla v roviné kruznici k a bod P vné k. Z bodu P nakreslila dvé tecny ke k, body dotyku
pojmenovala A a B. Bod Q) umistila tak, aby A byl stied usecky P(Q). Nasledné prisel Tonda a na
usec¢ce AB nakreslil bod L. Kruznice opsana trojuhelniku PLB protla k podruhé v bodé T'. Ukazte,
Ze at uz byl Tonda jakkoli zakeiny, vzdy plati |<<PBT| = |[<QLA]|.

(Rado van Svarc)

RESEN(:
Piimky PA a PB jsou teénami ke kruznici k a bod A je stfedem usecky P(Q. Musi tedy platit, ze
|PB| = |PA| = |AQ)|. Z v&ty o obvodovém a tsekovém uhlu pak dostaneme, ze |<{BAT| = |{PBT|
a |{ATB| = |[<QAL)|. Dale vyuzijeme, ze ¢tyftuhelnik BPT'L je tétivovy, a tak |[<TPB|+|<I{BLT| =
= 180°. Tudiz |<{TPB| = |<{TLA|.
Trojuhelniky ALT a BPT jsou si podobné, jelikoz maji stejné velké vnitini uhly. Musi tedy

platit

ALl _ |BP| _ |AQ)

|AT|  |BT| |BT|

Z tohoto poméru vsak také plyne, Ze jsou si podle véty sus podobné i trojuhelniky ALQ a T AB.
To jiz nutné znamend, ze |[<{QLA| = |[{BAT| = |[{PBT|.



POZNAMKY:

K dloze $lo pristupovat riznymi zpusoby, coz také doklada fakt, ze kazdy z osmi aspésnych resitelt
zvolil jiny postup. Vzorové feseni vyuzivajici podobnost trojuhelnik bylo inspirovdno Adamem
Kiivkou. Mezi dalsi oblibené techniky patfilo dokreslovani boda ¢i pocitani mocnosti bodu ke
kruznici. Narazil jsem v8ak i na aplikaci Cevovy véty. (Martin Hora)

Uloha 8.

Bud ABC trojuhelnik spliujici 2|<{ABC| = |<BCA|. Ozna¢me w kruznici jemu opsanou. Necht
tecna k w z bodu A protina pifimku BC v bodé E. Bud 2 kruznice prochéazejici bodem B, které se
piimka AC dotyks v bodé C. Necht pifimka AB podruhé protind Q v bodé F. Z bodu E vedeme
tecnu k s bodem dotyku K tak, aby body A a K byly na ruznych stranach od piimky BC'.
Oznac¢me M stied oblouku BC na w neobsahujictho A. Ukazte, ze AFMK je tétivovy ctyfuhelnik.

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Oznaéme |<{ABC| = (. Nejprve ukdzeme, ze bod F je stfedem oblouku BC kruZznice 2 neobsahu-
jiciho K. Ze shodnosti obvodového a tsekového uhlu tétivy FC mame |{FCA| = |<<CBF| = 8,
a tedy také |<<TFCB| = |[<BCA| — |[<FCA| = 28 — 8 = B = |<<FBC|. Trojuhelnik FBC je diky
tomu rovnoramenny a F' uz tedy musi byt stfedem oblouku.



Protoze F i M jsou stfedy oblouki, jsou pfimky KF a AM po fadé osami thlt <BKC a
<{BAC. Déle jelikoz bod E lezi na chordale kruznic w a 2, ma k nim stejnou mocnost, z ¢ehoz
dostavame |FA| = |EK|. Ozna¢me pruseéik pfimek AM a BC jako X. S vyuzitim véty o usekovém
thlu tétivy AM dostaneme

|<AEAX| = |[<MBA| = |[<CBA| + |[<MBC| = |<CBA| + |[<BAM| = |<AXC|,

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili souéet thla v trojuhelniku ABX. To znamend, zZe trojuhelnik
AXE je rovnoramenny se zakladnou AX, tedy |[EA| = |EX].

Analogicky se da ukéazat, ze pfimky F'K a BC se protnou v bodé Y takovém, ze |[EY| = |EK].
To uz ale znamena, ze |[EY| = |EK| = |[EA| = |EX], a jelikoz X 1Y jsou vnitini body tsecky BC,
musi uz X a Y splyvat. Nyni uz stac¢i pouzit mocnost tohoto bodu k w a Q:

|[AX|-|MX|=|BX|-|CX|=|BY|-|CY|=|FY|-|KY]|.

Diky platnosti rovnosti vyse je pak AFMK tétivovy.

POzNAMKY:
Doslo celkem osm FeSeni a vSechna byla spravné. Nejvétsi ¢ast fesiteltt misto pouziti |[EA| = |[EX]| a
|EK| = |EY| dokazovala rovnost poméru % = %. Takové feSeni bylo naro¢néjsi na vypocty,

fesitelé si s tim vsak bez problému poradili, za coz je timto chvalim. (Pavel Hudec)



