Vahy
1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.UNORA 2019

Vazenim na rovnoramennych vahach zjistime, ktera strana je tézsi, resp. ze jsou obé stejné tézké.
Na misky vah miizeme davat i vice nez jeden piedmét.

ULoHA 1. (3 BODY)
Predméty stejnych tvarta vazi stejné. Sefadte je podle vahy.

ULOHA 2. (3 BODY)
Fila do vrchold pravidelného Sestitthelnika umistil zdvazicka s vahami 1, 2, 3, 4, 5 a 6 grami (v tomto
poradi vedle sebe). Zlot¥ila Hedvika ale v nestiezeném okamziku dvé zavazicka prohodila a pfiznala
mu jen, ze vymeénila néjakd v protilehlych vrcholech. Fila by rdd pomoci svych rovnoramennych
vah zjistil kterd, ale zaroven je velmi liny, a tak chce vazit pouze jednou. Jak to ma udélat?

ULoHA 3. (3 BODY)
Rado ma 2™ medaili zabalenych ve stejnych neprithlednych obalech. Polovina medaili je stfibrnych
a polovina je zlatych. Vsechny medaile stejného typu vazi stejné, pri¢emz zlaté jsou tézsi. Michal by
rad vidél né€jakou zlatou medaili, ale Rado nechce oteviit vic nez jeden obal. Jak ji muze s jistotou

najit na n vazeni na rovnoramennych vahach?

ULoHA 4. (5 BODU)
Martin ma N > 1 suSenek. Vsechny suSenky jsou stejné tézké az na jednu, kterd je otravend a vazi
jinak, neni ale znamo, zdali vice, nebo méné. Martin ji hledd pomoci rovnoramennych vah. Verca
ho ovsem pozoruje a kdykoliv si je z dosavadniho méfeni jist4, ze né€jaka susenka neni otraveni,
okamzité ji sni a Martin ji pak uz nemuze pouzivat k vazeni. Martin chce najit otravenou susenku
a zjistit, zdali je leh¢i, nebo tézsi nez bézné susenky. Pro kterda N umi postupovat tak, ze se mu to
i ptes Verc¢ino obzerstvi a libovolnou davku smily vzdy podafi?



ULoHA 5. (5 BODD)
Tonda ma rovnoramenné vahy a 100 stejné vypadajicich htlek, z nichz pfesné 30 je kouzelnych.
Kazda kouzelna hulka je lehéi nez kazda nekouzelna, ale hiilky stejného typu nemusi vazit stejné.
Urcete nejmensi N takové, ze Tonda umi najit alespon jednu zarucené kouzelnou hilku pomoci
nanejvys N vazeni.

ULOHA 6. (5 BoD)
Ada nasla 2000 plechovek, z nichz 1000 je plnych a 1000 prazdnych. Vsechny plné vazi 500g a
vSechny prazdné 100 g. Na kolik nejméné vazeni na rovnoramennych vahach lze vzdy vytvofit dveé
stejné pocetné hromady plechovek (neni potfeba pouzit vSechny plechovky), aby kazda hromada
meéla jinou véhu?

ULOHA 7. (5 BODD)
Pavel ma pét minci, kazdou jinak tézkou, a kouzelné vahy se tfemi miskami. Ty pro kazdou uspo-
ne. Ukazte, ze kdyz bude mit Pavel smiilu, nebude schopen na devét vazeni sefadit mince podle
hmotnosti.

ULOHA 8. (5 BoD)
Kuba ma 327
ma troje rovnoramenné vahy, z nichz dvoje funguji normalné a jedny ukazuji ndhodné vysledky.

minci, mezi nimiz je jedna falesna — leh¢i nez ostatni, které vsechny vazi stejné. Déle

Ukazte, ze Kuba umi na 3n + 1 vazeni najit faleSnou minci.



Vahy

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Piedméty stejnych tvart vazi stejné. Seradte je podle vahy.

(Marian Poljak)
RESEN(:
Oznacme si vahu étverecku ¢, kolecka k a trojuhelnicku t. Velké vahy nam tikaji 2¢+k+t < 2k+c+t,
tedy ¢ < k a slovy, ze Ctverecek je lehéi nez kolecko. Z malych pravych vah vidime, ze t > ¢ + k.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a podobala se vzorovému. Resitelé, kterym jsem strhla body,
meéli v FeSeni néjakou specifickou chybu, kterad se jinde neobjevila, pfipadné v jejich feseni chybélo
oduvodnéni vysledku. (Anna Mlezivové)

Uloha 2.

Fila do vrcholii pravidelného Sestithelnika umistil zdvazicka s vahami 1, 2, 3,4, 5 a 6 gramu (v tomto

poradi vedle sebe). ZlotFila Hedvika ale v nestfezeném okamziku dvé zdvazicka prohodila a pFiznala

mu jen, ze vyménila néjaka v protilehlych vrcholech. Fila by rad pomoci svych rovnoramennych

vah zjistil ktera, ale zaroven je velmi liny, a tak chce vazit pouze jednou. Jak to ma udélat?
(Jakub Lowit)



RESENI:

Moznych postupu Fily je nékolik, uvedeme jeden z nich. Fila na levou stranu vadhy umisti zavazi
z vrchold, kde pivodné byla zavazi 1 a 6, a na pravou stranu zavazi z vrcholl, kde byla zavazi 2
a 5. Pokud Hedvika prohodila zévazi 1 a 4, pak je leva strana vahy t&zsi (4 + 6 > 2 + 5). Pokud
prohodila zavazi 2 a 5, je vdha v rovnovéze (1 + 6 = 2 + 5). V poslednim pfipadé je leva strana
vahy lehéi (1 + 3 < 2+ 5). Jelikoz pro kazdy ptipad vyjde stav vahy jiny nez v ostatnich situacich,
muze Fila jednoznacné urcit, ktera dvé zavazi zlotrila Hedvika prohodila.

POZNAMKY:

S ulohou si vétsina fesiteltt poradila bez problému, tak jsem az na vyjimky udéloval plny pocet
bodu. Hlavni myslenkou dlohy bylo zvazit takova zavazi, aby pro kazdou ze tfi moznosti prohozeni
zévazi byla vdha v jiném stavu. (Lucien Sima)

Uloha 3.

Rado ma 2™ medaili zabalenych ve stejnych nepriithlednych obalech. Polovina medaili je stfibrnych
a polovina je zlatych. Vsechny medaile stejného typu vazi stejné, pricemz zlaté jsou teézsi. Michal by
rad vidél néjakou zlatou medaili, ale Rado nechce otevrit vic nez jeden obal. Jak ji miize s jistotou
najit na n vazeni na rovnoramennych vahach?

(Rado van Svarc)

RESENT:

Vsimnéme si, Zze pokud v kazdém kroku vyfadime vzdy polovinu zbyvajicich medaili, po n krocich
nam z 2" zbyde pravé jedna. P¥itom vSechny poéty medaili, které takto projdeme, jsou sudé, nebot
jsou to mocniny dvojky.

Dale dokazme, ze pokud mame sudy pocet medaili, mezi kterymi je alespon jedna zlata, pak
dokadzeme vybrat presné polovinu z nich tak, ze ve vybéru bude alespon jedna zlata. Medaile
libovolné rozdélime na dvé poloviny a ty zvazime proti sobé. Pokud je jedna strana tézsi, tak v ni
musi byt ostie vice zlatych medaili nez na druhé strané, tedy alespon jedna. V pripadé, ze jsou
obé strany stejné tézké, tak je v nich nutné stejny pocet zlatych medaili, tedy je alepon jedna zlata
v kazdé z nich a muzeme si vybrat libovolnou.

Pii hledani tedy postupujeme takto: zbyvajici medaile vzdy rozdélime na dvé poloviny a ty
zvézime. Pak si ponechdme jen t&z8{ polovinu (libovolnou v p¥ipadé rovnosti) a s tou postup opa-
kujeme. KdyZ nam po n krocich zbyde uz jen jedna medaile, vime, Ze je zlatd, nebof mame vzdy
zaruceno, Ze v poloviné, kterou si nechavame, je alespon jedna zlatd medaile.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a postupovala stejné jako vzorové reseni. Jedna z véci, na které
se ovSem fesitelé neshodli, byla, jestli medaile vazi Michal nebo Rado. (Michal Tépfer)
Uloha 4.

Martin ma N > 1 suSenek. VSechny susenky jsou stejné tézké az na jednu, ktera je otravend a vazi
Jjinak, neni ale znamo, zdali vice, nebo méné. Martin ji hleda pomoci rovnoramennych vah. Verca
ho ovsem pozoruje a kdykoliv si je z dosavadniho méreni jista, ze néjaka suSenka neni otravena,
okamzité ji sni a Martin ji pak uz nemize pouzivat k vazeni. Martin chce najit otravenou susenku
a zjistit, zdali je lehci, nebo tézsi nez bézné susenky. Pro ktera N umi postupovat tak, ze se mu to
i pres Vercino obzerstvi a libovolnou davku smuly vzdy podafi?

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Ukazeme, ze Martin takto umi postupovat pouze pro suda n vétsi nebo rovna ¢tyfem. To udélame
tak, ze nejdiive vyreSime nékolik samostatnych pfipadt a ostatni pripady poté slozime za pomoci
téchto malych.



Pro n = 2 jsou suSenky jinak tézké, ale i kdyz Martin zjisti, kterd je tézsi, nedokéaze rozhodnout,
ktera je otravena.

Pro n = 4 si Martin oznadi susenky a, b, ¢, d. Nejprve zvazi {a, b} proti {c,d}. Protoze mezi
nimi je otrédvena susSenka, musi se vaha vychylit. Soucasné z tohoto vazeni Ver¢a neumi o zadné
suSence Tici, zZe neni otravena, takze zadnou nesni. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat,
ze souCet hmotnosti susenek a,b je mensi nez soucet hmotnosti suSenek c,d. Nato mize Martin
zvazit {a} s {b} a rozlisit nasledujici dvé moznosti:

(1) Vaha se vychyli — pak diky prvnimu vaZzeni Martin vi, Ze leh&i z téchto susenek je otravend
a otravena susenka je tudiz leh¢i nez vSechny ostatni.

(2) Vaha se nevychyli — potom je otravend suSenka ta téz8i z ¢ a d a je t8zsi nez zbylé susenky.
Tu otrdvenou pak mize najit zvazenim {c} a {d}.

Pro n = 6 Martin nejprve zvazi tfi a tfi susenky a protoze dal na vahu vSechny susenky, tak
se vaha musi vychylit. Poté z tézsi skupiny zvazi dvé proti sobé — pokud se vdaha vychyli, pak vi,
ze tezsi ze suSenek je otravenda. Pokud jsou stejné tézké, pak je Verca sni a Martinovi zbudou ¢tyf¥i
susenky. Oznacme si je a, b, ¢, d, pfiCemz a, b a ¢ jsou suSenky z leh¢i strany z prvniho vazeni a

suSenka d byla na tézsi strané. Martin zvazi {a, b} proti {c, d}. Mohou nastat nésledujici pfipady:

(1) Pokud jsou {a,b} tézsi nez {c,d}, pak Martin vi, Ze c je leh¢i nez ostatni susenky, a je
tedy otravena.

(2) Pokud jsou {a, b} lehéi nez {c, d}, pak Verca sni ¢ (z nasledujiciho rozboru totiz plyne, ze
¢ jiz nemuze byt otravend) a Martin pokracuje zvazenim {a} s {b}:

(1) Vaha se nevychyli — pak d je otravend a je téz8i nez ostatni.
(2) Véhy se vychyli — pak lehéi z a nebo b je otravena a je leh¢i nez neotravené.

Ukazali jsme, ze pro n = 4 a 6 muze Martin postupovat tak, aby otravenou susenku i pfes Ver¢ino
obzerstvi a s kbelikem smuly nasel, a z toho jiz jednoduse dokazeme, ze tak miiZe postupovat i pro
vSechna vétsi suda cisla.

Pro n = 4k si Martin rozdéli susenky do skupin po 4 a bude postupné vazit jednotlivé skupiny
podle jiz popsaného postupu pro n = 4. Pokud se vahy v prvnim kroku nevychyli, pak Verc¢a danou
¢tverici sni a Martin pokracuje s dalsi dokud nenajde tu Ctvefici, ve které se otravena susenka
nachazi.

Pro n = 4k + 2 si Martin rozdéli susenky na jednu skupinu po 6 a zbylé susenky do skupin po
4 a opét pouzije postup popsany vyse.

Pro lich4d n ukaZeme, Ze bud o suSenkach nezjistime viibec nic, nebo dostaneme spor s mini-
malitou. Nejprve si Martin rozmysli, Ze nemda smysl vazit rtizné pocetné skupiny. Necht vSechny
neotravené susenky vazi 1 a otravena vazi m. Budeme-li pfedpokladat, ze m € (0,1)U(1,2), pak pfi
vazeni ruzné pocetnych skupin susenek bude ta pocetnéjsi vzdy tézsi, ale Martin tim nic nezjisti.
Tedy jedina uzitecna vazeni jsou v tom pfipadé takova, kdy Martin vazi dvé stejné pocetné skupiny
susenek.

Predpokladejme pro spor, zZe existuje néjaky lichy pocet susenek takovy, ze Martin dokaze vzdy
najit otravenou susenku a zjistit, zda je lehé¢i nebo tézsi. Vyberme potom nejmensi takovy pocet.
Zaméfme se navic nyni jen na suSenky s vdhami z minulého odstavce. Aby vibec néco o susen-
kach Martin s jistotou zjistil, musi zvazit dvé stejné pocetné skupinky (potencialni vazeni rtizné
pocetnych skupinek nedd podle minulého odstavce zadnou informaci Martinovi ani Verce). Susenek
mame licho, takze alespon jednu vazit nebudeme. Jelikoz mize byt ale otravena libovolna ze suse-
nek, tak se muize stat, ze si ji Martin zrovna k vazeni nevybral. V takovém piipadé budou susenky
na obou stranach vahy vazit stejné, coz vyusti ve znalost, Ze otravend susenka je ve zbytku a Verca
vSechny véazené susSenky sni. O nevazenych susenkich jsme nezjistili viibec nic, takze ndm vSechny
zustanou a ocitame se ve stejné situaci jako na zac¢atku, jen s mensim lichym poc¢tem susenek. Z nich
Martin musi umét urcit, ktera je otravena a jestli je lehdi, ¢i tézsi, coz je ale ve sporu s minimalitou
puvodniho lichého poctu.



nez ostatni susenky pouze pro suda n vétsi nez 2.

POZNAMKY:

V feSenich se objevovaly dvé Casté chyby. Prvni, kdy si feSitel nerozmyslel, jaké vSechny susenky
Verca sni (a pak je pouzival ve vézeni), a druha ¢astd chyba byla snaha pouzit indukci pro suda n.
Ale tato indukce byla zpravidla zalozena na predpokladu, ze zvazeni vSech susenek neda Martinovi
zadnou informaci, coz neni pravda.

Reseni tlohy pro licha &isla formulovali snad vsichni Fesitelé pomoci indukce. Mitizete si ale
v§imnout, Ze pfistup popsany ve vzorovém feseni je vlastné s indukci ekvivalentni a v tomto ptripadé
1ze pomoci néj dikaz dobfe formulovat.

(,madam Verca“ Hladikovd)

Uloha 5.
Tonda ma rovnoramenné vahy a 100 stejné vypadajicich hilek, z nichz presné 30 je kouzelnych.
Kazda kouzelna hiilka je leh¢i nez kazda nekouzelnd, ale hiilky stejného typu nemusi vazit stejné.
Urcete nejmensi N takové, ze Tonda umi najit alespon jednu zarucené kouzelnou hilku pomoci
nanejvys N vazeni.

(Jakub Lowit)
RESEN(:
Ukazeme, ze nejmensi pocCet vazeni, pomoci nichz mize Tonda zarucené najit alespon jednu kou-
zelnou hulku, je 70. K tomu potfebujeme najit strategii 70 vazeni, kterd Tondovi zajisti nalezeni
kouzelné htlky, a pak potrebujeme ukazat, ze existuje 100 hilek takovych, ze po 69 vazenich Tonda
nemuze o zaddné hilce s jistotou Fict, Ze je kouzelna.

Tonda muze najit kouzelnou hilku nasledovné: Vedle vah si vymezi misto, kde bude mit odlo-
zenou nejleh¢i hulku, kterou dosud vidél. Na zac¢atku tam umisti ndhodnou hilku. Pak si postupné
bude nahodné brat dalsi hulky, kazdou z nich vzdy zvazi oproti jeho dosud nejleh¢i hilce a tu
leh¢i z nich odlozi zpét na misto pro dosud nejleh¢i hulku. Tato hilka pak nutné musi byt nejlehci
z téch, které dosud vidél. Po 70 takovychto vazeni bude mit Tonda vedle vah nejlehéi z 71 hiilek, se
kterymi se dosud setkal. To ale znamenad, Ze je tato htilka lehé¢i (nebo stejné tézka) jako 70 jinych
hulek, a tak musi byt kouzelna. Tonda tedy potfebuje maximéalné 70 vazeni na to, aby s jistotou
mohl Fict, ze je n€kterd hulka kouzelna.

Ke zjisténi, ze Tonda ani po 69 vazeni neni vzdy schopny s jistotou najit alespon jednu kou-
zelnou hulku, si pomtZeme specidlnimi vdhami. Pokud Tonda dostane vahy, které mu daji ostie
vic informaci nez rovnoramenné vahy v zadani, a pritom stejné nemuze urcit kouzelnou hilku, pak
Tonda nemuze urcit kouzelnou htlku ani s normalnimi rovnoramennymi vdhami. Vahy, které Ton-
dovi ddame k dispozici, mu nejenom ukézi na tézsi misku rovnoramennych vah, ale také pfimo na
ai, as, ..., a100, kde i-t4 hilka ma hmotnost 2¢, pak ani s nasimi specidlnimi vahami neni schopny
urcit ani jednu kouzelnou hilku. Diky tomu, jak jsme zvolili hmotnosti hilek, bude kazdému vazeni

na vaze, pak informace o tom, ktera miska je tézsi, nepfinese zadnou novou informaci.

Necht tedy Tonda provede 69 vazeni. Nazvéme hilku téZkou, pokud ji nase vahy oznaci jako
oznaéme za lehké. Reknéme, %e I; < Iz < --- < L, je uspofadani lehkych hiilek podle hmotnosti
aty <ty <--- < ti00—m je usporddani tézkych htlek. Pak vSsem Tondovym vazenim vyhovuje i
usporadani I (1) <lr2) < " <lgzen) <t1 <2 <:-- <t100—m, kde 7 je libovolna permutace!

Permutace je definovana jako bijektivni zobrazeni mnoziny A na mnoZinu A (sebe sama na
sebe samou). Intuitivné je to jedno z moznych usporaddani prvkd mnoziny A.

4



(tj. nutné tézka). Ostatni hilky jsou tedy bud lehké (které jsou v novém usporadani ty nejlehéi),
anebo lehéi t&zké (které zlistavaji lehci). Z toho je vidét, ze tézké hilky nemtzeme jednoznadné
oznacit jako kouzelné, protoze jsou v novém usporadani tézsi nez alespon 31 hulek, a lehké taky
ne, protoze vybirdme 7 libovolné, a tak pro kazdou lehkou hiilku [/ existuje permutace 7, ve které

je I nejtézsi lehka, tj. tézs8i nez 30 hilek, a nekouzelna.

Nejmensi pocet vazeni, pomoci nichz muze Tonda najit alespon jednu kouzelnou hulku, je
tedy 70.

POZNAMKY:
Vysledek a postup, jak na 70 vazeni najit nejlehci hilku, méla vétsina reSitelt spravné. Témér
vSichni ale v druhé ¢asti argumentovali pouze vétou, ze nedava smysl vazit proti sobé vic nez dvé
hilku najednou, protoze hulky mtzou byt ruzné tézké, a tak ndm to nedd zddnou informaci. To
bohuzel jako vysvétleni, pro¢ to nemiuze byt fungujici strategie, nestaci. Obecné se snazte vyvarovat
feseni, které neurcité nebo vagné polemizuje o moznostech rozlozeni a usporadani — smrdi to mlhou!
Perfektni a precizni vyfeseni ilohy se ukazalo byt pro fesitele velmi naro¢né a z toho divodu jsem
se rozhodl bodovat mirnéji. Specialni pochvalu a imaginarni bod si vyslouzil Jakub Parada, ktery
podobné jako vzorak precizné vyargumentoval, pro¢ 69 vazeni nefunguje. Tém, ktefi se o zdivodnéni
minimality viibec nezminili, jsem udélil tfi body. (Jédchym Solecky)

Uloha 6.

Ada nasla 2000 plechovek, z nichz 1000 je plnych a 1000 prazdnych. Vsechny plné vazi 500g a
vSechny prazdné 100 g. Na kolik nejméné vazeni na rovnoramennych vahach Ize vzdy vytvorit dvé
stejné pocetné hromady plechovek (neni potreba pouzit vSechny plechovky), aby kazda hromada
méla jinou vdhu?

(Rado van Svarc)

RESENT:

Ada takové dvé hromadky neumi vytvoiit bez vazeni — kdyz vytvoii dvé hromadky o velikosti n,
miize se v kazdé z nich bud objevit pfesné n plnych plechovek, pokud je n < 500, nebo 500 plnych
a n — 500 prazdnych plechovek v opa¢ném pripadé. Proto alespon jedno vazeni potfebuje.

Na druhou stranu na jedno vézeni Ada takové dvé hromadky vytvorit umi. Necht rozdéli ple-
chovky na tfi hroméadky (oznac¢me je A, B a C), z nichz A a B obsahuji po 667 plechovkach a C'
obsahuje 666 plechovek.

Ada porovna vahy A a B. Pokud vazi rtizné, ma hotovo. V opa¢ném piipadé vi, ze v A a B je
stejny pocet préazdnych plechovek (ozna¢me ho z) a stejny pocet plnych (oznac¢me ho y).

Nyni Ada z A ndhodné odebere libovolnou plechovku, BUNO piedpokladejme, Ze je prazdna,
pro plnou bychom postupovali obdobné. Ozna¢me takto zmensenou hromadku A’. Potom A’ a C
maji stejny pocet plechovek. Kdyby vazily stejng, pak v A’ i C je y plnych plechovek. To by ale
znamenalo, Ze celkem mame 3y plnych plechovek, coz je spor, protoze plnych plechovek je 1000 a
to neni délitelné tfemi. Vime tedy jisté, ze jako dvojici hromad ze zadani muzeme zvolit C' a A
zmensenou o libovolnou plechovku.

POZNAMKY:

Reseni se seslo mnoho, s mnoha ,fesenimi“. Vétsina jich byla $patné. Vétsina spravnych feseni
neoduvodnila, pro¢ je alespon jedno vazeni potifeba, ale to jsem se rozhodl povazovat za tak jasné,
ze jsem za to body nestrhaval. (Rado van Svarc)



Uloha 7.
Pavel ma pét minci, kazdou jinak tézkou, a kouzelné vahy se tfemi miskami. Ty pro kazdou uspo-
ne. Ukazte, ze kdyz bude mit Pavel smiilu, nebude schopen na devét vazeni sefadit mince podle
hmotnosti.

(Pavel Hudec)

RESENT:

Hmotnost mince z budeme v feSeni znacit m(z). Ozna¢me f(n) pocet usporadani minci takovych,
ze odpovédi na prvnich n vazeni jsou stejné jako u skuteéného usporadani minci podle hmotnosti.
Snadno nahlédneme, Ze po n-tém vazeni Pavel takova uspotradani nerozezna od skute¢ného.

Pokud vahy odpovi na né&jakou trojici minci (a, b, ¢) ano, znamena to, Ze zizily mozna usporadani
na takové, pro ktera plati m(a) < m(b) < m(c). V8ech usporaddani minci je 5! = 120, uspofadani
s podminkou m(a) < m(b) < m(c) je 4-5 = 20, protoze zbylé dvé mince miizeme umistit postupné
na ¢tyfi a na pét pozic.

Indukei podle n dokdzeme, Ze pokud bude mit Pavel smulu, nemtze zabranit tomu, aby vahy
odpovédély v prvnich péti vazenich ne a aby platilo f(n) > 120 — 20n pro n < 5. Pron = 0
je ziejmé f(0) = 120. Nyni predpoklddejme, ze vdhy v dosavadnich ¢ < 4 vézenich odpovédély
ne a f(i) > 120 — 20¢ > 40. Na (¢ + 1)-ni vazeni feknou vadhy ano pro 20 rtznych usporadéni
minci. OvSem nerozlisitelnych usporadani je po i-tém vézeni alespon 40, takze pfi Pavlové smule
mu mohou opét Fict ne.

Predpokladejme, ze mu tedy vahy v (i + 1)-nim vézeni fekly ne. Ozna¢me S(k) mnozinu uspo-

fadani minci, pro kterd by vahy v k-tém vazeni odpovédély ano. Vime, ze |S(k)| = 20. Potom
dostavame:
i+1 i1
120 f(i+1) = | |J Sk)| < D IS(k)| = 20(i + 1),
k=1 k=1

fi+1)>120—20(@+1).

Prvni rovnost plyne z toho, ze na obou stranach jsou pravé ta usporadani, u kterych vahy
alespon jednou odpovédély ano . Timto je indukce hotova.

Pfi Pavlové smile se tedy muze stét, ze f(5) > 20. Pfi kazdém dalsim vaZeni miZze nastat
to, ze vahy Pavlovi feknou tu odpovéd, se kterou je konzistentni vice usporadani. To znamena,
ze kazdym dal$im vazenim muze Pavel, pokud bude mit smilu, snizit f(n) nejvySe o polovinu.
Snadnou indukei pak dostaneme f(9) > % > 1. V takovém piipadé Pavel skute¢né nemuze sefadit
mince podle hmotnosti.

POzNAMKY:

A¢ se vzorové feseni zda slozité a a¢ neptislo jediné spravné feseni, uloha nebyla nefesitelnéd. Za-
kladni myslenkou bylo néjak pfinutit vahy, aby odpovidaly ne, coz davalo Pavlovi mensi mnozstvi
informaci. Pak uZ stacilo pfijit jen na tu spravnou myslenku se zavedenim f(n) a odhadem pro
prvnich pét vazeni.

Vétsina FeSeni k tuloze pristoupila tak, ze vymyslela strategii pro Pavla a o té dokazala, ze
pri Pavlové smule mu nemusi stacit devét vazeni. Nikomu se vSak nepodafilo mé presvédcit, ze
jejich strategie je skutecné optimalni. Vzorové feseni naopak vibec nerozebird konkrétni Pavlovu
strategii. (Pavel Hudec)

Uloha 8.
Kuba m4 32" minci, mezi nimiz je jedna falesnd — lehéi nez ostatni, které vsechny vazi stejné. Déle
ma troje rovnoramenné vahy, z nichz dvoje funguji normélné a jedny ukazuji ndhodné vysledky.
Ukazte, ze Kuba umi na 3n + 1 vazeni najit faleSnou minci.

(Jakub Lowit)



RESENI:

Pii kazdém vazeni rozdélime mince na tfi hromadky, z nichz prvni a druhou, které udélame stejné
velké, polozime na ramena vah. Vahy vzdy rozhodnou, ve které ze tfi hromadek se nachazi leh¢i
mince (bud na lehéf strané vah, nebo v p¥ipadé rovnovahy ve zbyvajici hromadce). Samozfejmé si
musime dat pozor na falesné vahy.

Pokra¢ujme snadnym pozorovanim. Mé&jme k dispozici spravné vahy a 3% minci, z nich# jedna
je lehéi. Pak jsme schopni na k vaZzeni najit faleSnou minci. Vzdy rozdélime mince na t¥i hromadky
se stejnym pocCtem minci a vadhy urci, ve které tfetiné se nachézi leh¢i mince. Déle pokracujeme
s touto hromadkou. Po k vazenich ndm opravdu zbyde jen jedna mince.

Nyni budeme postupovat indukci podle n. Pro n = 1 bychom radi na ¢tyfi vazeni nasli falesnou
minci mezi deviti. V prvnim vaZeni rozdélime mince na t¥i trojice a pouzijeme vahy ¢islo 1. Ozna¢me
si A, B, C mince v leh¢i hromédce (podle naseho vazeni). Ve druhém véazeni budeme vazit na vahach
2 a rozdélime mince po tfech tak, aby kazda ze t¥i hromadek obsahovala pravé jednu z minci A, B,
C. Bez Gjmy na obecnosti leh¢i hromédka obsahuje minci A. Oznac¢me si D, E zbyvajici dvé mince
v této hromadce. Pro tfeti vazeni pouzijeme vdhy 3 a rozdélime mince takto: na jednu hromadku
umistime mince B, C, na druhou hromadku mince D, E a na tfeti hromadku zbyvajici mince.

Provedli jsme t¥i vaZeni na tfech rtiznych vahéach, z nichZ jen jedny miZou byt falesné. Proto se
leh¢i mince musi nachazet alesponi ve dvou leh¢ich hromadkach z nasich t¥i vazeni.

Nyni rozlisime tfi pfipady podle toho, ve které hromadce je ve tietim vazeni leh¢i mince. Pokud
je leh¢i mince v prvni hromédce, mame dvé moZnosti. Bud je lehéi mince A a tfeti vahy 1Zou, nebo
je leh¢i jedna z minci B, C' a druhé vahy lzou. V kazdém pripadé ndm zbyvaji tfi podezfelé mince a
vime, Ze prvni vahy jsou spravné, tudiz podle tvodniho pozorovani nam staci jedno vazeni k urceni
falesné mince.

Pripad, kdy je leh¢i mince v druhé hromadce, vyfesime analogicky.

Pokud je leh¢i mince ve treti hroméadce, tak s jistotou vime, ze je leh¢i mince A, protoze zadna
jind mince se nenachézi ve dvou leh¢ich hromadkach.

V obecném piipadé mame 32" minci. Budeme postupovat podobné jako vyse, akorat misto
deviti minci uvazujme devét hromadek o 32"~2 mincich. Po t¥ech vaZenich mtZe opét nastat
nékolik ptipadt. Bud o jedné vaze zjistime, Ze je spravna a zbyde nam 327~ minci (t¥i hromadky
o 3272 mincich), nebo nam zbyde jedna hromadka o 32"~2 mincich. V prvnim ptipadé nam
podle tvodniho pozorovani staci dalsich 2n — 1 vazeni na spravné vaze, celkem tedy 2n + 2, coz je
pro pfirozena n mensi nebo rovno kyzenému 3n + 1. V druhém pripadé jsme hotovi z indukéniho
predpokladu.

POZNAMKY:

Prestoze byla tloha celkem hrava, doslo jen nékolik feseni a pouze jedno kompletni. Vétsina Fesitela
bud zapomnéla na néjaky pripad, nebo se jim nepodarilo tlohu rozlousknout pro n = 1. Jelikoz
myslenka feSeni byla spravna, udéloval jsem 3-4 body. (Lucien Sima)



