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matfyz

Mily priteli!

S poslednimi jarnimi mraziky a odkvétajicimi Sefiky se rychle a jisté
chyli ke konci i leto$ni 38. roénik PraSatka — zbyva proto pogratulovat
vitéztim i porazenym. Kulatou hranici 200 bodt se v celkovém potadi
povedlo prekonat pravé Sesti FeSitelim. S bezpeénym néaskokem de-
seti bodu zvitézil Michal Beranek, zatimco na druhém a tfetim misté
skondili velmi tésné po fadé Vasek Jandcéek a Kldara Churd. O &tvr-
tém, patém a Sestém misté pak na pomyslném vysledkovém pravitku
rozhodovaly doslova milimetry.

Kazdopadné vérime, ze se letosni roénik povedl, a doufame, ze Ti
prinesl dostatek zabavy i znalosti. Pokud se stejné jako organizatofi
citi§ mirné melancholicky, nezoufej — 39. roénik je na dosah! Skuteéné,
uz v této obdlce muzes najit zadani prvnich dvou podzimnich sérii a
uzit si s nimi béhem léta patficnou davku legrace.

Ted uz tedy nezbyva nic jiného, nez Ti za vSechny organizatory
poprat pékné léto. Tak na vidénou, slySenou ¢i dopisovanou! Hodné
péknych zazitku s Prasatkem i jinde preje

Kuba Lowit

N

Co je dale v komentarich?

e Vzorova feseni 2., 3. a 4. jarni a 3. seridlové série

e Vysledkové listiny vCetné zavérecného poradi
e Priloha: Letak se zadanim 1. a 2. podzimni série 39. ro¢niku

ZavéreCna anketa

Na strance mks.mff.cuni.cz/anketa jsme si pro Tebe pfipravili anketu
o tom, co se Ti v PraSeti libi a nebo co bys naopak udélal(a) jinak.
Muzes se nam pochlubit, pro¢ seminaf resis nebo jaka témata sérii
by sis do budoucna pfal(a). Zpétna vazba je pro nas diilezita, a proto
budeme moc radi, kdyz ndm anketu vyplnis.

Jarni soustiedéni

V terminu 20. — 28. 4. probéhlo PraSeci soustfedéni ve mésté Branna.
Nase kosmicka lod Pr4S3 havarovala na cizi planeté. Nejdrive to
vypadalo bledé — posddka ztratila pamét a mélem jsme byli nuceni
stravit prvni noc v nekomfortnich podminkach pod vesmirnym nebem.
Nastésti se ndm brzy podarilo vybudovat solidni zédkladnu — oltaf zvy-
Soval moralku posadky, déla tvorila i¢innou obranu proti tajemnym
mimozems$tantim a diky ananasové plantazi nebyla o jidlo nouze.

Fakta

Soustfedéni se zUcastnilo 24 ucastnikt, z nichz nikdo nebyl vazné
zranén, prestoze se hralo noc¢ni lighstickové frisbee. Hraly se také des-
kovky, ping-pong, fotbalek, Stepmania i Counter-Strike a ku podivu
vSech pritomnych zdravotniki se i tyto hratky obesly bez zranéni.
Vyrobili jsme si origindlni vesmirna tricka (viz obrazek). Z pfednasek



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 38.ro¢nik (2018/2019), 4. komentaie B

jsme si jako vzdy odnesli znalosti, ze zazitkového programu zazitky, ale obcas i naopak.

Na soustfedéni bylo rekordni mnozstvi raznych hudebnich nastroji, fazeno vzestupné podle
necekanosti: kytara, zobcova flétna, housle, pfiéna flétna, keyboard, trumpeta, hoboj.

Béhem pobytu se snédlo 30 kg ananasového kompotu. A témér tisic kremroli.




TecCny

2. JARNI SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.

Petr si do sesitu namaloval takovyto obrazek tvoreny tiemi jednotkovymi kruznicemi a jejich spo-
le¢nymi tecnami, které prochazeji jednim bodem. Vsiml si, Ze krajni kruznice se dotykaji prostiedni
kruznice. Jakou velikost ma vyznaceny thel?

(Petr Gebauer)

RESEN{:
Oznacme si body jako na obrazku: S prusecik tecen, Aj, As, As stfedy kruznic a K, L, M, N body

dotyku.
K o v

Nejprve ukazeme, ze délky usecek SK, SL, SM a SN jsou stejné velké. To plati, nebot kazda
ze t¥i dvojic po sobé jdoucich tsecek tvori dvojici tecen z bodu S k jedné ze tii kruznic. Proto jsou
tyto dvojice tisecek — a tim padem i vSechny ¢tyti tsecky — stejné dlouhé. Pak trojuhelniky SKAq,

3



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 38.ro¢nik (2018/2019), 4. komentaie B

SLA1, SLA2, SM Az, SM Az a SN Az jsou shodné podle véty sus: strany od stfedu kruznice k bodu
dotyku maji délku 1 a thly mezi poloméry a te¢nami jsou vzdy 90°.

Pak jsou uhly u vrcholu S shodné, a tedy |[<<LSM| = |[<LSAz| + |[<A2SM| =2- % = 60°.
Protoze mame |<{SLAz| = |[<ISMAz| = 90°, umime ze sou¢tu uhli ve Etyfthelniku dopocitat

hledany thel |[<{LA2 M| = 360° — 90° — 90° — 60° = 120°

POZNAMKY:

Vétsina Fesiteli pouzila postup podobny vzorovému Feseni. Uloha se dala ale nahlédnout i tfeba

pomoci preklopeni obrazku podle horni te¢ny a vyuziti vzniklého pravidelného Sestitthelniku.
(,madam Verc¢a“ Hladikovéd)

Uloha 2.
E.T. nakreslil do roviny tii jednotkové kruznice a tfi primky tak, aby zadné dvé kruznice ani zadné
dvé piimky nesplyvaly a kazda pfimka se dotykala vSech ti1 kruznic. Naleznéte néjaky mozny obsah
trojuhelniku vytvoreného ze stiedi techto kruznic.

(Martin ,E.T.“ Sykora)
RESEN(:
Vezméme si rovnostranny trojuhelnik ABC' a pfipiSme mu kruznice se sttedy K, L, M. Ty jsou
ziejmé vSechny stejné velké. Najdeme tedy takovou délku strany trojuhelniku ABC, aby pripsané
kruznice byly jednotkové. Zadani je splnéno, nebot pfipsané kruznice se dotykaji vsech t¥i primek
vytvofenych prodlouzenim stran trojuhelniku.

Usecka spojujici K a B je osou vnéjsiho uhlu AABC, velikost thlu <CBK je tedy 60°. Apli-
kovanim podobného pozorovani na dalsi vrcholy trojihelniku a stfedy kruznic dostaneme dalsi tii
rovnostranné trojuhelniky, které jsou diky spoleénym strandm stejné velké jako AABC. Dohro-
mady tyto &tyfi trojuhelniky tvofi rovnostranny trojuhelnik KLM (body K, B, a M lezi na jedné
pfimce, protoze u vrcholu B se se¢tou tii thly velikosti 60°; obdobné pro zbylé strany).

Vyska trojihelniku CK B je rovna polomeéru kruznic, je to tedy 1 jednotka. Snadno spocteme

délku strany tohoto trojuhelniku: |[CB| = % ‘v = % Jeho obsah je pak Scxp = leBlv — 1

2 NeN
Diky shodnosti malych trojihelnikti uz snadno dostaneme obsah trojihelniku tvoreného stiedy
kruznic: Sy =4-Sapc = 437\5.

(K
TN
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POZNAMKY:

Témeér vSechna feSeni postupovala velmi podobné jako vzorové. Jen doplnim, ze vzhledem k for-

mulaci zadani tlohy skutecné nebylo potfeba zjistovat, jestli toto rozloZeni je jediné mozné.
(Michal Tépfer)

Uloha 3.
Necht ABCD je lichobéznik s AB || CD. KruZnice opsana trojuhelniku BC'D protne piimku DA
v bodé E riuzném od D. Ukazte, ze CB je tecna ke kruznici opsané trojuhelniku ABE.

(Rado van Svarc)

RESEN(:
Nejprve si v§imnéme, ze body B, C, D a E lezi (v né&jakém potadi) na spole¢né kruznici. K dikazu
vyuzijeme vétu o obvodovém a usekovém uhlu. Rozebereme tfi pfipady podle polohy bodu E, viz
obrazek.

C
b D c E
D C
B E
A B A B
E
Pripad 1 Pripad 2a Pripad 2b

1) E ¢ AD: Potfebujeme ukdzat |TAEB| = |{ABC|. Z rovnobéznosti piimek AB a CD
dostavame |[<TABC|+ |<{BCD| = 180°. Body C a FE lezi v opa¢nych polorovinach vzhledem
k pfimce BD, plati tedy
|<TABC| = 180° — |<BCD| = |<<DEB|.

Jelikoz vsak E ¢ ﬁ, jsou thly <DEB a <AEB totozné.

(2) E € AD: Pottebujeme ukézat |[{EAB| = |<{EBC|. Obdobné jako v pfedchozim pfipadé
|<XTADC| + |<<DAB| = 180°. Mohou nastat dvé moznosti, kde muze lezet bod E:

(a) E € AD. V tomto piipadé lezi body B a D v opa¢nych poloroviniach vzhledem
k pfimce EC, tudiz

|<<EBC| = 180° — |[<EDC| = 180° — |XADC| = |<DAB| = |<EAB].
(b) E & AD. body B a D nyni lezi ve sletjné poloroving vzhledem k pfimce EC a tedy
|<EBC| = |<EDC| = 180° — |XADC| = |\DAB| = |<EAB],

¢imz jsme ovérili posledni mozny pripad.
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ALTERNATIVNI RESENI (PODLE MATEJE DOLEZALKA):

Oznalme (p, q) orientovany thel mezi pfimkami p a ¢, tj. Ghel, o ktery musime oto¢it pfimku p
proti sméru hodinovych rucicek, abychom dostali pfimku q. Pro ¢tyfi body K, L, M, N lezici na
spolecné kruznici pak plati

(KM, ML) = (KN,NL)

nezavisle na jejich poradi.

Obdobnou vlastnost ma orientovana verze véty o obvodovém a tsekovém thlu. Pro kruznici k
a libovolné na ni lezici body P, @, R tvrdi, Ze pfimka ¢ prochézejici bodem R je te¢nou k pravé
tehdy, kdyz

(PQ,QR) = (PR,t).

Nyni ndm staci tato pozorovani spojit:
(AE,EB) = (DE, EB) = (DC,CB) = (AB,CB),

pri¢emz rovnost prvniho a posledniho ¢lenu jsme chtéli ukazat.

POZNAMKY:

Uloha byla trochu nepiijemna kviili vice moznjym p¥ipadiim polohy bodu E, které bylo tteba alespoti
castecné tesit zvlast. Mnoho feSitelti vyfesilo pouze jednu variantu a na zbylé konfigurace zcela
zapomneélo, za coz jsem strhaval jeden bod. Pokud naopak bylo feSeni zcela kompletni, udéloval
jsem bonusové +i.

V geometrickych tulohach obcas nastava problém s fesenim nékolika dost podobnych, nicméné
prece jen ruznych, konfiguraci. Dokud jsou tyto konfigurace t¥i jako v tomto pfipadé, je to jesté
celkem v pohodé, ale kdyz je jich jesté o dost vic, tak se opravdu hodi pouzivat pii sepisovani orien-
tované thly jako zde v alternativnim feSeni. Pritom klasicky staci tlohu vyfesit v jedné konfiguraci
a posléze jen ovérit, zda feSeni po prepsani do orientovanych thld nevyresi vSechny.

(Tomés Novotny)

Uloha 4.
Na strané AC' trojuhelniku ABC' lezi bod X. Na stranach AB a BC nalezneme takové body P a
Q, aby PX byla tecna ke kruznici opsané X BC' a QX byla tecna ke kruznici opsané X BA. Ukazte,
ze piimka PQ je rovnobézna s AC.

(Jakub Lowit)

RESENT:

Oznagdime si thly v trojihelniku ABC postupné a, 3, 7. Uhel <BXP je tisekovy thel pifslusny
k obloukovému uhlu <{BCX, z toho plyne |<{BXP| = |<XCB| = |{ACB| = ~. Analogicky
dostaneme |[{BXQ| = |[<XAB| = |<CAB| = a. Ve ¢étyfuhelniku BPXQ je soucet uhlu <PXQ a
<{PBQ roven 180°, nebot plati |[<<TPXQ|+|JIPBQ| = |[<PXB|+|<IPXQ|+|IABC| = a+B+vy =
= 180°. Ctyithelnik BPQX je proto tétivovy. Uhly nad obloukem BP tedy maji stejnou velikost,
|[<BQP| = |<BXP| =+, déile |[<BQP| =~ = |{BCA]| a pfislusné thly, které sviraji pfimky PQ
s BC a AC s BC, jsou souhlasné. Z toho plyne, ze PQ je rovnobézna s AC.
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POZNAMKY:

Vétsina feSeni postupovala velmi podobné jako vzorové feseni, a tim si vyslouzila plny pocet bodt.
V geometrickych tlohéch je ale tfeba dbat na spravnost a konzistenci znaceni (napf. thli), jinak
nékteré rovnosti nemusi obecné platit. Podobné drobné chyby se u nékolika Fesiteld objevily, body
jsem za né nestrhavala. (Hedvika Ranosova)

Uloha 5.
Kruznice k al se protinaji ve dvou bodech, jeden z nich ozna¢me B. Te¢na ke kruznici | prochazejici
bodem B proting kruznici k podruhé v bodé A. Analogicky tecna ke kruznici k prochéazejici bodem
B protina kruznici | podruhé v bodé C. Ozna¢me M druhy prusecik kruznice k a pfimky AC a N
druhy prusecik kruznice | a pfimky AC. Ukazte, ze pokud body lezi na pfimce AC v poradi A, N,
M, C, pak plati 2|MN| < |AC|.

(Jakub Lowit)

RESEN{ (VOLNE PODLE MICHALA BERANKA):

Uhel <{MBC je tusekovy k <{BAM a uhel <{NBA je tusekovy k <(BCN, tedy
|[<KMBC| = |<<{BAC| a |ANBA| = |<<BCA|. Z véty uu plyne, ze trojuhelniky BCM a ABN
jsou podobné.

Diky této podobnosti vime, ze |[<{BNM| = 180° — |[<{BNA| = 180° — |[<BMC| = |[<BMN|,
a tedy trojuhelnik NBM je rovnoramenny, takze plati |[BN| = |BM|. BUNO piedpokladejme

|BM| = 1, déle oznaéme |C M| = y. Z podobnosti trojihelniktt BCM a ABN méme ;gx} = %
coz muZzeme prepsat jako |AN| = % Z trojuhelnikové nerovnosti v NBM vime, ze |MN| < 2.

Pouzitim AG nerovnosti dostaneme

1
MN| <2 <yt - =[CM]+ |AN],

2|MN| < |CM|+ |AN| + |MN| = |AC|.
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B

POzZNAMKY:

Skoro vSechna FeSeni byla spravnd, zpravidla se lisila pouze v druhé (odhadovaci) éasti. Tam bylo
mozné misto AG nerovnosti pouzit pouze trojuhelnikovou nerovnost nebo sinovou ¢i kosinovou
vétu. (,madam Verc¢a“ Hladikovéd)

Uloha 6.

V trojithelniku ABC protina osa tthlu BAC stranu BC v bodé K. Ozna¢me M stied oblouku' BAC.
Druhy prisecik primky M K s kruznici opsanou ABC' oznac¢ime D. Te¢ny ke kruznici opsané ABC
z bodit A a D se protinaji v bodé T. Necht R je prisecik kolmice na AK v bodé A s kolmici na
DK v bodé D. Ukazte, ze body T, R a K lezi na jedné piimce.

(Rado van Svarc)

RESENT:

Oznaéme S druhy priseéik AK a kruznice opsané trojihelniku AABC. Usecka SM je priimérem
této kruznice a je kolma na BC, nebot se z rovnosti |[<{BAS| = |[<{SAC| jedna o stfedy prot&jsich
obloukii kruznice opsané ABC'. KruzZnice opsana je proto Thaletovou kruznici nad SM. Pro body
A, D tedy plati |[<TSDM| = 90° a |<{TSAM| = 90°, z ¢ehoz plyne, Ze bod R je pruseéikem piimek
AM a DS.

Uhly <<RAK a <{RDK jsou pravé, étyithelnik DRAK je tedy tétivovy a RK je primérem kruz-
nice jemu opsané. Ukazeme, ze T je stfedem kruznice opsané DRAK. Plati |XTARK| = |[<ADK| =
= |XADM]| = |<{RAT| (prvni dvé rovnosti plynou z obvodovych thlt ve &tyfthelniku DRAK
a posledni z rovnosti tisekového a obvodového tithlu v kruZznici opsané ABC). Analogicky odvodime
|[<DRK| = |<<DAK| = |<{DAS| = |[<RDT|.

Pokud je bod T’ stiedem kruZnice opsané ¢tyfuhelniku DRAK, pak musi leZet na osach stran
DR a AR a musi to zaroven byt stied usecky RK. Proto pro néj plati |[<RDT| = |<DRK| =
= |<{DRT'| = |<RDT’|. To znamen4, Ze bod T lezi na piimce DT’. Analogicky lezi T' na p¥imce
AT’, tedy T musi byt prisec¢ikem DT’ a AT'. Tim je vSak bod T, a tak T' = T’. Proto uz T
musi byt stfedem kruznice opsané ¢étyiuhelniku DRAK, neboli stfedem usecky RK, coz jsme méli
dokazat.

LObloukem BAC myslime oblouk s koncovymi body B a C prochazejici bodem A.
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M

POzZNAMKY:

Vétsina s malymi odchylkami postupovala jako vzorové reseni, ale seslo se i nékolik velmi zajimavych
postupi, nékteré vyuzivaly i Feuerbachovu kruznici, Pascalovu vétu nebo harmonické ¢tyfpomeéry.
Vsechna takova feseni si vyslouzila plny pocet bodu.

(Hedvika Ranosova)

Uloha 7.

Hedvika nasla v roviné kruznici k a bod P vné k. Z bodu P nakreslila dvé tecny ke k, body dotyku
pojmenovala A a B. Bod Q) umistila tak, aby A byl stied usecky P(Q). Nasledné prisel Tonda a na
usec¢ce AB nakreslil bod L. Kruznice opsana trojuhelniku PLB protla k podruhé v bodé T'. Ukazte,
Ze at uz byl Tonda jakkoli zakeiny, vzdy plati |<<PBT| = |[<QLA]|.

(Rado van Svarc)

RESEN(:
Piimky PA a PB jsou teénami ke kruznici k a bod A je stfedem usecky P(Q. Musi tedy platit, ze
|PB| = |PA| = |AQ)|. Z v&ty o obvodovém a tsekovém uhlu pak dostaneme, ze |<{BAT| = |{PBT|
a |{ATB| = |[<QAL)|. Dale vyuzijeme, ze ¢tyftuhelnik BPT'L je tétivovy, a tak |[<TPB|+|<I{BLT| =
= 180°. Tudiz |<{TPB| = |<{TLA|.
Trojuhelniky ALT a BPT jsou si podobné, jelikoz maji stejné velké vnitini uhly. Musi tedy

platit

ALl _ |BP| _ |AQ)

|AT|  |BT| |BT|

Z tohoto poméru vsak také plyne, Ze jsou si podle véty sus podobné i trojuhelniky ALQ a T AB.
To jiz nutné znamend, ze |[<{QLA| = |[{BAT| = |[{PBT|.
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Q

POZNAMKY:

K dloze $lo pristupovat riznymi zpusoby, coz také doklada fakt, ze kazdy z osmi aspésnych resitelt
zvolil jiny postup. Vzorové feseni vyuzivajici podobnost trojuhelnik bylo inspirovdno Adamem
Kiivkou. Mezi dalsi oblibené techniky patfilo dokreslovani boda ¢i pocitani mocnosti bodu ke
kruznici. Narazil jsem v8ak i na aplikaci Cevovy véty. (Martin Hora)

Uloha 8.

Bud ABC trojuhelnik spliujici 2|<{ABC| = |<BCA|. Ozna¢me w kruznici jemu opsanou. Necht
tecna k w z bodu A protina pifimku BC v bodé E. Bud 2 kruznice prochéazejici bodem B, které se
piimka AC dotyks v bodé C. Necht pifimka AB podruhé protind Q v bodé F. Z bodu E vedeme
tecnu k s bodem dotyku K tak, aby body A a K byly na ruznych stranach od piimky BC'.
Oznac¢me M stied oblouku BC na w neobsahujictho A. Ukazte, ze AFMK je tétivovy ctyfuhelnik.

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Oznaéme |<{ABC| = (. Nejprve ukdzeme, ze bod F je stfedem oblouku BC kruZznice 2 neobsahu-
jiciho K. Ze shodnosti obvodového a tsekového uhlu tétivy FC mame |{FCA| = |<<CBF| = 8,
a tedy také |<<TFCB| = |[<BCA| — |[<FCA| = 28 — 8 = B = |<<FBC|. Trojuhelnik FBC je diky
tomu rovnoramenny a F' uz tedy musi byt stfedem oblouku.

10
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Protoze F i M jsou stfedy oblouki, jsou pfimky KF a AM po fadé osami thlt <BKC a
<{BAC. Déle jelikoz bod E lezi na chordale kruznic w a 2, ma k nim stejnou mocnost, z ¢ehoz
dostavame |FA| = |EK|. Ozna¢me pruseéik pfimek AM a BC jako X. S vyuzitim véty o usekovém
thlu tétivy AM dostaneme

|<AEAX| = |[<MBA| = |[<CBA| + |[<MBC| = |<CBA| + |[<BAM| = |<AXC|,

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili souéet thla v trojuhelniku ABX. To znamend, zZe trojuhelnik
AXE je rovnoramenny se zakladnou AX, tedy |[EA| = |EX].

Analogicky se da ukéazat, ze pfimky F'K a BC se protnou v bodé Y takovém, ze |[EY| = |EK].
To uz ale znamena, ze |[EY| = |EK| = |[EA| = |EX], a jelikoz X 1Y jsou vnitini body tsecky BC,
musi uz X a Y splyvat. Nyni uz stac¢i pouzit mocnost tohoto bodu k w a Q:

|[AX|-|MX|=|BX|-|CX|=|BY|-|CY|=|FY|-|KY]|.

Diky platnosti rovnosti vyse je pak AFMK tétivovy.

POzNAMKY:
Doslo celkem osm FeSeni a vSechna byla spravné. Nejvétsi ¢ast fesiteltt misto pouziti |[EA| = |[EX]| a
|EK| = |EY| dokazovala rovnost poméru % = %. Takové feSeni bylo naro¢néjsi na vypocty,

fesitelé si s tim vsak bez problému poradili, za coz je timto chvalim. (Pavel Hudec)

11



Doprava

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
Michal byl na dovolené v Indii a jednoho dne si vyrazil na prochazku se slonem Bimbem. Kdyz Sel
ve stejném sméru, jako kracel Bimbo, dosel od jeho paty k chobotu na 30 kroki. Pak Sel stejné
rychle v opacném sméru a udélal béhem cesty od Bimbova chobotu k paté 15 krokii. Jak dlouhy je
Bimbo?

(Viki Némecek)

RESEN(:
Ozna¢me b délku slona Bimba méfenou v Michalovych krocich.

Z prvniho pfipadu vyjadiime asek, ktery Bimbo usel, vztahem s; = 30 — b, nebot Michal musel
ujit nejen celou délku od paty k chobotu, ale i Gsek sj. Z druhé prochazky dostaneme vzdalenost,
kterou slon urazil, nez se Michal dostal k ocasu, vyrazem s = b — 15. Dale si uvédomme, zZe se
rychlosti slona a Michala nezménily. Pokud tedy Michal v druhém pfipadé usel pouze polovi¢ni
trasu, muselo se stat to samé i Bimbovi. Z toho plyne s1 = 2ss.

Vyftesime soustavu rovnic dosazenim

s1 =30—0b,
2s9 =30 — b,
2-(b—15)=30—b,
3b = 60,
b = 20.

Bimbo je tedy dlouhy 20 Michalovych krok.

POZNAMKY:

Z doslych feseni byla vétSina spravna a od vzorového feseni se lisila vyjadfenimi rtznych vztahta
mezi délkami, rychlostmi a ¢asy. Pouze nékolik Fesiteld si neuvédomilo, Zze se Bimbova trasa musela
zmensit stejné jako Michalova, ti proto dosli k nespravnému vysledku. (Hedvika Ranosova)

Uloha 2.
Rado se prochézi po Manhattanu, kde ulice tvofi ¢tvereckovou sit. Vzdy, kdyz dojde na kfizovatku,
si hodi minci a podle toho, co padne, zahne bud doleva, nebo doprava. Mohl mit takové stésti, ze
po 2019 uslych tsecich skoncil tam, kde zac¢inal?

(Rado van Svarc)

12
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RESEN{ PRES STEJNY POCET USEKU PROTILEHLYMI SMERY:

Necht jsou ulice na Manhattanu orientované severojizné a vychodozapadné. Pfedpokladejme, Ze
Rado skondil na stejné kiizovatce, kde zacinal. Pak pocet tsekt, které Rado usel smérem na sever,
musi byt stejny jako pocet tsekt, které Rado usel smérem na jih. Obdobné pocet tseku uslych
smérem na zapad musi byt stejny jako pocet tsekt uslych smérem na vychod. Proto musel projit
sudy pocet severojiznich a sudy pocet zapadovychodnich dseki. Celkem tedy Rado usel sudy pocet
useki, coz je ale spor, protoze podle zadani usel 2019 tsekii. Rado tedy nemohl skonéit tam, kde
zacinal.

RESEN{ SACHOVNICOVYM OBARVENIM:

Obarvime si kfizovatky Manhattanu na cerné a bilé jako na nekonecné Sachovnici. Pak z Cerné
ktizovatky dojdeme kterymkoliv jednim uslym tsekem na bilou kiizovatku a z bilé kfizovatky
dojdeme kterymkoliv jednim uslym tisekem na éernou k¥izovatku. Nyni BUNO piedpokladejme, ze
ktizovatka, na které Rado zacinal, je Cerna. Pak tedy po lichém poctu uslych tseki musel Rado
skoncit na bilé kfizovatce, a tudiz i po 2019 uslych tusecich musel skonc¢it na bilé, coz znamena, ze
nemohl skoncit tam, kde zacinal.

POZNAMKY:
Celkové se seslo velké mnozstvi feSeni, pficemz vétsina z nich kopirovala jeden z postupt nastinénych
vyse. Uloha byla velmi jednoduché, a proto jsem se rozhodl byt trochu piisnéjsi viiéi zapisu feseni.
Dival jsem se hlavné na to, jestli bylo feseni kompletni, nebyly v ném myslenkové skoky a jestli byl
sled myslenek dostateéné vysvétleny. Pokud jste ndhodou ztratili bod nebo dva, neberte to tedy
jako Spatné vyFesenou tulohu, ale jako prostor pro zlepseni svych zapisu Feseni!

(Jachym Solecky)

Uloha 3.
Pan a pani Novakovi sli se 4 dalsimi manzelskymi pary na autodrom. Kazdy ¢lovék si pujcil vlastni
auticko a béhem jezdéni do sebe néktera auticka vrazela. Manzelé do sebe ovsem nikdy nevrazili.
Po skonceni jizdy se pan Novak zeptal vSech 9 ostatnich zucastnénych, s kolika riznymi lidmi se
srazili. K prekvapeni viech dostal od kazdého jinou odpovéd. S kolika riiznymi lidmi se srazila pani
Novéakova?

(Viki Némecek, Marian Poljak)

RESENI:

Celkem bylo na autodromu 10 lidi. Vime, ze nikdo se nesrazil sAim se sebou ani se svym manzelem
nebo manzelkou. Kazdy tedy mohl narazit do nejvyse osmi lidi. Aby pan Novak dostal devét riznych
vysledkl, pocty srazek nutné musely byt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a 8. Oznacme si zucastnéné kromé
pana Novaka podle poc¢tu srazek: Xo, X1,...,Xs.

Vime, ze X3g se srazil se vSemi kromé jednoho ¢lovéka, to musel(a) byt nutné jeho manzel(ka).
Jediny, kdo se nesrazil s nikym, je Xo, vSichni ostatni maji alespon jednu srazku, a to s Xg. Z toho
plyne, ze Xg a Xo musi byt manzelé. Pro ostatni pary postupujeme podobné. X7 se srazil se vSemi
kromé dvou lidi, jednim z nich je Xo a partner X7. Vsichni kromé X a X7 maji alespon dvé srazky
(s Xs a X7), tedy X7 a X1 tvoii manzelsky par. Stejnou uvahou sparujeme Xg a X2, X5 a X3.

Zbyva ndm pouze osoba X4, kterd v oznacené skupiné nema protéjsek, takze to musi byt pani
Novakova. Pani Novakova se tedy srazila se ¢tyfmi lidmi.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a postupovala velmi podobné jako vzorové fesSeni.
(Michal Tépfer)
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Uloha 4.

V Tramvarii se nachazi p tramvajovych zastavek, kde p je prvocislo. Mezi kazdymi dvéma zastav-
kami vede pravé jedna prima kolej, z nichz zadné dvé se nesetkavaji jinde nez na zastavce. Kolik
nejvice muze v Tramvarii jezdit okruznich tramvajovych linek pres vSechny zastavky, pokud zadné
dvé linky nesméji jet po stejné koleji? (Jakub Lowit)

RESEN(:
Pro p = 2 vede v Tramvarii pravé jedna kolej a tedy zde neexistuje okruzni linka.
Pro p > 2 vede z kazdého mésta p — 1 koleji a protoze mame p mést a kazda kolej vede mezi

. - R (e -1 . o o ool Y “ <
dvéma mésty, existuje v Tramvérii pravé 2 (p 5 ) koleji. Kazda okruzni jizda pies vSechna mésta
projede pravé p koleji, a proto mize v Tramvarii existovat maximalné % okruznich linek. Protoze

p je liché, je toto cislo celé.

Nyni jesté potiebujeme najit takovou konstrukci okruznich linek v Tramvarii, aby linek bylo
%. Ocislujme si tedy zastavky v Tramvarii postupné od 0 do p — 1. Poté muzeme v Tramvarii
zvolit nasledujici okruzni linky:

(1) 071727' D (mOd p):
(2) 0,2,4,...,2p (mod p),
@) 0,4 (mod p),2i (mod p),...,pi (mod p),

(E31)  0,B5% (mod p),2- 251 (mod p),...,p- P51 (mod p).

Jinymi slovy to jsou linky, které zacinaji na nule, tvoii je p isekt a v kazdém useku se posunou
o ¢ mést jednim smérem, kde ¢ jde od 1 do %. Snadno vidime, zZe vSechny takové linky opét konc¢i
v nule.

Nyni staci ukazat, ze tyto linky jsou disjunktni a kazda z nich prochéazi vSemi zastavkami. Pro
to si sta¢i uvédomit, Ze na jedné lince maji vSechny useky stejny rozdil ¢isel zastavek modulo p,
ktery je navic pro kazdou okruzni linku jiny. Diky tomu jsou vSechny linky disjunktni.

Zbyva ukazat, ze nami nalezené linky jsou skute¢né okruzni, tj. zZe kazdé dvé zastavky s vyjimkou
posledni jsou riizné, ¢imz budeme mit p riznych zastavek na kazdé lince. Pro spor necht se tramvaj
na i-té lince po projeti k < p a £ < p cest nachazi ve stejném mésté. Pak ik = i¢ (mod p) a protoze
¢ neni délitelné p, plati i k = ¢ (mod p). Ale protoze k i £ jsou mensi nez p, tak k = £.

Zkonstruovali jsme tak pT_l vyhovujicich okruznich linek a spravnéa odpovéd je tedy pT_l.

POZNAMKY:
Mnoho fesitelti pouze nalezlo, Ze okruznich linek mize byt maximélné p%l, ale jiz se tento ptipad
nepokusilo zkonstruovat. Tim si vyslouzili pouze 2 body. (,madam Verc¢a“ Hladikové)

Uloha 5.
Anicka jela na hory. Sjezdovky v lyzaiském stredisku se potkavaji v nanejvys 99 krizovatkach,
pficemz mezi dvéma kfizovatkami vede vZdy maximalné jedna sjezdovka. Zadné dvé kfizovatky
nejsou ve stejné vysce a na lyzich se da sjizdét jen doli. Ukazte, zZe tseky mezi kiizovatkami Ize
rozdélit na modré a ¢ervené takovym zpusobem, ze Anicka neni schopna sjet pfimo za sebou deset
usekt stejné obtiznosti (barvy).

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Kfizovatky si sefadime podle nadmotské vysky a ocislujeme je Cisly 1,2,...,n, pficemz kiizovatce
na nejvyssim misté prifadime jednicku, nejnizsi ¢islo n. Specidlné budou vsechna ¢isla vzdy nejvyse
14
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dvouciferna. Kazdy tusek sjezdovky, ktery spojuje dvé kiizovatky majici stejnou ¢islici na misté
desitek?, obarvime modfe. Zbylé tseky obarvime ervené.

Predpoklddejme, ze Anicka sjizdi za sebou tseky modré barvy. JelikoZ stejnou ¢islici na misté
desitek ma maximéalné deset kiizovatek, znamena to, Ze Ani¢ka miiZe projet maximalné devét tsekt
modré barvy.

Pokud Anicka sjizdi pouze useky Cervené barvy, musi cestou navstivit pouze kiizovatky s po
dvou rtznymi ¢éislicemi na misté desitek (po kazdém useku se musi ¢islo na misté desitek zménit,
a muze se pouze zvysit). Existuje nejvyse deset riiznych ¢islic, proto mize Anicka projet maximalné
devét useku Cervené barvy.

POZNAMKY:

Reseni se seslo (na to, Ze jde o patou tlohu) relativné malo. Velka ¢ast ze spravnych feseni se drzela
vyse uvedeného argumentu, néktefi zvolili jinou konstrukci indukeci. (Tonda Cesik)
Uloha 6.

Na souostrovi Prasopagy maji velmi zvlastni systém podzemni dopravy — kazdy ostrov je spojen
pfimou linkou metra pravé se tifemi jinymi ostrovy. Bylo rozhodnuto, Ze je pro vétsi prehlednost
tifeba jednotlivé tseky metra oznacit zelenou, zlutou a ¢ervenou barvou. Aby bylo byrokracii u¢inéno
zadost, bude useky stridavé obarvovat ministr dopravy a ministr kultury, pficemz ministr dopravy
zaCina. V kazdém kroku si tedy prislusny ministr vybere jeden tsek metra a obarvi ho libovolnou
barvou. Ministr dopravy by chtél metro obarvit tak, aby se na zadném ostrové nepotkavaly tseky
vSech tii barev. Ministr kultury si naopak preje, aby se na néjakém ostrové linky vsech tfi barev
setkaly. Ktery z nich umi své pfani prosadit? (Jakub Lowit)

RESENT:

Své prani si vzdy umi prosadit ministr kultury. Ministr kultury bude hrat tak, aby vzdy pfed jeho
tahem byly z kazdého ostrova obarveny bud tii linky z néj vedouci, nebo nejvyse jedna. Zaroven
vzdy zajisti, aby existoval alespon jeden ostrov, ze kterého povede pravé jeden obarveny tunel. To
je vzdy a trividlné po prvnim tahu ministra dopravy splnéno.

Pokud ministr kultury nemize svym tahem uzaviit cyklus, pak si vybere ostrov s jednou obar-
venou linkou a obarvi druhou z néj vedouci linku jinou barvou. Aby ministr dopravy v nasledujicim
tahu neprohral, musi obarvit tfeti linku. Tim se nemtze uzaviit cyklus, protoze jinak by tuto linku
mohl uz prve obarvit ministr kultury. Z toho také plyne, ze oba tyto tseky vedou na ostrov, ze kte-
rého predtim nevedla zadnéa obarvend linka. Po téchto tazich tedy vzniknou nové ostrovy s jednou
obarvenou linkou a soucasné nevzniknou zadné se dvéma.

Pokud naopak ministr kultury muze uzavfit cyklus, miuze to udélat spojenim dvou ostrovi, ze
kterych vedla praveé jedna obarvena linka. To znamend, Zze mtze vybrat barvu nepouzitou na téchto
sousednich linkach a obarvit s ni linku kompletujici cyklus. Takto ministr kultury hrozi obarvenim
treti linky u obou ostrovu tieti barvou. Ministr dopravy miize zabranit pouze jedné z téchto hrozeb,
¢imz vSak nezabrani ministru kultury ve vyhte.

Zaroven stale existuje v prubéhu hry ostrov, ktery ma obarvenou jen jednu linku. A protoze je
souostrovi kone¢né, musi nékdy nastat druhy pfipad a ministr kultury tak skutecné vyhraje.

POZNAMKY:

Uloha byla naroéné obzvlasté na pfesnou argumentaci — velka vétsina Fesiteltt méla hlavni myslenku
strategie ministra kultury, ale Gspé$né se vypotradat se vSemi problémy, které mohly pii jejich
postupu potencidlné nastat, se povedlo jen ¢asti z nich. (Pavel Hudec)

2U éisel 1,2, ...,9 uvazujeme &islici 0.
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Uloha 7.
V' Americe se nachdzi n mést, z nichz nékterd jsou spojena jednosmérnymi leteckymi linkami.
V kazdém z téchto mést se nachazi vyznacéna pamétihodnost. Cestovni kancelai chce zridit v nékte-
rych americkych méstech pobocky, aby ke kazdé pamétihodnosti mohla usporadat zajezd zacinajici
v nékteré ze svych pobocek za pomoci nejvyse dvou leteckych linek. Zaroven si chce pocinat eko-
nomicky — nechce, aby méla pobocky ve dvou méstech spojenych leteckou linkou. Dokazte, Ze to
vzdy muze zaridit.

(Pavel Hudec)

RESENT:
Budeme postupovat indukci podle n, predpokladejme, Ze pro libovolné rozmisténi linek na méné
nez n vrcholech tvrzeni plati. Pro n = 0 zvolime prazdnou mnozinu mést, pro n = 1 je tvrzeni
trividlni

Zvolime si mésto x a oznacme X mnozinu mést, do kterych vede z x primé letecké spojeni. Pro
nasi mnozinu mést bez x a X tvrzeni plati, miZzeme tedy podle indukéniho pfedpokladu rozmistit
pobocky tak, aby spliiovaly podminky v zadani. Pokud nyni vede z mésta s pobockou linka do z, pak
se da dostat do x i X za pomoci nejvyse dvou leteckych linek, tedy pobocky takto rozmistit umime.
Pokud zadna takova linka nevede, pak uz mésto « neni spojeno s zadnym meéstem s pobockou. Proto
muzeme do x pridat pobocku a méme vyhovujici rozmisténi pobocek i pro n mést.

PozNAMKY:
Uloha byla trikova a dosla pouze dvé spravna feseni. Jednim z pFistuptl, ktery mohl v této uloze
vést k cili, bylo zjistit, ze pfimocara indukce nefunguje a pokusit se ji néjak opravit.

(Pavel Hudec)

Uloha 8.

V' Chrochrostanu je m mést, pricemz nékteré dvojice mést jsou spojeny zeleznici. Je znamo, ze

z kazdého mésta vede presné 2nk zZelezni¢nich trati. V Chrochrostanu dale sidli mn prepravnich

spolecnosti a kazda by rada provozovala pravé k trati. Kazda spole¢nost pfitom chce, aby vSechny

jeji traté zacinaly ve stejném mésté. Dokazte, ze si tak spolecnosti traté skutecné umi rozdélit.
(Jakub Lowit)

RESENI:

Trati v grafu si zorientujeme tak, aby do kazdého mésta vjizdélo nk trati a dalsich nk vyjizdélo.
Potom jednoduse do kazdého mésta umistime n spolecnosti a libovolné jim rozdélime po k tratich
vyjizd€jicich z mésta ven.

Zbyvé ukazat, ze traté skuteéné umime zorientovat tak, ze jich do mésta vchazi tolik, kolik jich
vychézi ven. To ve skutecnosti umime kdykoliv kazdym méstem prochézi sudy pocet trati. Toto
tvrzeni ukdzeme indukci podle celkového poctu trati.

Pokud nejsou traté zadné — je jich nula, je tvrzeni zjevné.

Nyni, necht je trati kK > 0 a my uz umime tvrzeni ukdzat pro vSechny pocty trati mensi nez k.
Podivejme se do libovolného mésta A, kterym néjaka trat prochézi. Nasledné se vydame po libovolné
trati do vedlejsitho mésta a v kazdém dalsim mésté nasedneme na zatim neprojetou trat. Toto
opakujeme tak dlouho, dokud se nevratime do A. Pro¢ tento postup funguje? Kdyby nefungoval,
museli bychom nékdy pfijet do né€jakého mésta B tak, ze uz bychom nemohli preskocit na zadnou
trat, kterou jsme zatim neprojeli. Ale trati skrz B vede sudy pocet, pfi kazdém predchozim prichodu
jsme pocet pouzitelnych trati snizili o dva a nyni jsme prijezdem jesté pocCet pouzitelnych trati snizili
o jedna. To ale znamend, Ze jsme zatim v B pouzili lichy pocet trati, coz je spor s tim, Ze jsme je
pouzili vSechny.

Casem se tedy vratime zpatky do A. Nyni vSechny trati na uvedené cesté zorientujeme podle
toho, jakym smérem jsme se po nich pohybovali. Nasledné€ si predstavime, ze vSechny tyto projeté
traté docasné zmizely. Z indukéniho predpokladu pak zbylé traté umime zorientovat pozadovanym
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zplsobem, takZe po zpétném pridani doc¢asné zapomenutych trati mame hotovo (protoze jsme do
kazdého mésta prijeli tolikrat, kolikrat jsme z né&j odjeli).

PozNAMKY:

Velka cast feseni spocivala pouze v tom, Ze fesitelé prohlasili, ze do kazdého mésta daji n spole¢nosti
a potom to pocetné vyjde. Nijak ovSem nefekli, jak to udélaji. Protoze to, jak se to udéla, je ta
tézsi Cast tlohy, nedaval jsem za toto prohlaseni zadné body.

Neékteri fesitelé, znalejsi v teorii grafi, se odvolavali na znalost eulerovského tahu. Tam je tfeba
nezapomenout, ze v grafu existuje eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz kazdy vrchol ma sudy stupen
a graf je souvisly. Proto nejde eulerovsky tah pouzit pfimo, ale je tfeba ho vyrobit na kazdé
komponenté souvislosti zvlast. (Rado van Svarc)
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Pravdépodobnost 11l

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
Kazdé z nahodnych veli¢in X, Y muze nabyvat pouze hodnot z mnoziny {1,2,3,4,5}. Vime, Ze
existuje konstanta c takova, ze pro libovolna i, j z této mnoziny plati

P(X=inY =j)=c-(i+]).

Jsou dané veli¢iny nezavislé?

(Danil Kozevnikov)
RESENT:
Pro spor predpokladejme, Ze jsou ndhodné veliCiny nezavislé. Pak pro libovolna i, j ze zadané
mnoziny plati P(X =iNY =j) =P(X =1) - P(Y = ).

Pokud by jeden z deseti moznjch jevi nemohl nastat, BUNO P(X = 1) = 0, tak by platilo
0=P(X =1NY = 1) = 2¢, coz implikuje ¢ = 0. Nicméné pro kazdou nadhodnou veli¢inu musi
existovat jev, ktery nastane s nenulovou pravdépodobnosti, neboli existuji takova i, 7 € {1,2,3,4,5},
26 0<P(X =1i)-P(Y=5)=P(X=iNnY =j) =c(i+j) =0, coz by byl spor. Tedy pro vSechna
1,7 €{1,2,3,4,5} plati P(X =4) >0, P(Y =4) > 0,P(X =iNY =j) > 0 a rovnéz ¢ # 0.

Nyni jiz mizeme upravovat:

Il
N | =
N

2 2 P(X=1nY=1 PX=1)PY=1 PY

3 3 P(X=1nY=2 P(X=1) P¥Y=2 PY
P(X=2)-P(Y=1) P(X=2nY=1) 3¢ 3

TP(X=2)-P(Y=2) P(X=2nY=2) 4c 4’
coz je hledany spor. Zadané nahodné veli¢iny tedy nejsou nezavislé.

POZNAMKY:
Vétsina resiteld spravné predpokladala nezévislost danych veli¢in a ziskala spor postupnym dosa-
zovanim konkrétnich hodnot. Cést z nich bohuzel zapomnéla rozlisit pfipad, kdy ¢ = 0 nebo kdy
je nékterd z pravdépodobnosti rovna nule, ¢imz v pribéhu feSeni neoSetfila déleni nulou.

(Martin Raska)

Uloha 2.
Kuba se zivi psanim scénait romantickych serialti. Pravé piSe scénar, ve kterém je deset postav,
pricemz pro kazdou dvojici z nich si Kuba hodil férovou minci, aby se rozhodnul, zda se do sebe
dani dva lidé zamiluji. Jeden ¢lovék tak muze byt zamilovan do libovolného poctu jinych lidi.
Kazdi tfi rizni lidé, kteri se do sebe navzajem zamiluji, tvori milostny trojuhelnik. Dokazte, zZe
pocet milostnych trojuhelniki je alespon 30 s pravdépodobnosti nejvyse jedna polovina.

(Danil Kozevnikov)
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RESENI:
Pocet riznych trojic postav je (130) = 130_'29'18 = 120. Aby dana trojice tvofila milostny trojuhelnik,
musi se zamilovat kazda ze t¥i dvojic, tedy musi nastat tfi nezavislé jevy, z nichz kazdy nastava
s pravdépodobnosti % Dani t¥i lidé proto tvori milostny trojihelnik s pravdépodobnosti é
Zavedeme-li si pro i-tou trojici indikdtorovou veli¢inu X;, kterd nabyva hodnoty jedna, tvofi-li
dana trojice milostny trojuhelnik, a jinak je rovna nule, bude pro stfedni hodnotu této veli¢iny
platit E(X;) = % -0+ % -1 = %. Pocet milostnych trojic X pak muzeme vyjadfit jako soucet
X = X1+ X2+ -+ Xi20. Z linearity stfedni hodnoty plyne

1
E(X) = E(X1 +Xo+ -+ X120) = E(Xl) -+ E(XQ) R E(Xlg()) =120- g = 15.
Nakonec uz jen stac¢i pouzit Markovovu nerovnost podobné jako v seridlovém textu. Dostavame

P(X >30) = P(X > 2 B(X)) < ,

neboli pocet milostnych trojihelnika je alespon tricet s pravdépodobnosti nejvyse jedna polovina.

POZNAMKY:

Vétsina feseni postupovala presné podle toho vzorového. Pozor, pokud je stiedni hodnota nahodné
veli¢iny 30, neznamend to, Ze tato veli¢ina nabyva hodnoty vétsi (¢i mensi) nez 30 s poloviéni
pravdépodobnosti! Abychom mohli pfejit od stfedni hodnoty k pravdépodobnosti, musime pouzit
(tfeba) Markovovu nerovnost. (Vasek Rozhori)

Uloha 3.
Do ZOO prislo n rizné vysokych orgi a n + 1 ruzné vysokych ucastniki. Orgové si v nahodném
poradi stoupli do fronty, aby se mohli pokochat pohledem na roztomilé tulené. Ucastnici si mezitim
v nahodném poradi stoupli do jiné fronty, aby se mohli kochat pohledem na rozkosné lachtany.
Kazdy vidi na dané zvife pravé tehdy, kdyz je vys$si nez vsichni, ktefi stoji ve fronté pied nim.
O kolik se lisi rozptyl nahodné veli¢iny O, ktera znaci pocet orgu vidicich na tulené, od rozptylu
nahodné veli¢iny U, kterd znaci pocet ucastnika vidicich na lachtany?

(Danil Kozevnikov)

KOMBINATORICKE RESENI:

Predstavme si obecnéji fadu m lidi, ktefi se koukaji na libovolné ploutvonozce. Pro i-tého clovéka si
zavedme indikatorovou veli¢inu X;, ktera je rovna jedné pravé tehdy, kdyz doty¢ny vidi na zviratka.
Ze zadani vime, ze indikuji jevy ,i-ty clovek je vyssi nez vSichni pred nim“.

Ze symetrie plati E(X;) = %, nebot kazdé poloha nejvyssiho ¢lovéka z prvnich i je stejné
pravdépodobné. Zaroven jelikoz X; jsou indikatory, tak pro né plati X 22 = X;, takze Var(X;) =
=E(X:) - B(X;)? = 3L

Pro spocteni rozptylu souctu > 7", X; jeSté ukdzeme, Ze tyto ndhodné veli¢iny jsou po dvou
nezavislé. K tomu si sta¢i pouze rozmyslet, ze jevy, jez dané veli¢iny indikuji, jsou nezavislé, neboli
E(X;X;) = % pro i > j (X;X; je totiz indikdtorem jejich priniku).

Spocitejme si, kolik existuje moznosti pro rozestaveni prvnich ¢ lidi do rady. Zafixujme si jejich
vysky a zkoumejme pouze to, jak je musime rozestavit, budeme-li je do fronty umistovat odzadu.
Posledni ¢loveék v fadé musi byt nejvyssi, takZe pro néj mame presné jednu moznost, analogicky j-ty
¢lovék musi byt nejvyssi ze zatim nezvolenych, takze i jeho volba je pevné urcena témi predchozimi.
Naopak at uz zvolime rozestaveni ostatnich :—2 lidi jakkoliv, tak ti dva stejné uvidi na ploutvonozce,
pro k-tého ¢lovéka tedy mame k moznosti a dohromady dostavame (i—1)--- (j+1)-(j—1)---1= %
vyhovujicich moznosti. To znamenad, ze pravdépodobnost, Ze oba tito lidé uvidi, je %j’ takze zkou-
mané jevy jsou vskutku nezavislé.

Proto plati Var(3 /%, X;) = >, 7;1,_—21, takze Var(U) — Var(O) = Z?:f "”2_—21 -3 "”2_—21 =

= iz
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TRIKOVE RESEN{:
Rozptyl ndhodnych veli¢in O, U miizeme vyjadfit i zavedenim jinych indikdtort (vypocet predve-
deme pouze pro O, pro U je postup analogicky, az na zménu poctu lidi a zvifete). Necht Y; tedy
indikuje jev ,i-ty nejvyssi org vidi na tulené“. Potom zjevné O = Y 7', Y;.

Tyto jevy jsou nezavislé, nebot to, kde stoji nizsi orgové, jisté neovlivni to, zda na tulené uvidi
org vyssi. Zaroven jsou ze symetrie vSechna poradi nejvyssich ¢ lidi stejné pravdépodobna a ¥; =1

muzeme dokoncit analogicky, jako to prvni.

POZNAMKY:
Jediné feseni, které se vydalo trikovou cestou, jsem ocenil kladnym imaginarnim bodem. Vsechna
ostatni feSeni se viceméné uspésné vydala tou pfimocarejsi cestou, body jsem strhaval jen, kdyz
jste nedokézali nezavislost ndhodnych velicin, kterd je pro zdivodnéni korektnosti vyse uvedeného
vypoctu nezbytné. Nejéastéjsi chybou bylo zaménovani tulent za lachtany, nehledé na jeji zavaznost
jsem se za ni nakonec rozhodl body nestrhavat :).

(Danil Kozevnikov)
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Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.

(a) Nadani austral$ti pavouci upletli pfes noc pavuéinu ve tvaru krychle. Do rana se na jeji stény
nachytaly mouchy, pfi¢emz na kazdé sténé byla chycena alespon jedna. Kdyz druhy den prisel
Martin k pavuciné, predstavil si v kazdém vrcholu soucin po¢ti much na jeho prilehlych sténach.
Vsiml si, ze soucet téchto ohodnoceni vrcholti je roven 2019. Fila k nému ihned pribéhl, chvili se na
pavucinu koukal a pak prohlasil, Zze mu nevéri. Ktery z chlapci ma pravdu? (Marian Poljak)

(b) Poté, co se chlapci dohddali, si pavouci ulozili vSechny mouchy do vrcholi takovym zpuso-
bem, ze v kazdych dvou byl rizny nenulovy pocet much. Pfes noc se na hrany krychle nachytali
mravenci. Madam Verca si vSimla, ze pro kazdou hranu je pocet mravencu na ni roven nejvétsimu
spolecnému déliteli poctii much na prislusnych koncovych vrcholech. Mohlo se nachytat stejné much
Jjako mravenci? (Rado van Svarc)

RESEN(:

(a) Dokazeme, ze pravdu ma Fila. Ozna¢me po¢ty much na spodni a svrchni sténé jako a a f a
pocty much na boc¢nich sténach postupné b, ¢, d, e. Potom soucet ohodnoceni danych vrcholi je
roven:

abc+ fbc+ acd + fed 4 ade + fde + aeb+ feb = (a+ f)(bc+ cd + de + eb) = (a+ f)(b+d)(c+ e).

Nicméné prvociselny rozklad ¢isla 2019 je roven 3 - 673 a kazda ze tii zédvorek vyse je rovna alespon
2, tedy neni mozné zapsat 2019 jako soucin t¥{ ¢isel vétsich nez 1 (jinak by prvoéiselny rozklad 2019
musel byt soucin alesponl t¥i ne nutné raznych prvodisel).

(b) Ukéazeme, Ze to neni mozné, protoze pocet mravencl musi byt vzdy mensi nez poéet much.
Méjme dvé ruzna pfirozena &isla a, b a oznacme (a,b) jejich nejvétsiho spoleéného délitele. Pak
existuji pfirozena k, | takova, ze a = k - (a,b) a b = 1 - (a,b). Z riznosti a, b plyne i rtznost k,
l atedy k+1 > 3. SloZzenim téchto poznatkt ziskdme nerovnost a + b = (a,b)(k +1) > 3(a,b).
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz k =1 a l = 2 (nebo k = 2 a [ = 1) neboli jedno z &isel a, b je
dvojnasobkem toho druhého.

Oznac¢me V pocet much a E pocet mravencu a seCtéme vyse ziskanou nerovnost pres vsechny
hrany v krychli. Dostaneme nerovnost 3E < 3V, protoze z kazdého vrcholu vedou t¥i hrany, a tak
se na pravé strané nerovnosti objevi praveé tfikrat. Po Gpravé plati £ < V' s tim, Ze rovnost nastava
pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva sousedni vrcholy plati, Ze hodnota v jednom je dvojnasobkem hod-
noty v druhém. Tim pddem méme pro sousedy néjakého konkrétniho vrcholu jenom dvé moznosti
pfifazeni hodnot (dvojnésobek a polovinu hodnoty uvazovaného vrcholu), ale kazdy vrchol mé tfi
sousedy a néjaka hodnota by se tak musela opakovat, coz neni mozné. Tim paddem rovnost nemuze
nastat a pocet mravencu je vzdy mensi neZ poc¢et much.
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POZNAMKY:

Vétsina FeSitela si troufla pouze na prvni ¢ast tlohy a dosla feseni byla typicky spravné a postu-
povala stejné jako to vzorové. Cést Fesiteltl se lehce zamotala p¥i praci s poslednim argumentem
v tloze (a), ktery je sice na prvni pohled jasny, ale je dtilezité ho umét Fict spravné. Bod jsem se
za to rozhodl nestrhéavat. (Martin Raska)

Uloha 2.

(a) Necht a a b jsou kladna redlnd cisla. Rado si nakreslil pravidelny Sestitihelnik se stranami
délky a a zvenku na kazdou stranu nalepil obdélnik o strandch a a b (k Sestithelniku pfilepeny
stranou délky a). Vsiml si, Ze ty vrcholy obdélnikii, které nejsou vrcholy puvodniho Sestitthelniku,
lezi na jedné kruznici o polomeéru r. Hedvika jeho postup zopakovala, ale s prohozenymi hodnotami
a a b. Tim dostala kruznici o poloméru h. Ukazte, Ze r = h. (David Hruska)

(b) V obdélniku ABCD oznac¢me P a Q stiedy stran BC a CD. Use¢ka BQ protina tisecky AP
a PD postupné v bodech K a L. Useéky PD a AQ se protinaji v bodé M. Stiedy tise¢ek M A, AK
a KL si oznacime postupné X, Y a Z. Ukazte, ze kolmice z X na BQ, zY na PD a ze Z na AQ
se protinaji v jednom bodé. (Jakub Léwit, Rado van Svarc)

RESENT:

(a) Stred Radova Sestitthelniku si ozna¢me S. Necht AB je néjaka ze stran Sestithelnika a ABC' D
je obdélnik k ni nalepeny. Z pravidelnosti daného Sestitthelnika plyne, ze ASB je rovnostranny
trojuhelnik, takze |SA| = |AB| = a. Déle plati, ze |<{SAD| = |{SAB| + |[<BAD| = 60° + 90°.
Tedy v trojuhelniku SAD je |SA| = a, |AD| =b a |[{SAD| = 150°.

Pokud si stfed Hedvic¢ina Sestitthelniku ozna¢ime S’ a stejnym zptisobem uvaZujeme obdélnik
A’'B’'C’'D’, dostaneme analogickym postupem, ze |S’A’| = b, |[A’D’'| = a a |<{S'A’D’| = 150°.
Tedy z véty sus jsou trojuhelniky SAD a D’A’S’ shodné. Specialné pak |SD| = |D’S’|. A protoze
r=1|SD|ah=|D'S|,jer =h.

S s’
a
b

B ¢ 4
’
b B b <

a

C D Cl D/

(b) Ze symetrie je |<<DAQ| = |[<QBC| a z rovnobéznosti a symetrie plati |[<TADP| = |[<DPC|
= |<{APB|. Potom jsou trojahelniky DAM a PBK podle véty uu podobné. Tedy |[X{AKL| =
= |<\BKP| = |<TAM D| = 180° — |<TAML|, takie ctyfthelnik AK LM je tétivovy.
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Oznac¢me si W stied tsecky ML a O stied kruznice opsané AKLM. Protoze XY je stfedni
piicka v trojuhelniku MAK, je XY || KM. Analogicky ZW || KM, takze XY || ZW. Stejné tak
plati XW || Y Z, takze XY ZW je rovnobéznik. Jeho sti¥ed si oznac¢me S.

Oznacéme si T obraz bodu O podle S. UkdZeme, Ze ptfimky ze zadani prochéazeji bodem T.
Ukéazeme to naptiklad pro kolmici z Y na LM, pro zbylé dvé se to provede analogicky. Protoze O
je stfed kruznice opsané AK LM, lezi na ose tsecky LM, ¢ili na kolmici z W na LM. Pfi stiedové
soumeérnosti pres S se O pfrenese na T, W na Y a tsecka WO na usecku YT'. Protoze pfi stfedové
soumeérnosti se zachovavaji rovnobéznosti, jsou YT a WO rovnobézné. Nyni protoze WO L LM,
jei YT 1 LM, coz jsme presné chtéli ukazat.

D Q C
M
W
T T\L
/T
! NZ
/ s P
/ 4
X/ , =
/
O/
Y
A B

POZNAMKY:
V éasti (a) jste vétsinou postupovali bud jako vzorak, nebo pfimo pomoci vyjadreni r a h v zavislosti
na a, b, obvykle pomoci Pythagorovy véty. Skoro vSechna dosla feSeni byla spravné.

V ¢asti (b) se objevilo znatelné méné Feseni. Néktera postupovala synteticky, néktera analyticky.
Za hezka synteticka (ale ne za vSechna synteticka) jsem déaval +i, za oskliva analytickd (ale ne za
vSechna analyticka) jsem daval —i. (Rado van Svarc)

Uloha 3.
(a) Atk > 2 je pfirozené ¢islo. Dokazte, ze

(k—1)2 | Kkt —1.

(Jakub Lowit)

(b) Je dédno prvodéislo p a pFirozena ¢&isla m,n takova, Ze m < n < p. Dale necht plati
p|m2+1 a p|n2+1.

Dokazte, ze

p|mn—1.

(Pavel Hudec)
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RESENE:
(a) Dle znamého vzorce vime, ze a™ — b"™ = (a — b)(z;!ol an it 1pt),

Po dosazeni a = k, b =1, n = k — 1 dostavame:

kk71 1= kk71 _ 1k71 _ (k‘ _ 1)(k_k72 4 ]{:k73 o4 1)

Ukéazeme, ze k — 1 déli pravou zavorku (kk*2 +EF S 1). Podivejme se na ni modulo k—1
(budeme vyuzivat toho, ze k =1 (mod k — 1)):

(2434 ) =F241% 3+ . 4+1)=k*k—-1)-1=0 (modk—1).

Dokéazali jsme, ze k — 1 déli i pravou zavorku, tudiz dohromady méme (k — 1) | kF—1 — 1.

(b) Pokud é&islo déli néjaka dvé ¢isla, déli i jejich rozdil a soudet. Proto platip | (n?+1)—(m2+1) =
= (n — m)(n + m). Protoze p > n —m > 0 a zarovenl p je prvocislo, tak p nemuze délit n — m,
jelikoz je tento vyraz mensi.

Takze mame p | n + m, z Gehoz dostdvdme i p | (n + m)2. Z toho odvodime, Ze
p | (n+m)2 — (n?+ 1) — (m? + 1). Po zjednoduseni dostavame p | 2(mn — 1). Vime v3ak, Ze
p>n>m >0, tudiz p > 3. Proto je dvojka nesoudélnd s p, takze mame, Ze p | mn — 1, coz jsme
chtéli dokazat.

PozNAMKY:
Pfijaté FeSeni pfikladu (a) byla velice podobna. Trochu se lisila ve vyuzivani modularni aritmetiky
¢i prostého déleni polynomi, ale v principu byla stejna. Az na par drobnosti byla vSechna spravné.
Ptiklad (b) uz poslalo méné lidi, ale i tak pfislo dost FeSeni. VSechna byla moc hezkd a velmi
podobné vzorovému, avSak nasla se i takova, ktera vyuzivala docela silnych tvrzeni. Za mé se aloha
vSem moc povedla.
(Filip Cermék)

Uloha 4.
(a) Reste v Z:
22 —6z+1="7-2Y.
(Rado van Svarc)
(b) Reste vNg proa>b>c>d:

a2+ + P +d2=7-4"
(Jakub Lowit)

RESENT:
(a) Nejprve si vSimnéme, ze nutné y > 0, nebot pro zdporna y neni prava strana zadané rovnice
celociselna. Upravme si nyni levou stranu na ctverec:

(x—3)2—8="7-2Y,
(—3)2=7-2Y+8.

Jelikoz je leva strana druhou mocninou nenulového celého ¢isla, musi se kazdé prvocislo v jeho
prvodiselném rozkladu vyskytovat v sudé mocniné (z # 3, nebot prava strana je kladnd). Pokud
by vsak y > 4, dava prava strana zbytek 8 po déleni 16. Je tedy délitelna 23, ale ne 24, coz nelze.

Zbyva tedy vyresit pripady, kdy y = 0, 1, 2 a 3. Pro tato y je po fadé prava strana rovnice
rovna 15, 22, 36 a 64. Pouze posledni dvé hodnoty jsou Cctverce celych Ccisel, tudiz
(z,y) € {(3+6,2),(3+8,3)} = {(-3,2),(9,2),(—5,3), (11, 3)} jsou viechna FeSeni.
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(b) Ozna¢me si L = {a,b, c,d} mnozinu nezndmych na levé strané zadané rovnice. Vsimnéme
si, ze jsou-li vSechny nezndmé z L sudé a (a,b,c,d,n) = (2A4,2B,2C,2D, N) je feSenim, pak i
(a,b,c,d,n) = (A,B,C,D, N — 1) je feSenim. Plati to i naopak — zdvojnasobenim neznamych v L
libovolného feseni dostaneme nové feSeni. Tedy kazdé FeSeni zadané rovnice vznikne z néjakého
feSeni, ve kterém je alespon jedna z neznamych v L licha, nékolikerym provedenim této operace.
Dale se tedy staci zabyvat pouze fesenimi s alespon jednou neznamou lichou.

Pro n > 1 je prava strana délitelna 4. Aby byl ale soucet ¢tyf ¢tvercu celych cisel délitelny
Ctyfmi, musi byt vSechna tato Cisla sudd nebo vSechna licha — suda cisla totiz davaji v druhé
mocniné zbytek 0 a licha zbytek 1 po déleni ¢tyfmi. Jelikoz predpokladéame, Ze je alespon jedno
z nasich Cisel liché, museji byt lichd vsechna. Potom ale davaji po déleni osmi v druhé mocniné
vzdy zbytek 1, z ¢ehoz dostavame, ze v souctu davaji zbytek 4 po déleni osmi. Takze n musi byt
nutné 1.

Tudiz mohou nastat pouze dvé moznosti pro n a to pfipady, kdy n = 0 nebo n = 1 a zaroven
jsou v8echna ¢tyfti ¢isla licha.

Pro n = 0 je zjevné jedinym feSenim (a,b,c,d) = (2,1,1,1).

Pro n =1 musi byt

~ 8

<a? <28,
¢imz dostaneme nasledujici feseni:
(a,b,c,d) €{(3,3,3,1),(4,2,2,2),(5,1,1,1)},

pfi¢emz prostiedni FeSeni rovnéz dostaneme zdvojnasobenim feSeni (2,1,1,1).
Mmnozina vSech feSeni tak je

(a,b,¢,d,n) € { (2.2’“,1~2k,1.2’<,1~2k,k),(3-2k,3.2’“,3-2k,1.2’“,k+1),

<5~2’“,1~2k,1~2’“,1~2k,k+1>‘keNO}.

POzZNAMKY:

Ulohy nebyly té&zké, velka vétsina dorucenych feseni byla spravné. Vétsina fesiteltl se rozhodla fesit
pouze prvni ulohu, kterou slo feSit i jinymi zptsoby — velmi casté bylo pouziti diskriminantu ¢i
délitelnosti sedmi. K feseni druhé tlohy dva fesitelé vyuzili i Jacobiho vétu, ktera pfesné urcuje
pocet feseni rovnice a2 + b2 + ¢2 4+ d? = k s parametrem k. (Tomés Novotny)

Uloha 5.

(a) Viki vyhrédl v tombole N kapybar a vykrmil je tak, Ze Zddné dvé z nich nevazily stejné a védha
kazdé v kilogramech byla racionalni ¢islo. Chtél se pied svymi kamarady piedvést, a tak prohlasil,
ze kdykoliv mu libovolnou jednu z nich vezmou, umi on zbylé kapybary rozdélit do dvou (ne nutné
stejné velkych) skupin, aby obé dvé skupiny mély stejny souc¢et hmotnosti. Pro kterd sudd N mohl
Vikimu trik fungovat? (Pavel Hudec)

(b) Filip nasel 2019 bezednych pytla s penézi — v prvnim jsou jednokoruny, v druhém dvoukoruny,
ve tietim trojkoruny atd. Mince riiznych hodnot vypadaji stejné, ale jejich hodnota je pfimo imérna
Jjejich vaze. Jednoho dne foukal vitr a zpiehazel popisky u pytla znacici hodnoty minci v nich. Filip
pak popisky k pytlim rozdélil po paméti, ale neni si jisty, jestli nékde neudélal chybu. Na kolik
nejméné vazeni na rovnoramennych vahach umi zjistit, jestli popisky rozdélil spravné?

(Jakub Lowit)
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RESENI:
(a) Ukdzeme, ze Vikimu nemutze trik fungovat pro zadné pfirozené sudé éislo N. Poté ukdzeme,
ze jediné pro ponékud podivny pfipad, kdy N = 0 a Viki tedy nemé kapybary zadné, mu trik
funguje.

Uvédomime si, Ze jelikoz hmotnost kazdé z kapybar je racionalni &islo, mizeme BUNO vynésobit
vSechny kapybaii hmotnosti nejmensim spoleénym nasobkem jejich jmenovatelt a fesit tlohu jen
pro celoc¢iselné hmotnosti kapybar. Dale si vSimneme, Ze parita vSech hmotnosti musi byt nutné
stejnd. V okamziku, kdy by stejnd nebyla (mezi kapybarami by se vyskytovala alespon jedna se
sudou hmotnosti a alesponl jedna s lichou), nutné neplati, Zze kdykoli odebereme libovolnou ka-
pybaru, tak soucet zbyvajicich je sudy. Nebot v ptipadé, Ze soucet vah vSech kapybar je sudy,
muzeme odebrat kapybaru s lichou hmotnosti a vytvorit tim lichy souc¢et hmotnosti. Na druhou
stranu v pripadé€, ze soucet vah vSech kapybar je lichy, staci odebrat kapybaru se sudou hmotnosti
a opét nemiuzeme rozdélit kapybary na dvé stejné hmotné skupiny. Hmotnosti kapybar jsou tudiz
bud vsechny liché, nebo vSechny sudé. Z divodu sudosti N je proto jejich soudet rovnéz sudy.

V pripadé ze jsou vSechny liché, tak po odebrani jedné kapybary je soucet vah zbyvajicich
kapybar lichy, a tedy kapybary nemuzeme rozdélit na dvé skupiny se stejnou hmotnosti.

Zbyva nam piipad, kdy jsou hmotnosti viech kapybar sudé, tehdy je BUNO muzeme vydélit
jejich nejvétsim spolec¢nym délitelem a prevést tim tlohu na jeden z predchézejicich pfipadt. Jediné
sudé N, pro které bude Vikimu trik fungovat, je tedy N = 0.

(b) UkéaZzeme, Ze na urceni toho, jestli Filip rozdélil popisky spravng, ndm bude stadit jedno
vazeni. Bez jakéhokoliv vazeni zjevné spravnost rozmisténi nezjistime.

Od této chvile budeme privlastkem zddnlivé oznacovat mince nachézejici se v pytlich s prislus-
nymi popisky (jestli jsou popisky u spravnych pytla zatim nevime). Na levou misku vah dame jednu
zdanlivou jednokorunu, dale dvé zdanlivé dvoukoruny, ..., az 2019 zdanlivych dvatisicedevatenac-
tikorun. Na pravou stranu vah pak umistime 12 4 22 4+ .- 4+ 20192 zdanlivych jednokorun.

Pokud Filip rozdélil popisky spravné, tak jsou misky rovnoramennych vah v rovnovaze. Pokud
ne, pak ukdZzeme, Ze v tom pripadé musi nutné levd miska vah byt leh¢i, nez prava. K tomu nam
dopomiize permutac¢ni nerovnost?, ze které plyne, Ze pro jakékoli jiné nez spravné rozdéleni cedulek
k pytlim musi levd miska vazit méné, nez kdyz jsou cedulky pridéleny spravné. Na druhou stranu
vaha pravé misky bude vzdy vétsi nebo rovna véze, kterou by mélo 124224 .. 4+20192 opravdovych
jednokorun.

Rovnost vah miize proto nastat pouze v pripade, kdy jsou vSechny popisky spravné umistény.

POzZNAMKY:
Vsechna dosla feseni tlohy (a) byla spravna a postupovala obdobné jako vzorové feseni.

jedno vézZeni. (Terka Poldkové)

Uloha 6.
(a) Kruznice k1 a ko se stiedy S1 a S2 se protinaji v bodech X a Y. Ozna¢me P prusecik ko a
te¢ny ke k1 v bodé X a Q priisecik piimky S1Y a kruznice k2. Ukazte, ze PQ || S152.

(Pavel Hudec)
(b) Necht ABCD je rovnoramenny lichobéznik s AB || CD. Kruznice k prochazejici body A a B
protind AD v X a AC vY. Tec¢na ke k z bodu B protina CD v bodé Z. Ukazte, ze X, Y a Z lezi
na jedné pfimce. (Pavel Hudec)

3Vice informaci na 26. strance serialu o nerovnostech https://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.
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RESENT:

(a) Pro ¢ast (a) ukdzeme dvé FeSeni:

RESENT POGITANIM UHLU:

Predpokladejme, Ze konfigurace vypada tak, jako na obrazku vlevo — ostatni pfipady se délaji po-
dobné. Jelikoz je X P te¢nou k1, je tthel <Y X P tisekovym k tétivé XY . Uhel <X S1Y je sttedovym
ke stejné tétivé, proto |IXS1Y| = 2|<<Y X P|. Zéaroven jelikoz jsou trojuhelniky S152X a S152Y
shodné podle véty sss, plati i [<XS1Y| = 2|<{Y'S1S2|. Koneéné ze shodnosti obvodovych thla
dostaneme |{Y X P| = |{YQP)|. Celkové dostaneme

1
<Y 818 = |AXS1Y| = [V XP| = |V QP|.

Uhly <{X 5152 a <Y QP jsou souhlasné a maji stejnou velikost, proto jsou p¥imky S152 a PQ
rovnobézné.

TRIKOVE RESENT:

Necht T je priseéik tecny t ke k1 v bodé Y a kruznice k2. Jelikoz je ¢t te¢na, dostavame |<{S1YT| =
= |<TY Q| = 90°. Tedy T'Q je primér ka. Tecny z X a Y jsou sobé& obrazem v osové soumérnosti
podle ptfimky S1.S2, proto jsou sobé obrazem podle S1S2 i jejich druhé pruseéiky s ka2 — body P
a T. To znamena, ze PT 1 S1S2. Zaroven ale T'Q je prumeér, tedy PQ L T'Q. To uz znamena, ze
pfimky S1S2 a PQ jsou rovnobézné.

X

X

N !
Y
(b) Z véty o tsekovém uhlu dostdvame rovnost |{YBZ| = |[{BAY]|. Déle pak |[<{BAY| =

= |<BAC| = |[<ACD| = 180° — |{Y' CZ| diky rovnobéznosti AB a C'D. To znamena, ze |{Y BZ| =
= 180° — |IY CZ|, z ¢ehoz dostavame, ze ¢tyfthelnik YBZC je tétivovy. Proto ze shodnosti ob-
vodovych uhla plati |<<BY Z| = |<<{BCZ|. Diky tomu, ze ABCD je rovnoramenny lichobé&znik,
plati |[<BCZ| = |<CBA| = |<DAB| = |[<XAB]|. Kone¢né v tétivovém ¢tyiuhelniku AXY B plati
|[<XAB| = 180° — |<{XY B|. Celkové tak dostavame |<{BY Z| + |<<{XY B| = 180°, coz dokazuje, ze
body X,Y, Z lezi na pfimce.
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POZNAMKY:
V ¢&4sti (a) bylo v thlicim feSeni potfeba rozebrat mnozstvi konfiguraci, coz se nepovedlo oset¥it
zadnému fesiteli. V takovych situacich je obvykle vhodné pouzit orientované tuhly, které ruzné
konfigurace dokazou vyftesit ,najednou“. Spravna reseni, kterda opomijela néjaky pripad, se do nich
dala bez vétsi namahy prepsat, proto jsem za takové problémy nestrhaval body. Zaroven chvalim
Vojtécha Gadurka, ktery prisel na feSeni podobné ,trikovému® vzorovému.
Cast (b) nebyla na bécko piilis tézka a fesitelé se s ni poprali dobfe.
(Pavel Hudec)

Uloha 7.
Na ministerstvu dopravy je k kanceldfi. Ty jsou propojeny sofistikovanou potrubni postou tak,
ze pro kazdych n kancelaii existuje dalsi kancelar, ktera je s kazdou z nich piimo spojena. Novy
ministr dopravy by si chtél vybrat kancelaf, ze které jde bez prostiednika komunikovat se vSemi
ostatnimi.
(a) Dokazte, ze pro k = 2n + 2 muZe byt ministerstvo postaveno natolik nefunkéné, ze se mu to
nepodari.

(b) Dokazte, ze pro k = 2n + 1 si vzdy svou vysnénou kancelaf vybrat umi.
(Rado van Svarc, Jakub Léwit)

RESENT:

(a) Chceme najit pfiklad ministerstva, ve kterém neni kancelar spojena se vSemi ostatnimi. Uspo-
fadejme vSechny kancelafe do pravidelného (2n + 2)-tthelniku. Nyni spojme kazdou kanceldr se
vSemi ostatnimi kromé té, kterd je naproti ni. Je tedy jasné, ze neexistuje kancelar, ze které lze
komunikovat se vSemi ostatnimi. Je splnéna i podminka ze zadani? Méjme zadanou néjakou n-tici
kanceldri, ozna¢me ji N. Kazd4 z kancelafi z N neni spojend s jednou dalsi (kterd nemusi lezet
mimo N), takze ze zbyvajicich n + 2 kancela¥ je nejvyse n takovych, Ze nejsou spojené s né&jakou
kancelafi z N. Z toho plyne, Ze pro kazdou n-tici kanceldfi nalezneme ne jen jednu, ale dokonce
dvé kancelafe, které jsou s nimi vSemi spojené. A to se vyplati!

(b) Pro druhou podulohu pifedvedeme dvé FeSeni:

RESENf PRES OBARVOVANI DVEMA BARVAMI:

Ulohu dokazeme sporem. Budeme ptedpokladat, %e na ministerstvu neexistuje kancela¥, ktera je
spojena potrubni postou se vSemi ostatnimi. Mezi kanceldfemi pfidame jesté nékolik spojeni a uka-
zeme, ze existuje n-tice kanceldfi, pro kterou neexistuje dalsi kancela¥, kterd by s kazdou z nich
byla spojend (tim padem ani pfed pfiddnim spojeni nemohla byt), coz bude spor s podminkou ze
zadani.

Ministerstvo znézornime jako graf. Ten bude mit k£ vrchold, kde kazdy z nich reprezentuje jednu
kancelar. Mezi dvéma vrcholy bude hrana, pokud odpovidajici kancelafe mezi sebou nemaji spojeni
potrubni postou. Predpoklad, Ze neexistuje kancelaf, kterd by byla spojena se vSemi ostatnimi,
znamena, ze z kazdého vrcholu v nami uvazovaném grafu vede hrana.

Vezméme si dvé barvy — rybizovou a boruvkovou — a budeme postupné obarvovat vrcholy
grafu. Podivejme se na libovolnou komponentu grafu (mnozinu vrcholi, ve které se lze dostat po
hranach z jednoho vrcholu do libovolného jiného a k zddnému dal$imu se jiz dostat nelze). Mohou
nastat dvé moznosti. Prvni moznost je, ze v komponenté neni cyklus. Pak si vybereme jeden vrchol
a ten obarvime rybizovou, vSechny vrcholy, které s nim jsou spojené hranou, obarvime bortvkovou,
a tak postupujeme dal — vrcholy, které jsou hranou spojeny s jiz obarvenym vrcholem, obarvime
nepouzitou barvou. Tato konstrukce zajisti, ze kazdy vrchol komponenty bude obarveny, protoze
z vybraného vrcholu se lze po hranach dostat do vsech ostatnich vrcholi komponenty. Zaroven
kazdy vrchol ma jednozna¢né danou barvu, protoze komponenta neobsahuje cyklus, a tedy mezi
libovolnymi dvéma body existuje pravé jedna cesta (podél které se stiidaji barvy).

28



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Obsahuje-li komponenta cykly, pak je postupné projdeme a budeme z nich odebirat hrany, dokud
nedostaneme komponentu bez cykli, a pouzijeme postup vysSe. Vzhledem k tomu, Ze jsme vSechny
hrany odebrali z cykld, tak se ndm komponenta nemohla rozpadnout.

Nyni mame vSechny vrcholy obarvené. Pocet vrcholt jedné barvy, necht je to rybizova, musi
byt nutné nejvyse n. Vime, Ze do kazdého bortivkového vrcholu vede hrana z néjakého rybizového.
To znamena, ze vezmeme-li mnozinu n vrcholl, kterd obsahuje vSechny rybizové, pak pro libovolny
jiny vrchol bude existovat hrana, ktera vede do této vybrané n-tice. Pfevedeno do fedi kancelaii
to znamenad, ze pro takovou n-tici kancelafi neexistuje dalsi kancelaf, kterd by s nimi vSemi byla
spojend, protoze pro kazdou dalsi kancelar existuje jedna z této m-tice, se kterou neni spojena.
A dostavame kyzeny spor.

RESENI PRES BUDOVANI VELKE KLIKY?:
Uvazujme graf s k vrcholy, které reprezentuji kancelafe. Mezi dvéma vrcholy bude tentokrat hrana,
pokud maji spojeni potrubni postou.

Indukci podle velikosti kliky dokazeme, ze takovy graf obsahuje kliku o n 4 1 vrcholech. Klikou
o jednom vrcholu je zfejmé libovolny vrchol. Méjme tedy kliku velikosti i, kde ¢ < n. Pouzijeme
podminku ze zadani na i-tici vrchold kliky libovolné doplnénou na n-tici. Ta nam fika, ze existuje
vrchol, ktery je spojeny hranou se vSemi vrcholy kliky. To znamend, Ze ho muzeme pfidat do kliky
a mame tak kliku velikosti ¢ + 1.

Méjme tedy kliku o n + 1 vrcholech. Pouzijeme podminku ze zadani na zbylou n-tici vrcholi,
¢imz dostaneme jeden vrchol kliky, ktery je spojeny se vSsemi ostatnimi. Tam se tedy nachazi jedna
z vysnénych kancelafi ministra dopravy.

POZNAMKY:

Reseni se sesla rtiznoroda. V prvni éasti jsem vidél dva rtizné piiklady a dokonce jsem vidél i kon-
strukci, ktera vyuzivala indukci. Rada lidi zapomnéla zminit, Ze zkonstruované ministerstvo neob-
sahuje kancelaf, kterd je spojend se vSemi ostatnimi. V tomto pfipadé je to zjevné, ale stale by se
to mélo Fict. V druhé ¢asti vyuzivala vSechna zcela spravna feSeni zakladni myslenku prvniho vzo-
rového reseni. Lisila se v tom, jakym zptsobem se vyporadala s cykly. (Honza ,, Fanda“ Krejci)

4Klika je podmnozina mnoziny vrchola grafu, jejiz kazdé dva prvky jsou spojeny hranou.
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Karel
Vojtéch
Jachym
Jakub
Vaclav
Magdalena
Alexandra
Vaclav
Suzan
Ales
Frantisek
Dominika
Vladimir
Alexandra
Jan
Patrik
Ales
Vojtéch
Lucie
Martin
Tomas
Teodor
Veronika
Jiri
Ondfrej
Balint
Kamila
Jan
Alena
Anna
Jonas
Dalibor
Edward
Jan

Jiri

Petr
Jolana
Zuzana
Eliska
Michaela
Kristyna
Annemarie
Martin
Eliska
Filip
Alena
Tea
Veronika
Tomas
Jakub

Balej
Turland
Mierva
Devat
Zvonicek
Slaufova,
Rosenbergova
Pavlicek
Catay
Papacek
Bujnovsky
Hajkova
Urban
Falvey
Hrubes
Trefil
Horak
Dasek
Vomelova
Svaton
Koutny
Machart
Pribylova
Dospél
Tkaczyszyn
Té6th
Houskova
Polacek
Skvanova
Jerhotova
Stoilov
Kramar
Young
Skurek
Machyan
Zahradnik
Straitova
Bohatova
Vitkova
Zbudilova
Prokopova
Cernohorska
Cerny
Krejcéi
Oliva
Smutna
Mazaryova
Vikova
Vondrak
Jedlicka

G Rokycany
GJaroseBO
GUKlafarZR
GJaroseBO
GJaroseBO
G Semily
GJaroseBO
SPSElek PA
GHeyrovPH
G Ttebon
MendelG OP
GPisnickPH
GHeyrovPH
MSSChem PH
G CKrumlov
Mati¢niGOS
SPS Ttebi¢
PORG PH
GSpitalsPH
GZborovPH
SPSERo#Znov
GKepleraPH
GKepleraPH
SPSS PH
GKepleraPH
GMadDStred
GNadAlejPH
G Breclav
GPisnickPH
GJosefskPH
PORG PH
GTNovakBO
GJaroseBO
GUstavniPH
G Vlasim
GSmejkalUL
GBudéjovPH
GChodoviPH
GZborovPH
GLStaraTN
G FrydCTes
ArcibisGPH
G HavlBrod
OA Tébor
GUHradisté
GKepleraPH
GTajBanBys
GPisnickPH
GMLerchaBO

38. ro¢nik (2018/2019), 4. komentaie
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15
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44
11
11
11
31
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10

20
228

oo oo

ot

=Wk OO OO N N~ 0o



