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Mily priteli!

Pravé mas pred sebou druhé komentafe 38. ro¢niku. Spolu s rokem
2018 se ke konci pomalu chyli i podzimni ¢ast seminare. V tomto se-
Sitku tak najdes vzorova feseni druhé a tfeti podzimni série a prvni
seridlové série. Jedna podstatna ¢ast tu ale prece jenom chybi — ang-
licka série, kterd ma termin odeslani az 7. ledna. Dosavadni vykony
(prozatimni vysledky nalezne$ na konci komentafa) jsou velmi vy-
rovnané a poradi tésné a stale je tak prilezitost poprat se o mista na
jarnim soustfedéni, na které tradi¢né zveme nékolik nejlepsich resitelu
z prvni, tj. podzimni, pulky ro¢niku.

Pokud Ti podzimni ¢ast nevysla podle predstav, nezoufej. Jarni
Cast seminafe je za dvefmi a s ni prichazi spousta novych uloh a
moznost zajistit si mimo jiné i icast na podzimnim soustfedéni pristi
rok. V prvni jarni sérii Té ¢ekd kombinatorické téma Vahy a ve druhé
jarni sérii se naopak budes moct s tématem Teény ponofit do tajia
geometrie. Pfipravili jsme pro Tebe i tvodni text, ktery by Ti mél
osvétlit pouzivané techniky.

Rovnéz je napsan druhy dil seridlu o pravdépodobnosti, kde
se tentokrat muzes docist tfeba o pravdépodobnostni metodé a na-
hodnych velicinach. K nému samoziejmé piislusi i t¥i soutézni ulohy,
které se daji hravé vyresit se znalostmi nabytymi z precteni serialu.
Hodné tuspéchu a pfijemné feseni seminéfe za organizatory pieje

Martin Raska

Co je dale v komentafich?

e Vzorova feSeni 2. a 3. podzimni série

e Vzorové feSeni 1. seridlové série

e Uvodni text k druhé jarni sérii ,Obvodové a tisekové tihly*
e Serial — Pravdépodobnost II. — Zadné véze

o Vysledkové listiny

e Priloha: Zadani 1. a 2. jarni série a 2. seridlové série
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Naboj

Mezinarodni tymova matematickd soutéz Naboj se pristi rok uskutecni v patek 22. biezna, a to
hned v osmi rtiznych zemich a dohromady 16 evropskych méstech. Podrobnosti najdes na strankach
Nabojel, dilezité pro Tebe ale je, ze ptihlasovani se spousti za dva mésice, v pondéli 18. tnora.
Rozhodné je tedy dobré zacit se poohlizet po néjakém tymu, protoze plno byva rychle a zdjem
veliky. Ne kazdy den se kond takovato mimoradnéd udalost na niz fesi zaroven nékolik set lidi
matematické tlohy. A kdyz uz se jednou za rok kond, to si ji pfece nemtzes nechat ujit!

Soustredéni

Pro étyfiadvacet nejlepsich z podzimni ¢asti letosniho roéniku (ktera konéi anglickou sérii) uspo-
fddame v terminu 20.—28. dubna soustfedéni. Misto jesté neni znamé, ale urcité se méate na co
tésit.

Thttps://math.naboj.org/



Obdélniky a ctverce

2. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Viki si koupil Sest shodnych obdélnikovych dlazdi¢ek o obvodu 38 cm a spojil je do jednoho obrazce
zndzornéného na obrazku. Jaky obvod ma vysledny utvar?

(Marian Poljak)

RESENT:

Vsech Sest dlazdicek méa dohromady dvanéct delSich a dvanact kratsich stran. Z obrézku je jasné
vidét, ze se vzajemné dotykaji tfemi kratsimi stranami. Dale se prekryvaji i tfemi delsimi stranami,
nebot k prostfednimu fadku je shora prilepena jedna a zdola dvé dlazdicky. Kazdy dotek ale musime
uvazit dvakrat, protoze zabird stejnou délku na dvou dlazdickach. Zbyva tedy 12 —3 -2 = 6
viditelnych delsich a stejny pocet kratsich stran dlazdicek. Protoze obvod obdélniku o stranach a,
b spo¢itame jako o = 2(a + b), je celkovy obvod obrazce roven 3 - 38 = 114.

PozNAMKY:

Uloha byla natolik jednoduché, Ze nevyzadovala zadné podrobné vysvétlovani. Vyjimeéné se nékdo

spletl v nasobeni ¢i vzorecku pro obvod obdélniku, jinak jsem udélovala jen plné pocty bodu.
(Béra Kocidnova)

Uloha 2.
Obdélnik ABCD m4 strany o délkach |AB| = 4 a |AD| = 2. Na tusecce AB lezi bod P tak, ze
|AP| = 1. Ukazte, Ze piimka DP je kolmé na AC.

(Rado van Svarc)
RESENT:
Ozna¢me X prisecik AC' a DP. Trojuhelniky ABC a DAP jsou podobné podle véty sus, protoze
% =4-2_ % a zéroved |[XABC| = |<{DAP|. Ozna¢me o = |<{BAC| = |<{ADP]|.
U vrcholu A je v obdélniku pravy uhel, pomoci néhoz vyjadiime velikost |<TCAD| = 90° — a. Ze
sou¢tu vnitfnich Ghla v trojihelniku AX D dopocitame velikost thlu AX D:

a+ (90° — a) + [XAX D| = 180°,
|<CAX D| = 90°.
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Primka AC je tedy kolméa na pfimku DP.

D

POZNAMKY:

Velka cast fesiteltt postupovala stejné nebo podobné jako vzorové feseni a ti si tim vyslouzili plny
pocet bodt. Casto opakovanou chybou, za kterou jsem ale body nestrhaval, byl zapis podobnosti
trojuhelnika. Vrcholy piSeme v tom poradi, v jakém si odpovidaji. Tedy v této tloze byl spravné
pouze zapis AABC ~ ADAP, protoze thel u vrcholu A odpovidd thlu u vrcholu D, thel u B
thlu u A, Ghel u C Ghlu u P a podobné pro strany. Jind poradi zapisu vrcholi spravné nejsou,
napiiklad neplati AABC ~ AAPD, protoze thly u vrcholu A se v obou trojahelnicich lisi.

Také se seslo mnoho feSeni vyuzivajicich goniometrické funkce. Tento postup ale vet$inou neni
prilis dobry, protoze thly nedokdzeme spocitat presné a musime je zaokrouhlit. Pfestoze je soucet
zaokrouhlenych uhla roven 90°, neznamend to nutné, ze soucet bude stejny pro velikosti nezao-
krouhlenych thli. Podobnd feSeni tedy vétsinou mnoho bodi neziskala. (Michal Tépfer)

Uloha 3.
V tabulce 8 X 8 je zacernéno sedm policek. Najdéte nejvétsi a takové, ze v obrazci budeme vzdy
schopni najit nezacernény obdélnik? slozeny z alespoti a policek, at uz byla zacernéné kterdkoliv
sedmice.
(Rado van Svarc)

RESEN(:
Protoze je zacernénych policek sedm a tabulka ma osm radkt, tak jeden ze sloupci je urcité prazdny.
Tim dostavame obdélnik o obsahu 8.

Zaroven pii zaCernéni jako na obrazku nelze najit obdélnik o vétsim obsahu, ktery neobsahuje
zacCernény ctverecek.

Proto je odpovéd 8.

|

2Ctverec také povazujeme za obdélnik.
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POZNAMKY:

Vétsina Teseni byla viceméné jako feSeni vzorové. Nékteri k tloze pfistupovali zptisobem ,které

zacernéni bude zjevné nejhorsi“. Zadné z takto ,zjevné“ nejhorsich zacernéni nejhorsi nebylo.
(Rado van Svarc)

Uloha 4.
Uvniti obdélniku ABC'D o obsahu S se nachazi bod P. Ukazte, ze

|PA|-|PB|+ |PC|-|PD| > S.

(Rado van Svarc)
RESENT:
Nejprve si uvédomme, Ze soucet obsahd trojuhelniki ABP a CDP je roven S/2: Oznaéme vq

vysku v trojihelniku ABP na stranu AB a va vysku v trojihelniku CDP na stranu CD. Pak
mame v + v2 = |BC|, a tedy

|AB]| - vy |CD|-v2 _ |AB|-|BC| S

2 a2~ 2 T2

Dale dokazeme nerovnosti |PA| - |PB| > 2Sapp a |PC|-|PD| > 2Scpp. Plati, ze vyska
v trojuhelniku neni dels$i nez strana, kterd s ni sdili vrchol. Potom tedy, pokud vpa je vyska
v trojuhelniku ABP na stranu PA, mame Sapp = |PA|-vpa/2 < |PA|-|PB|/2. Po vynasobeni
dvéma dostaneme prvni nerovnost. Druha nerovnost je obdobn4, staéi jen misto trojuhelniku ABP
uvazovat trojuhelnik CDP.

Nakonec tedy mame

Sapp +Scpp =

S
|PA|-|PB| +|PC| - |PD| > 284pp +25cpp =2 5 = 5.

D c

POZNAMKY:
Seslo se mnoho spravnych feSeni. Velka ¢ast z nich pouzivala stejny argument jako vzorové fe-
Seni (nékdy s drobnou tpravou doplnénim trojuhelniku ABP resp. CDP na rovnobéznik, aby
se nemuselo délit dvéma). Dale mnoho FeSitelt argumentovalo podobné, ale o néco rychleji po-
uzitim nésledujici vzorce. Plati 2Sap5p = |AP| - |BP| - sin |[X{APB]|, pak staéi jen pouzit fakt
0 < sin |[<APB| < 1.

Péar fesitelt se rozhodlo pouzit AG nerovnost, coz je vcelku originalni pfistup k této tloze — jen
nékteri vsak tento postup dotdhli do aspésného konce. (Tonda Cesik)
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Uloha 5.

Ada nasla konvexni mnohothelnik M a délku h. Nad kazdou stranou mnohotihelniku nakreslila
obdélnik s druhou stranou délky h, ktery je namireny dovnitf mnohothelniku. Vsimla si, ze soucet
obsaht vsech téchto obdélniku je roven dvojnasobku obsahu M. Ukazte, Ze tyto obdélniky urcité
pokryvaji M.

(Jakub Lowit)

RESEN(:
Oznaéme vrcholy mnohothelniku postupné X az X, pak strany M jsou tsecky X;X; 1 (indexy
bereme modulo n, tedy vrcholem X, 41 myslime X1).

Pro spor predpokladejme, ze existuje bod B, ktery neni pokryty zadnym obdélnikem. Vezméme
stranu X;X;41 nejblize k B a uvazujme kolmici k z bodu B na X;X;11, jeji patu oznacme P.
Pokud by P nelezela na tsecce X;X; 1, musela by k protnout dalsi stranu, predtim nez protne
X;Xi+1. To by ale znamenalo, ze tato strana je k B blize. Bod P proto lezi na tsecce X;X;41.
Aby tedy B nebyl pokryt zadnym obdélnikem, musi byt vzdalen od nejblizsi strany vice nez h.

Pro kazdou stranu X;X; 11 a bod B vytvorime trojuhelnik X;X; 1 B. Jelikoz M je konvexni,
pro zadna i # j se X;X;11B a X;X ;1B nepfekryvaji. Navic jsou uvnitt M a vypliuji plochu M.

Jestlize v; je vzdalenost B a X;X;41 a S je obsah M, potom Y " | % = S, protoze

trojihelniky X;X;4+1B vyplnuji plochu M a obsah jednoho spocitame jako polovina vysky krat
strana. Pro kazdé i plati v; > h, tedy

i h | XiXiv| < i vi - | Xi Xig| _s
2 2

i=1 i=1
coZ je spor, ze zadéni vime, ze Y1 ; h- | X;X; 1] = 25.

PozNAMKY:
Vétsina z vas ulohu zvladdla a nejcastéji pouzila argument v; > h ¢i jeho obdobu. Nepsali jste
vSak pro tento argument tak podrobnou argumentaci, jako je v druhém odstavci vzorového feSeni.
Obeslo se to bez ztraty bodu, ale pristé si davejte pozor.

(Adéla Kosteleckd)

Uloha 6.

Honza si vyrobil dvojici obdélniki ABCD a DEFG takovou, ze tsecky AE a CG obé prochazeji
bodem D a c¢tyruhelnik ACEG je tétivovy. Druhy prisecik tusecky BC' s kruznici opsanou Ctyt-
thelniku ACEG nazveme X a druhy prusecik usecky EF s toutéz kruznici oznac¢ime Y. Ukazte,
ze obsah ¢tyruhelniku AXY G je roven soudtu obsahti obdélnikii ABCD a DEFG.

(Jakub Léwit)

RESENI:

Nejdiive ukadzeme, ze AXY G je obdélnik. Oznaéime kruznici opsanou Sestithelniku AXCEY G
k. Protoze |X{AEY| = |<DEF| = 90°, je AY pramér kruznice k. Obdobné protoze |<{XCG| =
|[<KBC'D| = 90°, je XG také pramér kruZnice k. Z toho vyplyva, ze |[{GY X| = |[<Y XA| =
|[MXAG| = |[<AGY | = 90°, a tedy AXY G je obdélnik.
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Nyni ukdzeme, ze trojuhelniky GF'Y a X BA jsou shodné. Plati, ze |<GFY| = |<XBA| = 90°.
Dale jelikoz plati F'Y || AB a GY || X A, jsou také tthly <XAB a <GY F shodné. Tyto dva troj-
thelniky maji dva uhly shodné, z ¢ehoz plyne, Ze jsou podobné. Navic maji jednu stranu stejné
dlouhou (AXY G je obdélnik — takze |GY| = |AX|) a jsou proto i shodné.

Oznadime si |AB| = |DC| = a, |BC| = |AD| = b, |DE| = |GF| = ¢, |DG| = |EF| = d
a obsahy obdélniku AXY G, ABCD a DEFG ozna¢me po fadé Saxyag, Sapcp a Spera- Ze
shodnosti trojuhelnikt GFY a XBA vime, ze |AB| = |FY| = a a |BX| = |GF| = c. Protoze
ADG a GFY jsou pravouhlé trojuhelniky, méizeme vyjadiit |AG| = \/|AD|2 + |DG|? = Vb2 + d?
a |AX| = /|AB|2 + |BX|2 = Va? + c2. A poté postupnymi tpravami:

Saxve = |AG| - |AX|,
Saxye = Vb2 +d?- a2+ 2,
(Saxya)® = (V* +d%) - (a® + ),
(Saxya)? =b%a® +d%a® + b2 + d?c2.
Z mocnosti bodu D ke kruznici k ziskdme:
bc = ad,
a po dosazeni do predchozi rovnice dostavame:
(Saxya)? = b%a® + dabe + dabe + d2c2,
(Saxya)® = (ba +do)?,
Saxya = (ba + dc),
Saxyae =SaBcp + SpeFG-
A to jsme chtéli dokazat.
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POZNAMKY:

Reseni se na Sestou tilohu seslo pomérné hodné, naslo se par spravnych, kratkych a hezkych feseni,

ale vice dlouhych, slozitych a ne vzdy spravnych. Za dtkaz, ze AXY G je obdélnik, jsem dévala dva

body, za doreSeni tlohy pak zbylé tii. Nékolik fesitelt k tloze pfistoupilo o trochu jinak: obdélnikim

ABCD a DEFG opsali obdélnik BKF'L a zjistili, ze soucet obsahti trojuhelnikit X KY a ALG je

roven sou¢tu obsahti obdélnikit KEDC a LADG. Tito fesitelé zpravidla ziskali plny pocet bodu.
(,madam Verca“ Hladikové)

Uloha 7.
V trojahelniku ABC se kruznice vepsana dotyka stran AB a BC v bodech X a Y. KruzZnice
vepsana trojihelniku X BY se dotyka stran X B a BY v bodech P a Q. Tyto dvé kruznice vepsané
se protinaji v bodech R a S tak, ze P, Q, R a S lezi na kruznici v tomto poradi. Ukazte, ze PQRS
je obdélnik prave tehdy, kdyz je pomér poloméri téchto kruznic vepsanych roven 3 : 2.

(Rado van Svarc)

RESENI:
Ozna¢me kruznice vepsané ABC a X BY jako k a ¢ a jejich stfedy jako I a J. Protoze k i £ jsou
symetrické podle osy thlu <{ABC, je trojihelnik X BY rovnoramenny a plati XY || PQ || SR.
Protoze J je stfed kruznice vepsané trojuhelniku X BY', médme z rovnoramennosti trojihelnika
XBY rovnost |[<<JXB| = |I{JXY| = |<{JYX]|. To ale diky tsekovym tGhlim znamena, ze BX je
te¢na ke kruznici opsané trojuhelniku X JY. Analogicky musi byt BY tec¢na k té samé kruznici,
takze tato kruznice splyva s k. Tedy J lezi na k.
Protoze jsou uhly <{JPB a <{JQB pravé, lezi P a Q) na kruznici m nad priumérem JB. Protoze
stiedy m a k lezi na ose thlu <X BY a na ni také lezi bod J, dotykaji se kruznice k a m v J.
Ukéazeme, ze ob& zkoumand tvrzeni (tj. ze PQRS je obdélnik a ze pomér poloméra k a £ je 3 : 2)
jsou ekvivalentni tomu, ze k a m jsou shodné kruznice. Potom uz urcité budou ekvivalentni i sobé
navzajem.

Protoze PQRS je tétivovy lichobéznik (nebot jsme si jiz odvodili, ze PQ || SR), je to obdélnik
pravé tehdy, kdyz je symetricky podle J. Ale protoze k a m jsou kruznice opsané trojihelnikim
PJQ a SJR, je PQRS symetricky podle J, pravé kdyz jsou k a m symetrické podle J. Protoze se

8
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ale v J dotykaji, je to ekvivalentni tomu, Ze jsou shodné, coz jsme chtéli. Tedy PQRS je obdélnik
pravé tehdy, kdyz jsou k a m shodné.

Protoze JB je prumér m a J1I je polomér k, jsou k a m shodné, pravé kdyz I‘é—{]‘l = % Po pricteni
jednicky dostavame ekvivalenci s % = % = g Kvuli pravym thlim u P a X jsou
trojuhelniky BPJ a BX I podobné, takze % = %. Protoze I X a JP jsou poloméry piislusnych

kruznic, ziskavame skutec¢né, ze m a k jsou shodné, pravé kdyz je pomér poloméru k a £ roven 3 : 2.

POZNAMKY:

Reseni se seslo vcelku mnoho, ale ¢asto nebyla spravné, protoze opomijela jednu z implikaci.
Ze spravnych FeSeni mnohd postupovala vyjadfenim dvou délek (nejcastéji |PQ| a |SR]|) pomoci
polomért danych kruznic (nékdy vcelku pékné, nékdy pomoci mnoha a mnoha goniometrie) a pro-
hlasila, ze PQRS je obdélnik, pravé kdyz se tyto délky sobé rovnaji, z ¢ehoz dostala ekvivalentnimi
upravami hledany vztah pro poloméry. (Rado van Svarc)

Uloha 8.
Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime (ne nutné podobné) obdélniky ABDE, BCFG a
CAHI, které s danym trojuhelnikem sdili pouze stranu. Ukazte, Ze osy usecek HE, DG a F1
se protinaji v jednom bodé.

(David Hruska)

RESENI POMOCI KAMARADUS:
Oznacme si O4, Op, O¢ stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim AEH, BDG a CFI. Bod Oy»z
muZeme popsat jako prisecik os stran trojuhelniku AEH, tj. Gse¢ek AE, AH a HE. Podobné Op
je prusecikem os use¢ek BD, BG a DG. Navic osy useéek AE a BD jakozto osy protéjsich stran
obdélniku splyvaji. Proto je tisetka O,Op rovnobézna s AB. Podobné dokdzeme i O4O0¢ || AC
a OpOc¢ || BC.

Necht je P prisecik os tseéek HE a DG. Déle si ozna¢me stiedy stran EA, HE a H A postupné
R, S, T. Protoze plati |<<ERO 4| = |<ESO 4| = 90°, je ¢tyfuhelnik ERSO 4 t&tivovy. Z toho plyne,
ze |<<RO 4 S| = |[<RES)|. Déale pak RT je stfedni pfickou v trojuhelniku EAH, z ¢ehoz dostdvame
|[<<SER| = |<<{ART|. Koneé¢né i ¢tyfuhelnik TARO 4 je tétivovy kvili pravym thlim u R a T.
Proto plati |<TART| = |<{AO 4T|. Dohromady pak dostavdme

|<COBO4P| = |<TRO4S| = |<\RES| = |<TAEH| = |<{ART| = |<TAOAT| = |<XTAO 4O¢|.

To znamena, 7e piimka O 4 A je izogonalni* s osou tse¢ky EH v tthlu OgO4O¢. Analogicky
dokazeme, ze i osa DG je izogonalni s Op B a osa F'I je izogonalni s OcC.

Trojahelniky O4OpOc a ABC nejsou shodné a maji prislusné strany rovnobézné, proto exis-
tuje stied stejnolehlosti X zobrazujici trojuhelnik ABC na O 40pO¢. Ten v8ak musi byt zaroven
prusecikem pfimek Oy A, OpB a OcC, které se tedy protinaji v X. Hledany prusecik os tsecek
HE, DG a F1I je proto kamarad bodu X v trojuhelniku O 4OpO¢.

3 Jako kamarada pieklddame takzvany isogonal conjugate, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/Isogonal _conjugate.

4Pt¥imky AX a AY jsou izogonalni v tthlu <BAC, pokud je AX obrazem AY podle osy thlu
<{BAC.
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RESEN{ POCITANIM DELEK:
Nejprve dokdzeme, ze pro libovolny bod P v roviné a libovolny obdélnik ABC'D plati
|AP|?> +|CP|?> = |BP|? 4 |DP|%.
Ozna¢me paty kolmic z bodu P na AB a CD postupné Pap, Pcp. Pouzijeme Pythagorovu
vétu na trojuhelniky PPspA, PPapB, PPcpC, PPopD:

[PA]* = |PapP|* + |Pap AP,
|PBI* = |PapP[* +|Pap B,
|PC|? = |PopP|? + |PopCl?,
|PD|* = |PcpP|* +|Pep DI
V libovolném obdélniku plati |[PapB|? = |PcpC|? a |PapAl? = |PcpD|?. Z toho snadno

odvodime, ze kdyz seCteme prvni a tieti rovnici, dostaneme stejnou pravou stranu, jako kdybychom
secetli druhou a ¢tvrtou rovnici. Proto se musi rovnat i levé strany, které tvoti dokazovanou rovnost.
10
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Pcp

as

A Pap B

Nyni pouZijeme nase tvrzeni na libovolny bod P roviny a obdélniky ABDE, BCFG a CAHI:

|PA®> +|PD|* = |PB|* + |PEJ?,
|PB|? + |PF|? = |PC|? + |PG|?,
|PC|? + |PH|* = |PA|? + |PI|%.

Sectenim téchto t¥i rovnic dostavame
|PD|? + |PF|? + |PH|* = |PE|* + |PG|? + |PI|%.

Definujme nyni Q jako priisecik os tise¢ek DG a EH. Potom plati |QD|? = |QG|? a |QH|? =
= |QE|?. Aby platila rovnice z pfedchoziho odstavce, musi zaroveii platit i |QF|? = |QI|2. To ale
znamena, ze Q lezi i na ose usecky F'I, jak jsme méli dokazat.

POZNAMKY:

K tloze se seslo mnozstvi myslenkové rozdilnych feSeni. Nejcastéjsi chybou pak bylo, ze Fesitelé

uvazovali trojihelnik XY Z takovy, ze XYHE, XZDG a 'Y ZFI jsou obdélniky. Existence takového

trojuhelniku vSak viilbec neni zfejma a dikaz existence tvoril pfi tomto pristupu vétsi ¢ast ulohy.
(Pavel Hudec)

11



Délitelnost

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Do kazdého kolecka napiste jedno z cisel 2, 3, 4, 5, 6, 11, 13, 21, 30, 34 a 6006 tak, aby pomeér cisel
ve dvou koleckach byl celoc¢iselny pravé tehdy, kdyz jsou tato kolecka spojena ¢arou.

(Anic¢ka Dolezalovd)

RESEN{:
Zadani vyhovuje naptiklad nésledujici rozmisténi cisel:

6006 2

12
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POZNAMKY:

Vsichni fesitelé si s tlohou hravé poradili a PraSatko vyplnili. Vétsina feseni obsahovala i kratky
komentar, v jakém poradi je vhodné ¢isla do kole¢ek dopliiovat. Porovnanim poctu ¢ar vychézejicich
z koleéek a poc¢tu délitelti (ndsobkt) ¢isel vyslo, Ze na ¢uméacku PraSatka musi nutné byt éislo 21,
na bradi¢ce 6006 a na bfisku 2. (Hedvika Ranosova)

Uloha 2.
Martin si napsal své oblibené ¢islo do sesitu. Petr mu ho vzal a $krtl cifru na misté jednotek. Pak
si v8iml, Ze piivodni ¢islo je délitelné tim novym. Najdéte vsechna asporn dvouciferna cCisla, ktera
mohl Martin napsat.

(David Hruska)

RESENI:
Martinovo oblibené ¢islo si oznac¢ime a. Mizeme jej napsat jako 10b + ¢, kde b je nové cislo a c je
skrtnuté cifra. Hleddme tedy takova ¢isla, ze b | 10b + ¢, coZ nastane pravé tehdy, kdyz b | c.

Pokud a je dvouciferné, pak vyhovuji pravé ta cisla, pro ktera déli cifra na misté desitek cifru
na misté jednotek.

V opacném pripadé, tedy pokud a > 100, plati b > 10. Z toho plyne, ze b je vétsi nez c, protoze
c je cifra. Ale zaroven ma platit, ze b déli c. Tyto dvé podminky jsou zaroven splnény pravé tehdy,
kdyz ¢ = 0.

Mnozinou feseni jsou ¢isla 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 33, 36, 39,
40, 44, 48, 50, 55, 60, 66, 70, 77, 80, 88, 90, 99 a vsSechna alespon trojciferna ¢isla koncici na 0.

POZNAMKY:

Vétsina doslych reseni byla spravna a podobna vzorovému. Neékolik fesitelti naslo jen takova dvou-
ciferna ¢isla (pravdépodobné prehlidli slovo aspon v zadani tlohy). Jelikoz se jednalo o snadnéjsi
Cast feSeni, udéloval jsem jen 1 bod. (Lucien Sima)

Uloha 3.

Zabi¢ka Danylek skace po ocislovanych kamenech. Vidy, kdy# stoji na kameni s &islem n, najde

nejvétsiho a nejmensiho prvociselného délitele cisla n. Pak skoc¢i na kamen oznaceny souctem téchto

délitelu. Ukazte, ze at zacne kdekoli, miize takto navstivit jen koneéné mnoho riznych kameni.
(Rado van Svarc)

RESENT:

Pro spor predpokladejme opak. Vezméme nejmensi n takové, ze kdyz zabicka Danylek zacind na
kameni s ¢islem n, pak navstivi nekone¢né mnoho kamend. Vsimnéme si, ze z toho plyne, Ze zabicka
nikdy nesmi skoéit na kdmen s ¢islem mensim nez n, jinak potom uz navstivi jen kone¢né mnoho
kamenti. Jednoduse ovéfime, ze n > 8: z dvojky skoc¢i na ctyfku, ctyika se zacykli sama na sobé,
z trojky skoéi na Sestku a ta se (stejné jako Cisla 5 a 7) objevi v cyklu 6 - 5 — 10 = 7 — 14 —
9—6—...

Nejprve necht n je slozené. Pak ma alespon dva prvociselné délitele, nejmensiho oznacime k
a nejvétsiho £. Protoze jsou oba vlastni, tak vime, ze k, ¢ < %, a tedy k + £ < n. To ale znamena,
ze zabicka bud po prvnim skoku ztstane na n (a tudiz nikdy nesko¢i nikam jinam, coZ je spor),
nebo skoéi na ¢islo mensi nez n, coz je také spor.

Tedy n musi byt prvoéislo. Takze nejvétsi i nejmensi prvoéiselny délitel n je n. Zabicka Danylek
proto dale sko¢i na kdmen s ¢islem 2n, a protoze 2 a n jsou jedini prvociselni délitelé 2n, skoci poté
na kamen s ¢islem n + 2.

Nejprve predpokladejme, ze n + 2 je slozené. Pak miize zabicka Danylek skocit na ¢islo mensi
nez n, na n, na n + 1 nebo n + 2. Prvni pfipad jsme jiz vyloucili v tivodu. Podivejme se na ty
ostatni:

n: Danylek by skakal cyklicky mezi n, 2n a n + 2,
13
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n+ 1: Cislo n 4+ 1 je sudé, a tedy slozené, takze Danylek bud ztistane na n + 1, nebo skoé&i na

n + 2: Danylek uz bude skakat pouze na n + 2.

Ve vsech pripadech jsme dostali spor, takze n + 2 nemiize byt slozené.

Tedy n + 2 musi byt prvodcislo. Stejnym postupem jako pro n dostaneme, Ze po dvou skocich
bude zabicka na n + 4. Protoze n, n + 2 a n + 4 jsou tfi za sebou jdouci licha ¢isla, je pravé jedno
z nich délitelné tfemi. Navic n i n 4+ 2 jsou prvocisla vétsi nez 3, proto musi byt n + 4 délitelné
tfemi. Zabicka Danylek tak poté skoéi maximélné na &islo 3 + nT""l. Ale ze vztahu n > 8 dostaneme

n > 8,
2n > 16,

3n>164+n>9+ (n+4),
4
n>3+ %

To ale znamena, ze z n + 4 Danylek sko¢i na kdmen s ¢islem mensim nez n, coz je spor.

PozNAMKY:

Vsechna reSeni, co dorazila, byla na rozdil od vzorového feSena primo. Jeden bod jsem udélila za

dokazani, ze zabicka Danylek ze slozeného cisla sko¢i na nizsi ¢islo. Druhy bod jsem udélila, kdyz

si FeSitel spravné rozmyslel, jak bude zabicka skakat poté, co sko¢i na prvocislo, a posledni, pokud i

spravné zduvodnil, pro¢ z toho vyplyva, ze zabicka opravdu sko¢i pouze na kone¢né mnoho kamenti.
(,madam Verc¢a“ Hladikovéd)

Uloha 4.
Najdéte vsechna prvocisla, ktera nelze zapsat jako \/24n + 1 pro zadné prirozené n.

(David Hruska)
RESEN{:
Chceme, aby pro dané prvocislo p existovalo n takové, aby platilo p = v/24n + 1. Vyraz muzeme
ekvivalentné upravovat:

p=+V24n+1,
p2 =24n+1,
(p+1)(p— 1) = 24n.

Z toho plyne, ze p se da zapsat jako \/24n + 1 pravé tehdy, kdyz 24 | (p+ 1)(p — 1).

Je zjevné, ze 2413 = (2+1)(2—1) a24t8 = (3+1)(3—1), takZe prvodisla 2 ani 3 takto zapsat
nelze. Dokazeme, ze zbyla prvodisla jiz takto zapsat umime.

Podivejme se na tfi po sobé jdouci ¢isla p — 1, p, p + 1. Jedno z téchto ¢isel je urcité délitelné
tfemi. AvSak z4dné prvocislo vétsi nez 3 neni délitelné tiemi, a proto je délitelné tfemi jedno z ¢isel
p—1,p+ 1. Tedy 3 déli (p—1)(p +1).

Obdobné p neni sudé, protoze prvocisla vétsi nez dva jsou vzdy licha. Proto jsou sudé obé cisla
p—1ap+1, ajelikoz jde o dvé po sobé jdouci suda cisla, je jedno z nich délitelné dokonce ¢tyimi.
Protoplati2-4=8| (p+1)(p — 1).

JelikoZ jsou é&fsla 8 a 3 nesoudélnd, tak i 3-8 = 24 | (p+ 1)(p — 1), coZ jsme chtéli dokazat,
a tudiz kazdé prvocislo vétsi nez tii lze takto zapsat.

POZNAMKY:

Vétsina fesSeni byla spravna, avsak néktefi si spletli rozklad na prvocinitele a tvrdili, ze 24 =2-2-3
a néktefi jen tipli vysledek, ale neuvedli dikaz, Ze to pro ostatni prvocisla jde, za coz jsem daval
nula bod. (Filip Cerm&k)
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Uloha 5.

Cislo n nazveme vypecené, jestlize ho miizeme vyjadrit jako soucet tif ¢isel a, b, c, pro ktera plati
a<b<eg, alb, b|ec.

Dokazte, ze existuje pouze konecné mnoho cisel, ktera nejsou vypecena.
(Jakub Lowit)

RESEN(:
Ditkaz zaCneme pozorovanim. Je-li pfirozené éislo d vypecené, pak jeho libovolny nasobek md
muzeme napsat jako ma + mb 4+ mc, coz prokazuje vypecenost md.

Kazdé liché ¢islo [ > 5 je vypecené. Staci zvolit a = 1, b = 2, ¢ = | — 3. Ziejmé [ je soultem
téchto cisel a [ — 3 je sudé ¢islo vétsi nez 2, z ¢ehoz plyne vypecenost [. Dale ¢islo 16 je vypecené,
nebot je souctem 1, 5 a 10.

Kazdé piirozené ¢islo n umime jednoznaéné napsat ve tvaru n = 2% - [, kde k je celé nezaporné
a [ je liché ¢islo. Pokud [ > 5, pak je n délitelné vypecenym lichym ¢islem. Pokud k > 4, pak je n
délitelné vypecenym c¢islem 16. Podle ivodniho pozorovani délitelnost vypecenym c¢islem prokazuje
vypedenost a zbyva jen koneény pocet &isel, ktera nemusi byt vypedena (&isla tvaru 2% -, kde k je
mensi nez 4 a [ liché mensi nez 7).

POZNAMKY:

Velka cast doslych feseni byla spravna, nékteii resitelé si vsak pridélali praci rozebiranim vétsiho
mnozstvi pfipadi, nez bylo nutné. Castou chybou bylo, ze Fesitelé predpokladali, Ze kazdé sudé &islo
je po vydéleni dvéma liché, a snazili se tak ukazat jeho vypecenost pies délitelnost lichym cislem
vétsim nez pét. Bohuzel jim tim unikla nekoneénd podmnozina pfirozenych ¢éisel (mocniny dvojky,
piipadné cisla délitelnd ¢tyfmi). Za tato ¢asteéna FeSeni jsem udéloval 2-3 body. (Lucien Sfma)

Uloha 6.
Anicka chce ¢islo n s ndsledujici vlastnosti: pro vSechny nenulové cifry a a b plati, ze kdyz pred n
pfiddme a a za n piipiSeme b, bude vysledné ¢&islo délitelné &islem ab. Muze Anicka takové éislo
najit?

(Rado van Svarc)

RESEN(:
Piedpokladejme, Ze takové n existuje. Potom specidlné dostavame 12 | In2 a 24 | 2n4. Protoze
12 i 24 jsou obé délitelné ¢tyfmi, mame 4 | In2 a 4 | 2nd. Odectenim pak ziskdme 4 | 100.. .02,
pricemz nul je stejny pocet jako ma n cifer. To ale nemuze platit, protoze posledni dvoj¢isli neni
délitelné Ctyimi.

Takze zadné takové n nemuze existovat.
POZNAMKY:
Kli¢ové pozorovani bylo, ze chceme sledovat jen posledni cifry. Nejcastéjsi (a asi nejrychlejsi) zpisob
jak to udélat, byl pouzitim 12 a 24 jako ve vzordku. Néktera feSeni pracovala podobnym zptisobem
také s n&jakymi z ¢isel 16, 25, 44 a 88. (Rado van Svarc)

Uloha 7.
Najdéte viechny monické polynomy® f s celodiselnymi koeficienty takové, Ze plati

pl2-(f(p)!) +1
pro nekone¢né mnoho prvoéisel p, pro ktera je f(p) > 0.

(Rado van Svarc)

5Polynom anz™ + - - - + a1z + ag nazveme monickym, pokud a, = 1.
15
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RESEN(:
Predpokladejme, ze polynom f spliuje podminku v zadéani.

Pokud pro néjaké prvoéislo p plati f(p) > p, potom méame p | f(p)!, a tedy pt2- (f(p)!) + 1.
Pro nekoneéné mnoho prvoéisel musi tedy nastat nerovnost f(p) < p. Pokud by vsak f byl mo-
nicky polynom stupné alesponi 2, pak pro vSechna dostatecné velkd x by platilo f(z) > z. Pokud
f(@) = 2" +an—12" 1+ - +aix+ao, kde n > 2, oznaéme si a = min{0, ap,a1 —1,az2,... ,an—1}
a ukdzeme, ze pro vSechna z > 1 — na je f(z) > z. Protoze a < 0, je x > 1, takze diky a; > a pro
i# 1aa; > a+ 1, mame a;xt > ax’ pro i # 1 aajx > ax + . Zaroven protoze a < 0 a x > 1,
plati az® > az” ! proi=0,1,...,n — 1. Z toho dostavame:

f@>z"+az" P+ dazxtatz>a"+naz" Ltz =2""Y(z+na)+z >z

Nerovnost f(p) < p by tak nastala jen pro koneéné mnoho prvoéisel, coz je spor. Takze f muZe mit
stupen roven nanejvys jedné.

Dale, polynom stupné 0 (konstantni polynom) podminku trividlné nesplituje, proto je f polynom
stupné 1. Tedy f(xz) = & + m pro néjaké m € Z. Kvili podmince f(p) < p mame f(z) =z —k, kde
keN.

Nyni dokadzeme, Ze jedina mozna hodnota k je 3. Vezméme si néjaké p, pro které plati podminka
ze zadani. Wilsonova véta nam ¥ika, ze (p — 1)! = —1 (mod p). Z podminky ze zadani vime

p—-1=-1=2-(p—k)! (mod p).
Déle
p-=@-k-@P-(-1) (p—(k-2)(p-1)=(-k!(-1) " (k—1)! (mod p).

Tedy pokud predchozi kongruenci vydélime (p — k)! (coz mlzeme, protoze (p — k)! je nesoudélné
s p), dostaneme
(-D)F Yk —1)!=2 (mod p),

neboli p|(k —1)! 4+ (—=1)% - 2. Jelikoz takovych p existuje nekone¢n& mnoho a &islo (k —1)! 4 (—1)% -2
nezévisi na p, musi bj’t (k—1)!4(—1)¥-2 = 0, proto (k—1)! = 2 a tudiz k = 3. Pokud nyni ovétime
hodnotu pro k = 3, dostavame (3 — 1)! + (—1)3 - 2 = 0, tedy polynom f(z) = = — 3 podminku
v zadani spliuje.

Hledany polynom je proto jediny, a to f(z) =z — 3.
POZNAMKY:
Reseni mélo v podstaté dvé ¢asti — zaprvé, uvédomit si, ze polynomy stupné > 2 rostou moc rychle,
zadruhé, pouzit Wilsonovu vétu pro apravu kongruence. Vsichni resitelé, kteri dospéli k uspésnému
zédvéru, se drzeli tohoto schématu.

V prvni ¢asti n€kteri pouzivali argument s limitami. To je pravé ten zptisob, jak se na to ¢lovek,
ktery limity zna, typicky diva. Znalost limit ale v PraSeti nepfedpokladame, a proto ve vzorovém
feseni je uvedeno zcela korektni zdtivodnéni nerovnosti bez pouziti limit. (Tonda Cesik)

Uloha 8.

Rozhodnéte, zda existuje Cislo a takové, aby pro nekone¢né mnoho cisel n platilo:

nl+a| (2n)!

(Rado van Svarc)
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RESEN(:
Pro spor predpokladejme, ze takové a existuje. Pak existuje n > 2a + 12 takové, ze

nl+a| (2n)l.

Protoze n > a, tak muzeme zapsat n!+a jako a- (%’ +1), kde jsou oba ¢initelé pfirozeni. Ziejmé

%! =1-2---(a—1)-(a+1)---n je délitelné kazdym ¢islem mensim nebo rovnym n kromé mozna a,
ale diky n > 2a méme (a - 2a) | n!, takze a | %’ To znamena, ze %’ je délitelné vSemi pFirozenymi
¢isly mensimi nebo rovnymi n, a proto %’ + 1 neni délitelné zadnym pfirozenym c¢islem mensim
nebo rovnym n.

Zéaroven pokud néjaké prvoéislo p déli %’ + 1, tak urcité déli i (2n)!, tedy p < 2n, takze %‘ +1
je soucin nékterych prvocisel mezi n a 2n a kazdé je v tomto soucinu v ne vySsi nez prvni mocniné.
Pokud tedy n# oznacime primoridl ¢isla n (soudin vSech prvocisel mensich nebo rovnych n), tak

plati

n! 2n
oy
a n#
Nyni ale ukazeme, ze %‘ +1> %, ¢imz dostaneme spor, protoze pak vyse ziskana délitelnost

nebude moct platit.

K tomu ndm pomuzou dvé nerovnosti:

Prvni z nich je nerovnost %‘ > 4" pro jakékoliv n > a a n > 12. Zfejmé plati %' > (n—1)L
Takze staci ukazat, ze (n — 1)! > 4™. To dokdzeme pro n > 12 jednoduchou indukci. Pro n = 12
mame 39 916 800 = (12 — 1)! > 42 = 16 777 216. A pokud tvrzeni plati pro néjaké k > 12, pak
((E4+1) =1)! = k(k — 1)! > k- 4% > 45+1 takze plati i pro k 4 1, &im# je indukéni krok dokonéen.

. wrs s 2 “ . [ o .
A druhd pak fika, ze n"—ik < 4™ pro vSechna pfirozena n. Vsimnéme si, ze

<2n> _ (2n)!

n n!-n!
je uréité nasobkem vsech prvocisel p, pro kterd n < p < 2n, a zaroven také (2:) < 21220 (21") =

= 22" = 4", Takze
n# (2") <4,
n# — \n/ "
Nyni, protoze jsme zvolili n > 2a + 12, uz jednoznacné plati
n 2n#
" —_— .

n! !
—+1> > 4" >
a n#

coz je pozadovany spor.

POZNAMKY:

V dtkazu jsme pouzili n > 2a+ 12, coz se ze zacatku mize zdat jako nadhodna konstanta. Divodem
je ale jen, abychom meéli dostatecné velké ¢islo n — vétsi nez 2a, abychom dostali pozadovanou
délitelnost, a vétsi nez a + 12, aby urcité platila prvni nerovnost.

Uloha byla velmi t&zka na vymysleni, coz se projevilo v malém poétu odeslanych feseni, a navic
se do nerovnosti dalo velmi snadno zamotat, a tak jen tfi z nich uspésné dosly az k vysledku.
Dva dalsi fesitelé se pokusili vyuzit myslenku se sou¢inem prvocisel od n do 2n, ale uz nedotahli
potfebnou nerovnost, za coz jsem udélil 2 body. (Jéchym Solecky)
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Pravdépodobnost |

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
Danil ma doma 29 plysovych tuleni. Vime, ze alespor jeden tulen je chlupaty a alespon jeden je
roztomily. Danil si vsiml, Ze kdyz jednoho tulené nahodné vybere, jsou jevy ,tulen je chlupaty“
a ,tulen je roztomily“ nezavislé. Dokazte, ze jsou vsichni Danilovi tuleni chlupati nebo vsichni
roztomili nebo oboji.

(Vasek Rozhori)

RESEN(:
Ozna¢me R jev ,vybrany tuleni je roztomily* a C jev ,vybrany tulen je chlupaty“, pak |R| bude
pocet roztomilych a |C| pocet chlupatych tulerid. PouZijeme nezavislost jevii R a C' a upravime
vztahy:
P(RNC)=P(R) -P(C),
[RNCl _ R <]

29 29 29’
IRAC| = |R||C]
29

Protoze pocet roztomilych chlupatych tuleni je urcité celoc¢iselny a 29 je prvocislo, musi platit, ze
29 déli |R| nebo ze 29 déli |C|. Ze zadéni je ale 0 < |R| <29 a0 < |C| < 29, proto 29 déli |R|, pravé
kdyz |R| = 29, podobné pro |C|. Danil tedy musi mit 29 roztomilych tulent nebo 29 chlupatych
tulent.

POZNAMKY:
Pii feseni ulohy stacilo spravné vyuzit definici nezavislosti dvou jevl a vSimnout si, ze 29 je pr-
vocislo. Vétsina dikazt se velmi podobala vzorovému, jen malo bylo Fesiteld, ktefi se v ivahach
o tulenich zamotali. Tém doporucuji znovu si precist kapitolu seridlu o nezavislosti.

(Béra Kocidnova)

Uloha 2.

Danil s Vaskem nasli ulohu do serialu a ted se ji snazi vyresit. Jelikoz nejsou moc zdatni v nu-
merickych vypoctech, je sance, ze Vasek vyfesi tilohu spravné, rovna 13—6, zatimco pro Danila to je
%. Vime, ze Vaskiiv a Daniliiv vysledek jsou na sobé nezavislé. Také vime, Ze spletou-li se oba,
vyjde jim totéz cislo s pravdépodobnosti % Pokud vysel Danilovi i Vaskovi stejny vysledek, jaka
je pravdépodobnost, Ze je tento vysledek spravny?

(Danil Kozevnikov)
RESEN(:
Jev ,Danil vyresil tlohu spravné“ si oznacime D, jev ,Vasek vyfesil tlohu spravné“ bude V a ko-
necné jev ,obéma vysel stejny vysledek® oznac¢ime S. Zadani po néas zada spocitat pravdépodobnost
18
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toho, Ze nastaly oba jevy D a V za podminky, Ze nastal jev S, tedy P(DNV|S). Z definice podminéné
pravdépodobnosti mame P(D N V|S) = %. Staci spocitat hodnotu ¢itatele i jmenovatele.

Vime, Ze Daniliv i Vagkav vysledek jsou na sobé nezavislé, tedy P(DNV) = P(D)-P(V). Déle
vy$el-li obéma spravny vysledek maji jej oba steJny, tedy P(DNVNS)=P(DNV)-P(S|IDNV) =
=P(D)-P(V)-P(SIDNV) =42 1=2,.

Dale si povSimnéme, Ze vySel-li jednomu chlapci spravny vysledek a druhému Spatny, musely se
tyto vysledky lisit, tedy P(SNDNV) = P(SNDNV) = 0. Pravdépodobnost jevu S nyni spoéitame
s pomoci véty o uplné pravdépodobnosti:

P(S)=P(SNDNV)+P(SNDNV)+P(SNDNV)+P(SNDNV)
=Pmemw+Pwm5thi%+P@mVyH&5mW4

Protoze D a V jsou nezavislé, jsou nezavislé i D a V. Navic ze zadani vime, ze P(S|DNV) = %,

takze P(S)= 2+ (1—- &) (1- &) -t =2y 344 L. 18 L s64l 87

11 16 273 4-11 16 3.7-13 3-11-16 3-11-16°
D D
v
SNDNV
]
v
SNDNV
Dostavame tak
P(DNVANS 3 3.3-11-16 36
P(DNVIS) = 2 LN v S _ 36
P(S) - 4-11-37 37

POZNAMKY:

Vsichni, ktefi zvolili spravny postup, nakonec i dosli ke spravnému vysledku. To je pozoruhodné;
kdyz jsme tuto tlohu pocitali s Danilem, vyslo nam nejprve nékolik riznych vysledki, pficemz
ne vSechny vysledky byly ¢isly od nuly do jedné. Na druhou stranu, vysledek, na kterém jsme se
nakonec shodli, se i ukazal byt spravny. (Vasek Rozhori)

Uloha 3.
Vasek ma padesat karticek s pokémony a padesat s digimony. Hraje s Honzou nasledujici hru.
Nejprve karticky zamicha tak, ze vSechna mozna poradi jsou stejné pravdépodobna. Potom Honzovi
postupné karticky ukazuje v poradi, v jakém je zamichal. Honza ma v jednu chvili Vaska zastavit
a rict: ,, Pristi karticka je digimon.“ Pokud bude mit pravdu, Vasek mu da karticku, a pokud ne,
Vasek mu da facku.

Honza se rozhodl pro nasledujici strategii: Pocka si na prvni okamzik, kdy pocet digimonu, které
mu Vasek ukazal, je aspon o sedm mensi nez pocet pokémonti, které mu Vasek ukazal, a v tu chvili
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si tipne, Ze pristi karticka je digimon. Pokud tento jev nenastane do chvile, kdy zbyva posledni
karticka, Honza si o této karticce tipne, Ze je to digimon. Dokazte, ze pravdépodobnost, ze touto
strategii vyhraje digimona, je jedna polovina.

(Danil Kozevnikov)

RESENI:
Kdyby Honza vzdy volil posledni kartu z balicku, tak by byla pravdépodobnost, ze vyhraje digi-
mona, rovna jedné poloviné, nebot je pocet pokémonii i digimonii v balicku stejny.

Ted ukazeme, Ze si Honza pouzitim jakékoliv jiné strategie nemiize zvysit svoji Sanci na vyhru,
pri¢emz strategii myslime néjakou mnozinu situaci, v nichz si tipne, ze nasledujici karta je digimon.
Pokud se v pribéhu odhalovani prvnich 99 karet Honza nedostal do zadné z téchto situaci, tak si
tipne posledni kartu, takze vyhraje s pravdépodobnosti %

Predpokladejme tedy, ze Honza chce tipnout nasledujici karticku, kdyz v balicku zbyva p poké-
mont a d digimont. Potom bude nésledujici karticka digimon s pravdépodobnosti #. Ze symetrie

vSak plati, Ze bude v dané situaci posledni karticka digimon rovnéz s pravdépodobnosti pfdd’ takze
mé Honzova strategie i v tomto ptripadé stejnou uspésnost, jako volba posledni karticky.
Ukéazali jsme, ze libovolna strategie (tedy i ta ze zadani, ve které Honza tipne néasledujici karticku,

pokud plati d — p = 7) ma padesétiprocentni Sanci na uspéch.

POZNAMKY:

Tato tloha se na prvni pohled muze zdat neintuitivni, az lehce paradoxni — to, jaké byly predchozi
karticky, ndm prece zdanlivé dava dost cennych informaci o tom, jaké jsou ty zbyvajici, takze by
méla existovat néjaka strategie, jez by méla nadpolovi¢ni tspésnost! Zadrhel je vsak v tom, ze
nam znalost podminéné pravdépodobnosti toho, ze bude v jistém stavu nasledujici karta digimon,
vlastné nedava zadny navod na to, kterou ze zbyvajicich karet vybrat.

Vétsina doslych feseni spravné vyuzila myslenku symetrie, nékterym jedincim se ilohu podafilo
doresit i néjakym alternativnim, mnohem pracnéjsim zpusobem. Velka ¢ast nespravnych reseni se
snazila vysledek néjakym zptusobem odhadnout pomoci numerickych vypocti. Tento v praxi velmi
uziteény pristup se vSak na dukazové ulohy nehodi. Je totiz néco uplné jiného, kdyz vime, ze
vysledek je presné jedna polovina, nez kdyz vime pouze to, ze lezi nékde mezi 0,49 a 0,51.

(Danil Kozevnikov)
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Obvodové a usekové ahly — Crash Course

Vitej u tohoto studijniho textu! Obvodové a tsekové uhly jsou krasna cast geometrie, kterd muze
¢lovéku i v nevinné vypadajicim obrazku najit nefekané souvislosti. At uz tento text ctes kvili
pripravé na feseni matematickych pfikladii, nebo si jen chce§ precist néco zajimavého, urcéité po-
kracuj.

Ackoliv je napsan primarné jako studijni text pro sérii Te¢ny, zdaleka se nejedné o zbran pouze
na ulohy s teCnami, a proto je tento text trosku obsirnéjsi. Znalosti o obvodovych a tisekovych tthlech
jsou nepostradatelné alespon u poloviny pokrocilejsich geometrickych tloh a jsou jednozna¢né nej-
s Te§enim série, staci Ti mrknout na uZiteénd tvrzeni zde oznacend jako Zbrané. Tato tuvrzeni
muzes pri TeSent matematickych prikladi vyuZivat bez dukazu.

Pojdme na to — tézko na cviéisti, lehko na bojisti!

Kdyz se body divaji
Definice. Bod X se divd na tsecku AB pod thlem o velikosti |<{TAX B].
Zde je priklad bodu X, Y, Z, které se divaji na ise¢ku AB postupné pod uhly 30°, 90° a 120°.

X

90°

120°
Z

Napiiklad vezmeme-li mnozinu vSech bodt, které se na tsecku AB divaji pod thlem 90°, do-
staneme Thaletovu kruznici nad useckou AB.6

6Jako bedlivy ¢tendf si jisté viimnes, ze do Thaletovy kruznice pat#i i samotné body A, B. Umi
se tyto dva body taky koukat na tsecku AB? Dodejme tedy pro matematickou korektnost — pro
body na pfimce AB, ale mimo tusecku AB dava smysl Fict, ze se na usecku AB divaji pod thlem
0°. Naopak body uvniti AB se musi ,,pofadné rozhlédnout“ na obé strany, aby zkoukly oba konce
usecky; divaji se tedy pod pfimym thlem 180°. Samotné krajni body A, B se na tsecku AB mohou
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Co kdybychom se snazili najit mnozinu bodu, které se na tuto usecku divaji pod thlem tieba
30° ¢i 120°7 Prozradime, Ze by vypadala takhle!

A pro¢? To se brzy dozvis ;).
O stredu kruznice

Podivejme se na nasledujici obrazek — bod S je stfedem kruznice k o poloméru r. Na této kruznici
je vyznacend néjaka jeji tétiva AB a bod X. Pod jakym thlem se bod X divd na AB? Nazvéme
thel <{ASB stredovy thel a thel <{AX B obvodovy thel.

divat pod jakymkoli thlem, tedy i 90°.
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Thned si muzeme vsimnout, ze trojuhelnik SAB je rovnoramenny diky |SA| = |SB| = r, plati
tedy |<<SAB| = |<{SBA)|. Stejnou tivahu mtizeme provést i pro trojuhelniky ASX a BSX. Abychom
si udrzeli prehled o tom, které thly jsou stejné, oznacime si je pismenky — viz obrazek.

Nyni vidime, ze musi platit
a+a+ B8+ 8+ |ISAB|+ |<SBA| =180°.

Miizeme si véimnout, Ze a + 8 se rovna velikosti obvodového tthlu |[<<AX B|. Uhly <SBA a <{SAB
spolu musi dopliiovat stiedovy tthel do 180°. S témito znalostmi upravime nasi rovnici na

180° = 2(a + B) + (|[<KSAB| + |<ASBA|) = 2|<TAX B| + (180° — |<TASB)),
2|<CAXB| = |<{ASB|.

Dokazali jsme tedy, ze obvodovy thel <{AX B m4 oproti stfedovému thlu <{ASB poloviéni
velikost.

To je velmi zajimavé zjisténi — ale pozor, z tohoto obrazku muzeme vytézit jesté mnohem vice.
Vsimnéme si, ze bod X jsme si na kruznici vybrali ndhodné — co kdybychom jej vybrali na jiném
misté delsiho oblouku AB? Dukaz by vypadal velmi podobné. Bod X by se na AB opét dival pod
thlem o velikosti poloviny stiedového thlu. Jinak Feceno, vSsechny body delsiho oblouku AB
kruznice k se na Gseéku AB divaji pod stejnym thlem.
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U tohoto obrazku na chvili jesté zlistaneme. Nabizi se totiz dalsi otdzka — pod jakym thlem se
na AB divaji body kruznice k, které jsou ,pod“ AB?

i . Lo ASB .
Cviceni. Rozmysli si, ze LQ‘ to asi nebude.

Nicméné by intuitivné opét mélo platit, ze se vSechny body tohoto kratsiho oblouku také divaji
na AB pod stejnym uhlem — oznaéme si néjaky takovy bod Y.

Nyni se ndm hodi zacit premyslet nejen nad tuhly, ale i nad oblouky kruznice, které oném
obvodovym ¢i stfedovym thlim pfislusi.

Prestoze se oba body X, Y divaji na usecku AB, bod X se divad na kratsi oblouk kruznice k
vymezeny body A, B, zatimco bod Y se koukd na ten delsi.

To samé muzeme rozlisit i u stfedového uhlu. Stfedovy thel pfislusejici kratsimu oblouku AB
ma velikost |<{ASB|, zatimco velikost stfedového uhlu piislusejicimu delsimu oblouku AB je 360° —
|<<ASB|.”

Nebudeme to nyni exaktné dokazovat, ale je to tak. VSechny body, které jsou pod tseckou AB,
se na ni divaji stale pod thlem o velikosti rovné poloviné stfedového thlu — pouze je to tentokrat
ten vétsi stfedovy thel pfislusny vétsimu oblouku AB.

Velikost thlu <<{AY B je tedy 180° — %. Za chvili se ndm bude hodit dalsi dilezité pozoro-
vani: soudet thld, pod kterymi se na AB divaji body X a Y, je roven 180°.% Pojdme zformulovat
to, co jsme nyni zjistili.

Zbran I. (o obvodovych thlech)

Méjme libovolnou kruznici a néjakou jeji tétivu AB. Pak se vSechny body na obvodu kruznice,
které lezi ve stejné poloroviné vuci piimce AB, divaji na tétivu AB pod stejnym thlem. Soucet
uhld, pod kterymi se na AB divaji body kruznice z ruznych polorovin vymezenych pfimkou AB,
Jje 180°.

Zbran II. (o obvodovém a stfedovém thlu)
Méjme libovolnou kruznici a néjaky jeji oblouk AB. Stiedovy thel jemu pfislusny je dvojndsobkem
jeho obvodového uhlu.

“Témto ,Skaredym* thltm, které maji velikost vétsi nez 180°, se Fika nekonvexni thly.

8To intuitivné odpovida tomu, ze soucet stiedovych thlt odpovidajicim kratsimu a delsimu
oblouku AB musi pokryt celou kruznici, coz odpovida 2 - 180° = 360°.
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Cviceni. Rozmysli si, ze Thaletova kruznice je specidlnim pfipadem Zbrané I.

Cviceni. Rozmysli si, ze obrazek mnozin bodi, které se na né&jakou tsecku koukaji pod uhly 30°
a 120°, dava dobry smysl.

Tétivové Ctyruhelniky
Tetivovy ctyruhelnik je ctyifuhelnik, jehoz vSechny ¢tyti vrcholy lezi na jedné kruznici.
Cvic¢eni. Rozmysli si, ze lichobéznik je tétivovy tehdy a pouze tehdy, je-li rovnoramenny.
Pro¢ bychom se o tétivové ¢tyituhelniky méli zajimat? MuZeme si vS§imnout, Ze jsme se na né
vlastné jiz narazili — AX BY byl v pfedchozich obréazcich tétivovym étyfuhelnikem.

Tétivové ctyithelniky jsou velmi pevné spjaty s obvodovymi thly. Predstavme si, Ze mame
néjaky ctyruhelnik ABCD, o kterém vime, ze je tétivovy. Nyni na néj vypustime Zbran I:

D

B

Dostaneme celkem dost informaci, a to jsme si jesté mohli dokreslit stfed kruznice a pouzit
Zbran II. Tétivové ctyithelniky by se evidentné hodilo umét hledat. Nabizi se tedy otazka — jak
bychom dokézali, ze néjaké ¢tyfi body lezi na kruznici? Mame $tésti — tvrzeni, kterd jsme dosud
dokazali, plati i obracené!

Zbran III. (detektor t&tivovych ¢tyfuhelniki)
Meéjme libovolnou usecku AB a néjaké body X, Y lezici mimo primku AB. Pak body ABXY lezi
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na jedné kruznici, pravé kdyz plati jedna z nasledujicich podminek:

(1) Body X, Y lezi ve stejné poloroviné vymezené piimkou AB a divaji se na tsecku AB pod
stejnym tthlem.

(2) Body X,Y lezi v opacnych polorovinich vymezenych piimkou AB a soudet thli, pod
kterymi se na usecku AB divaji, je 180°.

Zbran III ndm zarucuje, ze kdykoliv najdeme libovolné dva body divajici se na néjakou tsec¢ku ze
stejné strany pod stejnym thlem, pak tyto dva body spolu s koncovymi body usecky tvori tétivovy
¢tyruhelnik. Totéz plati, kdykoliv najdeme dva body, které se divaji na tiseCku z opa¢nych stran a
soucet jejich ,divacich“ uhlua je 180°.

Pozor, neovérit, ve kterych polorovindch viaci AB se body X, Y nachézi, je chyba, kvali které
pravidelné ztraceji body v soutézich i zkuseni Fesitelé. Jak Zbran III spravné pouzit a nenachytat
se, muzeme shrnout nasledujicimi ¢tyfmi obrazky:

Y

Vime, Ze tétivové étyfuhelniky jsou hodné uziteéné, a umime je hledat. Pojdme si to vyzkouset
na prikladu.
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Piiklad. Je déan ¢tverec ABCD. Na kratsim oblouku AB jemu opsané kruznice zvolime libovolné
bod X. Prisecik tse¢ky X C se stranou AB oznadime Y a prusecik usecky X D s thlopfickou AC
oznacime Z. Ukazte, ze Y Z je kolma na AC.

Reseni. Zkusme nad piikladem piemyslet od konce. Pokud ma opravdu byt Y Z kolma na AC,
pak by se body Z a B divaly na tsecku Y C pod thlem 90° — tedy body B, C, Z, Y by v tomto
poradi lezely na Thaletové kruznici nad CY, tudiz by tvorily tétivovy ¢tyfahelnik.

Diky této tivaze jiz vime, co mame délat — sta¢i ndm z toho, co zname, néjak dokazat, ze
étyfuhelnik BCZY je skutecné tétivovy. Ze zadani vime, ze body A, X, B, C, D lezi v tomto
poradi na jedné kruznici. Z obvodovych ahla pfislusnych tétivé AX vyplyva |[XACX| = |<{ADX].
Ze symetrie bodu B, D vuci thlopficce AC mame |[{ADZ| = |X{ABZ|. Dohromady tedy

|<YBZ| = |[KABZ| = |KADZ| = |XADX| = |<ACX]| = |[<ZCY|.

Vime tedy, ze thly <Y BZ a <ZCY maji stejnou velikost, a jelikoz lezi vic¢i Y Z ve stejné poloro-
ving, tak body Y, B, C, Z dle Zbrané III tvoii tétivovy ctyfuhelnik.

Nyni jiz sta¢i pouze Fict, Ze v tétivovém ¢tyithelniku je soucet protéjsich Ghla roven vzdy 180°,
proto |{Y ZC| = 180° — |[<YBC| =90°, YZ a CA jsou na sebe tedy skuteéné kolmé.

Obvodové thly ndm ovsem jesté netfekly posledni slovo.

Tecny a Gsekové thly

Definice. Méjme kruznici k. Pfimce, kterd se této kruznice k dotykd v jediném bodé, fikdme
te¢na ke kruznici k. Prochézi-li pfimka navic bodem X, muazeme fict, Ze je to te¢na ke kruznici k
z bodu X.

Zakladni vlastnosti tecny je, ze v bodé dotyku svirad s polomérem kruznice pravy tuhel.

Predstavme si podobnou konfiguraci, s jakou jsme zacali — opét méjme kruznici se stifedem S
a na ni néjakou tétivu AB. Nyni vedme bodem A teénu t. Uhlu oznacenému otaznitkem, ktery
sviraji pfimka ¢ a Gsecka AB, se ¥ikd tisekovy whel (v tomto pfipadé kratsiho) oblouku AB. Jaka
je jeho velikost viiéi stfedovému uhlu pro tento oblouk AB?
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Jiz vime, ze plati |<ISAB| = 90° — NA%B‘. Diky tomu, Ze tena svira s polomérem pravy uhel,
mizeme vyvodit, ze spolu t a AB sviraji tthel o velikosti [2ASB| _ tedy o poloviné stfedového uhlu.

Ale to je ptece rovno velikosti obvodového thlu pro AB, coz ndm ptredklada novou zbrar.

Zbran IV. (o obvodovém a tsekovém tihlu)
Méjme kruznici k a jeji oblouk AB, nasledné bodem A vedme tecnu ke k. Pak obvodovy a tisekovy
thel prislusejici tomuto oblouku maji stejnou velikost.
Toto dilezité tvrzeni plati i obracené.
Zbran V. (detektor tecen)
Méjme trojihelnik ABC a jemu opsanou kruznici k. Necht bodem A prochéazi pfimka t (viz obrézek)

a plati, ze thel svirany piimkou t a tseckou AB je roven |<{ACB)|. Pak je piimka t te¢nou kruznice
k v bodé A.°

A t

Piiklad. Méjme trojuhelnik ABC a jemu opsanou kruznici. Necht se jeji teény v bodech A a B
protinaji v bodé T'. Dale necht piimka rovnobé&zna s AC prochézejici bodem T protina stranu BC'
v bodé D. Dokaz, ze |AD| = |CD|.

Reseni. Diky rovnobéznosti AC || TD vime, ze |[<TDA| = |[<<DAC| (st¥idavé uhly) a |[<<T DB|
|<TACB| (souhlasné uhly). Z véty o obvodovém a tsekovém thlu (Zbrani IV) plyne |<XTACB| =

9Jinak feceno, piimka ¢t nema s kruznici k jiz zadny jiny spoleény bod kromé A.
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|[<T'AB| = |<<T'BA|. Body D, A jsou ve stejné poloroviné vici pfimce T B, protoze jsou oba uvnit¥
¢i na hranici kruznice, ktera cela lezi na jednu stranu od T'B. Navic jsme jiz dokézali, ze |<<TAB| =
|[<TACB| = |<{TDB|, tedy body A i D se na tsecku T B divaji pod stejnym thlem, a TBDA je
proto tétivovy ¢tyftahelnik (Zbran III). Nyni mtzeme jeho vlastnosti vyuzit — z obvodovych thli
(Zbran I) vyplyva, ze |[<TBA| = |<T'DA]|.

Dohromady tedy mame tento vyCerpavajici fetézec rovnosti:
|<<KTDB| = |<ACD| = |<ACB| = |<<TAB| = |<TBA| = |<ADT| = |<CAD|.

V ném je schovéna i rovnost |<{ACD| = |{CAD)|, kterad dokazuje rovnoramennost trojihelniku
ACD.

Povzbuzeni na konec

Geometrii je t&7ké se naudit a jen cviceni déla mistra.10

Pokud jsi toho o hled4ni Ghld v obrazcich moc nevédél(a) a docetl(a) ses az sem, tak si muizes
pogratulovat, protoze jsi udélal(a) dulezity prvni krok.

Hodné uzite¢nych thli a hodné §tésti pii feseni uloh Ti preje PraSatko! :)

10pokud chces mrknout na tézsi az velmi zapeklité ulohy s obvodovymi a tsekovymi tuhly, je
dobrym zdrojem archiv matematické olympiddy — namétkou napf. B62-II-4, A56-11-3, A62-1-5,

AG3-1II-5 (fazeno dle obtiznosti).
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Pravdépodobnost Il. —
Z4adné véze

Teorie pravdépodobnosti nent nic jineého nez selsky rozum preloZeny do 7eci vypocti.
Pierre Stmon Laplace
Mily priteli,
vitdme Té u druhého dilu seridlu o pravdépodobnosti!

Drfive nez se pustime do neprobadanych vod, bleskurychle si zopakujeme, co uz zname z dilu
prvniho. Zacali jsme predstavenim zakladnich kombinatorickych pojmi. Ty nas i nadale budou
provézet minimalné na kazdém druhém kroku.!l P¥ipomefime si, ze pocet podmnozin mnoziny
s n prvky je 2™. Pro kazdy prvek mnoziny totiz mame nezavisle na téch ostatnich dvé moz-
nosti — bud ho do podmnoziny pfidame, nebo ne. Dale pocet zptsobt, kterak sefadit n objekti,
jen!=n-(n—1)---2-1. Moznym uspofadanim také fikdme permutace. A koneé¢né, pocet zplisobd,
jak z n objektt vybrat néjakych k, je (Z) = Wlk)' Tomuto vyrazu se fika kombinac¢ni ¢islo.

Zasadnim pravdépodobnostnim pojmem je nezavislost. Dvojice nezavislych jevii se poznd podle
toho, Ze je pravdépodobnost, Ze oba zaroven nastanou, rovna soucinu jejich pravdépodobnosti.
Nakonec jsme si v prvnim dile vysvétlili, jak funguje podminéna pravdépodobnost, kterd se hodi
zejména, potiebujeme-li spocitat pravdépodobnost jevu, ktery néjakym zptisobem zavisi na jinych
jevech. Také jsme si ve hvézdickové ¢asti fekli, co délat, kdyz pracujeme s nekoneénymi prostory,
a zde se k nim znovu vratime (opét v nepovinné ¢asti).

~Z00

L
AT

11 Jako vérny piitel nebo zvykacka na podrazce boty; zalezi na Tvém vztahu k nim.
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V tomto dile jsou na programu dvé novinky. Nejprve si fekneme, jak se nase pravdépodobnostni
znalosti daji prekvapivé aplikovat na Feseni tloh, které na prvni pohled s pravdépodobnosti viibec
nesouviseji. Nenech se zaskocit tim, ze takovato aplikace pravdépodobnosti ptisobi zna¢né neprav-
dépodobné. :-) Technice, kterou si za chvili pfedvedeme, se ¥ik4 pravdépodobnostni metoda. Jako
druhou novinku zavedeme ndhodné veli¢iny a ukazeme si, k ¢emu je dobré znat jejich primérnou
hodnotu. Nase znalosti pak pouzijeme pro vylepseni pravdépodobnostni metody.

Pravdépodobnostni metoda vibec neni jednoduchéd, takze pokud se budes ztracet, precti si
nejprve kapitolu o ndhodnych veli¢inach, ktera na pravdépodobnostni metodé nezavisi. Ackoli se Ti
pravdépodobnostni metoda mutze hodit v feSeni seridlovych ptikladt, v pristim dile na ni nebudeme
navazovat. Nakonec opét podotykame, ze pro pochopeni novych pojmt neni potieba pokouset se
vytesit vsechny tulohy, ale je dobré se v kazdé sekci alespon o nékolik tloh pokusit. Pokud se Ti to
ovSsem nebude moc dafit, vzdy jsou tu pro Tebe napovédy na konci seridlu.

Pravdépodobnostni metoda

Metoda v matematice je trik, ktery je pouzit vice nez jednou.
Ron Getoor

Jak jsme avizovali, na Gvod si ukdzeme, jak nase stavajici znalosti pouzit v nezvyklém prosttedi.

Doted jsme se totiz vénovali predevsim tlohdm, v nichz se pravdépodobnost pfimo vyskytuje. Ted
si ale ukdzeme, ze pravdépodobnost je ten spravny trik i pro mnohé ulohy, které o pravdépodobnosti
vibec nemluvi. Ilustruje to nasledujici priklad, jehoz prekvapivé feseni nasleduje po par odstavcich
vysvétlujicich, pro¢ je tézké tlohu vyresit jinak.
Uloha 1. Na soustfedéni pfijelo dvacet ¢tyfi tcastnikil, které je potfeba na zavérec¢nou hru roz-
délit do dvou tymu. Tymy nemusi byt stejné velké, jeden z nich by mohl obsahovat i vSechny
ucastniky. Na soustfedéni uz nékolik her probéhlo a organizatori nechtéji, aby se tymy opakovaly:
stanovili si tedy deset podminek, pficemz kazda z nich k&, ze néjaka konkrétni Sestice nemé byt
celd ve stejném tymu. Dokaz, Ze je mozné ucastniky rozdélit tak, aby vSechny podminky byly
splnény.

Nez budes pokracovat ve ¢teni, zkus si nejprve nad alohou popfemyslet sim (sama). NejpFiro-
zenéjsi zpusob, jak k ni pFistoupit, je snazit se né€jak explicitné Fict, jak budou oba tymy vypadat.
Ale ouha: o deseti podminkach toho moc nevime, takze neni viubec jasné, jak tymy zkonstruovat.
Jediné, co vime naprosto pfesné, je to, jak budou vypadat tymy, které nékterou podminku porusuji,
takze se tuto znalost pokusime v feSeni zuzitkovat.

Vzij se do role ubohého organizatora, ktery ma tymy sestavit. Podminky mezi sebou mohou
komplikovanym zptsobem interagovat, coz vede na nesmirné imorné rozebirani spousty moznosti.
Néjaky nekonstruktivni dikaz, ktery se tomuto rozboru vyhyba elegantni oklikou, sice mtze proka-
zat, ze vyhovujici rozdéleni existuje, ale jen velmi tézko da pfimy navod na jeho nalezeni. Ze zou-
falstvi mtze organizator prosté tipovat rozdéleni na tymy doufaje, ze nakonec jedno z nich bude
fungovat. Ovérit, zda dané rozdéleni vyhovuje, ¢i ne, je totiz nastésti velmi jednoduché.

Ponékud necekané se tento na prvni pohled nezodpovédny pristup dé dotdhnout do podoby
formalniho dikazu. Miuzeme si totiz pfedstavit pravdépodobnostni prostor, jehoz elementarni jevy
jsou vSechna mozné rozdéleni do tymu. Trik je nasledujici: Dokazeme-li, ze pro nadhodné vybrany
tym z tohoto prostoru budou vSechny podminky najednou splnény s nenulovou pravdépodobnosti,
plyne z toho, Ze pro alespon jeden elementarni jev jsou vSsechny podminky splnény. To ale znamen4,
ze alespon jedno rozdéleni vyhovuje. A to pfesné chceme dokézat!

Motto triku, ktery chceme vyuzit, tedy je: Pokud md nahodné zvire ze ZOO rypdcek s nenulovou
pravdépodobnosti, pak v ZOO ezistuje zvire, které md rypdcek. Pojdme nyni tuto (zcela trivialni
a zdanlivé nezajimavou) myslenku vyuzit ke spojeni vSech nastinénych napadt a dofeseni pfikladu:

Reseni. Rozdélit tdastniky na dva tymy vlastné znamen4 zvolit podmnoZinu téastniki, ktefi bu-
dou v prvnim tymu. My tuto podmnozinu zvolime ndhodné. Zvoleni takové podmnoziny si muzeme
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predstavovat bud jako nahodny vybér z 224 moznych podmnozin, nebo jako 24 nezavislych nahod-
nych rozhodnuti, zda bude dany t¢astnik v prvnim tymu (volime s pravdépodobnosti %) Druhy
pristup se mnohem lépe hodi pro nase ucely.

Nyni si zavedme deset jevii A1, ..., Ajg, pficemz jev A; zahrnuje elementarni jevy odpovidajici
rozdélenim, kterd jsou nepfipustna kvuli tomu, Ze i-t4 ze zakazanych Sestic je ve stejném tymu.
Spocitejme nyni pravdépodobnosti toho, Ze nastane néjaky z téchto jevli. Aby takovy jev nastal,
musi byt bud vSech Sest ucastniktt v prvnim tymu, nebo vsech Sest tcastniki ve druhém tymu.
Pravdépodobnost kazdého z téchto jevi je diky nezavislosti 276; celkova pravdépodobnost toho,
7e nastane jev A;, je diky disjunktnosti t&chto dvou jevi rovna 275,

Obrazek obsahujici nasich deset jevii naznacuje, ze spolu muzou souviset néjakym dost kom-
plikovanym zpiisobem. Zadny jev ale neni moc pravdépodobny, takze jejich sjednoceni (vse, co je
Sedou barvou) v zadném pfipadé nepokryje cely pravdépodobnostni prostor (obdélnik).

Staci tedy spocitat, ze P(A1 U A2 U---U A1g) < 1. K tomu vyuzijeme odhad z prvniho dilu,
ze pravdépodobnost sjednoceni je vzdy nejvyse rovna souctu pravdépodobnosti. Jinymi slovy, nic
horsiho, nez ze jsou vSechny jevy disjunktni, se nemize stat. Dostavame tak

10
P(A1U---UA19) <P(A1) + -+ P(A10) <10-275 = 2
Pravdépodobnost, ze ani jeden z jevii A; az Ajp nenastane, je tedy alespon %, coz je rozhodné

vétsi nez nula. Tim je tloha vyfeSena.

Pokud Té tento dtukaz zaskocil, nesmutni! Kdyz autofi tohoto seridlu poprvé vidéli podobny
pravdépodobnostni dikaz, povazovali jej za velky podvod. To proto, Ze takovyto diitkaz by se pfece
dal stejné, ba mozné dokonce jednoduseji, fict i bez pravdépodobnostnich terminti, napfiklad takto:

Reseni. Mame 224 moznosti, jak téastniky rozdélit do dvou tymii. Spoéitame, ze 10 podminek ze

zadani dohromady zakazuje méné nez 224 moznych rozdéleni, a proto aspoii jedno bude vyhovovat.

Kazda podminka fika, ze danych 6 lidi nesmi byt ve stejném tymu. Kolik je moznych rozdéleni
do dvou tymu takovych, ze danych 6 lidi je ve stejném tymu? Staci si vybrat jeden ze dvou tym,
ve kterém bude onéch 6 lidi, a pro zbylych 18 si muzeme vybrat libovolné. Kazda podminka tedy
zakazuje 2 - 218 moznych rozdéleni do tymu. Vsech deset podminek tak dohromady zakaze nejvyse
10 - 2 - 218 rozdéleni, co# je ale méné nez 22%. Proto né&jaké vhodné rozdéleni existuje.

Vsimni si, Zze tento dikaz je ve své podstaté uplné stejny jako ten pravdépodobnostni, jenom
nepouzivame terminy jako ,klasicky pravdépodobnostni prostor® ¢i ,nezavislost jevi“. Mozna je
i intuitivnéjsi, nebot presné ukazuje, pro¢ tloha plati: podminky ze zadani toho prosté dohromady
nemohou moc zakézat.

Proc¢ si tedy ddvame tu praci a vysvétlujeme prvni feseni? Na danou otadzku budeme odpovidat

po zbytek tohoto dilu. Ukazeme si nékolik tézsich uloh, jejichz feSeni bude zalozeno na podob-

pojmy, tim tézsi bude vymyslet ,pocitaci feseni“, které jsme pravé predvedli. Tim elegantnéjsi Ti,
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doufejme, bude pfipadat feseni pravdépodobnostni. Zkus se jesté jednou zamyslet nad predeslou
ulohou a poloz si nasledujici otazky:
Uloha 2.
(1) Co by se stalo, kdyby zakdzané skupiny tcastnikt mohly byt vétsi nez 67
(2) Co kdyby pocet tcastnik smél byt vétsi nez 247
(3) Rozmysli si, ze existuji minimalné dva elementarni jevy, které lezi v praniku A1 N---NAjg
(obrazek jevi tedy neni moc piesny). Na zdkladé toho vyfes Ulohu 1 pro 32 podminek
misto 10.
(4) (pouc¢na) Co by se stalo, kdybychom pozadovali, aby oba tymy byly stejné velké, a v Feseni
bychom tedy misto pravdépodobnostniho prostoru vsech 224 podmnozin pracovali s pro-
storem vsech (f;) podmnozin velikosti 127 V tomto pripadé se neboj pouzit kalkulacku.

Pouziti pravdépodobnostni metody si muzes ozkousSet na nasledujicich tlohach. Podobné jako
vzorovy priklad se daji vyfesit i prostym pocitanim moznosti. Pfesto vSak doporucujeme pouzit
pravdépodobnost, i pokud je Ti pouzivani pravdépodobnostnich tivah zatim porad trochu proti
srsti; slibujemel?2, e se Ti budou zkugenosti s ni v budoucnu velmi hodit.

Jesté predtim si dovolime kratkou vsuvku. Zakladnim trikem, ktery se zpravidla pouziva pii
feSeni pravdépodobnostni metodou, je prostinky, le¢ zna¢né uzite¢ny odhad pravdépodobnosti sjed-
noceni jevii pomoci souétu odpovidajicich pravdépodobnostil3, tedy

P(A1 UAgU--- UAn) < P(Al) +P(A2) +---+ P(An)

Struény navod, jak fesit pravdépodobnostni metodou nasledujici tlohy4, je tedy:

(1) Vyber si, co budes volit ndhodné; nékdy se totiz nabizi vic moznosti. Pak si rozmysli, jak
vypadé pravdépodobnostni prostor odpovidajici této volbé.

(2) Jak v rdmci tohoto pravdépodobnostniho prostoru vypadaji podminky, které musis splnit?
Kazdou podminku bude vyjadfovat néjaky jev, ktery odpovida tomu, Ze nebyla splnéna.

(3) Spocitej (nebo aspont odhadni) pravdépodobnosti téchto jevi.

(4) Odhadni shora pravdépodobnost sjednoceni téchto jevii (tedy pravdépodobnost toho, ze
nastal alespon jeden tento jev) pomoci souétu jejich pravdépodobnosti.

(5) Ovér, ze soucet pravdépodobnosti je ostfe mensi nez jedna; pokud nahodou neni, tak
zkontroluj vSechny svoje vypocty, a pokud to stale nefunguje, vrat se k bodu (1).

(6) VSechny podminky budou splnény s nenulovou pravdépodobnosti, takze existuje volba,
kterd vSechny podminky spliiuje. Hotovo!

Uloha 3. Chceme rozdélit skupinu PraSatek na étyfi tymy. Mame pfitom podminky typu ,z této
skupinky PraSatek o velikosti n musi byt alespon jedno PraSatko v kazdém tymu®. Dokaz, Ze je-li
podminek méné nez i . (%)n, Ize PraSatka rozdélit pozadovanym zpuasobem.

Obecné plati, ze vzdy chceme pracovat s co nejjednodussim pravdépodobnostnim prostorem,
aby se s nim dobre pocitalo. Pfekvapivé Casto totiz i pomérné ,hloupé“ metody daji dostatecné
silny odhad. Napriklad pokud se v nasledujicich tlohach rozhodnes, ze budes volit £ ndhodnych
objektt z n, tak je nejintuitivnéjsi vybrat ndhodnou k-tici, coz se da udélat (Z) zpusoby. Mnohdy se
viak vyplati provést misto toho k nezavislych nahodnych vybéri, takze mas nF moznych vysledkii
a néktery objekt muze byt vybran vicekrat. Pocitani bude nicméné jednodussi a tlohy obvykle
povoluji i takova FesSeni, ackoli vedou na trochu horsi odhad.

12Nebo vyhrozujeme — zélezi na Tvém thlu pohledu.
13V angli¢ting (a ¢asto i v &esting) se mu iika union bound.
MKromé té, ktera je oznacena jako tézka. Neni tézké pro nic za nic.
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Uloha 4. V matematické soutézi fesilo 200 studentt Sest tloh. Vime, ze kazdou tlohu vyfesilo
alesponn 120 studentt. Dokaz, ze mizeme vybrat dvojici studentt tak, aby dohromady vyfesili
vSechny tlohy. (IMC 2002)

Uloha 5. Protahni se. Pokud je pobliz piiroda, jdi se projit a zaposlouchej se do cvrlikéni ptaki.
Pokud si toto ¢tes pfi hodiné pod lavici, dojdi si na zachod.

Uloha 6. V jazykové skole je 500 uditelt, ktefi vyucuji dohromady 2n jazykt, pticemz kazdy
ucitel ovlada alespon n jazykd. Ukaz, ze mizeme vybrat nejvyse 14 jazykt tak, aby kazdy ucitel
mluvil alespon jednim z nich.

Uloha 7. (poéitaci) Na skolni vylet jede 90 déti, pticemz kazdé z nich m4 alespoti 30 kamaradt
(kamaradstvi je vzajemné). Dokaz, ze déti muzeme rozdélit do t¥i 30¢lennych skupin tak, ze kazdé

dité bude mit ve své skupince alespon jednoho kamarada. (Celostatni kolo MO 2011/2012)
Uloha 8. (tézka) Rekneme, Ze permutace mnoziny {1,...,2n} je roztomild, pokud se nékteré
dva po sobé jdouci prvky lisi pravé o n. Ukaz, Ze roztomilych permutaci je alespon tolik jako
neroztomilych. (IMO 1989)

Zatimco pravdépodobnostni pojmy, se kterymi jsme pracovali v pfedchozim dile, byly matema-
tikiim znamé jiz nékolik set let, pravdépodobnostni metoda je mnohem mladsi: ve druhé poloviné
dvacatého stoleti ji zpopularizoval znamy madarsky matematik Paul Erdés!®. Néasledujici prekva-
pivy fakt, ktery pro Tebe formulujeme jako tlohu, je jen jednim z mnoha, které Erd&s pomoci
pravdépodobnostni metody dokazal.

Uloha 9. (t&7kd) Na vecirek pfislo 2/2 hosti. Kazdi dva se bud znaji, nebo neznaji (zndmosti
jsou vzadjemné). Dokaz, ze se mohlo stit, aby se na veéirku nevyskytlo ani n lidi, ktefi se vSichni
navzajem znaji, ani n lidi, ktefi se vSichni navzajem neznaji.

Pro¢ je tento fakt tak prekvapivy? Zkus sam (sama) najit co nejvétsi vecirek, kde neexistuje
ani n lidi, ktefi se vSichni znaji, ani n lidi, ktefi se vsSichni neznaji. Neni tak tézké dosdhnout
velikosti (n — 1)2 tak, Ze pozveme n — 1 skupinek o velikosti n — 1 takovych, Ze hosté uvnitt
kazdé skupinky se vSichni znaji, ale mimo skupinky se nikdo nezna. Na prvni pohled ale vi-
bec neni jasné, jestli jde néjaky vétsi vecirek najit. Pfedchozi uloha vSak tvrdi, Ze je mozné
najit vecirek o velikosti dokonce 2n/2 coz je pro dostatecné velké n mnohem vice nez pouhé
(n — 1)2: naptiklad pro n = 100 je prvni vyraz pfiblizné 10 000, zatimco ten druhy je pfi-
blizné 1 000 000 000 000 000. Navic z poctivého vypoctu plyne, ze pro n = 100 ma alespon
99,99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999

999999999999999999999999999999999999999999999999999999998 procent'® vedirkii s 2100/2 ucast-
niky pozadovanou vlastnost. Pfesto je t&zké néjaky konkrétni popsat! Uloha se tak trochu podoba
prisloveénému hledani sena v kupce sena. Kupka obsahuje zatracené malo jehel, tedy vecirkt, kde
najdeme 100 lidi, ktefi se navzajem znaji, nebo 100 lidi, ktefi se navzajem neznaji. Na druhou
stranu, kdyz sahame do kupky, tedy pokousime se sestrojit néjaky vecirek s pozadovanou vlast-
nosti, tahdme samé jehly. Pravdépodobnostni metoda elegantné tento problém fesi tim, Ze pouze
dokaze, ze uvnitt kupky néjaké seno musi byt.

Rovnéz plati, Ze pokud na veéirek prijde 4™ lidi, uré¢ité najdes n takovych, ktefi se bud vsichni

15Paul (madarsky Pal) Erdds (1913-1996) proslul tim, 7e za sviij zivot vyfesil obrovskou spoustu
problému a spolupracoval s podobné ohromnym poctem lidi.

16Seriézni védci samoziejmé takovéto zapisy &isel nepouzivaji, protoze jsou nepraktické. Hodi
se leda tak k tomu, kdyz chcete nékoho Sokovat, o coZ jsme ted pravé usilovali. Ty se nés prosim
ve svych Fesenich sokovat nesnaz a pis radsi 101° & 100(1 — 107143) nez ty nase zrudy.
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znaji, nebo vsichni neznaji. Tomuto faktu se ¥ikd Ramseyova vétal? .

Ndahodné veliCiny

Douféme, ze sis na predchozich pfikladech osvézil(a), jak funguji pravdépodobnostni prostory. Nyni
je na Case predvést si novy koncept. Podobné jako u pravdépodobnostnich prostort ¢i nezavislosti
vSak vlastné nebudeme délat nic jiného, nez exaktné formulovat véci, které jsou Ti asi intuitivné
docela jasné.

Vysledkem pravdépodobnostnich pokusu je obvykle ¢islo. Proto i elementarni jevy naseho pro-
storu jsou Casto cCisla — kupiikladu v pripadé hodu kostkou byla nasim prostorem mnozina ¢isel
{1,2,...,6}. Pokud jsou skutecné prvky prostoru ¢isla, mizeme dale klast zvidavé otazky, tieba:
»,Jaky je prumérny vysledek pokusu?“ Treba v naSem prikladu s kostkou je aritmeticky prameér
moznych vysledki roven %{*6 = 3,5 ok. Jinymi slovy, pfi primérném hodu padne 3,5 ok.
Samoziejmé 3,5 ok nikdy padnout nemuze, ale intuice ndm veli ocekavat, Ze pokud hodime kostkou
stokrat, celkovy pocet ok se bude pohybovat okolo 350.

Ne vzdy je ale nas prostor takto jednoduchy. Uvazme tfeba prostor odpovidajici hodu tfemi min-
cemi. V takovém piipadé mame 23 = 8 moznych vysledki. Reknéme, 7e nas zajima, kolikrat padla
panna. Prostym vyétem moznosti zjistujeme, Ze s pravdépodobnosti % nepadla zadné a s pravdépo-
dobnosti % padla jedna panna. Dale s pravdépodobnosti % padly dvé panny a s pravdépodobnosti

% padly tfi panny.

Q

;(l
S

@O @
® O ©

| \
[ [

= 0INo oolw

i I

0 1 2 3

Nyni nas opét muze zajimat, kolik panen padne v priméru, hodime-li trikrat minci. V takovém
pfipadé bud budeme pocitat priimér ze vSech osmi moznych vysledkt, nebo si uSetfime praci a pou-
zijeme vazeny pruameér, tedy kazdy mozny vysledek vynasobime jeho pravdépodobnosti. Dostavame,

17Frank Ramsey (1903-1930) touto v&tou zalozil obor, kterému se dnes fika Ramseyova teorie.
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ze prumérny pocet panen je é -0+ % -1+ % -24 é -3 = = 1,5. To je zcela v souladu s nasi
intuici, protoze v jednom hodu minci pramérné padne 0,5 panny, takze ve tfech hodech ocekdvame
3:0,5 = 1,5 panny.

Ackoli nés tento priklad na zacatku predchoziho dilu vedl k zavedeni pravdépodobnosti, vlastné
zatim nemame zadny zpusob, jak zformalizovat Gvahu ,tfikrat hodime minci a pokazdé v priméru

3+6+3
8

padne 0,5 panny, takze dohromady v priméru padne 1,5 panny“. Neboj, za chvili se to zméni!
Uloha 10.

(1) Rozmysli si, ze hodime-li n mincemi, je pravdépodobnost, Ze padne k panen, stejna jako
pravdépodobnost toho, ze padne n — k panen.

(2) Na zakladé toho spocti primérny pocet panen, které padnou pfi hodu n mincemi.

vlastné nas z néj zajima jen jeden jeho aspekt, tedy chceme kazdy elementarni jev nahradit néjakym
¢islem.
Formalné je ndhodné veli¢ina funkce, kterd kazdému prvku prostoru pfifadi néjaké realné ¢islo.

Definice. Méjme koneény pravdépodobnostni prostor 2. Nahodna veli¢éina X na prostoru Q je
libovolna funkce z €2 do R.

Nahodné veli¢iny je zvykem znacit velkymi pismeny z konce abecedy, tedy X, Y, Z. V pfipadé
hodu tfemi mincemi muzeme zavést ndhodnou velicinu, kterd pro kazdou trojici hodua fika, kolik
panen celkové padlo. Tento pfiklad mozna pusobi az prilis jednoduse. Pravdépodobnostni prostory
jsou ale ¢asto mnohem slozitéjsi. Pfedstav si tfeba, ze zajde$ do knihovny a pujcis si tam ndhodnou
knizku. Tomuto pokusu odpovidd nesmirné slozity prostor obsahujici vSechny knihy v knihovné.
Tteba nas ale zajima jen to, jaky je prumérny pocet stranek pujcéené knizky nebo kolik je v ni
obrazkii. Potom se hodi pro tento parametr zavést ndhodnou veli¢inu.

Vsimni si, ze pokud se divime na ndhodnou veli¢inu na obrazku, jsou tyto t¥i elementarni
jevy w1 = (panna, orel, orel), we = (orel, panna, orel) a w3 = (orel, orel, panna) nerozlisitelné —
vSechny déavaji tu samou hodnotu. Vzhledem k tomu, Ze ndhodné veli¢ina je funkce, mtizeme také
psat X(w1) = X(w2) = X(w3) = 1. Jakmile zavedeme ndhodnou veli¢inu, nabizi se seskupit si
myslenkové elementarni jevy daného prostoru podle toho, jaky pro né da nase ndhodna veli¢ina
vysledek.

Jev, ktery je tvofen pravé témi elementarnimi jevy, pro které dava veli¢ina X vysledek x, se znaci
prosté , X = z“. V nasem pripadé s ndhodnou veli¢inou X, jejiz hodnotou je celkovy pocet panen,
jevem X = 1 myslime pfesné mnozinu trojic (panna, orel, orel), (orel, panna, orel) a (orel, orel,
panna). Muzeme pak psat P(X = 1) = %. Zcela obdobné pak muzeme definovat jevy X > z atd.
V nasem piikladé tak P(X > 2) = % + % = %, nebot jev X > 2 je sjednocenim dvou disjunktnich
jevi X =2 a X = 3.

Tento zpilisob priace s ndhodnymi veli¢inami presné odpovidé histogramu na obrazku. Kdyz
pracujeme s nahodnou veli¢inou, casto mizeme v jistém smyslu zapomenout na to, jak vypada
puvodni pravdépodobnostni prostor. Sta¢i umét spocitat pravdépodobnosti jevi typu X = .

S nadhodnymi veli¢éinami budeme pozdéji chtit pracovat podobné jako s normalnimi ¢isly, speci-
alné je budeme chtit s¢itat. Dvé ndhodné veli¢iny mizeme secist pouze tehdy, jsou-li obé definovany
pro stejny pravdépodobnostni prostor. Souétem X; + Xo pak prosté myslime veli¢inu, kterd pro
kazdy elementarni jev w dava X1 (w)+ X2 (w). Treba v nasem pripadé s hodem kostkou, kde X znaci
pocet ok, ktera padla (tedy jsou na horni sténé kostky), mizeme také definovat veli¢inu Y znaéici,
kolik ok je na dolni sténé kostky. Obé jsou definované pro stejny pravdépodobnostni prostor, takze
je muzeme secist. Vysledkem je ponékud nudné nadhodna veli¢ina X + Y, kterd pro kazdy mozny
jev dava hodnotu 7.

Stejné jako soucet muzeme definovat i jiné operace jako ¢-X (hodnoty X vynésobime konstantou
¢), X1-X2 nebo 1/X. V nasem piikladu z knihovny tak kuptikladu miizeme uvézit pocet slov a pocet
kapitol v ndhodné vybrané knize, coz jsou dvé nahodné veli¢iny. Po jejich vydéleni dostaneme
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prumérny pocet slov na kapitolu, coz je opét ndhodna veli¢ina nabyvajici riznych hodnot pro
ruzné knizky.
Uloha 11.

(1) Pro jaké ndhodné veli¢iny X plati X + X =2 X7

(2) Pro jaké ndhodné veli¢iny X plati X - X = X7

Stiedni hodnota nahodné veliciny

Lottery: a tax on people who are bad at math.
Ambrose Bierce

Kdyz jsme déavali priklady toho, k ¢emu jsou dobré ndhodné veli¢iny, ukazovali jsme, jak spocitat
vazeny aritmeticky primér hodnot ndhodné veli¢iny. Tomuto ,,priméru ndhodné veli¢iny“ se rika
st¥edni hodnotal8.

V ptipadé klasického pravdépodobnostniho prostoru (napf. hodu kostkou) je stfedni hodnotou
normalni aritmeticky priimér. Pokud ale pracujeme s obecnym kone¢nym prostorem (a obvykle i pfi
préaci s klasickym prostorem), pouzivame vazeny aritmeticky pramér, tedy séitdme mozné vysledky
vynasobené jejich pravdépodobnosti.

Definice. Mg&jme nahodnou veli¢inu X definovanou pro prostor Q = {w1,w2,...,wn }.1? Potom
stfedni hodnotou X myslime vyraz

E(X) =P(w1) - X(w1) + P(w2) - X(w2) + -+ + P(wn) - X(wn).

V pripadé klasického pravdépodobnostniho prostoru tak specidlné dostavame E(X) = (X (w1) +
+X(w2) + -+ + X(wn))/n. Kdyz jsme motivovali stfedni hodnotu tim, Ze jsme spocitali stfedni
pocet padlych panen pfi hodu tfemi mincemi, bylo pro vypocet snazsi elementarni jevy sesku-
pit podle toho, jaky vysledek dala ndhodné veli¢ina. Nabyvé-li obecné ndhodna veli¢ina hodnot
T1,x2,...,Tm, mizeme pouzit nasledujici vzorecek:

EX)=P(X=z1) 21+ P(X =22) 22+ - -+ P(X =2m) Tm.

Uloha 12. Rozmysli si, Ze tento vzoredek opravdu plyne z definice stfedni hodnoty.

Uloha 13. Najdi ndhodnou veli¢inu X nabyvajici kladnych hodnot, pro kterou plati E(X) > 2
a zaroven E(1/X) > 2.

K ¢emu je stfedni hodnota dobra v praxi? Abychom si odpovédéli na tuto otazku, vratme se
do poloviny sedmnéctého stoleti, kdy byly zaklady teorie pravdépodobnosti poprvé zformulovany
v korespondenci dvou véhlasnych francouzskych matematiki: Pierra de Fermata?? a Blaise Pas-
cala?!. Teorii vymysleli, aby odpovédéli na zvidavé otézky jistého francouzského slechtice, ktery si
vydélaval hranim hazardnich her. Jednou z her, ktera slechtice zajimala, byla nasledujici:

Hra. Hodime 24krat dvéma kostkami. Pokud alespon jednou padnou dvé Sestky, vyhrajeme jeden
livre?2. Pokud ne, prohrajeme jeden livre.

Vyplati se hrat tuto hru? To zjistime, kdyZ porovname pravdépodobnost vyhry s pravdépodob-
nosti prohry.

18V angli¢tiné se pouziva expected value, coz v doslovném piekladu znamené oéekavanéa hodnota.

19 Jinymi slovy, na$ pravdépodobnostni prostor Q sestiava z elementarnich jevi wi,wa, ..., wn.

20Pierre de Fermat (1601-1665) je znam jako autor Malé a Velké Fermatovy véty.

21Blaise Pascala (1623-1662) asi zna$ hlavné z fyziky, ackoli se Pascal vénoval i matematice
nebo teologii. Také sestrojil jednu z prvnich mechanickych kalkulacek.

22Jedn4 se o nazev historické mény, ktera byla ve Francii pouzivana od 9. stoleti do roku 1795.
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Uloha 14. Vyjadfi pravdépodobnost vyhry v této he.

Pravdépodobnost vyhry ¢ini v tomto pripadé asi 49 procent, takze se hru hrat nevyplati, i kdyz
to na prvni pohled neni viibec jasné. Vyherni castka vSak nemusi vzdy byt rovna proherni. Zamysli
se nad nasledujici hrou.

Hra. Hodime si poctivou kostkou. Pokud padne 1,2, 3 nebo 4, dostaneme 1 K¢. Jinak prohrajeme
10 K¢.

Chtél(a) bys hrat takovouto hru? Troufdme si tvrdit, Ze ne, intuice totiz ikd, Ze i kdyz je
pravdépodobnost vyhry dvakrat vétsi nez pravdépodobnost prohry, pifi prohie zaplatime desetkrat
vic, nez kolik vydélame pfi vyhte.

A presné v této situaci vstupuje na scénu stfedni hodnota ndhodné veli¢iny. Je-li ndhodnou
veli¢inou nas zisk (prohrajeme-li penize, prosté to znamend, ze zisk je zaporny), stiedni hodnota
nam fika, jaky je ,oCekdvany“ zisk jedné takové hry. Pokud bychom tedy danou hru hrali tisickrat
za sebou, ofekdvame, Ze nas vydélek bude ¢éinit pfiblizné 1000 - E(X). Dalo by se fict, Zze zajimavost
i zdludnost hazardnich her se skryva v tomto vagnim ,ptiblizné“: sice si muzes spocitat, jaky
bude ocekavany vydeélek, ale nikdo Ti nezarudi, ze ho skutecné dosdhnes, protoze mohou nastat
i extrémné nepravdépodobné jevy.

Pro druhou z uvedenych her tak prosté spocitdme, ze stfedni hodnota vydélku X je E(X) =
= % -1+ % -(—10) = _Tw. Ackoli je tedy pravdépodobnost vyhry vétsi nez pravdépodobnost prohry,
1ze ocekavat, ze budeme-li hrat dostatecné dlouho, ztratime v prameéru necelé 3 K¢ kazdou hru.

Na zékonech pravdépodobnosti si postavila zivobyti kupfikladu kasina. Pokud se v kasinu roz-
hodnes hrat néjakou hru zalozenou na ndhodé, muzes se spolehnout na to, Ze vypocitas-li si stfedni
hodnotu svého vydélku, bude vzdy zaporna.

Uloha 15. Pi#i ruleté se kulicka kutéli po obvodu kola, dokud neskonéi v jedné z 37 piihradek
ocislovanymi od 0 do 36 véetné. Uvazme zjednodusenou variantu rulety, kde suda ¢isla kromé nuly
jsou Cernd, licha cisla jsou Cervena a nula zelena. Daji se s ni hrat kupfikladu nasledujici hry:
(1) Vsadis si z K& na to, ze kuli¢ka skon¢i na ¢erném policku. Pokud se tak stane, vrati se Ti
2 -z K¢. Jinak se Ti nevrati nic.
(2) Vsadis si z K¢ na to, ze kulicka skon¢i na konkrétnim policku. Pokud se sazka vydafi, vrati
se Ti 36 - z K¢. Jinak se Ti nevrati nic.

Ovér, ze v obou pripadech je stfedni hodnota vydélku zaporna.

Pravé diky principim pravdépodobnosti funguji i pojistovny. Pojistovani se je totiz vlastné
také forma hazardu. Mizes si byt jisty (jistd), ze ¢astka, kterou po Tobé bude chtit pojistovna
za pojisténi proti povodni, bude zarucené vétsi nez pravdépodobnost povodné vynasobena skodou,
ktera nastane, pokud povoden opravdu pfijde.

Presto mame o pojistovani ponékud jiné smysleni nez o hazardu. Jeden dilezity rozdil je v tom,
ze povodné nepfichézeji moc casto, ale kdyz pfijdou, napachaji obvykle velké skody. Nam tak
nevadi, Ze si platime za to, Ze v pfipadé nepravdépodobné udalosti nepfijdeme na mizinu.

Pokud se Ti nékdy v budoucnu pfihodi, ze budes vlastnit hotel, asi se Ti vyplati jej pojistit proti
zivelné pohromé, vypuknuti nakazlivé nemoci apod. Pokud se Ti ale nékdy v budoucnu pfihodi,
7e budes vlastnit tisice hoteltt po celém svété, vzpomerti si na tuto kapitolu?® a uvédom si, ze
se nevyplati pojistovat jednotlivé kazdy hotel. Kazdym rokem sice pravdépodobné nékolik hotelt
postihne néjakd pohroma, ale usly zisk bude vice nez vyvazen vydélkem zbylych hotela. Kdybys
misto toho kazdy hotel pojistil(a), sice by Ti pojistovna v pfipadé pohromy zaplatila usly zisk, ale
dohromady bys zaplatil(a) vic, nez kolik bys dostal(a).?4

Sumacni notace

Drfive nez budeme moci pokracovat ve zkoumani ndhodnych veli¢in, zavedeme si nové znaceni, které

23 A na nas.
24Tomuto principu se ¥ika samopojisténi.
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Celkem casto se stava, ze chceme secist néjaky velky pocet ¢isel, tfeba vSechna pfirozena ¢isla od
1 do 100. V takovém piipadé napiseme prosté jen 14+2+- - -+100 a pfedpokladame, ze kazdy pochopi,
co tim myslime. Nékdy dokonce pocet séitanci ani nezname predem; tfeba kdyz s¢itame ¢isla od 1
do n, zapiSeme to prosté jako 1+2+---+n. V pfedchozim dile v kapitole o nekone¢nych prostorech
jsme se dokonce setkali s nekoneé¢nymi soucty, coz vedlo k vyrazum jako 1 + % + % + é + o =2,

Tento trojteckovy zapis je pohodlny a skvéle funguje pro jednoduché pfipady. Nicméné ma i své
problémy. Muze stat, Ze existuje vic nez jedna rozumna interpretace takového zapisu, coz muze
vést k nedorozumeénim: naptiklad 345+ 7+ - - -+ 97 muze znamenat soucet vSech lichych ¢isel od
3 do 97, ale stejné tak dobfe to muze byt soucet vSech lichych prvocisel mensich nez 100. Tézce
spoléhdme na lidskou intuici, protoze vlastné neexistuje zddna jednoznac¢né spravna interpretace
t¥i tecek, takze i nejjednodussi vyrazy jako 1+ 2+ --- 4 100 oplyvaji jistou nejednoznacnosti.

Taky se nam muze stat, Ze misto posloupnosti budeme sc¢itat ¢isla v néjaké tabulce. Pak zacina
byt intuitivni zapis nepiehledny a komplikovany, protoze tam téch trojtecek zkratka je trochu moc.
V Gplné obecném pripadé vSak ani nevime, jestli se mnozina ¢isel, ktera s¢itame, da pékné predstavit
jako posloupnost, tabulka nebo néco uplné jiného. Prikladem je tfeba nase definice stfedni hodnoty
nahodné veli¢iny. Tu spocteme tak, ze se¢teme vyrazy P(w) - X (w) pro vSechna w € Q.

Hodil by se tedy néjaky elegantnéjsi zapis pro ,,podivej se na vSechny w € €, spocti, kolik je
P(w) - X(w), a vSechna tahle ¢isla secti“.

Takovy zéapis si ted predstavime. Zakladnim kamenem nové notace je velké fecké pismeno
sigma: X.2° Vyrazu, ktery s jeho pomoci vytvofime, pak fikdime suma. Notaci pouzivime na-
sledovné: pokud chceme prosté secist ¢isla od a do b véetné, napiseme

1=a

Tim myslime: Predstav si, ze proménna i je na zacatku a a my k ni v kazdém kroku pficteme
jedna, nez se dostaneme na b. V kazdém kroku (vCetné toho, kdy ¢ = b) si navic pfipo¢teme
i k vyslednému souctu. Pokud bychom tak chtéli seéist licha ¢isla od 3 do 97, napiSeme prosté

28 [(2i+1). Tato notace totiz znamend soucet (2:1+1)+(2-241)+- - -4 (2-48+1) = 345+ -+97.
Pokud chceme séitat hodnoty néjaké obecné funkce f, napiseme prosté E?:a f@@).

Novou proménnou, kterou jsme zavedli v 3 notaci, je zvykem znacit ¢, j nebo k. Samozfejmé ji
muzes znacit jak chces, pokud se tak nejmenuje néjaka jind proménnda, kterou uz pouzivas. Pozor,
tato novad proménnd ma vyznam pouze ,uvnitt sumy*!

Uloha 16. Rozmysli si, ze

1) Y, (FG) +9() = X0, F6) + Y0, 90),
2) S e f() =c- X0, FG),
(3) Yh_ge=(b—a+1)-c

Nova notace na prvni pohled miize ptisobit zbytecné slozité, ale jeji vyhoda se dostavi, hned jak
jicim prikladu.
Uloha 17. 'V tabulce 10 x 10 jsou napsana pfirozena &isla tak, Ze v policku na i-tém fadku a j-tém
sloupecku je napsano ¢islo 7 + 2 - j. Jaky je soucet Cisel v tabulce?

Uloha se da vyfesit riznymi zpiisoby. My si ukdZzeme p¥istup ,prosté to seétu“, ktery je velice
snadny, pokud ses jiz se sumami trochu szil(a).

25V fecké abecedé ¥ odpovida ,S“, jez je pocateénim pismenem latinského summa. Mimocho-
dem, jestli ses uz nékdy setkal(a) se znakem pro integral f, asi uz tusis, pro¢ pripominda protahlé

pismeno S.
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Reseni. Pro i-ty fadek si napiSeme soudet ¢isel na tomto Ffadku jako 2;0:1 (i4+2-7). Celkovy
soucet vSech ¢isel v tabulce je tak

10 10
> 2 +2:).
i=1j=1

Z predeslé ulohy uz vime, Ze vnitini sumu mtzeme upravit jako

10 10
S +24)=10-i +2-) 4.

Jj=1 Jj=1

Snadno spoéteme, zZe EJI-O=1 j = 55. Mtzeme tak dosadit do vyrazu s dvojitou sumou a spocitat

10 10 10 10
S>> G +2-5)=> (2-55+10-i) =10-2-55+10- Y i = 1100 + 10 - 55 = 1650.
i=1j=1 i=1 i=1

Vsimni si, ze nezalezi na tom, jestli se rozhodneme ¢isla v tabulce s¢itat po fadcich, nebo po
sloupedcich (my scitali po Fadcich). To zni jako nevinny a zcela trividlni fakt, ale jednd se o jeden
z nejvétsich trik@t v matematice?®, ktery zanedlouho také nejednou pouzijeme.

Sumy se navic na rozdil od trojteckové notace daji pouzit i ve chvili, kdy s¢itdme pfes netradi¢ni
mnoziny, jako tfeba lichd prvocisla mensi nez 100. V takovém piipadé se obvykle prosté napise

> »

p je prvocislo,
3<p<100
Jak jsme jiz naznacili, pro nas budou sumy nesmirné uzitecné pfi pocitani s ndhodnymi velici-
nami, napfiklad stfedni hodnota se spocita tak, ze pro vSechny elementarni jevy w naseho prostoru
se¢teme P(w) - X (w). V nasi notaci pak prosté piseme

E(X) =Y Pw)X(w).

weN

Tim myslime, Ze dany vyraz seCteme pro uplné vsechny w, pro ktera plati w € Q.

Jak vi§, stfedni hodnotu také mizeme pocitat tak, ze seskupime elementarni jevy podle toho,
jaky davaji vysledek, a spoé¢itdme vazeny pramér. Oznacime-li obor hodnot X jako H(X), miZzeme
psdt B(X) =3 cgx)P(X =2) 2.

Linearita stfedni hodnoty

Nahodné veli¢iny jsou nesmirné uziteCnym néstrojem, ale aby se projevily v plné sile, musime
jich obvykle mit vicero. V této kapitole si ukdzeme, jak pracovat s nékolika ndhodnymi veli¢inami.
Zakladnim nastrojem je takzvana linearita stfedni hodnoty, coz neni nic jiného nez pozorovani, ze
stfedni hodnota souctu nékolika veli¢in je rovna souctu jejich stfednich hodnot.

Vratme se nyni k nasemu pravdépodobnostnimu prostoru odpovidajicimu tfem hodéim minci.
Uvazovali jsme ndhodnou veli¢inu X, kterd odpovida poc¢tu panen, které padly. Spocetli jsme, ze
stfedni hodnota X je 1,5.

Jak jsme si také rekli, vysledek 1,5 je velice pfirozeny: pokud si totiz hodime jen jednou minci,
stfedni hodnota poctu panen bude 0,5. Pfi hodu tfemi mincemi tak ocekavame, Ze stiedni hodnota
bude tiikrat vétsi.

26 A také v tcetnictvi pred prichodem poéitaci: chees-li si byt opravdu jisty (jistd), ze jsi spravné
seCetl(a) vyplaty deseti zaméstnanct za dvanact mésici, se¢ti nejprve vyplaty v tabulce po zamést-
nancich a pak po mésicich.
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To je velice intuitivni myslenka, ale i takové se museji dokazat. Z definice ndhodné veli¢iny
nic takového totiz neplyne! Veli¢ina ,pocet panen pii hodu tfemi mincemi“ je dokonce definovana
na jiném prostoru nez veli¢ina ,,pocet panen pfi hodu jednou minci“. UkaZzme si nyni jednoduchy
dtkaz této myslenky feceny v jazyce ndhodnych veli¢in.

Zavedeme si na nasem osmiprvkovém prostoru tfi ndhodné velic¢iny X1, X2 a X3, kde X; fika,
kolik panen padlo v i-tém kroku. Naptiklad X; je rovno jedné pro ¢ty¥i elementarni jevy (panna,
panna, panna)?’, (panna, panna, orel), (panna, orel, panna) a (panna, orel, orel). Jinak je X7 rovno
nule.

Vsimni si, ze pro kazdy jev w plati X(w) = Xi(w) + X2(w) + X3(w). Napiiklad pro jev
w = (panna,orel, panna) je Xi1(w) = 1, Xo(w) = 0, X3(w) =1 a X(w) =14+0+1= 2. To

v nasem zapisu zapisujeme jako X = X1 + X2 + X3.
¢

Q

¢

3

P

b

X 0 0 0 0 1 1 1
Xo: 0 0 1 1 0 0 1
Xgi 0 1 0 1 0 1 1
X=X1+Xo+X3: 0 1 1 2 1 2 3

Dale si v8imni, ze E(X1) = E(X2) = E(X3) = 0,5. A ted pfijde trik: Protoze X = X1+ X2+ X3,
muzeme vyjadrit stfedni hodnotu X jako soucet stfednich hodnot velicin X1, X2 a X3, ktery ale
snadno spocitame:

E(X)= ) Pw) Xw) =Y Pw) (Xi(w)+ Xz(w) + X3(w))
weN weN
=Y PW) Xi(w)+ ) Pw) Xz2(w) + Y P(w)- X3(w)
we weN weN

= E(X1) + E(X2) + E(X3) = 0,5+ 0,5+ 0,5 = 1,5.

Faktu, ze predchozi vypocet funguje, se fika linearita stfedni hodnoty. Pojdme si ho nyni
zformulovat jako obecné tvrzeni.

Tvrzeni. (linearita stfedni hodnoty) Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a redlné ¢islo ¢ plati
E(c-X) = ¢+ E(X). Déle necht X1,Xo,...,Xn jsou ndhodné veli¢iny definované pro stejny prav-
dépodobnostni prostor Q. Potom E(X1 + X + -+ + Xn) = E(X1) + E(X2) + -+ - + E(X»n).

Dikaz. 'V prvnim ptipadé chceme dokazat, ze

Y PW)-eX(w)=c¢ Y Pw): X(w),

wen we

27Tedy v prvnim, druhém i ve t¥etim kroku padla panna.
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coz je ale pouhé vytknuti ¢éisla ¢ pred sumu.
Prepiseme-li druhy bod tvrzeni v jazyce sum, chceme dokazat, ze vyraz

n

B(X1 4+ Xo+- 4 Xn) =Y Pw)) Xiw) =Y > PwXiw)

weN =1 weNi=1

je rovny vyrazu

E(X1) +E(X2) +--- + E(Xn) = Zn: Y P(w)Xi(w).
1i=1we

To je ale pouhé piehozeni sum (chces-li, s¢itdme prvky po fadcich a po sloupeécich).

Poznamenejme, ze ackoli jsme si linearitu stfedni hodnoty ukézali na ptrikladu hodu tfemi min-
cemi, které jsou na sobé nezavislé, linearita stfedni hodnoty viibec zadnou nezavislost nevyzaduje,
funguje vzdy!

Uloha 18. Viki si hodil deseti kostkami a Jachym si dvacetkrat hodil falesnou minci, na které
pada panna s pravdépodobnosti 0,2. Potom od celkového poctu ok, kterd padla Vikimu, odecetli
dvojnasobek celkového poctu panen, které padly Jachymovi. Jaka je stfedni hodnota vysledku?

Dej si pozor na to, ze pfedchozi tvrzeni funguje pouze pro soucet ndhodnych veli¢in a obecné
neplati pro jiné operace.

Uloha 19. Najdi dvé ndhodné veli¢iny X1, X2 takové, ze E(X1) - E(X2) # E(X1 - X2).

Linearita stfedni hodnoty je nesmirné uzite¢ny nastroj. Pojdme si ukdzat jeho pouziti na nasle-

dujici uloze.
Uloha 20. Na celostatni kolo matematické olympiady dorazilo n soutézicich, pri¢emz kazdy do-
stal visacku. Visacky se nicméné nedopatfenim zamichaly a byly rozdany nahodné — kazdé mozné
rozdéleni ma stejnou pravdépodobnost. Jaky je stfedni pocet soutézicich, ktefi dostali visacku se
svym jménem?

Spocitejme nejprve, jaky je vysledek pro néjaké malé n, feknéme n = 4. OznaCme si Ctyfi
uéastniky pismeny A, B, C, D. Kazdé mozné rozdéleni visacek odpovidd néjaké permutaci ctyt
pismenek A, B, C, D. My méame pro kazdou permutaci spocitat, kolik ucastnikia dostalo svoji
visacku — takové ucastniky budeme nazyvat spokojenymi. V nasledujici tabulce kazda permutace
odpovida jednomu sloupecku a spokojeni tcastnici jsou vyznaceni tué¢né. My mame spocitat pru-
meérny pocet spokojenych tcastnikl, tedy mame seéist hodnoty pro vSechny sloupecky, coz jsme
udélali v posledni fadce. Nasledné mame vydélit 4! = 24, abychom dostali pravdépodobnost.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 ¥
A: A AAAAABBBBBDBU CCOCCCCDUDUDDDD 6
BB BCCDDAACCDDAADBDBDUDAADBBT CC 6
C: CDBDBCCDADACBUDADABI BT CATCATB 6
D DCDBCBDCDACADIBDAIBACDBTU CAUB AG®EG6
>4 2 2112201001 102 1 0001 1 2 0 0 24

Oznacime-li X pocet spokojenych ti¢astnikd, pohledem na posledni fadku vidime, ze P(X = 0) =

=32, P(X=1)=2,P(X=2)=£ P(X=3)= 4 aP(X =4) = ;. Tedy

8 6 1 8+2.6+4-1

9
E(X)=0-— +1-— 42 - — +3.044- — =T
(X) 2a Tl oa TP g 0T gy 24

Tento zpusob je dost pracny a viibec neni jasné, jak ho zobecnit pro libovolné n. Co kdybychom
ale spokojené ucastniky séitali po fadcich a ne po sloupeccich? Vidime, ze v kazdé fadce je presné
Sest spokojenych tcéastnikd (posledni sloupecek tabulky), coz viibec neni ndhoda. VSechny visacky
jsou totiz stejné a pro libovolného ucastnika proto musi byt pravdépodobnost, Ze dostane danou
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visacku, stejnd pro vSechny visacky. Jinymi slovy, kdyz se podivas na sloupecky, ve kterych je
A na svém misté, zjistis, ze odpovidaji 3! = 6 permutacim pismenek B, C, D. Tento postup je
velice snadné zobecnit pro libovolné n a sepsat na jeho zakladé ¢isté kombinatorické feseni. My si
ukézeme, jak se da diikaz elegantné zformulovat s vyuzitim linearity stfedni hodnoty, jejiz podstata,
jak vime, je pfesné s¢itani prvkia tabulky po fadcich a po sloupeccich.

Reseni. Zavedme si n nahodnych veli¢in X;, pficemz X; = 1, pokud i-ty soutézici dostal svou
visacku, a X; = 0 jinak. PovSimnéme si, Zze pro nadhodnou veli¢inu X ,pocet soutézicich, kteri
dostali svou visacku® plati X = X7 + Xo + -+ 4+ X,,.

Povsimnéme si, ze pravdépodobnost, ze i-ty soutézici dostal svou visacku, je presné %, nebot
pravdépodobnost, ze dostal danou visacku, musi byt stejna pro vSech n visacek, protoze se vsechny
chovaji stejné. Pro ndhodnou veli¢inu X; tak plati E(X;) = 2 -1+ (1—1).0 = 1.7 linearity
stfedni hodnoty tak plyne

E(X):E(Xl+X2+"'+Xn)ZE(X1)+E(X2)+-'~+E(X7L)=n~%:1.

V predchozim dikazu jsme pouzili ndhodné veliiny, které nabyvaly pouze hodnoty nula, nebo
jedna. Takova veli¢ina se da plné popsat tim, pro které elementarni jevy naseho prostoru dava vy-
sledek jedna. Odpovida tak vlastné presné néjakému jevu. Proto se ndhodné veliciny, které nabyvaji
pouze hodnoty 0, nebo 1, nazyvaji indikatory, nebot indikuji, zda nastal n&jaky jev.

Na prvni pohled se muze zdat, ze jsou indikatory smésné jednoduché. Linearita stfedni hodnoty
ale ukazuje, Ze mohou byt nesmirné uzite¢né, nebot i komplikovanéjsi ndhodné veli¢iny se casto daji
vyjadrit jako soucet indikatort (i pocet padlych panen jsme tak ostatné zapsali). Hlavni vyhodou
této metody je, Ze nas viubec nemusi zajimat, jestli jsou jednotlivé jevy nezavislé, protoze i kdyby
mezi sebou byly provazany néjakymi slozitymi vztahy, tak se jejich stfedni hodnota stale bude
chovat pékné diky linearité stfedni hodnoty.

Tvrzeni. Necht I, je indikator jevu A, tedy ndhodn4 veli¢ina, kterd nabyva hodnoty 1, nastal-li
jev A, a jinak je 0. Potom plati E(I4) = P(A).
Dukaz. Indikator da jednicku pro vSechny elementarni jevy, které lezi v A, takze z definice stiedni
hodnoty plati E(14) =03 ,cq\a P(W) +1-3,c4 P(w) =3, c4 P(w) =P(A).

S indik4torovym trikem po ruce se jiz muzes$ pustit do feSeni nasledujicich tloh!
Uloha 21. Na stole lezi balicek 32 hracich karet. Oto¢ime prvnich pét z nich. Jaka je stfedni
hodnota poc¢tu otocenych srdcovych karet?

Uloha 22. Na sluni¢ku se v krouzku hialo 2018 tuleridtek. Jelikoz jsou tulenatka mald a nepo-
sedné, kazdé z nich v jednu chvili §touchlo do ndhodné zvoleného souseda (do kazdého s pravdépo-
dobnosti %) Jakd je stiedni hodnota poétu $fouchnutych tulenatek?
Uloha 23. Pomoci stfedni hodnoty nahlédni, ze Y ;_o (}) - k= % - 2.
Nasledujici tloha ukazuje, jak moc je uziteéna linearita stfedni hodnoty. Zatimco spocitat E(X)
a E(Y) je jednoduché, zbylé t¥i ¢asti tlohy ukazuji, Ze se zkoumané ndhodné veli¢iny X a Y chovaji
v ruznych ohledech velmi rozdilné.
Uloha 24. Kuba a Rado si n-krat hodili minci. Za kazdé dva po sobé jdouci orly dostane Kuba
bod (dvojice, za které dostava body, se mohou piekryvat). Za kazdého orla nisledovaného pannou
dostane jeden bod Rado. Ozna¢me X a Y ndhodné veli¢iny udévajici poCet bodu, které dostane
Kuba, respektive Rado.
(1) Kolik je E(X) a kolik E(Y)?
(2) Jaké jsou maximalni mozné hodnoty X a Y'?
(3) Reknéme, 7e Kuba ziskd bod za dvojici hodt 4,7 + 1. Jaka je pravdépodobnost, Ze ziské
bod za dvojici hodt i + 1,7 + 27 A kolik to vyjde pro Rada?
(4) (te&zsi) Dokaz, ze pro n > 4 je P(X = 0) vétsi nez P(Y = 0).
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Pocitani s indikatory se také dobfe chova vuci zakladnim mnozinovym operacim, jak ukazuji
nasledujici priklady:
Uloha 25.
(1) Rozmysli si, ze jsou-li Ix, Iy indikdtory jeva X,Y, tak I = Ix Iy je indikdtor jevu X NY.
(2) Se stejnou notaci jako v prvni ¢asti dokaz, ze I’ = 1— (1 —Ix)(1— Iy) je indikdtor X UY.

(3) (tézka, princip inkluze a exkluze) Ukaz, ze pro libovolnou n-tici jevi Ai,..., A, plati
(v sumé dole s¢itdme pfes vSechny neprazdné podmnoziny S mnoziny {1,...,n})
P(AiUAU---UA,) = > (—1)FP(As, NAs, M- N Ag,).

S={s1,...,5}

Diskrétni prostory*

Nejprve poznamenejme, ze X notace, kterou jsme si zavedli, se dd zobecnit i na nekone¢né soucty.
Chceme-li ,secist“ hodnoty néjaké funkce f:N — R pro vSechna pfirozena cisla, miizeme misto
S+ f(2)+... psat Y o2, f(4). Vsimni si uvozovek v predchozi vété: v pfimém smyslu totiz neni
mozné doslova seéist nekoneéné mnoho &isel.2® S dostateéné krotkymi souéty, coz bude i nas piipad,
nicméné muzeme zachazet Gplné stejné jako s témi konecnymi. Specialné stale miuzeme pouzivat
dpravy pro koneéné souéty, které zname z Ulohy 16. To mimo jiné znamend, 7e se nase definice
nahodné veli¢iny a stfedni hodnoty daji velmi snadno zobecnit z kone¢nych pravdépodobnostnich
prostoru i na nekone¢né diskrétni.

Vratme se nyni k piikladu z minulého dilu, kde jsme uvazovali prostor odpovidajici pokusu,
kdy hézime minci tak dlouho, nez ndm padne panna. V nasem pfikladé byla mince falesné a panna
padla v kazdém pokusu nezavisle s pravdépodobnosti p. Prirozena otazka je, jaky je prumérny pocet
hodt, po kterém nam panna padne. Jinymi slovy chceme znat stfedni hodnotu ndhodné veliciny,
kterd pro vsechna pfirozend i nabyva hodnoty i s pravdépodobnosti p - (1 — p)*~! — to je totiz
presné pravdépodobnost, ze panna padne poprvé v i-tém kroku. Potfebujeme tedy znat hodnotu
nekoneéného souctu y 22, ¢ -p (1 — p)ifl, Ta se da spocitat péknym trikem, ktery si nyni ukaZeme.
Tvrzeni. Hézime-li minci, na které padd panna s pravdépodobnosti p > 0, nez poprvé padne
panna, je stiedni hodnota po¢tu hodi rovna 1/p.

Ovérme, ze vysledek dava smysl — ¢im mensi pravdépodobnost, ze padne panna, tim déle se

v priaméru musime snazit. Speciédlné dostavame, Ze je-li mince férova, tedy p = 1/2, v priméru jsou
potfeba dva hody na to, aby padla panna.
Dikaz. Ozna¢me X nahodnou velié¢inu odpovidajici prvnimu kroku, ve kterém padne panna.
Uvazme nyni prvni krok. Pokud padne panna (to se stane s pravdépodobnosti p), mdme X = 1.
Co kdyz panna nepadne? Jednotlivé hody jsou nezavislé (mince nemé pamét), takze stfedni pocet
hodd, nez padne panna, je pofad E(X). K tomu je pot¥eba pFiéist pravé vykonany krok. Dostdvame
tak rovnici

E(X)=p-14+(1-p)(EX)+1),

jejimz Fesenim je E(X) = %,
Uloha 26. Zkus najit alternativni dtikaz predeslého tvrzeni podle nésledujiciho navodu:

(1) Rozmysli si, ze pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X, kterd mize nabyvat pouze kladnych
celo¢iselnych hodnot, plati E(X) = Y72, P(X > 4).
(2) Uvédom si, kolik je P(X > 4) v naSem piipadé, a secti fadu.

28Procgez neexistuje smysluplna odpovéd na otazky typu: ,Kolik je 1 —14+1—1+...7¢
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Nahodné veli¢iny na spocetnych prostorech se oviem nékdy muzou chovat ponékud zaludné,
specialné se mize stat, ze stfedni hodnota ndhodné veliciny vyjde nekonec¢no. Muzeme si napiiklad
vymyslet ndhodnou veli¢inu, kterd m4 s pravdépodobnosti 2~ ¢ hodnotu 2¢. Potom je stfedni hod-
nota takové veli¢iny rovna souctu % -2+ % 44 é -84+ = 00.29 To je také zdrojem nésledujiciho
paradoxu:

Uloha 27. (Petrohradsky paradox) Uvazme nasledujici hru — nejprve zaplatis 1000 K& a pak si
budes hazet minci, nez Ti padne panna. Pokud padla v i-tém kroku, dostanes 2° K¢&. Vyplati se Ti
hru hrat?

Dostaneme, ze hru se vyplati hrat, at uz je vkladni ¢astka jakdkoli, nebot ocekavany zisk bude
vzdy nekone¢no. Problém je v tom, Ze jak jsme si fekli na prikladé pojistovani, pro velké castky
a zna¢né nepravdépodobné jevy uz obcas nemé valny smysl vyvozovat ze stfedni hodnoty néjaké
zavéry. A v tomto pfipadé uz pro n = 100 pracujeme s neskute¢né malymi pravdépodobnostmi,
pro které ziskdme nepredstavitelné bohatstvi.

Uloha 28. Vyplatilo by se Ti pfedchozi hru hrat, pokud by byla velikost vyhry shora omezena
HDP Ceska za rok 2017, tj. 5- 102 K&? Jinymi slovy, ve chvili, kdyby panna v dalsim hodu mohla
vést k vyhie prevySujici tuto mez, tak se uz ve hie nepokracuje a prosté dostanes tyto penize.

Pravdépodobnostni metoda a stfedni hodnota

Pamatujes si jesté, jak jsme na zacatku seridlu s pravdépodobnostni metodou fesili priklady, které
na prvni pohled s pravdépodobnosti viibec nesouvisely? Se stFfedni hodnotou se tato metoda stava
jesté silngjsi! Motto naseho pfistupu na zacatku bylo, Zze pokud mé ndhodné zvife ze ZOO rypacek
s nenulovou pravdépodobnosti, existuje v ZOO zvite, které mé rypacek. Nyni budeme pouzivat
nasledujici: pokud ma nahodné zvife ze ZOO v priméru 4,1 nohou, tak v ZOO existuje zvife, které
mé alespon 4,1 nohou, a stejné tak existuje zvire, které ma nejvyse 4,1 nohou. Vzhledem k tomu,
ze zvifata maji celociselny pocet nohou, musi dokonce existovat zvife s alespon péti nohama a zvife
s nejvyse ¢tyfma nohama. Sila tohoto pfistupu spociva v tom, Ze diky linearité stfedni hodnoty
umime prumérné pocty lecceho pocitat neuvéritelné snadno.

Uloha 29. Na kazdoroéni turnaj ve frisbee dorazilo n tulefii. Vime, ze m dvojic tulent se kama-
radi. Ukaz, Ze je mizeme rozdélit do dvou (ne nutné stejné velkych) tymi tak, aby dvojic, které se
maji rddy a jsou spolu ve stejném tymu, bylo alespon 7.

Reseni. Rozdélme tulené do tymi nahodné, tedy pro kazdého se rozhodneme, do jakého tymu
prijde, nezavisle na ostatnich s pravdépodobnosti % Zavedme indikatorovou ndhodnou veli¢inu X,
1 <4 < m, pro kazdou dvojici tuleni, ktefi se kamaradi. Pravdépodobnost, ze konkrétni dvojice
bude ve stejném tymu, je presné %, nebot s pravdépodobnosti i skonci oba tuleni v prvnim tymu
a se stejnou pravdépodobnosti skonéi oba v druhém tymu.

Necht X je ndhodna veli¢ina udavajici pocet kamaradskych dvojic ve stejném tymu. Mame
X =X1+ X2+ -+ Xm. Z linearity stfedni hodnoty tak dostavame, ze E(X) = E(X1) + E(X2) +

~~-+E(Xm)=m~%.

To ale nutné znamena, ze existuje rozdéleni tulent, pro které je pocet kamarddskych dvojic ve

stejném tymu alespon % Kdyby totiz pro kazdé rozdéleni byl pocet takovych dvojic mensi nez
, i stfedni hodnota by musela byt mensi nez 7', nebot se jedna o primér poctu kamaradskych

dvojic ve stejném tymu pro vSechna mozné rozdéleni.

29Nelekej se symbolu nekoneéna, ten tady neznamend nic jiného, nez Ze tento soucet roste nad
vSechny meze.
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Jak uz se to u ukdzkovych tloh obé&as stavé, pouzili jsme zde kanén na vrabce®?. Existuje totiz
i mnohem jednodussi feSeni, které na prvni pohled s tim pravdépodobnostnim viibec nesouvisi.
Uloha 30. Vyies piedchozi piiklad bez pouziti pravdépodobnosti.

Nyni si zkus tento postup aplikovat sdm (sama) na nésledujici pfiklady. Stejné jako u klasické
pravdépodobnostni metody existuje nasledujici recept:

(1) Prectisi v zadani, co mas zvolit, a udélej to ndhodné. Rozmysli si, jaky pravdépodobnostni
prostor odpovida této volbé.

(2) Musis dokdzat, ze pro danou volbu je pocet né¢eho nabyva alespori/nejvyse néjaké hodnoty.
Staci dokazat, ze stfedni hodnota veli¢iny pfi ndhodné volbé je rovna alespoii/nejvyse této
hodnoté.

(3) Spocitej stfedni hodnotu pro svou ndhodnou volbu. Muze se hodit rozlozit danou veli¢inu
na soucet jednoduchych veli¢in a pak pouzit linearitu stfedni hodnoty.

Uloha 31. Mame opét n tuletiti a m kamaradskych dvojic. Dokaz, Ze je mtizeme rozdélit do tii
(ne nutné stejné velkych) tymu tak, aby poéet kamaradskych dvojic ve stejném tymu byl nejvyse
m/3.

Uloha 32. Do soutéze Cesko hleda Superstar se ptihlasilo a soutézicich. Posuzuji je étyii porotci,
pficemz kazdy z nich hodnoti soutéziciho pouze slovy ,dobry“, ,uchazejici“ nebo ,Spatny“. Dokaz,
ze existuji dva porotci, ktefi se shodli na alespon Sestiné soutézicich.

Uloha 33. V turnaji hralo n hraéd, pticemz kazdy hral s kazdym. Po skonéeni turnaje bychom
radi soutézici sefadili tak, Ze prvni porazil druhého, druhy tfetiho atd. Dokaz, ze turnaj mohl
dopadnout tak, aby pocet zptisobu, jak soutézici sefadit, byl alespon 27?%1

Uloha 34. Rozmysli si, ze pokud vyfesi§ n&jaky piiklad (napt. z prvni sekce tohoto dilu) s po-
uzitim nerovnosti P(A1 U--- U A,) < P(A1) + -+ + P(A4y), misto pouziti této nerovnosti muzes
zavést vhodné indikatory a pouzit linearitu stfedni hodnoty. Nova metoda je tedy do jisté miry
zobecnénim zakladni pravdépodobnostni metody.

Uloha 35. Na spolecenském veceru se seslo n ucastnikii a n G¢astnic, ktefi si spolu chtéji zatan-

2

covat. Pfedpokladejme, Ze existuje alesponi n® —n + 1 para (tvofenych osobami opa¢ného pohlavi),

30V tomto piipadé spis tulené.
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které by spolu chtély tancovat. Ukaz, Ze umime vSech 2n taneéniki poparovat tak, aby kazdy
tancoval se clovékem, se kterym tancovat chce.

Uloha 36. (té7ka) Méjme n > 1 relnych &isel, jejichz soucet je nula, a zaroveti je alespoti jedno
z nich nenulové. Ukazte, Ze je muzeme oznacit a1, ..., an tak, aby platilo ajaz+agaz+- - -+anai < 0.
Uloha 37. (t&7k4 a se spojitymi prostory) Tuldk ma kabat o povrchu 1 a na ném pét zaplat

o obsahu % Ukaz, ze se nékteré dvé zaplaty musi pfekryvat na oblasti s obsahem alespon é

Zavér

Moznd Ze jisté ale urcité snad.
Jirt Suchy

Hura! Docetl(a) jsi az na konec druhého dilu. Doufdme, Ze ses uz szil(a) s pravdépodobnostnimi
prostory a ani ndhodné veli¢iny Té dnes nebudou strasit ve spanku. V tomto dile jsme si ukazali,
jak aplikovat nase znalosti k feseni pfikladd, ale do pfistiho dilu si hlavné zapamatuj, co to jsou
nahodné veli¢iny, k ¢emu se muze hodit znat jejich stfedni hodnotu a jak ji vypocist s pouzitim
linearity stfedni hodnoty. Tésime se na Tebe u pfistiho dilu a do té doby prejeme hodné zdaru pti
feSeni soutéznich uloh!

Navody k dlohdam

2. (1) Nic. (2) Nic. (3) Jeden tym muze byt hodné maly. (4) Pravdépodobnost, ze zakazana
skupina je celd v jednom tymu, ted nebude 2 - g;, ale 2 - (168)/(?‘21).
3. Rozdél PraSatka nahodné a pak pokracuj jako ve vzorovém piikladu.

4. Zvol ndhodnou uspofadanou dvojici studentti (zalezi na pofadi a v obou ndhodnych vybérech
muze§ zvolit téhoz studenta). Jaka je pravdépodobnost, Ze ani jeden z nich nevyfesil prvni tlohu?
5. Ucitel(ka) nejspis bude fikat, ze sis mél(a) dojit o prestévce, ale nakonec Té pravdépodobné
pusti.
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6. Nahodné zvol 14 jazyk® nezavislymi ndhodnymi vybéry; pravdépodobnost, Ze jeden z ucitelt
mluvi ndhodné zvolenym jazykem, je alespon % A ano, konstantu 14 jde vyrazné zlepsit.

7. Kdyz déti rozdélime ndhodné, bude pravdépodobnost, Ze dané dité nema ve své skupince

zadného kamarada, rovna nejvyse (gg)/(gg).

8. Nahodné zvol permutaci a podivej se na jednotlivé za sebou jdouci dvojice prvki. Chtéli bychom
pouzit odhad na sjednoceni pravdépodobnosti, jenze nas odhad pomoci souc¢tu odhaduje na druhou
stranu. Plati ale, Zze kdyz od souc¢tu pravdépodobnosti navic odecteme soucet pravdépodobnosti
vSech dvojic jevl, otoci se odhad na druhou stranu.

9. Zvol zndmosti ndhodné. Jaka je pak pravdépodobnost, Ze z danych n lidi se vSichni znaji?
10. Co se stane, pokud prohodime orla a pannu? Ve druhé ¢asti mtzes poparovat jevy, které maji
stejnou pravdépodobnost, vyjde %

15. Prosté to dosad do vzorecku.

16. Prvni dveé c¢asti plynou ze zakladnich vlastnosti aritmetickych operaci; pro tfeti cast uvédom,
kolik s¢itancu tam je.

22. Zaved si indikatory jevi ,k-té tulenatko bylo stouchnuté®.

23. Vyber si z n prvki ndhodnou podmnozinu a podivej se na stiedni hodnotu jeji velikosti.

25. (1) Plyne z definice indikatoru.
(2) Vzpomen na to, jak se pruniky a sjednoceni operace chovaji vii¢i dopliiktim.
(3) Zaved si indikatory a zkus trochu zobecnit poznatky z prvnich dvou ¢asti; na konci kom-
binatoricky nahlédni, jak se ronasobi jeden vyraz.

26. Pouzij,ze2=1+1,3=141+1, atd. Nasledné secti tu fadu.
31. Postupuj stejné jako s rozdélovanim do dvou tymd.
32. Podivej se na ndhodné dva porotce a pro kazdého soutéziciho zaved indikator, Ze se na ném

porotci shodli. Co muzeme fict o pravdépodobnosti toho, Ze se na daném soutézicim nahodni dva
porotci shodli?

33. Reknéme, Ze kazdy zapas skonéil nahodné. Jaka je pravdépodobnost toho, ze pro dané sefazeni
hrac¢t kazdy porazil toho po své pravici?

35. Jaka je stfedni hodnota hodnota poctu ,dobrych® part, poparujeme-li icastniky s icastnicemi
nahodné?

36. Ozna¢ je ndhodné a spocitej E(aiaz). Mize se hodit roznasobit si vyraz (a1 +a2+--- +an)2.
37. Uniformné ndhodné zvol bod na kabéatu, necht se nachézi uvniti D zaplat. Zkus néjak inter-
pretovat a odhadnout vyraz E((g ))-

Podrobné navody k Gloham

2. (1) Nic, prosté by pravdépodobnost jevii A; nebyla piesné 275, ale nejvyse 275.

(2) Nic, pocet ucastnikti pfekvapivé viilbec nehraje roli. Samoziejmé, pokud mame podminky
pro Sestice, musi byt pocet Gcastnikl alespon 6.

(3) Jsou-li vSichni Géastnici v jednom, nebo vSichni v druhém tymu, urcité bude vSech deset
pozadavkl poruseno. To ale znamend, Zze pro 32 podminek mame P(A1 U - - U Az2) <
< P(A1) + -+ + P(As2). I pro 32 podminek tak stejnym postupem dostaneme ostrou
nerovnost P(A; U--- U Asz2) < 1. Bez tohoto pozorovani bychom dostali pouze neostrou
nerovnost, kterd ale nestaci.

(4) V tomto p¥ipadé uz neni pravda, Ze vybrat Sestici znamena udélat Sest nezavislych rozhod-
nuti. Vybrat dvanact ucastniki tak, ze tato dvanactice obsahuje danou Sestici ucastniku,

48



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

znamena, ze musime zvolit 6 zbylych Gcastniki z celkového pocétu 24 — 6 = 18. Mame tedy
18

P(A;) =2- %. Zbyva ovétit, ze 10 - P(A;) < 1, coz pfenechame kalkulackam.
12

3. Rozdélime PraSitka do tymt ndhodné. Musime odhadnout pravdépodobnost, Ze dand sku-
pinka nebude mit reprezentanta v jednom tymu. Zafixujme jednu z podminek ze zadani a oznac¢me
jevem T to, ze dana skupinka PraSatek nemd reprezentanta v néjakém jednom tymu, a jevy T;,
1 <i <4 to, Ze dand skupinka neméa Z4dného reprezentanta v i-tém tymu. Mame P(T;) = (%)n,
nebot pro kazdé PraSatko se rozhodujeme nezavisle. Déle P(T) = P(Th UTo UT3 UTy) < P(T1) +
+P(T2) + P(T3) + P(T4) = 4- (%)n, nebot pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich jevi je rovna
souctu jejich pravdépodobnosti. Mame tedy méné nez i . (%)n jevi, z nichz kazdy nastane s prav-
dépodobnosti nejvyse 4- (%)n Vime, ze pravdépodobnost sjednoceni néjakych jevl je nejvyse rovna
souctu jednotlivych pravdépodobnosti, ten je ale mensi nez % . (%)n 4. (%)n =1.

4. Zvolme dvakrat po sobé ndhodného studenta z 200. Dokazeme, Ze s nenulovou pravdépodob-
nosti tato dvojice vyftesila vSechny priklady. Muze se stat, Zze vybereme dvakrat stejného studenta,
ale to nevadi, nebot pokud jeden student vyftesil vsechno, pfiddme k nému prosté do dvojice libo-
volného jiného studenta; tato dvojice pak opét vyresila vSechno.

Zavedme jevy Ui, Us,...,Us, kde jev U; znamend ,zadny ze zvolenych studentt nevyfesil i-tou
ulohu“. Nejvyse 80 student nevyfesilo prvni ulohu, takze pravdépodobnost toho, Ze ji nevyresil

prvni student, je nejvyde S = % Pro druhého to vyjde stejné a diky nezavislosti dvou voleb tedy

; 200
plati P(U;) < (2)” = 5.
Pravdépodobnost, ze nékterad ze Sesti tloh nebyla vyfesena ani jednim ze zvolenych studentt, od-
hadneme souétem pravdépodobnosti, neboli P(Uy U --- U Us) < P(U1) + -+ + P(Us) < % < 1.

5
Neéktera dvojice proto musela vyfesit vSsechny tlohy.
5. Tak, a ted se mtizes s chuti pustit do dalsich piikladi!

6. Pron < 7 stadi zvolit vsechny jazyky. Predpokladejme dale, Ze se vyucuje alespon 14 jazyku.
Pro ndhodné zvoleny jazyk je pravdépodobnost toho, Ze jim bude pevné zvoleny ucitel mluvit, rovna
alespon jedné poloviné, nebot kazdy ucitel ovlada alespon polovinu vSech vyucovanych jazykt.
Zvolme nezéavisle ndhodné 14 jazykl (jeden jazyk tedy mozné zvolime vicekrat). Nazvéme A; jev
»i-ty ucitel nemluvi Zadnym ze zvolenych jazyki“. Pravdépodobnost, ze prvni ucitel nemluvi prv-
nim z nich, je rovna nejvyse %, stejné tak pro kazdy z jazyku; jelikoz jsme jazyky volili neza-
visle na sobé, dostdavame P(A;) < 2714, Analogickou tivahu muZeme provést i pro ostatni udi-
tele. Ted uz stac¢i odhadnout pravdépodobnost sjednoceni pomoci sou¢tu pravdépodobnosti, tedy
P(A1U---UAs00) < P(A1) + -+ 4+ P(As00) < 500 - 2714 < 1, tak¥e musi existovat volba, pro niz
kazdy ucitel umi alespon jeden zvoleny jazyk.

7. Reknéme, Ze se jedno z déti jmenuje Fila. Pak existuje celkem (gg) 30¢lennych skupin, ve
89—k

29

kamaradua. Pro k& > 30 je (BQZEIC) < (Sg) To znamend, Ze pokud zvolime ndhodné rozdéleni do tii

skupinek, je pravdépodobnost, ze Fila nebude mit ve skupiné kamarada, rovna nejvyse (gg)/(gg) =
= % = % . % % Kazdy z téchto zlomki je roven nejvyse % Dale pravdépodobnost
sjednoceni je nejvyse rovna souctu jednotlivych pravdépodobnosti, takze je pfi ndhodném roz-
) J vy J ych p p ) Je p

déleni pravdépodobnost, Ze néjaké dité nemd zadného kamardda ve své skupince, rovna nejvyse

kterych je Fila; je-li pocet Filovych kamarada k, tak ( ) z nich neobsahuje zadného z Filovych

90 - (%)29 < 1. Proto musi existovat néjaké vyhovujici rozdéleni.

8. Pro libovolné mnoziny S; plati: [S1 US2U---USy| > [S1|+ -+ |Sn| = [S1 N S2| —[S1 N
Sg| — -+ — |Sp—1 N Sp|. V prvnich n ¢élenech totiz zapocteme kazdy prvek ze sjednoceni k-krét,
pokud se vyskytuje v k£ raznych mnozinach S;; tentyz prvek se ale bude nachézet i v pruseciku
libovolné dvojice fe¢enych mnozin, takze ho pak odecteme (g)—kraﬂt. Je tedy dohromady zapocten

presné (k - @ -krat. Tento vyraz je roven nejvyse jedné pro libovolné nezdporné k, takze na
pravé strané zapocteme kazdy ¢len z levé strany nejvyse jednou, ¢imz je nerovnost dokazana.
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Uvazme ndhodnou permutaci 7 a ozna¢me pro 1 <13 < 2n — 1 jako X; jev ,|nw(i) — w(i + 1)| = n*.
Staci nam ukézat, ze plati P(X1 U X2 U+ -+ U Xon_1) > 1. Spocitdme, ze P(X;) = 515 a P(X; U
Xj) =0pro |i—j| =1aPX;UX;) = m jinak. Nakonec pouzijeme dokazanou
nerovnost, kterou jesté pred tim vydélime velikosti celého pravdépodobnostniho prostoru, aby se
z velikosti mnozin staly pravdépodobnosti: P(X1UXaU- - -UX2,-1) > P(X1)+---+P(Xn)-P(X1N

2n—1
X2)=P(X1NX3)— - —P(X2n_2NX2n-1) = (2n—1) 525 — (( ") —(@n— 2)) D =
—1— n—1 __ n > 1
= 2n—1 ~ 2n—-1 = 2°
9. Pro kazdou dvojici se ndhodné rozhodnéme, zda se zna, nebo nezna. Pravdépodobnost, ze

danych n lidi se navzajem zna, je 27(721), nebot pro kazdy z (g) paru se s pravdépodobnosti jedna
polovina rozhodneme, Ze se dani dva lidé budou znat. Stejné tak 27(2) je pravdépodobnost, ze
danych n lidi se navzajem nezna. Pocet zptisobtl, jak z 27*/2 lidi vybrat n, je (27;/2). Pravdépodob-
nost, ze bude existovat n lidi, ktefi se navzajem bud vsichni znaji, nebo vSichni neznaji, je tedy
nejvyse (27;/2) -2 27(3) (zde pouzivame, ze pravdépodobnost sjednoceni je nejvyse rovna souctu
pravdépodobnosti). Nakonec spoéitame, Ze tento vyraz je mensi nez jedna, coz Ti pfenechame jako
ne tak docela jednoduché cviceni.

11. (1) Plati to pro vSechny veli¢iny, nebot pro vSechny elementarni jevy plati X (w) + X (w) =

=2 X(w).

(2) Pro vSechny elementarni jevy w musi byt X(w) - X(w) = X(w), tedy X(w) = 0, nebo
X(w) = 1; naopak kazdd nahodna veli¢ina s touto vlastnosti zfejmé splituje zadanou
rovnici.

12. Rozdélme elementarni jevy do m skupin podle toho, jaky vysledek pro né dava X. Soucet
pravdépodobnosti jevl, pro které je X rovné z;, je z definice P(X = z;). Formuli pak dostaneme
jako soucet prispévku vsech m skupin.

13. Hodime si spravedlivou minci a padne-li panna, poloZzime X = 4, a padne-li orel, definujeme
X =1 Potomje E(X)=E(1/X)=1-4+1-1>2

14. Pravdépodobnost, ze v néjakém kole hodime dvé Sestky, je %. Pravdépodobnost, ze v daném
35

kole nehodime dvé sestky je tak 5g. Pravdépodobnost prohry je tak z nezavislosti jednotlivych
pokust rovna (2—2)24, takze pravdépodobnost vyhry je 1 — (2—2)24 = 0,49.

15. Nehraj ruletu o penize. ;)

18. Necht X znaci celkovy pocet ok a Y celkovy pocet panen. Stfedni hodnota poc¢tu ok pfi
hodu jednou kostkou je 3,5, takze z linearity stfedni hodnoty mame E(X) = 35. Obdobné E(Y) =
= 20-0,2 = 4. Nakonec opét z linearity stfedni hodnoty mame E(X —2Y) = E(X 4+ (-2)-Y) =
=E(X)+ (-2) - E(Y) =27

19. Uvazme kuptikladu hod férovou minci a ndhodnou veli¢inu X, kterd dava 1, padne-li orel,
a 0, padne-li panna. Mame E(X) = % -0+ % 1= % Jak uz vime, plati X - X = X, takze zvolime-li
X1 = X2 = X, mdme E(X1) - E(X2) = %, ale E(X1 - X2) = E(X) = 1.

21. Pro1l <k <5 uvazme jevy Ay ,k-ta karta je srdcova®. Déle pro kazdy jev Ay zavedme jeho
indikator I. Mdme E(I) = P(Ag) = i. Pro celkovy pocet srdcovych karet X plati X = I1+---+15

a z linearity stfedni hodnoty tak méme E(/1 +---+ Is) =E([1)+---+ E(l5) =5 i = %

22. Pro kazdé 1 < k < 2018 zavedeme indikator Iy, pro jev Ay ,k-té tuletidtko bylo sfouchnuté®.
Plati E(I) = P(Ax) = %, nebot tulenidtko nebude stouchnuto jen tehdy, kdyz oba jeho sousedi
$touchnou svého druhého souseda. Pro pocet Stouchnutych tulenidtek X pak mame z linearity

stfedni hodnoty E(X) = E(I1 + -+ - + I2018) = E(/1) + - - - + E(J2018) = 2018 - % _ %-

23. UvaZme ndhodné vybranou podmnozinu n objektu. Pro kazdy jev A; ,i-ty prvek byl vybran
si zavedeme indikétor I;, pro né&jz plati E(I;) = P(4;) = % Stiedni hodnota poc¢tu vybranych
objektt je tedy %. Na druhou stranu ji mizeme vyjadiit jako > 5_q((})/2") - k.
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24. Panny budeme oznacovat jako P a orly jako O.

(1) Zavedeme indikator pro kazdou z n — 1 dvojic. Z linearity stfedni hodnoty pak vyjde "Tfl.
(2) Je to n — 1 pro sekvenci OOOO ... a [n/2] pro sekvenci OPOP...

(3) Vyjde % pro Kubu a 0 pro Rada.

(4) Potfebujeme spocitat pocet Fetézcl tvorenych pismeny O a P takovych, Ze a) neobsahuji
podietézec OO a b) neobsahuji podietézec OP. a) Reknéme, Ze a, je podet Fetézcii na n
prvcich neobsahujici OO. Potom plati a1 = 2, ag = 3. Déle uvazme libovolny fetézec na
n > 3 prvcich neobsahujici OO. Takovy fetézec bud kon¢i na pismeno P, nebo O. V prvnim
pripadé muze byt prvnich n — 1 znakt Fetézce libovolnym fetézcem neobsahujicim OO.
V druhém pfipadé musi byt pfedposledni znak P, ale prvnich n — 2 znaku zase muze byt
libovolny Fetézec neobsahujici OO. Dostavame tak rovnici an, = an—1+an—2, z které muze
pocitat dalsi ¢leny: 2,3,5,8,13,. ... Této posloupnosti se také fika Fibonacciho. b) Jestlize
posloupnost neobsahuje OP, plati, ze jakmile je v posloupnosti néjaké O, napravo od néj
uz musi byt samé Ocka. Kazda takova posloupnost nejdfiv obsahuje néjaky pocet Pcek
(klidné nulovy) a pak n&jaky podet Ocek (také klidné nulovy). Takovych posloupnosti je
n + 1. Stac¢i dokazat a, > n+ 1, coz Ti pfenechame jako snadné cviceni na matematickou
indukci.

25. (1) Soucin dvou indikdtort bude roven jedné pravé tehdy, pokud budou oba z nich nenulové,
takze pro ty jevy, které jsou soucasti X i Y, neboli pro jejich prunik, jinak bude roven
nule, takZe rovnost plyne z definice indikatoru.

(2) Staci vSimnout, ze plati Iy =1—-Ix a X UY = X NY, nacez pouze pouzijeme vysledek
z prvni ¢asti a dostaneme kyzenou rovnost.

(3) Definujeme si pro v8ech n jevit A; jejich indikdtorové veli¢iny I; a pro sjednoceni téchto
jevil indikatorovou veli¢inu I. Jelikoz plati Aj UAsU---UA, = A1 NAxN---N Ay, vy-
plyva z minulého cvigeni vyplyva rovnost 1—1 = (1—11)(1—1I2) ... (1—I). Roznasobime-li

pravou stranu, tak po odecCteni jednicky a vynasobeni —1 dostadvame
I=3%" 11— Yi<jck<n Lilk + -+ (=1)"I1l2 ... In. Uvézenim stfedni hodnoty obou

stran dostaneme dokazovanou rovnost.

26. (1) Méme P(X > 1) =P(X =1)+P(X =2)+...,P(X >2) =P(X =2) + P(X = 3) +...
atd. V sumé > 22, P(X > i) se po takovémto vyjédfeni vSech P(X > 4) vyskytuje kazdy
vyraz P(X = j) pfesné j-krat. Proto }37%; P(X > i) =322, j- P(X = j) = E(X).
(2) V piipadé s minci je P(X > i) = (1 — p)*~!, nebot se to stane pravé tehdy, padne-li
béhem prvnich ¢ — 1 hodt pokazdé orel, takze E(X) =22, (1 — p)t = %, kde jsme secetli
geometricku fadu.

28. Stfedni hodnota vyjde nula, jen kdyz mizeme udélat alespon sto hodu, coz vede na ¢astku
2100 K¢, jez je zasadné vétsi nez HDP Ceska.

30. Budeme tulené do tymu pridavat po jednom. Pokazdé kdyz pridavame nového tulené, uvazime
pratelské vztahy mezi timto tuleném a tuleni, které jsme uz do tymu rozdélili. Aktudlniho tulené
pak prosté dame do tymu, kde je vice jeho kamaradi. Protoze v kazdém kroku byl pocet pfidanych
vztahil uvnitf tymu alespor roven poloviné celkového poc¢tu pfidanych vztahii, musi na konci platit,
ze pocet vztahd uvnitf tymu je alespon polovi¢ni oproti po¢tu vSech vztaht.

31. Postupujeme stejné jako v predchozim prikladu se dvéma tymy. Rozdélime tulené nahodné

a pro kazdou dvojici zavedeme veli¢inu X; indikujici, zda je ve stejném tymu. Dostavame E(X;) =

= % Z linearity stfedni hodnoty je stfedni pocet dvojic ve stejném tymu roven m - %, takze existuje
1

rozdéleni, kde je takovych dvojic nejvyse m - 3.

32. Necht X je ndhodna veli¢ina znadici pocet soutéZicich, na kterych se shodli ndhodni dva
porotci. Staci dokdzat E(X) > &- Déle pro kazdé i oznaéme A; jev ,nédhodni dva porotci se shodli
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na i-tém soutézicim“. Povsimnéme si, ze pro kazdého soutéziciho existuji alespon dva porotci, ktefi
mu dali stejné hodnoceni. Moznych dvojic porotcti je (;1) = 6, takze mame P(A4;) > %.
Pro v8echna 1 < i < a budiz X; indikitor jevu A;. Mame E(X) = E(X1)+E(X2)+---+E(Xq) =

=P(A1) +P(A2) + - +P(4da) > a - &

33. Predstavme si, ze turnaj dopadnul ndhodné, tj. kazdy hrac¢ vyhral kazdy ze svych zapasta
s pravdépodobnosti % Existuje celkem n! riznych sefazeni vSech hracu, protoze ocislujeme-li hrace
¢isly od 1 do n, tak kazdé sefaeni muzeme ztotoznit s néjakou permutaci w. Muzeme si tedy
zavést indikdtor Ir, ktery je roven jedné pravé tehdy, kdyz hra¢ = (i) porazil hrace w(i + 1) pro
i=1,...,n—1, jelikoz jsou véechny vysledky zapasti nezavislé, tak E(I;) = 21~ ™". Z linearity st¥edni
hodnoty je proto pramérny podet vyhovujicich sefazeni roven (s¢itdme pres vSechny permutace)
Z-;r E(I 7r) = 211%1

34. Projevy Ai,..., A, zavedeme indikatory I, ..., I,. Poté ndhodna veli¢ina X = I1 +---+ 1,
odpovidd ,poétu jevii A;, které nastaly“. Nyni z linearity stfedni hodnoty dostavame E(X) =
= E(1) + -+ E(In) = P(A1) + --- + P(A,). Pii pouziti ptivodni metody bychom se snazili
dokézat P(A1) +---+P(An) < 1 a interpretovali to tak, ze pravdépodobnost, Ze nenastane zadny
z jevi A; je vétsi nez nula. Nyni se snazime dokazat to samé, ale nakonec fekneme, ze pokud je
stfedni pocet jevi A;, které nastaly, ostfe mensi nez jedna, musi nastat pfipad, kdy pocéet nastavsich
jevi je presné nula, nebot tento pocet je vzdy nezdporné celé ¢islo.

35. Popéarujeme tanecniky nahodné a pro kazdy par zavedeme indikator X;, ktery da jednicku,
pravé kdyz lidé z i-tého paru spolu chtéji tancovat. Existuje celkem n? dvojic ti¢astnik-ti¢astnice
a alespofi n2 —n+1 z nich spolu chce tancovat, takze E(X;) > % Z linearity stfedni hodnoty

2
dostaneme E(}.7 ; X;) = nE(X1) > ”_T”'H > n — 1, takZe musi existovat néjaké poparovani, ve
kterém bude vSech n part spokojenych.
36. Oznacme si ¢isla néjakym pevné zvolenym zpusobem jako a1, ..., an. Chceme ukazat, ze exis-
tuje permutace {1,...,n} w takova, ze Ar(1)Ar(2) T Ar(2)@r(3) t Far(n)ar(1) <O (na permutaci
se divame jako na funkci). Pro ndhodnou permutaci plati E(ar(1yar(2)) = @ Yi<i <j<n @ilj,
nebot se @ (1)ar(2) musi rovnat jednomu z téchto soucinil a ze symetrie je kazdy z nich stejné
pravdépodobny. Z linearity stiedni hodnoty (a symetrie) tedy je E(ar(1)ar(2) + @r(2)ar3) +

. - . 2

+ + anmyan(n)) = nE(aryar(z)) = % 2o1<i <j<n @i@;. Zéroven vsak plati Xria)” =
= Y dje1 @iy = D a? +23 ., <j<n @iaj, takze pro &isla s nulovym souctem je diky
nezépornosti ¢tverct » ;. <j<n @il < 0 a kvuli tomu, Ze aspon jedno cislo je nenulové, bude
nerovnost dokonce ostra. Proto E(aw(l)awg) +ar(2)an@)+ -+ aﬂ(n)aﬂ(l)) < 0.
37. Pokud méame dvé ndhodné veli¢iny X,Y na Q a pro libovolny jevw € Q je X (w) > Y (w), tak
ze vzorecku pro stfedni hodnotu plyne E(X) > E(Y'). Vyberme uniformné ndhodné bod na kabatu,
necht D je pocet zaplat, které jej pokryvaji. Z linearity stfedni hodnoty je E(D) =5 - % Pro cela
dsla 0 < d < 5 platt X1 > 29— 3, takaze E((D)) < E(2D - 3) = 2E(D) — 3 = 2. Kombinatoricky
muzeme vyraz E((L;)) interpretovat jako primeérny pocet dvojic zaplat, v nichz lezi uniformné
nahodné zvoleny bod, coz se diky nasi geometrické interpretaci pravdépodobnosti rovna souétu
obsahii prinikd dvojic raznych zaplat. Dvojic zaplat je celkem (g) = 10, takze predpokladame-li,
ze libovolné dvé zéplaty maji pranik s obsahem mensim nez %, dostavame E((?)) < 2, coz je spor
s vySe odvozenou nerovnosti. Proto se nékteré dvé zaplaty musi prekryvat na oblasti s obsahem
alespon %
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Vysledky po 3. podzimni sérii

Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1

Detailni vysledky jednotliych sérii naleznes na nasem webu: mks.mff.cuni.cz/vysledky
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