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Mily p¥iteli!

Vitej v 38. ro¢niku PraSéatka. Jak uz nejspis vis, PraSe je Matema-
ticky korespondenéni seminai poradany Matematicko-fyzikalni fakul-
tou Univerzity Karlovy. Ale takova fakulta, to je docela Siroky pojem,
takze na prvni pohled viibec neni jasné, kdo seminaf vlastné organi-
zuje. Tak abych to ujasnil, jsme to my, studenti Matfyzu. A pokud by
Té zajimalo, kdo konkrétné je ten ¢lovék podepsany na Tvé opravené
uloze, podivej se na nase stranky, kde najdes seznam organizatora i
s fotkami.

Ale ted uz k tomu, co je zac tenhle sesitek, ktery drzis v rukou.
Jsou to takzvané komentafe. V prubéhu ro¢niku dostanes jesté troje.
A co v nich najdes? Tak zaprvé jsou tu vzorova feseni uloh prvni
podzimni série, kterou jsi pfed par tydny Fesil(a). Kromé nich vzadu
najdes i vysledkovou listinu, ve které se miizes najit mezi dalsimi
113 resiteli.

Dale Ti prinasime dalsi tii série uloh, které muzes resit. Tieti pod-
zimni série nese nazev Délitelnost. Ctvrtd podzimni série je, jak uz
to tak v PraSatku byva, anglickd. To znamena, ze jednak zadani tloh
je anglicky, ale také od Tebe chceme, abys nam svoje FeSeni poslal(a)
napsané anglicky. Ale viibec se toho neboj, gramatiku rozhodné ne-
hodnotime a v sérii zvané Equations stejné budes psat vic matema-
tiky nez ostatniho textu. Navic mame pfipraveny tvodni text, ktery
Ti vysvétli vSechny anglické pojmy, které bys nemusel(a) znét.

Zbyvéa ndm jedna velmi dulezitd ¢ast komentaii. Najdes tu prvni
dil letosniho serialu o pravdépodobnosti, ktery pro Tebe pisou Vasek
Rozhon a Danil Kozevnikov. Dozvi§ se tfeba, co to je podminéna
pravdépodobnost nebo kdy jsou jevy nezavislé. A kromé textu seridlu
pro tebe mame také tii tlohy, které na néj navazuji. Po pre¢teni serialu
je urcité snadno vytesis a ziskas dalsi body.

A na zavér otdzka: K ¢emu ty body jsou? Tak zaprvé, pokud ziskas
alespon polovinu bodi z celého ro¢niku, stanes se ispésnym resitelem,
coz mimo jiné znamenad, ze Ti Matfyz odpusti ptijimacky. Ale jesté za-
na jarni soustfedéni, coz je tyden plny zabavy a matematiky.
Doufam, ze T€ feseni seminafe bavi a Ze v tom budes pokracovat,

Michal Tépfer
Co je dale v komentafich?

e Jak fesit Glohy korespondenéniho seminéie?
e Vzorové feSeni 1. podzimni série

e Povidani ke tfeti podzimni sérii o délitelnosti a anglické povidani
ke ¢tvrté podzimni sérii

e Seridl — Pravdépodobnost I. — Spolecenstvo elementarnich jevi

e Vysledkova listina 1. podzimni série

e Priloha: Zadani 3. a 4. podzimni série a 1. seridlové série
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Rezeni loh

Cekal(a) jsi plny pocet bodt za vSechny tilohy a pohled na vysledkovou listinu T& zklamal? Nenechej
se tim odradit a radégji si precti text s ndzvem Jak FesSit tilohy korespondenéniho seminéaie
a pust se do feseni s novou vervou! A pokud uz fesi§ dlouho, zkus si ho precist také — jisté v ném
najde$ tipy, jak psat jesté lépe. Stejné tak si nezapomen peclivé projit vzorova feseni tloh prvni
série. I kdyz jsi tFeba ziskal(a) plny pocet bodli, mozna se dozvis, jak se dal postup sepsat elegantnégji
nebo aplné jinak.

Prednasky k MO

V listopadu a prosinci probéhne ctvrty cyklus prednasek MFF UK zamérenych na Matematickou
olympiddu. Jedno patecni dopoledne bude vénovano vzdy jedné trojici iloh z doméaciho kola jedné
z kategorii A, B a C. Pfihlasit se muzes$ na olympiada.karlin.mff.cuni.cz, kde rovnéz naleznes$ vice
informaci. VSichni zajemci jsou srde¢né vitani!

Den otevienych dvefi

Uz za mésic, ve ¢tvrtek 22. listopadu, se v Praze kond Den otevienych dveri Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy. Na této kazdoro¢ni akci se dozvi$ spoustu zajimavosti a uzitecnych
informaci o moznostech studia na nasi domovské fakulté. Také muzes nejen u PraSeciho stanku po-
tkat mnoho organizatort a ostatnich fesitelt. Vice podrobnosti véetné programu najdes ve spravny
¢as na adrese mff.cuni.cz/verejnost/dod.

Novi organizatofi MKS

I letos se nase organizatorské rady rozsirily, a to konkrétné o nasledujici nové organizatory: Filip
Cermdk, Petr Gebauer, Pavel Hudec, Danil Kozevnikov, Anna Mlezivovd, Hedvika Ranosovd a
Martin Raska. Do préce v semindfi uz se mnozi z nich vyznamné zapojili a t¥i z nich jsi mohl(a)
potkat i na podzimnim soustfedéni. Timto je vitdme i oficidlné, at vis, kdo novy Ti letos bude
opravovat a vymyslet alohy.

PraSeci konference

Chces mit jistotu, ze nezmeskas zadnou seminafovou akci? Chces, abychom Ti dilezité informace
posilali e-mailem? Chce$ mit mozZnost psat ostatnim fFeSitelim jinde nez na chatu? Pak presné
pro Tebe vznikla jiz koncem minulého roku e-mailovd konference ucastnici@mbks.mff.cuni.cz (je
to zpusob, jak poslat néjakou zpravu mnoha lidem — kdyZ na uvedenou adresu prijde e-mail,
automaticky se rozesle vSem odbératelim). Posilat do ni budeme kromé pozvanek na PraSeéi
setkani naptiklad i dilezité informace ohledné organizace seminafe. A jak se pfihlasis? Na adresu
mks@mff.cuni.cz posli své jméno a e-mailovou adresu, kterou chces k odebirani konference pouzivat.
A kdybys ndhodou casem zjistil(a), ze T¢ nase zpravy nezajimaji, muzes se stejnym zpusobem zase
odhlésit.

Soustredéni
Leto$ni podzim jsme pfivitali opravdu velmi brzkym podzimnim soustfedénim. Posledni letni den,
tedy 22.9., zacCalo tradi¢ni tydenni soustiedéni, které se tentokrate uskutecnilo ve Vapenné na
Pasekach. Spolu s dalsimi zvifatky jsme zde oslavili krteckovy narozeniny, ale pfi pripravé darku
pro krtecka — jeho vysnénych kalhotek — padl za vlast cely les, coz krtka natolik rozzufilo, ze se
spolcil s ddblem. Nastésti se ndm spole¢nymi silami povedlo démona zahnat zpét do pekel, napravit
skodu, vysadit les novy a pfitom se i dozvédét néco nového a uziteéného ze svéta matematiky.
Pro ¢étyfiadvacet nejlepsich z podzimni ¢ésti letosniho ro¢niku (kterd jako tradiéné konéi ang-
lickou sérii) usporddame také jarni soustfedéni. Misto ani datum jesté zndmé nejsou, rozhodné se
vSak mate na co tésit!
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Jak teSit tlohy korespondencniho seminare?

Tento text je primarné urcen méné zkuSenym fesitelim. Jeho cilem je v kratkosti popsat zptsob
uvazovani a vyjadrovani, bez kterého se pfi feseni matematickych tloh nelze obejit.

Pokud se rozhodnes resit tlohy korespondenc¢niho seminére, nestaci je pouze vypocitat. Body
ziska$ jen v pripadé, Ze svij postup néjak rozumné dostanes na papir. Je tedy dobré si uvédomit,
co se vlastné s feSenim déje poté, co jej odesles. Dostane ho do ruky nedivérivy opravovatel, jehoz
snahou je jej pochopit a nechat se presvédcit o jeho spravnosti. Neni to tedy jako opravovani
kvizovych otézek, u nichz se da rychle ovérit, zda byly zodpovézeny spravné. Zkus si proto sva
feseni precist o¢ima nékoho, kdo zadanou tlohu vidi poprvé v zivoté.

Co po Tobé uloha chce?

Uloha Gasto vybizi ,, Dokazte!, , Ukazte!“, ,Zdivodnéte!“. To znamena, ze chceme, abyste ze zadani
vyvodili dokazované tvrzeni pomoci logickych krokt podlozenych padnymi argumenty. Nestaci tedy
nakreslit obrazek, v némz uhel ze zadani vyjde pravy, ¢i ovérit platnost nerovnosti na kalkulacce
nebo na pocitac¢i pro 150 ruznych hodnot. Je totiz potfeba ukazat, ze tvrzeni plati pro vSechny
mozné konstelace, kterych je obvykle nekonecné mnoho.

Jiné ulohy na ftesitele apeluji , Rozhodnéte!*, napiiklad ,rozhodnéte, zda plati“, ,rozhodnéte,
kdo mad vyhrdvagict strategii“ nebo ,rozhodnéte, které z ¢isel je vétsi“. Samotné rozhodnuti nestaci,
je tfeba jej zdtvodnit. To znamena tvrzeni dokazat, pfipadné najit protipiiklad.

Casto se setkas s tilohami typu ,,Najdéte!“, ,Najdéte viechny ... !“. V prvnim ptipadé staci,
kdyz najdes né&jaké vyhovujici feSeni. Je potfeba ukazat, ze odpovidd pozadavkium v zadani, ale
najit vSechna vyhovujici feseni, a navic dokazat, ze zddné jiné uz neexistuje. Obménou muze byt
napiiklad , Najdéte nejmensi ... !“, kde je potfeba najit feSeni a ukdzat, Ze mensi neexistuje.

Co nemame radi?

Do feseni pi$ jasna tvrzeni a zduvodriuj je. Zadani opisovat nemusis. Pokud tvrdi$ néco, co neni
pravda, pak je to idealni prilezitost pro opravovatele strhnout Ti body. Navic to, co z nepravdivého
tvrzeni vyvodis, nejspis také neplati. Mas-li hypotézu, kterou neumis dokazat, priznej, ze je to
hypotéza. Sice pravdépodobné nedostanes plny pocet bodu, ale opravovatel bude rad, Ze nemusi ve
Tvém Feseni zbytecné hledat vysvétleni.

Dej si pozor na nasledujici formulace:

o je ziejmé“, ,je vidét“ — Tyto obraty lze v feseni pouzit. ReSitelé je ale ¢asto pouzivaji
v pripadech, kdy dana véc neni vibec zfejma, ba dokonce, kdyz neplati.

e ,provedeme analogicky“ — Tuto formulaci muzes pouzit pouze v pfipadé, Ze staéi v predchozich
argumentech lehkd zména znaceni. Analogie rozhodné neznamenda zobecnéni, napfiklad z dtkazu
pro 3 nelze takto vyrobit dikaz pro 50, ¢i dokonce pro obecné n.

i1

e 2z obrdzku je patrné“ — Obrazky jsou velmi dobré k tomu, aby se opravovatel lépe orientoval
v feSeni a mohl jej snéze pochopit. Postup by vsak mél byt srozumitelny i bez néj, nikdy se na
ného neodkazuj jako na nedilnou soucast reseni. Pokud v obrazku zavedes né€jaké znaceni, mél bys
ho vysvétlit v textu, ne ho jen zacit pouzivat.

e  stact prozkoumat nejhorsi variantu® — Sice by to mohlo stacit, ale dokud neprozkoumame
vSechny varianty, nelze fict, ze tato konkrétni je nejhorsi. Miuzeme si to myslet, ale musime to
dokazat. Stejny problém nastéva i u dalsich formulaci (,,nejlepst bude, kdyz“ a podobns).
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Pokud tedy nékterou z téchto frazi pouzivas, rozmysli si, zda se nejedné o jeden z vyse uvedenych
nesvaru.

Co a jak dokazovat?

V této sekci se nejprve podivame, jak spravné interpretovat zadani, a poté uvedeme nékteré zakladni
dukazové techniky, které mizes ve svych feSenich pouzit.

Diikaz by mél vychazet z predpokladi a postupovat k zavértim tulohy. Dej si pozor, abys béhem
feseni nepouzil néco, co nevyplyva z predpokladii nebo predchozich tivah, zejména ne dokazované
tvrzeni!

e jestlize, pak®, ,pokud, pak®, ,Dokazte, Ze pokud plati A, pak plati B.“ — Kdykoliv se v zadani
vyskytne véta tohoto typu, znamena to, ze A je pfedpoklad (to, z ¢eho vychazime a co mizeme pfi
feseni pouzivat), zatimco B je zavér (to, co chceme dokéazat).

Predpoklad a zavér nesmis za zadnych okolnosti zaménit! Srovnej nasledujici tvrzeni:

Jestlize je ¢islo délitelné ¢ty¥mi, pak je sudé. (plati)
Jestlize je ¢islo sudé, pak je délitelné ¢tyfmi. (neplati, napf. pro 2)

o  pravé kdyz“, ,pravé tehdy, kdyz“, ,tehdy a jen tehdy, kdyz“, ,Dokazte, Ze A plati pravé
tehdy, kdyz plati B.“ — V tomto pripadé se vlastné jednd o dvé ulohy. Je totiz potfeba dokazat
nasledujici dvé tvrzeni:

(i) Pokud plati A, pak plati B.
(ii) Pokud plati B, pak plati A.

Platnost tvrzeni se nezméni, kdyz A a B prohodime, viz nasledujici pfiklad.

Dané ¢islo je délitelné deseti, pravé kdyz jeho posledni cifrou je nula.
Posledni cifrou daného ¢isla je nula, pravé kdyz je délitelné deseti.

Dikazovych technik je mnoho a my si zde ukdzeme dvé zakladni — pfimy dikaz a diikaz sporem.

V pfimém diikazu postupujeme od predpokladi, z nichz logickymi tivahami vyvozujeme dil¢i
zavery, az dospéjeme ke kyzenému vysledku. Naproti tomu v dikazu sporem si na zacatku pted-
stavime, co by se stalo, kdyby tvrzeni neplatilo, a z tohoto pfedpokladu pak odvodime evidentné
neplatné tvrzeni (spor). Pouziti této techniky si ukdZeme na piikladu:

Piiklad. Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché.

Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze jsme nasli sudé prvoéislo p vétsi nez 2. Dvojka je jeho délitel,
ktery neni roven ani jedné, ani p. To je spor s predpokladem, Ze p je prvocislo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Vyznam vyrazii

Kdyz matematik napise vzorecek, nepfedstavuje si pod nim nic jiného nez bézné tvrzeni. Pro tpravy
vyrazu, rovnic apod. tedy plati stejnd pravidla jako pro obycejné dokazovani.

Definuj vSechny proménné, které ve vzoreccich pouzivas a nejsou v zadani. Opravovatel jinak
tézko pozna, co jsi jimi chtél fict. Se znacenim to vSak neni tfeba prehanét, a proto si oznac¢ vzdy
jen to, co v feSeni budes potfebovat. Ptili§ mnoho pismenek piehlednosti neprospiva.

Dale pfipominame, ze je v dikazu tfeba vychéazet z predpokladid, ne z dokazovaného tvrzeni.
To ukazeme na prikladu:

Priklad. Dokazte, ze pro libovolné kladna ¢isla a, b plati vVab < (a + b)/2.

Spravné feSeni muze vypadat takto:
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Reseni. Kdykoli umocnime realné ¢islo na druhou, ziskdme nezaporné éislo. Tedy

0< (WVa—Vvb)?2=a—2Vab+b,
2vab < a + b,

b < a-2|-b7

coz jsme chtéli dokazat.
Jind moznost je tato:

Reseni. Pro spor piedpokladejme, e mame dvojici &isel a, b, pro ktera tvrzeni neplati, tedy
Vab > (a + b)/2. Pak ovSem
b 2
ab > m,
4
4ab > (a + b)? = a? + 2ab + b2,
0> a® —2ab+b% = (a — b)%.

To je spor, nebot umocnénim realného &isla nemtzeme dostat zaporné ¢islo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Oba tyto postupy byly v pofddku. Prvni (pfimy) dikaz vychézel pouze ze zndmych fakta a
dobral se kyzeného vysledku, druhy dikaz (sporem) predpokladal neplatnost tvrzeni a dosel k né-
¢emu, co neplati.

K feseni ale neni mozné pristupovat zcela primocare, tedy jen upravovat dokazovany vzorecek.
To proto, e jakmile do FeSeni napiSes vab < (a + b)/2, znamena to, Ze jiz predpokladas, ze dana
nerovnost plati. Jenze to nemuzes predpokladat, nebot Tvym cilem je to teprve dokazat.

Uvedme jesté jeden priklad, na kterém si ukdzeme dvé rtizna pouziti proménnych.

Piiklad. V zavislosti na parametrech a, b, ¢ vyfeste kvadratickou rovnici axz? + bz 4+ ¢ = 0.

Zadani ¥iké, ze pro libovolné, ale pevné zvolena ¢isla a, b, ¢ hledame vSechna z, kterd vyhovuji
zadané rovnici. Proménné a, b, ¢ oznacuji v celém piikladu stale tataz t¥i (ne nutné rizna) realna
¢isla. Kazda konkrétni volba parametri vlastné uréuje jinou tulohu, ale pritom chceme vyftesit
vSechny tyto tlohy naraz, obecné. Proménné x hraje zcela odlisnou roli — jeji hodnota je neznamé
a nasim cilem je ji urcit.

PouZivani znamych tvrzeni

Miuze se stat, ze v literatufe nebo na internetu narazi$ na tvrzeni, které Ti usnadni feseni tlohy.
Pokud je to néjaka véta, kterd ma jméno (naptiklad Cevova véta), nezapomen jeji nazev do feSeni
uvést. Pravdépodobné ji budeme znat, a kdyz ne, dovedeme ji alespon najit. Duikaz pfitom opisovat
nemusis. V pripadé, Ze se jednd o nepojmenované tvrzeni, napis nam zdroj, kde jsi ho nasel.

Vzorova feseni

V neposledni fadé bychom Té chtéli povzbudit k feseni nasich tloh. Pokud nas seminar vidis poprvé,
nedej se odradit pripadnymi pocatecnimi netispéchy. Prostuduj si sva opravena feSeni a nezapomen
se podivat také na vzoraky. Vzorové reseni Ti ma ¢asto co nabidnout i tehdy, kdyz jsi tlohu vyfesil
spravné. Muzes v ném najit razné zajimavé pristupy ¢i myslenky, a néco nového se tak naudit.
V poznamkéch opravovatele si pak muzes precist, jak se s FeSenim potykali ostatni.

Vérime, ze Ti tento text usnadni FeSeni tloh v semindfi i jinde a pomize Ti osvojit si zaklady
matematického uvazovani. To, co se naucis, neni jen schopnost Fesit matematické ulohy, ale také
schopnost samostatné hloubéji pfemyslet. To se Ti urcité bude nékdy hodit, a to i tehdy, kdyz se
matematikou déle zabyvat nebudes.

Prejeme Ti mnoho radosti pfi objevovani taju matematiky!



Australie

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Na australské plazi se vali hvézdice, jejiz tvar vidite na obrazkul. Rozieste ji étyfmi pfimkami na
trindct casti.

(Marian Poljak)
RESENT:
Rezy vedeme naptiklad jako na obrazku:

INa obréazku je ¢tverec s étyimi rovnostrannymi trojihelniky na jeho stranach.



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 38.ro¢nik (2018/2019), 1. komentaie B

POZNAMKY:

Vétsina spravnych feseni pouzila konstrukci podobnou vzorovému feseni, ale byly pouzity i jiné,
méné pravidelné konstrukce. Nékteré z nich by dokonce sly lehce poupravit a hvézda by se jimi
dala rozseknout az na 15 ¢asti.

U této ulohy nam stacilo, kdyz jste pfimky do obrazku nakreslili. Néktefi fesitelé se pfesto
snazili do detailu popsat, jaké primky pouzili. Pokud si nejste jisti, jak moc musite svoje FeSeni
zduvodnovat, za obsahlejsi a detailnéjsi feSeni vaAm body nestrhneme a zlobit se nebudeme. Avsak
kdyz néco podstatného vynechate, o body mizete prijit. (Filip Bialas)

Uloha 2.
Rodinka 2018 koalti lezi na primce, pricemz vzdalenost kazdych dvou sousednich je 1. Na jednom
z krajnich koalu sedi blecha. Dokazte, ze blecha umi postupné kousnout kazdého koalu, pokud
pouzije pouze skoky délky 1,2,...,2017, kazdy praveé jednou.

(Marian Poljak)

RESENI:

Skoky budeme aplikovat sestupné podle velikosti, pficemz budeme stfidat sméry. Prvnim skokem
preskoci blecha z prvniho koaly na koalu s ¢islem 2018. Dalsim skokem zpatky na koalu s ¢islem
2 atd. Timto postupem se po i skocich dostaneme na koalu s ¢islem 2018 — % pro liché 7 a na
koalu s ¢islem % + 1 pro sudé i. Potom bude koala s ¢islem i kousnut pravé jednou a to po pravé
2¢ — 2 skocich pro ¢ < 1009 a po 2(2018 — 4) + 1 skocich pro ¢ > 1010 (prvniho koalu bereme jako
kousnutého po nula krocich).

POzZNAMKY:
Témér vsichni Fesitelé méli tlohu spravné. Néktefi z nich vSak v feSeni méli mirné neptesnosti za
coz jsem body nestrhavala. Stézejnim krokem byl népad, Ze blecha musi vybrat krok dosud nejdelsi
nevybrané velikosti pravé v aktualnim skoku, nebot jindy by se ji to uz nepodafilo.

(Adéla Kosteleckd)
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Uloha 3.

Na sachovnici 100 x 100 je rozmisténo 50 jezur, které se pohybuji jako Sachovi kralové. Pak se
na dalsim neobsazeném policku objevi Stépan, ktery se pohybuje jako Sachova véz, jezury vsak
nemitize vyhazovat ani preskakovat. Nejdiive se najednou pohne vsech 50 jezur, poté Stépan — to
se opakuje, dokud neni Stépan vyhozen. Ukazte, Ze at jsou jezury a Stépan na zacatku rozmisténi
jakkoli, existuje pro jezury strategie, se kterou Stépana vzdy vyhodi.

(Marian Poljak)

RESEN(:
Popiseme tspésnou strategii jezur, kterd se sklada ze dvou kroku. Jezury se nejprve sefadi do
jednoho sloupce, a tim utvoii rojnici. Rojnice jezur potom projde $achovnici, aby Stépana polapila.

Sachovnici rozdélime na 50 pést, z nichz kazdy je tvofen dvéma sousednimi fadky, a kazdy péas
prifadime jedné jezufe.

Nejprve si viimneme, ze Stépan jezury v jejich pohybu nijak neomezuje. Pokud totiz néktera
z jezur vstoupi na policko se Stépanem, jezury Stépana vyhodi a maji vyhrano. Kazda jezura se
tedy miize postavit ve svém pasu do sloupce nejvice vlevo. Jezury, které se do této pozice dostanou
dfive nez ostatni, budou prechézet ve svém péasu z jednoho fddku do druhého a zpét (a zistanou
pfitom ve spravném sloupci). Jakmile jsou vSechny jezury ve svém pasu v levém sloupci, zac¢ne se
cela rojnice pohybovat doprava opakovanim nasledujiciho kroku:

Kdyz jsou jezury na tahu a zadna z nich nemutze Stépana vyhodit, vSechny se pfemisti o jeden
sloupec doprava. Jezura, v jejimz pasu se pravé nachazi Stépan, se navic pohne do Stépanova radku.
Pokud jiz nejsou ve stejném rfadku, pohne se jezura v rdmci svého pasu diagonalné. Ostatni jezury
fadek nezméni. Pokud je néktera z jezur schopna Stépana v néjakou chvili vyhodit, udéla to.

Pii tomto postupu plati, ze kdykoliv se dostane Stépan na tah, je v jeho fadku jezura. Nemiize se
tedy dostat nalevo od sloupce s jezurami. Jakmile se ocitne ve sloupci s jezurami nebo ve sloupci,
ktery s nim sousedi, bude vyhozen. To se ovSem stane nejpozdéji tehdy, kdyz jezury dojdou na
pravy okraj sachovnice.

POzZNAMKY:

Vétsina fesiteltl vyuzivala podobného postupu jako vzorové feseni. Néktefi na zacatku rozmistili
jezury do jednoho sloupce na rtzna policka stejné barvy sachovnice. V takovém ptipadé je ale
potfeba Fict, pro¢ se mohou jezury na tato policka dostat vSechny najednou (napfiklad s vyuzitim
diagonalnich kroki).

se jen jednomu povedlo popsat vyhovujici postup. (Petr Gebauer)

Uloha 4.

Z vrcholu hory Uluru si Petr prinesl kamen s vyrytym tajuplnym obrazcem. Je na ném trojihelnik
a usecky vzniklé kolmymi priméty jeho kruznice vepsané na jednotlivé strany. Dokazte, ze koncové
body téchto priumeéti lezi vSechny na jedné kruznici.



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 38.ro¢nik (2018/2019), 1. komentaie B

(Jakub Lowit)

RESEN(:
Dokézeme, 7e kazdy z koncovych bodu je od stfedu kruznice vepsané S vzdalen presné v/2 - r, kde
r je polomér kruznice vepsané. Pak budou vsechny lezet na jedné kruznici s timto stredem.
Vezmeme libovolny z téchto bodu, fikejme mu A. Bodem A prochazi dvé teény ke kruznici
vepsané. Prvni je strana trojuhelnika, na které bod lezi, druhd je tsecka vymezujici kolmy primsét.
Tyto teCny spolu sviraji pravy thel. Body doteku teCen s kruznici vepsanou oznac¢me 77 a Tb.
Z téchto bodu muzeme vést kolmice na priislusné tecny, které budou prochazet stredem kruznice
vepsané S. Vidime, ze |STi| = |ST2| = r. Vznikl nam ¢Etverec AT1.ST> se stranou o velikosti r.
Vzdalenost |AS| tak miizeme vyjadit jako délku thlop¥icky tohoto étverce: |AS| = /2 - r.

POZNAMKY:

K této uloze se seslo pomérné velké mnozstvi feSeni, z nichz naprosta vétsina byla spravna. Velka
cast resitelt pouzila podobnou tvahu jako ve vzoraku, né€ktefi vyuzivali symetrii nebo v tajuplném
obrazci hledali rovnoramenné lichobé&zniky. (Anna Mlezivové)

10



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Uloha 5.

Marian na svém pozemku nakreslil tabulku se dvéma fadky a jedenacti sloupci. Na kazdé po-
licko spodniho radku postavil jednoho klokana. Klokany ocisloval postupné zleva doprava jako
—5,—4,...,4,5. Nasledné zacal tleskat. Po kazdém tlesknuti pravé jeden klokan preskocil na né-
které policko sousedici hranou s tim, na kterém stal. V zadném kroku nebyli dva klokani na jednom
policku. Kolikrat nejméné musel Marian tlesknout, aby na konci kazdy klokan stal na misté, na

kterém na zacatku stal klokan s opa¢nym c¢islem?
(Marian Poljak)

RESENI:
Nejmensi pocet tlesknuti je 80. Nejprve dokazeme, ze méné to byt nemiize, a nasledné ukazeme
konstrukci skokt, kterd jich pravé 80 potiebuje.

Pro ziskani dolniho odhadu se podivejme zv1ast na skoky v horizontalnim a ve vertikalnim sméru.
Co se horizontalnich skokt tyce, vzdéalenost klokana s ¢islem x od cilové pozice je pravé |2z|. Musi
tedy ucinit nejméné |2z| skokt doprava nebo doleva. Kdyz toto ¢islo seGteme pres vSechny klokany,

dostavame:
5

3 |22/ =2 (10+ 8+ 6+ 4+ 2) = 60.

r=—5

Horizontéalnich skoku je tedy miniméalné 60.

Dale ukdzeme, ze nejvyse jeden z klokani nemusi nékdy v prubéhu vyskocit do druhého radku.
Z toho nasledné vyplyne, ze alespon 10 klokant musi vysko¢it nahoru a zase zpatky (vysledna pozice
je na prvnim faddku), a minimalni podet vertikalnich skokt tak bude 20. Pro spor pfedpokladejme,
ze existuji dva klokani, ktefi celou dobu nezméni fadek. Klokan, ktery zacinal vice nalevo, nutné
skonci vice napravo. Nékdy v pribéhu se tudiz musi potkat a prohodit si vzajemné poradi, coz je
kyzeny spor. Dokazali jsme, ze pocet skoku je alespon 60 + 20 = 80.

Jako konstrukce pro tento pocet funguje napriklad strategie, kdy nejdfive vsichni klokani kromé
—5 vysko¢i nahoru. Nasledné se —5 premisti na svou vyslednou pozici doprava. Potom klokani —4
az 0 postupné v tomto poradi sestoupi zpét na prvni radek a preskacou co nejvice doprava. Klokani
1 az 5 pak postupné doskacou nad své cilové misto a presunou se na néj. Jednoduchym vypoctem
nebo tvahou lze ovérit, ze vysledny pocet skoku je prave 80.

Marian tudiz musel tlesknout alespon 80krat.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni spravné odhalila jednu z moznych konstrukci pro 80 skokt. Nemald ¢ast
z nich uz ale bohuzel nedokézala, ze na méné nez 80 skokd to nelze, a dand konstrukce je tak
skutecné optimélni. Tento odhad je nezbytnou soucéasti spravného feseni jakékoli extremalni ulohy.
Takova TeSeni si pak typicky vyslouzila dva body. Néktefi resitelé pak také malo nebo nepiesné
argumentovali pfi odhadu miniméalniho poc¢tu vertikalnich skok. (Martin Raska)

11
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Uloha 6.
Dingo, klokan a ptakopysk se potkali u limonady a bavili se o svych oblibenych prvocislech d, k, p.
Pak zjistili, Ze ta splnuji vztah % — ﬁ = 1. Urcete vsechny mozné trojice d, k, p.

(Marian Poljak)
RESEN(:

Rovnici roznasobime a upravime

d 4
E p+1
d(p+1) — 4k =k(p+ 1),

(d—k)(p+1) = 4k.

)

Prava strana tieti rovnice nabyva pouze kladnych hodnot, d je proto vétsi nez k. Cisla d a k
jsou prvocisla, jejich rozdil tedy nemtze byt soudélny s k, nebotf pak by byl délitelny k a platilo by
d — k = nk, kde n € N. V téchto pfipadech je d = (n + 1)k a d by nebylo prvocislo. Vyraz d — k
ale déli pravou stranu tfeti rovnice, musi proto byt jednim z délitelu 4, tzn. 1, 2, nebo 4. Tyto tii
moznosti rozebereme:

(i) Prod—k =1 dostaneme p+ 1 = 4k. Z prvni rovnice vyplyva, Ze jedno z prvocisel d a k je
sudé a druhé liché. Jediné sudé prvoéislo je 2. Proto k = 2 jako mensi z dvojice a d = 3.
Dopocitdme p = 7. Z prvni moznosti tedy vyhovuje zadani trojice (d, k,p) = (3,2,7).

(ii) V druhém pfipadé uvazujeme d — k = 2 a tedy p + 1 = 2k. Rozebereme pfipady podle
zbytkl k po déleni tfemi.

Pokud k je nasobkem t¥i, pak uz se nutné rovna tfem. Zbyld prvocisla dopocéitame:
(d, k,p) = (5,3,5).

Pokud k dava po déleni tfemi zbytek 1, prvocislo d = k 4+ 2 by nutné bylo délitelné
tfemi, v tom pfipadé plati d = 3 a zaroven k = 1, coz je ve sporu s podminkou, ze d, k, p
jsou prvodisla.

U posledni moznosti, kdy k dava zbytek dva po déleni tfemi, si k napiSeme jako k =
3a + 2,a € N a dopocitdme p. Plati tedy p = 2k — 1 a po dosazeni p = 2(3a + 2) — 1
6a+4—1=3(2a+1). Pro kazdé pfirozené a je prvocislo p délitelné tfemi a zaroven vétsi
nez 3. Proa =0 a tedy p =3 by se k = 2 a d = 4, pak ale d neni prvocislo.

Pro d — k = 2 tedy vyhovuje zadéani jedina trojice prvoéisel, a to (d, k,p) = (5, 3,5).

(ili) Pro d — k = 4 odvodime p + 1 = k. Z druhé rovnice plyne, Ze jedno z prvocisel p a k je
sudé a druhé liché. Jediné sudé prvocislo je 2, proto p = 2 a k = 3. Poslednim feSenim je
tedy trojice (d, k,p) = (7,3,2).

Resenim jsou t¥i trojice prvoéisel: (d, k,p) € {(3,2,7),(5,3,5),(7,3,2)}.

POZNAMKY:
Vétsina feseni, ktera prisla, byla spravna a postupovala bud podle vzorového feseni, nebo vyuzivala
nejvétsiho spoleéného délitele p + 5 a p + 1. Takova feseni si vyslouzila plny pocet bodi. Resitelé,
ktefi nékteré feseni vynechali nebo jejichz ditkaz nebyl formélné spravny (zejména nedokézali, ze
z4dnd dalsi Feseni v druhé moznosti nevyhovuji zaddni), si vyslouzili nejvyse tii body.

(Hedvika Ranosova)

12
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Uloha 7.

V kazdém vrcholu pravidelného 2018thelniku sedél rano jeden termit. Tito termiti byli v néjakém
poradi oznadeni ¢isly 1 az 2018 (kazdé ¢islo bylo pouzito). Vecer se kazdy termit nachdzel ve vrcholu
naproti tomu, v némz zacinal. Jediné, co termiti uméji, je vymeénit si misto se svym sousedem.

Dokazte, ze se nékdy v pribéhu dne prohodili dva termiti se souc¢tem cisel 2019.
(Jakub Lowit)

RESENI:
Budeme postupovat sporem. Predpokladejme, Ze termity dokazeme pfemistit tak, abychom nikdy
neprohodili dvojici se souétem 2019.

Vsimneme si, ze takovych dvojic existuje 1009 a kazdy termit je pravé v jedné z nich.

U termita s ¢islem z si budeme pamatovat hodnotu f(x), kterd bude znacit, o kolik vrchol po
sméru hodinovych rucicek se piislusny termit od rdna posunul. Réno zfejmé platilo f(z) = 0 pro
kazdého termita. Soucasné kazdym prohozenim snizime hodnotu f(z) u jednoho termita o jedna a
u druhého ji zvysime o jedna. Proto se soudet f(1)+ f(2)+ f(3) +-- -+ f(2018) neméni, tj. zlistava
konstantné nulovy.

Protoze vSichni termiti skond¢ili na prot&jsim policku, veder se f(z) muselo rovnat 2018k + 1009
pro néjaké celé k.

Nyni si uvédomime, ze kdyby pro nékterou dvojici se souétem 2019 veder neplatilo f(z) =
f(2019 — ), tak uz by to znamenalo, Ze jeden z termitt musel ubéhnout jistym smérem minimalné
o jedno kolo vice. Béhem dne tedy nutné predbéhl druhého z dvojice, coz by byl spor.

Ted vyuzijeme vztah f(z) = (2019 — z) z pfedchoziho odstavce:

0=Ff()+ 2+ fB3)+--+f(2018) =2- (f(1) + f(2) + f(3) + -~ + f(1009)).

Pro vSechna z od jedné do 2018 plati, ze f(z) je liché ¢islo. Napravo mame soucet lichého poctu
takovych f(z). To znamena, Zze hodnota celé sumy je liché éislo. Z toho dostavame spor, nebot nulu
nelze zapsat jako soucin dvojky a lichého ¢isla.

POZNAMKY:

Uloha byla velmi zradna a mnoho (i zkusSengjsich) Fesitelti doplatilo na to, Ze uvazili pouze moznost,
kdy termiti musi svou pout skonéit s celkovym posunutim pfesné o polovinu obvodu na jednu stranu
od své startovni pozice. Takovi FeSitelé si neuvazenim moznosti nékolikrat obkrouzit obvod dlohu
zjednodusili, proto jsem jim udéloval pouze ¢tyfi body.

Neékolik resitelu se snazilo tvrdit, ze kdyz se jim nepovede termity pfemistit jednim zptisobem,
tak uz maji hotovo. V takovém piipadé ale neni jasné, jestli nemuze existovat Sikovnéjsi zpusob,
kterym se termity presunout podafi.

Na zévér bych chtél pochvalit Radka Olsdka za napad s poc¢itanim pruchodu jednotlivych termiti
dvéma protéjSimi stranami a za brilantné sepsané feseni, ¢imz si vyslouzil +i.

(Pavel Hudec)
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Uloha 8.

Chrabry Hedvules se vydal na dovolenou do Australie. Uprostied buse potkal hydru sestavajici ze
spousty hlav, z nichz nékteré byly spojené krky?. Poté, co na néj hydra zattodila, prastil Hedvules
hydru do jedné z jejich hlav. I stala se zvlastni véc: zmizely vSechny krky vyrustajici z této hlavy,
ale naopak z ni vyrostly krky do vsech hlav, s nimiz tato hlava predtim nebyla spojena. Kolik
takovych ran mu urcité staci na to, aby se hydra rozpadla na alespon dvé c¢asti, kdyz vime jen to,

ze hydra méla na zacatku pravé 100 krku?
(Rado van Svarc)

RESEN(:
Ukazeme, ze 10 takovych ran mu urcité staci.

Nejdfive ukazeme, Ze pomoci 10 ran umi Hedvules vzdy vyhrat. Pokud narazi na hydru, z jejiz
nékteré hlavy vede nejvyse 10 krkd, sta¢i Hedvulovi postupné bouchat do hlav s touto hlavou
spojenych. Hydru se mu podafi rozdélit nejpozdéji ve chvili, kdy udefi do vSech sousedicich hlav,
nebot poté jiz nebude uvazovana hlava se zbytkem hydry spojena. (A jelikoz v pivodni hydfe
existovaly krky, neni hydra tvofena pouze touto hlavou.)

Naopak pokud vede z kazdé hlavy alespon 11 krkt, mize mit hydra maximalné 18 hlav. Kdyby
jich totiz méla 19 nebo vice, musela by mit alespon 192J > 100 krku (z kazdé hlavy vyrista alespori
11 krki a kazdy krk spojuje pravé dvé hlavy). Ozna¢me pocet hydfinych hlav jako n. Udefenim do
libovolné hlavy majici k > 11 krkt se pocet krka z ni vyrtstajicich zméni na n — 1 — k, coz je jisté
nejvyse 6, nebot n < 18. Nasledujicimi nanejvys Sesti idery do sousedicich hlav jiz tuto hlavu jisté
oddélime. V tomto pripadé stacilo Hedvulovi dokonce jen 7 uderi.

Staci jiz jen dokazat, ze existuje hydra, na jejiz pfemozeni devét tdert nesta¢i. Uvazme proto
hydru s 20 hlavami rozdélenymi do dvou skupin po deseti hlavach tak, ze krky spojuji pravé
dvojice hlav z rtznych skupin (téchto dvojic je 10 - 10 = 100). Vsimneme si, ze kdykoliv jdou
hlavy hydry rozdélit do dvou skupin takovych, ze krky vedou pravé mezi hlavami z rtiznych skupin,
tak po prasténi do libovolné hlavy se tato hlava pouze presune do opac¢né skupiny. Dokud maji
obé skupinky alespon jednu hlavu, je zfejmé celd hydra propojena. Po deviti ranach ale v obou
skupinkach, které ptivodné obsahovaly deset hlav, jisté alespon jedna hlava zbyde.

Timto jsme ulohu dokondili a dokézali, ze 10 je opravdu nejmensi pocet ran, ktery Hedvulovi
na porazeni hydry vzdy staci.

PozNAMKY:
Spousta Feseni dokéazala pouze, Ze deset ran vzdy staci, ale jiz nezdtvodnila, ze méné ne. Takové
zduvodnéni je ale v podobnych tlohach nutné, protoze jinak si nemizeme byt jisti, ze by nemohl
Hedvules volit néjaky chytrejsi algoritmus, diky kterému by dokazal hydru vzdy prekonat na jesté
méné ran nez jsme dokazali.

Navic toto zdivodneéni se ukazalo jako tézsi cast ulohy, kterou spousta lidi fesila velmi dlouze.
Resiteltim, kteii pfisli s elegantnim vysvétlenim pouzitym ve vzorovém feSeni jsem déaval 4i. Tém,
ktefi tuto Cast nezvladli vyfesit nebo zcela opomenuli, jsem déaval tii body. (Filip Bialas)

2Kazdy krk vzdy spojuje pravé dvé hlavy.
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Povidani ke treti podzimni sérii

Ve treti sérii s nami budes$ pronikat do taju délitelnosti. Urcité Té nepiekvapi, ze délitelnost je
ustfedni pojem teorie ¢isel a (nejenom) v tlohéch se vyskytuje velmi éasto. I kdyz uz o délitelnosti
jisté néco vis, pripravili jsme si pro Tebe tivodni text, ktery jisté oceni$ pii fesSeni tloh treti série.
Umluva. V celé sérii budeme pracovat pouze s celymi &isly, obéas budeme dokonce pozadovat,
aby byla prirozena.

Délitelnost

Rekneme, Ze ¢islo a je délitelné &islem b, pokud existuje pfirozené &islo k takové, ze a = kb. Stejné
tak muZeme Fici, Ze b déli a. Symbolicky pak délitelnost zapisujeme jako b | a. Mtzeme také ¥ici,
ze a je nasobkem b nebo ze b je délitelem a. Délitelnost spliuje nékolik hezkych vlastnosti, které si
nyni uvedeme.

Cviceni. Rozmysli si, ze plati nasledujici vlastnosti délitelnosti:

(i) 1|aaalo.
(ii) Pokud ab | ¢, potom a | c.
Pokud a | b, potom a | be pro libovolné celé c.

Pokud a | baalc, potom a|b+ c. (Obecné tedy a | kb + lc pro libovolné cela ¢isla k, 1)

)
)
(v) Pokud a |bab|c, potom a | c. (Proto si mizeme dovolit zkraceny zapis a | b | c)
) Pokud a | b a c|d, potom ac | bd.

) Pokud a | b ab# 0, potom |a| < |b].

Kongruence

Zcela jisté vis, ze se Cisla daji rozdélit na suda a licha. Kongruence je pokrocilejsi nastroj, ktery
zobectiuje déleni na suda a lichd rozdélenim ¢isel do skupinek podle zbytki po déleni néjakym
Cislem.
Definice. Cisla a,b nazveme kongruentni modulo n, pokud plati n | b — a. Zapisujeme a = b
(mod n).

Znaceni kongruenci neni nadhodné — kongruence miizeme scitat, odcitat, nasobit, umocnovat
a za urcitych predpokladt i délit jako klasické rovnice. Pokud se chces o kongruencich dozvédét
néco vice, odkazeme Té na tivodni text k 3. podzimni sérii 34. roéniku3, kterd se tomuto tématu
vénovala.

Se znalosti zapisu pomoci kongruenci se také da zformulovat nékolik tézsich vét, které ve svych
feSenich muzes pouzivat bez dikazu.

Véta. (Mala Fermatova véta) Pro libovolné prvocislo p a libovolné a plati

aP

=a (mod p).
Véta. (Wilsonova véta) Pro libovolné prvocislo p plati

(p—1)!=-1 (mod p).

3http://mks.mff.cuni.cz/common/show.php?title=Kongruence&file=archive/34/uvod3p
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Par prikladi na zavér

Uloha. Dokaiste, ze 6 déli n3 —n pro vSechna cela n.

Reseni. Uvédomime si, Ze nam stadi dokazat délitelnost vyrazu dvéma a tiemi. Vyraz n3 — n se

da rozlozit jako (n — 1) - n - (n + 1), coz je soucin t¥{ po sobé jdoucich ¢isel. Z nich musi jedno byt
délitelné tfemi, protoze to jsou t¥i po sobé jdouci ¢isla, a aspon jedno délitelné dvéma, ¢imz mame
dokéazano.

Uloha. Je znamo, ze 27 déli &islo s desitkovym zapisem abc. Dokazte, ze 27 déli i ¢isla s desitko-
vymi zapisy bca a cab.

Reseni. Podminka v zadani nadm tiké, ze 27 | 100a + 106+ c. Cislo abc je zaroven délitelné i tfemi.
Z kritéria délitelnosti tfemi dostaneme 3 | a + b+ ¢, coz po vynasobeni deviti dava 27 | 9a + 9b+ 9c.
Nyni zkombinujeme predchozi vztahy a vyuzijeme toho, ze pokud 27 déli kazdy scitanec, pak uz
déli i samotny soucet.

27 | (100a + 10b + ¢) — 10 - (9a + 9b + 9c¢) + 27 - (3b) + 27 - (7c),

27 | 10a + b + 100c,

27 | cab.

Koneéné ditkaz vztahu 27 | bea je velmi podobny postupu vyse a urcité ho zvladnes provést

samostatné.

Prejeme Ti hodné zdaru pti feseni treti série!
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Introduction to Equations

The topic of the 4" autumn series is Equations. This text should provide you not only with an
insight into this topic but should also give you some basic methods on solving them.

Quick examples

You may have probably met equations in your life, so you do not get surprised that there are a few
kinds of them. For instance, there are equations in one variable (let us call it ) where your aim
is to find its solutions, i.e., all possible x (mostly real numbers or integers®) such that if you plug
them into a given equation it will hold. In other words, = is a solution of an equation if and only
if its left-hand side (commonly referred to as LHS) equals its right-hand side (RHS). One example
of this is the equation

422 — 4z +1=0

Its only real solution (as you probably know) is z = % But if you are asked to find all its integer
solutions then the only correct answer is that there is none. In this case we can instead of solutions
call these z’s roots of the polynomial 4z2 — 4x 4 1.

There exist equations in more variables too, let us call them z1,z2,...,x,. This time your
goal is to find all ordered n-tuples (z1,x2,...,xn) which satisfy a given equation or a system of
equations. As an example, consider the following system of equations:

r+y=2
y+z=2,
z4+x=2.

We want to find all real x, y, z satisfying this system of equations. Notice that if you add first
two equations and substract the last one, you end up with 2y = 2, hence y = 1. Similarly or by
symmetry, x = 1 and z = 1. Now we have proved that if (z,y,z) is a solution then it equals to
(1,1,1). However, we still need to check that this is indeed a solution. That does not take so much
time since we know that 1 4+ 1 = 2 holds. Therefore, the only solution is (z,y,2) = (1,1,1).

Apart from these usual equations, a noticeable part of olympiad maths consists of functional
equations. In these beauties you are given an equation containing function f which must satisfy
the equation for all specified variables. Have a closer look on one example:

Problem. Find all functions f: R — R such that for all real numbers z,y
fley+2)=2f(y) + =

Suppose that f is a solution to the problem. As the equation holds for all real =,y we can plug
in z = y = 0 to obtain f(0) = 0. Now notice that for y = 0 the argument of f on the right-hand
side vanishes and we have already found its value at 0. With this motivation we can choose y = 0.
Then for all real z f(x) = x. Are we done? Not yet, because just as last time we need to confirm,
whether f(z) = z satisfies the equation for all real z. But after an observation that both sides

4In this case, we call it a Diophantine equation.
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for the found f equal xy + = (thus the equality holds), we proved that the unique solution is the
function f(z) = z for all real z.

A few more interesting problems

Now, equipped with the basic knowledge about equations, let us try some problems.

Problem. For a given odd positive integer n find all real numbers x which satisfy

zt—z 2o 1 =0.

Solution. Note that for x = 1 equation always holds independently on n. In other words, z = 1 is
always a root of our polynomial. Inspired by that we can rewrite the left hand side as follows:

(J,‘ _ 1)(37"71 + 3?"73 + xn75 4+t 1).
Using the fact that n is odd, the second bracket is always a sum of squares plus one. Therefore,
it is at least 1 hence positive. So our only root for any n is x = 1.

Problem. Find all positive integers m,n which are solutions to
3m + 5n = 30.

Solution. As 3 divides both 3m and 30 it must divide 5n as well. Since 3 and 5 are coprime, 3 | n.
Then there exists a positive integer a such that n = 3a. Similarly, because 5n and 30 are divisible
by 5, so is 3m and hence also m. This implies existence of a positive integer b satisfying m = 5b.
We now have an equivalent equation in a and b:

15(a 4 b) = 30

or just @ + b = 2. As our new variables cannot get below 1, they must both equal 1 which gives
us a valid solution. Now we return back to m and n in order to obtain the only pair satisfying the
initial equation (m,n) = (5, 3).

Problem. Find all positive real numbers z,y, z such that

z° +y3 + z = 2zyz,
y5 +283 4z = 3zryz,
2% 428 +y = 4dayz.

Solution. At first glance, this may look complicated but in fact, you do not need to panic. We can
just add all three equations and divide them by 9 to get

By ++f 3+ ty+z

9 =

Now, using AM-GM inequality®, the left-hand side is bigger or equal than the right-hand side

with equality if and only if all nine terms on left are equal, i.e. z = y = z = 1. Do not forget — we

are not done yet! We need to plug our possible solution into the original system. This time we get

an obvious nonsense, e.g. 3 = 2, in the first equation. From that we have concluded that no triple
of positive real numbers satisfies the system.

TYZ.

5This is an abbreviation of the known inequality of arithmetic and geometric mean. If this does
not sound familiar, search through our library https://mks.mff.cuni.cz/library/library.php or just
type AM-GM inequality into your favorite search engine.
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Jak Cist serial

Mily priteli,

nejistota je ustfedni soucédsti svéta, ve kterém Zzijeme. Pokusy vyporadat se s timto faktem zahr-
nuji vésténi z karet, astrologii, Murphyho zdkony a také teorii pravdépodobnosti — matematickou
disciplinu, ktera je tématem letosniho serialu.

Véfime, Ze s pravdépodobnosti ses uz nékdy setkal(a) a més i jistou intuici, jak se ma chovat.
Zdani ovsem casto klame! Béhem naseho trojdilného putovani tak narazime na vSemozné tvrzeni,
ktera na prvni pohled budou vypadat neintuitivné nebo dokonce paradoxné. A i kdyz se Ti mozné
néjakou chvili bude zdat, ze pravdépodobnost v koneéném disledku vzdy spociva jenom v tupém
pocitani moznosti, postupem c¢asu se dopracujeme k fascinujicim principtim, které jsou onomu
tupému pocitani na hony vzdalené. Pravdépodobnost se také vyznacuje tim, ze Gzce souvisi s mno-
hymi dalsimi obory, matematickymi i nematematickymi. Na konci celého seridlu bychom Ti radi
nékteré takové souvislosti ukazali.
danych metod nebo predpokladaji néjaké hlubsi znalosti. Takové kapitoly znac¢ime hvézdickou (*).
Zadné z téchto odbodéek nicméné nebudou nutné k pochopeni zbytku textu. P¥i prvnim &teni serialu
Ti doporucujeme vyhnout se hvézdickovanym ¢astem, pokud Ti nehvézdickované ¢asti nepfijdou
vylozené jednoduché; vratit se k nim muzes vzdy po docteni daného dilu.

V serialu se vyskytuje cela fada feSenych tloh, na kterych vysvétlujeme nové principy. Stejné
tak jsme pro tebe prichystali jesté vice uloh, které si zkus vyfesit samostatné. Pokud nebudes védét,
jak na né, hledej na konci textu napovédu, pripadné jejich stru¢na feseni. Pro pochopeni seridlu
rozhodné neni nutné vyftesit vSechny tulohy, ale doporucujeme se v kazdé kapitole alespon o par
z nich pokusit.

Letos pro Tebe serial pisi Danil Kozevnikov a Vasek Rozhon, obrazky k nému kresli Hanka
Parizkova. V pripadé jakychkoli nejasnosti, nebo pokud v seridlu tfeba najdes chybu, nas nevahej
kontaktovat na mailech dk581@cam.ac.uk (Danil) a vaclavrozhon@gmail.com (Vasek). Ted uz ale
pojdme na to!
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Pravdépodobnost |. -
Spolecenstvo elementarnich jevi

Kostky jsou vrieny.
Julius Caesar

Kdyz héazes kostkou, i nepatrna poc¢atecni odchylka v hodu obvykle znamené, ze padne jiné ¢islo.
Snaha fyzikalné odvodit, jaka ¢isla budou padat, je v podstaté marnd, takze se obvykle spokojime
s mnohem jednodussim modelem: pfedpokladame, ze na ,férové“ kostce budou padat vSechna cisla
priblizné stejné casto.

Jakmile mame tento predpoklad, muzeme kuptikladu hned nahlédnout, ze suda c¢isla budou
padat pfiblizné stejné ¢asto jako liché, nebot stén se sudym pocétem ok je stejné jako téch s lichym.

Z predpokladu, ze dany pokus muze skoncit rizné a vSechny mozné vysledky jsou stejné prav-
dépodobné, budeme vychézet hodné casto (tfeba pfi hdzeni minci, vybirani kulicky ze sacku, ...).
Pojdme si proto nyni pro tento pfipad zavést znaceni.

Pravdépodobnostni prostor je mnozina vSech moznych vysledkt daného pokusu; v pfipadé
héazeni kostkou to je Sest jejich stén. Z historickych divodu se pravdépodobnostni prostor obvykle
znaci velkym feckym pismenem omega: 2.

Elementarni jev je prvek pravdépodobnostniho prostoru. Prozatim predpokladame, ze kazdy
elementarni jev (tedy mozny vysledek pokusu) nastédvé stejné casto. V nasem p¥ipadé mame Sest
elementarnich jevl, mzeme tedy psat Q = {padla jednicka, padla dvojka, ..., padla Sestka}.

Jev je néjakd mnozina elementarnich jevu, ¢ili podmnozina pravdépodobnostniho prostoru.
V nasem pripadé jsme pracovali s jevem ,padlo sudé cislo“. Jevy se obvykle znaci velkymi pis-
meny A, B,C, ... Ozna¢ime-li zminény jev pismenkem A, mame A = {padla dvojka, padla ¢tyfka,

padla Sestka}.
1E

Pravdépodobnost jevu je v tomto pfipadé pomér poctu prvka jevu ku pocétu prvkia celého

14|
’ 3 / . /. .. 7. . ’ ‘Q‘/.

musime predpokladat, Ze nas prostor je koneény, jinak by déleni jeho velikosti nedévalo smysl.
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Pravdépodobnost jevu je tak vzdy ¢islo od nuly do jednicky, pfi¢emz pravdépodobnost vyjde 0
pravé tehdy, je-li zkoumanym jevem prazdnd mnozina, a vyjde 1 pravé tehdy, je-li odpovidajicim
jevem cely prostor.

Jak uz jsme vidéli na priikladu kostky, intuitivné pravdépodobnost chapeme tak, Zze pokud
bychom dany pokus (napf¥. hazeni kostkou) mnohokrat zopakovali, bude pomér tspésnych pokusii
(t&ch, kdy nastal dany jev) vii¢i véem pokusiim p¥iblizné roven spoéitané pravdépodobnosti P(A).
Vsimni si vagniho slova ,,pfiblizné“. Pokud hodime kostkou tisickrat, predpokladame, Ze zhruba
pétsetkrat padne sudé éislo. Ale jak asi spravné tusis, pravdépodobnost, ze padne pfesné pétsetkrat,
bude miziva. Takze ackoli je spravné si tuto intuici drzet, je dulezité, ze pravdépodobnost je pouze
abstraktni pojem, kterym si pomédhame pii popisu daného experimentu.

MnoZiny

Jak sis jisté v8iml(a), v teorii pravdépodobnosti pracujeme s mnozinami. Musime tedy védét, co
mnoziny viibec jsou a jak se s nimi pracuje. Pfedpokladame, Ze ses s nimi uz nékdy setkal(a), takze
nyni nasleduje pouze bryskni opakovani.b

Pro ucely seridlu si vystac¢ime s intuitivni pfedstavou, Ze mnozina je prosté souborem néja-
kych objektt (véci, ¢isel nebo klidné i jinjch mnozin).” MnoZina miize byt uréena jak explicitné,
tj. vyétem prvkia (napiiklad prazdnd mnozina nebo {1,2,lachtan}), tak implicitng, tedy pomoci
néjaké spoleéné vlastnosti prvka (naptiklad mnozina vSech sudych pfirozenych &isel nebo (0, 1),
interval redlnych ¢isel mezi 0 a 1). Pojdme si nyni zopakovat zdkladni mnoZzinové operace, jejichz
znalost bude p¥i ¢teni nezbytna.

Méjme dvé mnoziny A a B. Jejich prinikem A N B je mnozina, kterd obsahuje pravé prvky
obsazené v obou mnozinach A, B. Jejich sjednocenim AU B je mnozina prvki obsazenych v alespon
jedné mnoziné. Rozdilem A\ B je mnozina obsahujici ty prvky A, které nejsou v B.

Vzhledem k pravdépodobnostnimu prostoru 2 pak mtzeme definovat doplnék jevu A jako A =
Q\ A. Specialné doplitkem  je prazdna mnozina 0.

Obsahuje-li B v8echny prvky, které obsahuje A (a mozna né&jaké dalsi), fikdme, Zze A je pod-
mnozinou B, a piseme A C B.

Obecné plati, ze provadime-li vice mnozinovych operaci za sebou, mtze zalezet na pofadi (na-
piiklad si zkus rozmyslet, ze obecné (AN B)UC # AN (BUC)). V takovych pfipadech vyuzivame
zavorky k oznaceni toho, ktera operace se provede jako prvni. Velmi casto vSak na poradi vyhod-
nocovani zalezet nebude, napfiklad kdyz nas zajima pouze prunik ¢i sjednoceni vice mnozin.

Mezi zavedenymi operacemi plati rizné vztahy, a pokud si jimi nejsi jisty (jist4), hodi se nakreslit
si tzv. Venntiv diagram®. Na rozehfati si dej nasledujici rozcvicku:

Uloha 1. Rozmysli si, ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati:
) ANB=AUB;
) (AUB)NC =(ANnC)u(BNC);
3) (AUB)\B=A\(ANB)=A\B=AnN&G;
)
)

Pravdépodobnost se k mnozindm a k mnozinovym operacim chové vylozené pékné. Pokud mame
dva jevy A a B, jejich prunik A N B odpovida tomu, Ze nastaly zaroven oba jevy A, B. Napfiklad
prinikem jevl {2,4,6} (padlo sudé ¢islo) a {4,5,6} (padlo éislo vétsi nez tii) je jev {4,6}, coz
skutecéné odpovidd tomu, Ze na kostce padlo néjaké sudé cislo vétsi nez 3. Obdobné sjednoceni

6 Jestlize se ztracis, podivej se tieba na stranku https://goo.gl/zVsrR3.
"Korektni zavedeni mnozin jako matematickych objektt najdes napiiklad ve druhém dilu seridlu
z 35. ro¢niku, pro naSe ucely by ale tento pristup byl spiSe matouci.
8Pokud ses s témito diagramy jesté nepotkal(a), podivej se tteba na https://goo.gl/eJz43s.
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AU B odpovidé tomu, Ze nastal alespon jeden z jevi A, B, rozdil A\ B znamen4, Ze nastal jev A,
ale nikoliv B, a kone¢né doplnék A odpovida tomu, Ze jev A nenastal.

Pii pocitani pravdépodobnosti se pak hodi znat né€kolik vlastnosti, které jsme shrnuli do nésle-
dujici tlohy. Zkus si projit vSechny polozky, a pokud si nebudes jista (jisty), pro¢ plati, podivej se
na Feseni.

Uloha 2. Rozmysli si, e mame-li pravdépodobnostni prostor {2 a v ném jevy A, B (pfipadné
Ai,...,Apn ¢ Bi,...,By), pak plati:

(1) P(Q) =1

(2) P(A) =1 - P(A);

(3) jeli A C B, je P(4) < P(B);

(4) P(A1UAU---UAp) < P(A1) + P(A2) + --- + P(Ay), pficemz jsou-li jevy po dvou

disjunktni (neboli pro kazdé 1 < i < j < n plati A; N A; = 0), nastava rovnost;

(5) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B);

(6) P(A) = P(AN B) + P(AN B) pro kterékoliv B;

(7) obecné plati-li B UBaU---UBp =Q, médme A= (ANB1)U(ANB2)U---U(ANBy);
pokud jsou navic jevy B; po dvou disjunktni, mdme P(A) = P(AN B1) + P(AN Ba) +
-+ P(ANBy).

Kombinatorické pocitani

Pét ze ctyr lidi ma problémy se zlomky.
Steven Wright

Urcovani pravdépodobnosti né€jakého jevu casto vede na prosté pocitani, kolika zplsoby se néco
mohlo stat. Takovému pocitani se obvykle fikd kombinatorika a my si ted na pfikladech ukazeme
nékteré zakladni principy, které se pfi ném mohou hodit. Bohuzel nemtizeme byt moc obsirni a ani

ro¢niku.

Jak jsme si jiz fekli, nejpfimocarejsi zpusob, jak ur¢it pravdépodobnost néjakého jevu, je prosté
urcit pocet vyhovujicich vysledki a vydélit ho celkovym poctem moznych vysledki. K tomu se ¢asto
hodi znalost nékterych kombinatorickych pojmu jako permutace ¢i kombinac¢ni éisla. Ilustrujeme si
je na nasledujicich prikladech.

Uloha 3. (tivod do permutaci) Dvanéct orgti, mezi nimi i Danil a Vasek, ptislo do obchodu, nacez
si v ndhodném poradi stoupli do fronty na banany. Jaka je pravdépodobnost, ze Danil s Vaskem
budou stat vedle sebe, aby si mohli povidat o serialu?

Reseni. Jests pred tim, nez se pustime do feSeni tilohy, si rozmyslime, co v daném piipadé tvoii
pravdépodobnostni prostor. Jeho elementiarnimi jevy jsou vSechna rizna usporadani dvanacti orgt
do fronty. Pojdme si nyni spoéitat, kolik jich je.

Predstavme si, ze bychom orgy do fronty vybirali postupné. Na prvni misto mame dvanact
moznosti, na druhé jich bude uz jen jedenact a tak dale, na jedenacté misto zbudou dvé moznosti
a dvanacty org bude uz jednoznac¢né urcen zbylymi jedenécti. Celkem tedy mame 12 -11---2-1
moznosti. Pro pfehlednost se pro sou¢in prvnich n ptirozenych ¢&isel pouziva nazev faktorial a zapis
n!. V tomto pfipadé je tedy elementarnich jeva 12!.

Fronta je typickym prikladem permutace, coz neni nic jiného nez usporadani néjakého poctu
riznych prvka za sebe (Casto jsou témito objekty prosté ¢isla 1,2,...,n). Protoze vySe uvedeny
postup lze pouzit pro libovolné dlouhou frontu, vlastné jsme si rozmysleli, ze existuje pravé n!
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permutaci na n prvcich. Zvykem je dodefinovat 0! = 1.9

Ted zbyva urdit, kolik je vyhovujicich moZnosti, neboli pocet elementarnich jevii spadajicich
do jevu , Danil a Vasek stoji vedle sebe“. Pokud nasi hrdinové stoji vedle sebe, pak prvni z nich
urcité bude nékde mezi 1. a 11. mistem. Mame tedy 11 moznosti, kde se miize tato dvojice nachazet
ve fronté. Ve chvili, kdy uz vime, kde presné se nase dvojice nachazi, existuji vzdy dva zpusoby,
v jakém poradi za sebou Danil a Vasek stoji (bud je prvni Danil, nebo Vasek). Nakonec existuje 10!
moznosti, jak mohou stat zbyli orgové ve zbytkul fronty. Hledany pocet je proto 11-2-10! =2-11!

211! 2-11! 1

a pravdépodobnost ze zadani vyjde <5 = {5577 = §-

Protoze pfi feSeni tohoto typu tloh je Casto tézké spocitat konkrétni ¢islo, za feSeni povazujeme
i vyrazy obsahujici faktoriadl nebo jiny dlouhy soucin. Obcas budeme pro lepsi predstavu uvadét
i pfiblizné numerické vysledky, coz ale v soutéznich tlohach rozhodné délat nemusis.
Uloha 4. Jaka je pravdépodobnost, Ze po nahodném prohazeni poradi pismen ve slové PRAV-
DEPODOBNOST dostaneme opét slovo PRAVDEPODOBNOST?

Uloha 5. Deset lachtant a devét tuleit si v ndhodném pofadi stouplo do fronty. Jaka je pravdé-
podobnost, ze zaddni dva lachtani nestoji vedle sebe?

Pokud uz rozumis permutacim, bude pro Tebe hracka pochopit, co to jsou kombina¢ni ¢isla.
Znovu si to predvedeme na prikladu.
Uloha 6. (tvod do kombinaénich &isel) Dvacet orgéi PraSatka piislo na zkousku z pfedmétu
Pravdépodobnost a statistikal?. Vysledek zkousky je zna¢né nahodny, takze viechny moznosti, jak
zkouska mohla dopadnout (kazdy org bud zkouskou prosel, nebo ne), jsou stejné pravdépodobné.
Jaka je pravdépodobnost, Ze uspélo pravé osm orga?

Reseni. Ze vieho nejdiiv si musime zase rozmyslet, jak pfesné vypada nas pravdépodobnostni
prostor. Tentokrat je tvofen vSemi rfiznymi podmnozinami dvacetiprvkové mnoziny orgid, nebot
vysledek zkousky je jednoznac¢né dan mnozinou orgu, ktefi ji udélali. Kolik obsahuje nas prostor
elementarnich jevi? Pro kazdého orga se nezavisle rozhodujeme, zda ve zkouSce uspél, nebo ne.
Dvacet vybért ze dvou moznosti mé dohromady 229 moznych vysledki, takZe tentokrat sestava
nés prostor z 220 = 1 048 576 elementarnich jevi.

Proto nam ted sta¢i pouze spocitat, kolik rtiznych osmic (pfiGemz nezalezi na potradi) miZzeme
z dvaceti orgu vytvorit. Takovou osmici orgii muzeme vybrat tak, ze nejprve vybereme prvniho
orga (20 moznosti), pak druhého (19 moznosti) atd. Pocet takovychto vybéra je 20-19---13. Sice
jsme timto zpusobem prosli vSechny osmice, ale kazdou jsme zapocitali nékolikrat! Konkrétné lze
kazdou osmici sefadit 8! zptsoby a presné tolikrat jsme ji zapoditali. Proto je pocet riznych osmic
roven 20'1§+13 = 122?5!;!. Nas predchozi postup by se dal zobecnit na diukaz toho, ze pron > k >0
je pocet zpusobu, jak z n prvku vybrat néjakych k, roven

(n%k‘)'k:' Tento vyraz je potfeba tak
Gasto, ze dostal ndzev kombinaéni éislo a zkracené se zapisuje ("), ¢teme jej ,n nad k.11 Kyzena

k
pravdépodobnost tedy vyjde (280) /220 = 0,12.

Uloha 7. Danil vlastni t¥icet plySovych tulenit. Radovi, ktery nemé tulené tak moc v oblibé,
plysovy Yy

prijde, ze jenom deset z nich je roztomilych. Kdyz si Danil na sous vezme pét ndhodnych tulent,

jaka je pravdépodobnost, ze vSichni vybrani plysaci budou podle Rada roztomili?

Uloha 8. Michal dostal bonboniéru ve tvaru étverce 10 x 10 a nahodné z ni snédl deset bonbénti.
Jaka je pravdépodobnost, ze:

(1) Z kazdého Fadku vybral pravé jeden bonbén?

9To se Ti miize zdat zvlastni, ale skuteéné existuje pravé jeden zptisob, jak uspofadat prazdnou
mnozinu. :-)

10Lidové se ji také ¥ika pastika.

HUDiky tomu, ze jsme polozili 0! = 1, plati tenhle vzoreéek i v okrajovych piipadech, neboli
(g) = (2) = 1. Skute¢né mame pravé jednu moznost, jak z n prvka vybrat n prvki, a také, jak
z nich nevybrat nic.
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(2) Z kazdého Fadku i sloupce vybral jeden bonbén?

Uloha 9. (t&7ka) Na kazdé policko hraciho planu n x n ndhodné nakreslime sipku doprava nebo

dolt a na levé horni policko postavime robota. Robot se vzdy posouva na sousedni policko ve sméru

Sipky. Jaka je pravdépodobnost, ze robot opusti hraci plan krokem z pravého dolniho policka?
(Néboj 2013)

Obcas je pfimé vycislovani poctu vyhovujicich moznosti pfili§ pracné a zdlouhavé. Nemusis vsak
zoufat! Existuje totiz fada uziteénych trikl, které Ti v takovych situacich mohou ulehéit zivot.
Miuzeme se napftiklad podivat na pravdépodobnost doplinkového jevu, kterda muze byt mnohem
jednodussi na vyjadfeni.

Uloha 10. Viki m4 doma $est part bot. Kdy# se jednoho rana probudil, poslepu ndhodné vybral
pét bot. Jaka je pravdépodobnost, Ze je mezi nimi alespon jeden par?

Reseni. Pocitat pravdépodobnost, #e se objevil alesponi jeden par, zni dost slozité. Spoctéme
misto toho pravdépodobnost, Zze se mezi botami zadny par neobjevil. Vybirame-li pét raznych bot,
nejprve si musime z Sesti typa bot vybrat néjakych pét — to lze (6) = 6 zpusoby. Déle si pro

5
kazdy typ musime vybrat, zda bereme levou, & pravou botu. Celkovy pocet zptisobt je proto 6 - 2°
a pravdépodobnost, ze se zadny par neobjevil, je tak ?ﬁ; = %. Nas zajima pravdépodobnost
5
doplnikového jevu, a ta je rovna 1 — % = %

Uloha 11. Anicka si desetkrat hodila férovou kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze ji padla aspon
jedna jednicka?

V ulohach se téz obcas setkavame s jistou formou symetrie, coz ndm muze také znac¢né zjedno-
dusit praci. V jedné z predchozich dloh jsme napiiklad vybirali ndhodnou pétici ze skupiny tficeti
tulent. Formalné to znamena, ze si predstavime pravdépodobnostni prostor obsahujici vSech (350)
pétic a z néj jednu vybereme. Intuitivnéjsi predstava je, ze nejprve z 30 tulent vybereme jednoho,
ze zbylych 29 druhého atd. Toto je jiny proces nez vybrani pétice z mnoziny pétic, nicméné dava
uplné stejny vysledek. To proto, Ze vSichni tuleni jsou stejni a jenom prostym pfejmenovanim tu-
lent ziskame z néjaké pétice libovolnou jinou. Takze kazda pétice tulent je vybrana se stejnou
pravdépodobnosti, nebot piejmenovani tulenit nemtize zménit pravdépodobnost, ze danou pétici
vybereme. Vybirani kazdé pétice tulenti se stejnou pravdépodobnosti je ale pfesné to, co délame
v prvnim procesu.

Podobné uvahy, kdy si uvédomime, ze dva zpusoby vybéru jsou vlastné stejné, se daji casto
s uspéchem vyuzit. Naptiklad v nasledujici uloze pouzivame uzitecné pozorovani, ze pokud zami-
chame Cerné a bilé kraliky a nahodné je sefadime, pravdépodobnost, ze prvni, druhy, ... , posledni
kralik je Cerny, musi vyjit pro vSechny kraliky stejné.

Uloha 12. V klobouku kouzelnika Pokusténa se kréi osm ¢ernych a &tyfi bili kralici. Nahodné
z klobouku vytdhneme Sest kraliku. Jaka je pravdépodobnost, ze posledni vytazeny kralik bude

Gerny? (Néboj 2010)
Reseni. Stadi si rozmyslet, %e kyzena pravdépodobnost vyjde stejné pro prvniho i posledniho
kralika. Potom bude jasné, ze odpovéd je %.

Vybirani kraliki si lze predstavit tak, Zze vybereme ndhodnou permutaci kralikd (neboli posta-
vime je do fady) a pak postupné vytdhneme prvnich Sest kralikd v fads. Vime, ze v % ptipadi
bude prvni kralik cerny. Plati ale, ze pokud v kazdé mozné permutaci prohodime prvniho a Sestého
krélika, dostaneme zase vSechny permutace. To znamena, ze pocet permutaci, v kterych je prvni
kralik ¢erny, je stejny jako pocet permutaci, v kterych je Sesty kralik ¢erny. Sesty kralik tak bude

2

Cerny s pravdépodobnosti % =3.

Uloha 13. Ada a Bara hraji kostky. Ada héazi férovou dvacetisténnou kostkou, zatimco Béra si
tiikrat hodi Sestisténnou kostkou a secte cisla, kterd na ni padnou. Je vétsi pravdépodobnost, ze
Ada hodi vic nez Béra, nebo e Bara hodi vic nez Ada?
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Uloha 14. (t&7k4) Do stomistného letadla nastupuje 100 lidi, kazdy ma mistenku na jedno se-
dadlo. Prvni nastupujici ale ztratil svou mistenku, a tak si sedne ndhodné. Kazdy dalsi si sedne
na svoje sedadlo, je-li volné, a v opaéném piipadé si sedne na nidhodné volné sedadlo. Jaka je
pravdépodobnost, Ze posledni prichozi si sedne na svoje sedadlo?

Uloha 15. (tézka) Mirek je velky gurman a vlastni pytel, ve kterém je 123 karamelek a 321 hasle-
rek. Aby si své bonbény poradné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude konzumovat specifickym zpi-
sobem. Kdyz se rdno probudi, za¢ne z pytle ndhodné vytahovat jeden bonbén za druhym. Prvni
bonbdn rozbali a sni — kazdy dalsi bonbén vzdy rozbali, a pokud je tento stejného typu jako vsechny
predchozi, rovnéz jej sni. Je-li jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil chut.
Tim Mirkav ranni ritual konc¢i. Uvedenym zpusobem konzumuje Mirek bonbény kazdy den az do
chvile, kdy uz v pytli zddny nezbyde. Jaka je pravdépodobnost, Ze poslednim snédenym bonbénem
bude karamelka? (MKS 32-3j-6)

Nezavislost

Ackoli uz v seridlu néjakou dobu mluvime o pravdépodobnosti, nedélali jsme zatim nic objevnéjsiho
nez pocitani moznosti. Nyni se budeme bavit nezavislosti, coz uz je typicky pravdépodobnostni
koncept. Piedstav si, Ze hodime nardz dvéma férovymi mincemi (tedy orel i panna padaji se stejnou
pravdépodobnosti %) Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne panna? Jak spravné tusis, vyjde
i. Pfiblizné v poloviné pfipadt totiz bude panna na prvni minci a priblizné v poloviné pfipada
z této poloviny bude panna na druhé minci.

Tato tvaha samoziejmé funguje obecné. Predpoklddejme, Ze jsme n-krat zopakovali néjaky
pokus a vime, ze v p - n pfipadech (p < 1) nastal jev A a v ¢ - n pripadech (¢ < 1) nastal jev
B. Potom ocekdvame, ze pokud na sobé jevy A, B nijak nezavisi, nastanou oba zaroven pfiblizné
v p- q-n pripadech. To proto, Ze omezime-li se na p - n pfipadi, kdy nastane jev A, oCekdvame, ze
v ramci téchto pfipadt bude nastivat jev B zhruba se stejnou frekvenci, s jakou nastaval v ramci
vSech n pokusu.

Abychom nezavislost mohli pouzivat, musime si pfesné definovat, co to je. Uvahu o tom, Ze pro
nezavislé jevy se pravdépodobnost pruniku téchto jevli dostane jako soucin jejich pravdépodobnosti,
tedy oto¢ime a naopak pomoci tohoto vzorecku nezéavislost formalné definujeme.

Definice. Rekneme, 7e dva jevy A, B jsou nezavislé, pokud
P(An B)=P(A) -P(B).

Jakmile médme definici, mizeme mluvit o tom, ze dva jevy jsou nezavislé, i kdyz to na prvni po-
hled tfeba viibec neni jasné. Staci ovérit, ze pro né plati predchozi vzorecek. Napiiklad vytdhneme-li
si z balicku mariasovych karet jednu ndhodné, jsou jevy ,karta je eso* a ,karta je srdcova“ na sobé
nezavislé, nebot pravdépodobnost esa je %, pravdépodobnost srdcové karty je % a pravdépodobnost
srdcového esa je 3% = % - i.

Uloha 16. Dokaz, %e jsou-li jevy A, B nezavislé, potom jsou nezavislé i dvojice jevi A, B, dale
A, B a také A, B.

Jestlize chceme definovat nezavislost pro vice jevli, musime byt opatrni. Co by naptiklad mély
spliiovat ti¥i nezavislé jevy A, B, C? Urc¢ité chceme, aby

P(ANBNC) =P(A) - P(B) - P(C).

Zaroven by mélo platit, ze pokud trojice A, B,C je nezavisla, tak i tfi dvojice (4, B), (B,C)

a (A, C) budou nezavislé podle nasi predchozi definice pro dvojice jevi. Tedy bychom radi, aby
zaroven platilo
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P(ANB) =P(A)-P(B),
P(BNC)=P(B)-P(C),
P(ANC) = P(A) - P(C).

Asi Té ted napada, jestli je opravdu potfeba definovat nezavislost t¥i jevi pomoci ¢tyf rovnic.
Opravdu to potieba je. Podivej se na nasledujici dvojici tloh.
Uloha 17. Petr si dvakrat hodil kostkou. Nechf A je jev ,na prvni kostce padlo 2, B je jev
,soucet ok na obou kostkach byl 7¢ a C je jev ,na druhé kostce padlo 3“. Rozmysli si, Zze vSechny
dvojice jeva (A, B), (B, C) a (A, C) jsou nezavislé, ale celd trojice nezavisla neni.

Uloha 18. (tézka) Najdi t¥i jevy A1, A2, Az, které spliuji P(A1 N A2 N As) = P(A1)P(A2)P(As),
ale pfitom ani jedna dvojice jevl (A1, A2), (A2, As) a (A1, A3) neni nezavisla.

Pro tfi jevy tedy dava smysl nezavislost definovat tak, ze musi byt splnény ¢tyfi rovnice, kazda
pro jednu podmnozinu jevu velikosti alespon dva. Mozna uz tusis, jak bude vypadat obecna definice.
Budeme prosté pozadovat, aby obdobny vzorecek platil pro v podstaté libovolnou podmnozinu jeva.

Definice. Jevy A1, Ag,..., A jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz pro kazdou jejich podmnozinu
Aiy, Aig, ., Ay, 2 U< K, platd

P(A;; NAy, N---NA;) =P(A;,) - P(Ag,) - - P(Ay).

Uloha 19. Kolik rovnic definuje nezavislost k jevii? Co by se stalo, kdybychom v definici povolili
pripad [ = 17

Jakkoli muze definice vypadat slozité, vyuziti nezavislosti je obvykle velice intuitivni a casto si

ani neuvédomujeme, Ze ji vlastné pouzivame. Ukazme si nyni typicky ptiklad.
Uloha 20. Mnozina X ma n prvkia. Nechf A, B jsou dvé nidhodné podmnoziny X. Jaka je
pravdépodobnost, Zze A je podmnozina B? (Néboj 2010)
Reseni. Vybrat ndhodnou podmnozinu znamend, ze z pravdépodobnostniho prostoru obsahuji-
predstava je ale ta, ze se postupné pro kazdy prvek X nezavisle ndhodné rozhodneme, zda ho vez-
meme, ¢i ne. Z nezavislosti jednotlivych vybéra totiz vyplyva, ze pravdépodobnost vybéru libovolné
podmnoziny je pfesné % . % e % = (%)”

Vybrat dvé nahodné podmnoziny znamena, ze nas§ pravdépodobnostni prostor ma dokonce
(2")2 prvkia — kazdy odpovida jedné dvojici podmnozin. Znovu ale mtzes nahlédnout, Ze ekvi-
valentni zpusob je, Ze se pro kazdy prvek nezavisle ndhodné rozhodneme, zda jej vezmeme do prvni
a zda jej vezmeme do druhé mnoziny.

Nyni si uz jen staci uvédomit, ze pfi rozhodovani o jednom prvku mnoziny se s pravdépodob-
nosti % rozhodneme, Ze jej vybereme do A, ale nikoli do B. V tomto pfipadé pak A nemuze byt

3

podmnozinou B. Opa¢ny jev nastane s pravdépodobnosti . To, Ze A bude podmnozinou B, pak

znamena, ze nastalo n nezavislych jevi, kazdy s pravdépodobnosti %, vysledek je tedy (%)n
Pozor, zatimco vybér ndhodné mnoziny dava typicky priklad nezavislych jevi, setkali jsme se
uz i s pripadem, kde vybér nezavisly neni.
Uloha 21. Dvanict orgti, mezi nimi i Danil a Vasek, pfislo do obchodu, naéez si v nahodném
poradi stoupli do fronty na banany. Rozmysli si, ze jevy ,Vasek stoji na i-té pozici“ a ,,Danil stoji
na j-té pozici“ nejsou nezavislé pro zadna ¢ a j.
To by mélo davat smysl: pokud vime, kde je Danil, dostali jsme napovédu o Vaskové pozici,
nebot ten nutné musi byt jinde! Intuice tedy fika, Zze dané jevy na sobé ,zavisi.
Uloha 22. O jevech A, B, C vime, ze A, C jsou nezavislé, B, C jsou nezéavislé a A, B jsou
.. PR, 2 3 11 e
disjunktni. Ddle P(AUC) = 5, P(BUC) = 1 a P(AUBUC) = 13. Kolik je P(A4),P(B) a P(C)?
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Uloha 23. Uvaz pravdépodobnostni prostor na osmi prvcich. Najdi éty¥i jevy A, B, C, D takové,
ze vSechny trojice téchto jeva jsou nezavislé, ale ¢tvefice nezavisla neni.

VylepSena definice prostoru

Ukézali jsme si jiz nékolik prikladt, ve kterych se hazelo férovou kostkou. Co kdyz ale kostka
férova neni? Mize se tfeba stat, ze Sestka padne v 30 procentech pfipadi, zatimco jednicka nebude
padat skoro viibec.!? V takovém piipadé se hodi pfifadit prvkiim pravdépodobnostniho prostoru
néjaké vahy. Porad ale budeme pozadovat, aby se vSechny vahy secCetly na jednicku. NasSe definice
pravdépodobnostniho prostoru tohle ale bohuzel neumoziiuje. Pojdme ji tedy upravit.

Definice. Pravdépodobnostni prostor je koneénd mnozina, jejiz kazdy prvek (tedy elemen-
tarni jev) ma prifazené kladné redlné ¢islo, pfi¢emz soucet ¢isel vSech prvki je 1. Pro jev A defi-
nujeme jeho pravdépodobnost P(A) jako soudet ¢isel odpovidajicich elementarnich jevi.

Nas predchozi zplisob prace s pravdépodobnosti byl specidlnim pfipadem této definice. Az do
této chvile jsme prosté kazdému elementarnimu jevu p¥itfazovali ¢islo 1/|Q]. Protoze je tento pivodni
zpusob, ktery jsme dosud pouzivali, hodné Casty, fikd se mu klasicky pravdépodobnostni prostor.
Pokud nékde fekneme, Ze ,,z mnoziny vybereme prvek nahodné“, tak tim automaticky myslime, ze
kazdy prvek je vybran se stejnou pravdépodobnosti, tedy pracujeme s klasickym prostorem.

Nyni uz ale zpatky k nasi nové definici. V8imni si, Ze vSechno, co jsme doposud dokazali pro
klasické prostory, plati pro véechny pravdépodobnostni prostory. Specialné se podivej na tlohu 2 a
rozmysli si, Zze vSechny body porad plati. Ani s nasi definici nezéavislosti neni zZadny problém.

Pouziti nové definice si ukazeme na nasledujicim ptikladu.

Uloha 24. Kenny, Franta a Jarda se rozhodli, Ze si zahraji tenis. Kenny se s nimi vsadil o kilo
éokolady, ze vyhraje dvakrat po sob&. MiiZe si vybrat ze dvou moZnosti: bud bude hrat nejprve
s Frantou, pak s Jardou a nakonec s Frantou, nebo nejprve s Jardou, pak s Frantou a nakonec
s Jardou. Kterou z moznosti si méa zvolit, jestlize vi, ze Jarda hraje podstatné lépe nez Franta, aby
zvysil svoji Sanci na vyhru? Jednotlivé hry jsou na sobé nezavislé.

Reseni. Necht p je pravdépodobnost, ze Kenny vyhraje zapas s Frantou a g pravdépodobnost, ze
vyhraje zapas s Jardou. Mame p > q. Za¢néme s prvni moznosti, tedy nejprve zapas s Frantou, pak
s Jardou a nakonec s Frantou. Odpovidajici pravdépodobnostni prostor mé 8 elementarnich jevi,
nebot v kazdém ze tii zapast jsou dvé moznosti, jak dany zapas mohl dopadnout. Kazdy elementarni
jev ale nastava s jinou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost, ze Kenny vyhraje vSechny t¥i zapasy,
je z nezavislosti rovna pgp, pravdépodobnost, ze dvakrat vyhraje a pak prohraje, je pg(l — p) a
pravdépodobnost, ze prohraje a pak dvakrat vyhraje, je (1 — p)gp. Celkova pravdépodobnost, ze
Kenny vyhraje dvakrat za sebou, je pgp + 2(1 — p)gp = pq(2 — p).

Obdobné spoditame, ze ve druhém piipadé je pravdépodobnost dvou vyher za sebou rovna
pq(2 — q). Protoze p > ¢, je druhy vyraz vétsi, tedy Kennymu se vyplati hrat dvakrat s Jardou
nehledé na to, ze Jarda hraje 1épe.

Uloha 25. Vandal a moderator upravuji ¢lanek na Wikipedii. Na za¢atku byl ¢lanek bez chyby.
Kazdy den pfida vandal jeden chybny tdaj. Na konci kazdého dne mé& moderator 2/3 Sanci na
nalezeni kazdé jednotlivé chyby, kterd jesté v clanku je. Jakad je pravdépodobnost, Ze po tfech
dnech bude ¢lanek bezchybny? (Naboj 2012)

Uloha 26. Sance, %e stopatka Martina v nejblizsich 20 minutach stopne auto, je 609/625. Pokud
je pravdépodobnost stopnuti auta kazdou minutu stejna, jaka je pravdépodobnost, ze Martina
stopne auto v nejblizsich péti minutach? Auta jezdi nezévisle na sobé. (Néboj 2012)

12Ne, netekneme, kde se takové kostky daji sehnat.
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Podminéna pravdépodobnost

V posledni nehvézdickové sekci prvniho dilu si povime o podminéné pravdépodobnosti, coz je kon-
cept, ktery ndm umoziuje vyznat se v situacich, kdy pracujeme s nékolika jevy, které nejsou ne-
zavislé, a tedy mezi sebou interaguji. Nejprve si ukazeme tzv. Monty Hallav problém, ktery patii
nepochybné k nejzndméjsim a nejpirekvapivéjsim tloham z oblasti pravdépodobnosti.

Monty Halltiv problém

To jsou paradoxy, co?
Vidclav Havel

Uloha 27. (Monty Halltiv problém) Ve findle jisté televizni soutéze je za dvéma dveimi koza a za
tretimi auto, pficemz soutézici chce auto. Postavi se tedy k jedném dvefim, nacez moderator otevie
jedny dvere, za kterymi je koza — jiné nez ty, ke kterym se soutézici postavil — a pak da soutézicimu
moznost jesté€ svou volbu dvefi zménit. Pokud mé moderator na vybér z vice moznosti, vybere si
nahodné. Vyplati se soutézicimu volbu zménit?

Tato soutéz mimochodem opravdu existovala, stejné jako jeji moderator Monty Hall. Zkus si
nad tlohou sdm (sama) popfemyslet! Zalezi napiiklad viibec na rozhodnuti soutéziciho?

Zadrhel, ktery je v uloze skryty, si nyni ukaZeme na jeji nasledujici varianté:
Uloha 28. (Monty se stadem koz) Stejna soutéz, ale pied soutézicim je 50 dvefi, pficemz za
49 z nich je koza. Poté, co soutézici ukaze na dvere, Monty otevie 48 dvefi, za kterymi je koza
(dvefe vybrané soutézicim nechd zaviené). Vyplati se soutézicimu svou volbu zménit?

Reseni. Pravdépodobnost, ze jsme si pii prvnim vybéru vybrali dvefe s autem, je nyni opravdu
mizivd — pouhd dvé procenta. S nejvétsi pravdépodobnosti tedy je za vybranymi dvefmi koza.
V takovém pripadé nam ale Monty tim, Ze oteviel zbylé dvefe kromé jednéch, pravé ,ukazal“,
kde je auto! Pokud tedy v tomto pfipadé zménime, vyhrajeme auto s pravdépodobnosti 98 %.
Soutézicimu se proto vyplati svoji volbu zménit.

Pivodni problém funguje tplné stejné, ackoli tu princip toho, ze ndm Monty ,ukazal®, kde je
auto, neni tak patrny. Pojdme si jej tedy vytesit obdobné jako jeho pfedchozi variantu.

Reseni tlohy 27. Predpokladejme, Ze jsme si nejprve vybrali prvni dvefe — vzhledem k tomu,
ze auto je za ndhodnymi dvefmi, je jedno, co si vybereme na zacatek. Leva cast obrazku uka-
zuje, ze po nasSem vybéru pracujeme s klasickym pravdépodobnostnim prostorem se tfemi prvky
odpovidajicimi poloze auta.

Po Montyho ndhodném rozhodnuti nas pravdépodobnostni prostor obsahuje dokonce ¢tyfi prvky,
nebot v pfipadé, kdy je za nami vybranymi dvefmi auto (horni vétev na obrazku), si Monty ndhodné
vybere jedny ze dvou zbylych dveri.

Muzeme si nicméné vsimnout, ze at uz si Monty v tomto pfipadé (horni vétev na obrazku)
vybere kterékoli ze zbyvajicich dvefi, plati, Ze prohrajeme pravé tehdy, kdyz zménime svou volbu.

Naopak ale plati, Ze ve zbylych dvou p¥ipadech (stfedni a dolni vétev na obrazku) vyhrajeme
pravé tehdy, kdyz zménime svou volbu.

Pokud tedy zménime vybrané dvete, vyhrajeme s pravdépodobnosti 2/3. Soutézicimu se proto
vyplati zménit svou volbu.!3

13Pokud tomuto faktu pofad nevéris, miizeme Té ujistit, Ze byl experimentalné potvrzen v po-
fadu Bofi¢i mytua.
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Uloha 29. Rozmysli si, ze strategie ,,vzdy zménim* funguje Gplné stejné i ve chvili, kdy se Monty
nerozhoduje ndhodné.

Definice podminéné pravdépodobnosti

Jak jsme vidéli na ptikladu tlohy o Monty Hallovi, mtze se stat, ze chceme znat pravdépodobnost
néjakého jevu (za vybranymi dveimi je auto) za podminky, Ze nastal né&jaky jiny jev (Monty oteviel
druhé dvefe). Podminénd pravdépodobnost ndm umoziiuje pfistoupit k tlohdm tohoto typu.

Vratme se k pravdépodobnostnim prostoriim; spocitat pravdépodobnost jevu A za podminky,
ze nastal jev B, prosté znamena, ze misto celého pravdépodobnostniho prostoru 2 spocitame prav-
dépodobnost jevu A vic¢i mensimu prostoru uréenému mnozinou B. Zbylé elementarni jevy totiz
nemohou nastat.

Jenze soucet pravdépodobnosti elementarnich jevil uvnitf mnoziny B uz neni 1, nybrz P(B).

Abychom tedy dostali spravnou hodnotu (coz ma byt pomér ,velikosti“ A N B oproti ,velikosti“
P(ANB)

nového prostoru B), musime spoéitat podminénou pravdépodobnost jako podil i65)

Definice. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, definujeme
jako
P(ANB
Pap) = D0
P(B)

Vsimni si, Ze definice dava smysl jen za predpokladu, ze P(B) # 0. Ptat se, co se stane za
predpokladu, Ze nastane jev, ktery nastat nemize, je prosté divné.

Napftiklad pokud vime, Ze na kostce padlo sudé ¢islo, pak pravdépodobnost, Ze to byla dvojka,
je jedna tfetina. Nazveme-li jev ,padla dvojka“ A a jev ,padlo sudé ¢&islo“ nazveme B, muzeme
z definice pocitat P(A|B) = % = % =1/3.
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Povsimni si, Ze pokud jsou jevy A a B nezdvislé a zaroven je P(B) > 0, mizeme spocitat, ze

_ P(ANB) _P(A)-P(B)
PAIB) = L 5= =~ p = P

To je dulezité pozorovani, které potvrzuje intuici: pokud jsou dva jevy nezavislé, tak to, ze se
jeden z nich stal, neovlivni, zda se stane druhy jev. Z vypoctu vSak plyne i obracené tvrzeni: pokud
P(A) = P(A|B), jsou na sobé jevy A a B nezavislé.

Pokud pracujeme s vice nez dvéma jevy, muze se hodit nasledujici vzorecek:

Uloha 30. Piedpokladejme, ze A1 N A2 N---N Ay, # 0. Dokaz, ze

P(A1 NAsN--- ﬁAn) = P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 N Ag) .. -P(An|A1 M- ﬂAn_l).

Tento vzorecek by mél byt intuitivni. Rika, Ze aby nastaly vSechny jevy A1, ..., A,, musel nastat
A1, pak, kdyz uz vime, ze nastal A;, musel nastat i Ay, pak, kdyz uz vime, ze nastal A; i Ag,
musel nastat As, atd.

Mimochodem, pokud v tloze 2 podmini§ vechny jevy néjakym novym jevem C (tj. do kazdé
zavorky dopises ,|C“), pofad vsechny vlastnosti budou platit. Pracovat s podminénou pravdépo-
dobnosti je totiz vlastné stejné jako pracovat s norméalni pravdépodobnosti, pouze se pohybujeme
v mensim prostoru uréeném jevem, kterym podminujeme.

Ukazme si nyni jednoduché pouziti podminéné pravdépodobnosti. Nasledujici uloha ukazuje, ze
myslenky podminéné pravdépodobnosti jsme vlastné uz pouzivali i na zacatku seridlu pfi kombi-
natorickém pocitani.

Uloha 31. V obchodé je 100 zarovek, z nichz 9 je vadnych. Marta si t¥i ndhodné vybrala. Jaka
je pravdépodobnost, zZe jsou vSechny tfi vadné?

Reseni. Jak uz vime, vybrat ndhodné tii zérovky je stejné jako vybrat ndhodné prvni zdrovku, pak
ze zbytku vybrat druhou a nakonec tfeti. Ozna¢me Aj, As, A3 jevy, ze prvni, druhd, tfeti Zarovka
je vadna. Uvédom si, ze se jedna o vybér bez opakovani, tudiz tfi jevy na sobé nejsou nezavislé.
Zajimé néas pravdépodobnost, Ze nastanou vSechny tfi jevy zaroven, k ¢emuz pouzijeme vzo-
re¢ek P(AN BN C) = P(A) - P(B|A) - P(C|A N B). Pravdépodobnost, Ze nastane jev A, je 1%0.
Pravdépodobnost, Ze nastane jev B, kdyz uz vime, Ze nastal jev A, tedy ze si Marta vybrala jednu
vadnou zarovku, je %, zbyva totiz uz jen osm vadnych. Konec¢né pokud vime, ze si Marta vybrala

dvé vadné zérovky, mame P(C|AN B) = %. Tedy P(ANBNC) = %.

Uloha 32. Hodime t¥ikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze padla tiikrat panna, pokud vime,
ze panna padla aspon jednou?

Uloha 33. Za piedpokladu X NY N Z # (0 dokaz, ze P(Z|Y) = P(Z|X NY) pravé tehdy, kdyz
P(X|Y) = P(X|Y N Z).

Pii praci s podminénou pravdépodobnosti je vzdy dilezité si rozmyslet, jakym jevem vlastné
podminujeme. Ze to neni vzdy jasné, ukazuje nasledujici tloha, nad kterou se zkus zamyslet.
oha 34. Pravdépodobnost, ze se narodi chlapec, je stejnd jako pravdépodobnost, ze se narodi
Uloha 34. Pravdépodob Z di chl je stejna jak dépodobnost, z di
dévce. Navic ma-li rodina vice déti, jejich pohlavi jsou na sobé nezavisla.
(1) Predpoklddejme, ze ze vSech rodin se dvéma détmi, kde je starsi dité dévce, si jednu
nahodné vybereme. Jaka je pravdépodobnost, ze mladsi dité je také dévée?
(2) Ze vsech rodin se dvéma détmi, které maji alespori jedno dévce, si jednu ndhodné vyberme.
Jaka je pravdépodobnost, ze druhé dité je také dévce?
(3) Piisli jsme na navstévu ke vzdélenym piibuznym, ktefi maji dvé déti. Na zahradé jsme
potkali dévce. Jaké je pravdépodobnost, ze druhé dité je také dévée?

Ve druhé poduloze vyjde jiny vysledek nez v téch zbylych, coz je dost prekvapivé. Klicem
k pochopeni je uvédomit si, Ze zpusob, jakym jsme v této tloze vybirali rodinu, je dost zvlastni.
30



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Déji se ale jesté prekvapivéjsi véci. Zkus se zamyslet nad nésledujici variantou Monty Hallova
problému.

Uloha 35. (psycho) Stejna soutéz jako v piikladu s Monty Hallem. Ve chvili, kdy se Monty chyst4
oteviit jedny ze dvou neoznacenych dvefi, zakopne a béhem padu omylem nahodné dvefe z této
dvojice otevie. Ukaze se, ze je za nimi koza, takze soutéz muze dale probihat podle planu. Vyplati
se soutézicimu zménit své rozhodnuti?

Véta o GpIné pravdépodobnosti

Dalsi typické pouziti podminéné pravdépodobnosti si ukdzeme na alternativnim feSeni tlohy 3, na
niz jsme si vysvétlovali, co jsou to permutace.

Uloha 36. Dvanict orgti, mezi nimi i Danil a Vasek, pfislo do obchodu, naéez si v nahodném
poradi stoupli do fronty na banany. Jaka je pravdépodobnost, ze Danil s Vaskem budou stat vedle
sebe, aby si mohli povidat o seriadlu?

Reseni. Oznaéme A jev, jehoz pravdépodobnost chceme spoéitat. Kyzenou pravdépodobnost P(A)
spocCteme tak, Ze jev A rozlozime na dva disjunktni jevy, jejichz pravdépodobnost pujde spocitat
snadno.

Oznacéme B jev, ze je Danil ve fronté aplné vepiedu nebo uplné vzadu, a je tedy vedle néj jen
jedno volné misto. Jinak jsou vedle néj mista dvé. PovS§imnéme si, Ze A = (AN B) U (AN B),
a protoze jsou tyto dva jevy disjunktni, mame dokonce (dle Sestého bodu tlohy 2)

P(A) =P(ANB)+P(ANB).

Ted uz jen stac¢i spoéitat pravdépodobnosti obou jevii, k éemuz pouzijeme vzorecek pro podmi-
nénou pravdépodobnost. Pravdépodobnost jevu B, tedy toho, ze Danil je iplné vepredu nebo taplné
vzadu, je %, nebot pravdépodobnosti vSech pozic Danila jsou stejné pravdépodobné (rozmysli si!).
Za podminky, ze Danil stoji na kraji, je pravdépodobnost toho, ze Vasek stoji vedle n€j, rovna ﬁ,
nebot z 11 moznych zbylych pozic stoji Vasek na jedné a opét jsou vSechny stejné pravdépodobné.

Méame tedy

2 1
P(ANB)=P(B) -P(A|B)= — . —.
( ) (B) - P(A|B) TRET]
Obdobné

P(ANB) = P(B) - P(AB) = 2. 2
12 11°

Dostavame tak
2 2.10 22 1

P(A) = = =—.
12-11 12-11 12-11 6
I kdyz Ti ted mozné tento zpusob pripada pracngjsi nez predchozi dikaz, koncepcéné je velice
jednoduchy: ptivodni problém, ktery jsme neuméli fesit, jsme pridanim podminky prevedli na dva
problémy, jez diky dodané podmince jiz feSit umime.
Tento rozkladaci trik se pouziva tak Casto, Ze jeho obecn€jsi varianta dokonce dostala vlastni
nazev — Véta o uplné pravdépodobnosti. Zni nasledovné:

Véta. (o Gplné pravdépodobnosti) Necht Q je pravdépodobnostni prostor a Bi, Ba, ..., By jsou
po dvou disjunktni jevy takové, ze By U Ba U ---U By, = Q. Potom pro libovolny jev A plati

P(A) = P(AN B1) + P(AN Ba) + -+ P(AN By)
= P(B1) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|B2) + -+ + P(Bn) - P(A|Br).

Jak sis mozné v§iml(a), pouzijeme-li sedmy bod tlohy 2, je znéni véty v podstaté i jejim dikazem.
Uloha 37. V serialu zadava 60 % piikladti Vasek a kazdy takovy piiklad vyfesis s pravdépo-
dobnosti 80 %. Zbylé piiklady jsou od Danila. Kdyz sis ale piiklady zacal(a) pocitat, zjistil(a) jsi,
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ze ndhodny priklad umis vyfesit jen s pravdépodobnosti 70 %. S jakou pravdépodobnosti vyfesis
priklad, ktery Ti zad4d Danil?

Uloha 38. Necht C1,Cs,...,Cy jsou disjunktni jevy takové, ze C1UC2U- - -UC, = Q. Déle nechf
A a B jsou né&jaké jevy. Pfedpokladejme, ze pro vSechna C; plati P(ANB|C;) = P(A|C;) - P(B|C5).
Déle necht B je nezavislé na vSech C;. Dokaz, ze A a B jsou nezavislé.

Bayesova véta

Ukazeme si dalsi pouziti podminéné pravdépodobnosti. Pfedtim si dovolime jednu obecnou avahu.
Ackoli dost mozna o pravdépodobnosti premysli§ i v bézném zivoté, obvykle nemluvis o prav-
dépodobnostnim prostoru a pravdépodobnost pro Tebe asi neni precizné spocitané veli¢ina, ale
spi§ jakysi osobni odhad toho, Ze se néco stane: bude prset, kamarad pfijde véas, propadnes
z matematiky,... Potom ostatné ani neni jasné, co by mél byt pravdépodobnostni prostor do-
kladajici, ze pravdépodobnost daného jevu je takova ¢i makova. I v tomto pripadé ale muzeme
pouzivat koncepty jako nezavislost ¢i podminéna pravdépodobnost. Specidlné pojem podminéné
pravdépodobnosti je velice uziteny, protoze umoznuje ménit nas odhad pravdépodobnosti potom,
co se stala néjaka udalost.

Uloha 39. Vasek se zacal u¢it na housle. Po par hodinach usoudil, Ze to jiz umi, ale jsa si védom
toho, Ze nemé hudebni sluch, odhaduje, Ze se na housle nauéil hrat s pravdépodobnosti 30 %. Pro
jistotu zahral Danilovi a zeptal se ho, co si mysli. Vasek vi, Ze pokud na housle doopravdy umi
hréat, tak mu Danil s pravdépodobnosti 95 % Fekne pravdu.'* Pokud se Vasek hrat nenaucil, Danil
mu s 60% pravdépodobnosti stejné bude tvrdit, Ze mu to jde. Jak si ma Vasek zménit odhad na to,
ze umi hrat na housle, v zavislosti na Danilové odpovédi?

ga B

0,6 0,4
N\ ¥

60 % 0,42 0,7 0,28

40 %
0% 0,285 0,3 0,015 |_

VA
0,95 05

@ 5

Reseni. Pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem na &tyfech prvcich (viz obrazek). Ozna¢me
A jev ,Vasek umi hrat na housle“ a B jev ,Danil tvrdi, ze Vasek umi hrat na housle“.

Potom, co Danil odpovi kladné, musime podminit jevem B a po spocteni novych pravdépodob-
nosti dostavame

14Padesat procent autort se domniva, ze je tento odhad ptilis optimisticky (a Danil taky).
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P(A|B) = P(ANB) _ P(A)P(B|4) _ P(A)P(BJ|A) B
T P(B)  P(BNA)+P(BNA) P(A)P(BA) + P(AP(B[A)
_ 0,3-0,95 0,285 = 0.40.

0,3-0,95+0,7-0,6 0,285+ 0,42

Pravdépodobnost, ze Vasek umi hrat, se tedy zvysila na 40 %. V piipadé nepfiznivé recenze znovu

pocitame:
P(AIB) = P(ANB) _ P(A)P(B|A)
" P(B)  P(A)P(B|A) +P(A)P(B[A)
0,3-0,05 0,015

- = 0,05.
0,3-0,05+0,7-0,4 0,015 + 0,28

V tomto pfipadé se Vaskovy Sance snizily na pouhych 5 %.

Pavodnimu odhadu pravdépodobnosti se také rika apriorni pravdépodobnost a odhadu oprave-
nému na zakladé toho, Ze se stal (nebo nestal) dany jev, se fikd aposteriorni pravdépodobnost.
V tloze jsme dvakrat pouzili stejnou ivahu, kterou shrnuje néasledujici Bayesova véta.

Véta. (Bayesova) Jestlize P(A) # 0 a P(B) # 0, plati

P(A) - P(B|A)

PAIB) = ==

Dikaz.

P(ANB) _ P(A)-P(B|A)

PUAIR) =55 P(B)

Neni dulezité si vzorecek pamatovat, ale je dobré védét, k ¢emu je dobry: dava navod, jak
vyjadrit P(A|B) pomoci P(B|A). Kdyz pouzivas Bayesovu vétu, ¢asto ¢len ve jmenovateli pfimo
nezna$ a musi§ jej spocitat z véty o uplné pravdépodobnosti jako P(B) = P(B|A1) - P(A1) +
P(B|A2) - P(A2) + --- + P(B|An) - P(Ay); tak tomu bylo i v nasem pfipadé.

Bayesova véta se pouziva tfeba v nemocni¢nim prostiedi. Vzhledem k tomu, Ze testy chorob
maji samy o sobé urcitou chybovost, je dobré umét si spocitat, jak moc testu miazeme vérit.
Uloha 40. Jistou vzacnou chorobou trpi jeden &lovék z tisice. D4 se odhalit testem, ktery funguje
nasledovné. Pokud chorobou skutecné trpime, test ji spolehlivé odhali. Pokud chorobou netrpime,
s pravdépodobnosti 1 % test stejné nahlasi nemoc. Nechali jsme si udélat test a vyslo ndm, Ze touto
chorobou trpime. Jaka je pravdépodobnost, ze tomu tak skutecné je?

Nerekneme Ti, jak pravdépodobnost vyjde, ale bude prekvapivé mala. ,Paradoxnost“ tohoto
prikladu ale neznamend, Ze by Bayesova véta sama byla néjak paradoxni, problémem je spis to,
ze se v prikladu michaji mal4d a velkad ¢isla. Je uzitecné nahlédnout, ze kdyz k doktorovi pfijde
tisic zdravych lidi, pfiblizné deseti z nich bude chybné diagnostikovana choroba, ale jen jeden
¢lovék bude doopravdy nemocny. Pravdépodobnost, ze ¢lovek, kterému vyslo, ze chorobou trpi, je

opravdu nemocny, by proto méla byt priblizné 101+1 = 0,09.

Pripadu, kdy test nahlasi neexistujici chorobu, se obvykle fika falesné pozitivni (false positive),
zatimco pokud by test chorobu v nékterych pfipadech nebyl schopen odhalit, mluvili bychom o fa-
lesné negativnim vysledku (false negative).

Uloha 41. V krabicce jsou t¥i mince: dvé poctivé a jedna, kterd ma na obou stranich pannu.

Jednu minci si ndhodné vybereme a hodime si.

(1) S jakou pravdépodobnosti padne panna?
(2) Hodili jsme si a padla panna. S jakou pravdépodobnosti se jedné o faleSnou minci?
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Nekonecné pravdépodobnostni prostory*

V seridlu jsme se doposud setkali jen s kone¢né velkymi prostory. Jak jsi vidél(a), i ty mohou
byt dost zajimavé a uziteCné, v praxi ale Casto nestac¢i. Predstav si, ze si hézis minci, dokud Ti
nepadne panna. Uz tento jednoduchy pokus vyzaduje nekone¢ny pravdépodobnostni prostor! Pro
kazdé prirozené Cislo k totiz bude v prostoru jeden prvek odpovidajici jevu ,panna poprvé padla
v k-tém kroku“. Casto je ale situace jesté slozit&jsi. Piedstav si, ze nad nékym zlomi$ metr dlouhou
hal na ndhodném misté. Potom musi odpovidajici pravdépodobnostni prostor obsahovat libovolné
realné ¢&islo z intervalu (0,1)!

Mozné uz jsi nékdy slySel(a) o tom, ze podobné jako muzeme porovnavat velikosti kone¢nych
mnozin, lze porovnavat i velikosti mnozin nekoneénych.'® V praxi se obvykle setkas s dvéma, veli-
kostmi.

Nekonec¢né mnoziny, které jsou stejné velké jako mnozina prirozenych cisel, se nazyvaji spo-
Cetné. Takové mnoziny jsou sice nekonec¢né, ale v lecCems se chovaji podobné jako kone¢né mnoziny.
Ukéazkou spocetného pravdépodobnostniho prostoru je nas priklad s hdzenim minci — jeho prvky se
daji pfimocafte ocislovat pfirozenymi ¢isly. Prostortim, které jsou kone¢né nebo spocetné nekonecné,
se také nékdy souhrnné ¥ika diskrétnil®. To, ¢emu jsme doted fikali koneény pravdépodobnostni
prostor, je tedy specidlni pfipad diskrétniho prostoru.

N4&s priklad s holi vede k tzv. spojitému prostoru, ve kterém je pocet prvka prostoru stejné
velky jako pocet redlnych ¢isel na redlné primce nebo uvniti néjakého netrividlniho intervalu. Takhle
velké mnoziny uz nelze ocislovat pfirozenymi ¢isly, a jsou proto vétsi nez spocetné, procez se jim
musime byt patfiéné opatrni. Piesto plati, Ze ackoli poradné pochopeni téchto prostort vyzaduje
notny kus vysokoSkolské matematiky (konkrétné teorie miry), na intuitivni Grovni se o nich da
premyslet stejné jako o normalnich prostorech a my si o nich pozdéji také néco povime.

Spocetné prostory*

Vratme se k nasemu piikladu s hdzenim minci a ukazme si na ném rozdily oproti koneénym pro-
storim. Muzeme si llohu rovnou zobecnit: misto obyc¢ejné mince budeme uvazovat takovou, na niz
padne orel s pravdépodobnosti p € (0,1). Oznacime-li X; jev ,panna poprvé padla v i-tém kroku*,
tak plati P(A;) = p*~1(1 —p) (nejprve musel (i — 1)-krat padnout orel a pak kone¢né panna). Jevy
A; jsou elementarni jevy uvazovaného pravdépodobnostniho prostoru: po néjakém pocétu pokust
panna prosté musi padnout.

To nemusi byt Gplné jasné, prece jen moznost ,zadna panna nepadla®“ je taky legitimni. Jak ale
vime, pravdépodobnost, ze panna nepadla po n krocich, je p™, coz se pro p z uvazovaného intervalu
pro velka n blizi k nule. Pravdépodobnost, ze panna nikdy nepadne, proto musi byt mensi nez p™ pro
libovolné n a jediné nezaporné cislo, které tohle spliuje, je 0. Elementarni jev s pravdépodobnosti
nula by ale v prostoru beztak nehral zadnou roli, tudiz tuto moznost neuvazujeme.

V nasem pravdépodobnostnim prostoru, byt je nekoneény, se musi pravdépodobnosti elemen-
tarnich jevu poséitat na jednicku, takze musi platit

P(A1) + P(A2) + P(A3) + - =(L-p) + (1 =plp+ (L -p)p*+--- =1,

15Pokud by ses o nekoneénu rad dozvédél(a) vic, otevii si PraSeéi serial z roéniku 2015/16. Zde
zminime jen to, co je nezbytné.

16Slovo discrete znamené anglicky oddéleny, takze tento nazev mé byt protikladem ke spojitym
prostoru, ke kterym se zadhy dostaneme.
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neboli po vydéleni nenulovym ¢islem 1 — p dostavame

1+p+p2+---=ﬁ‘

Pravdépodobnostni interpretaci jednotlivych ¢lent jsme pravé nahlédli, kde se vzal zndmy vzorecek
pro soucet tzv. nekonecné geometrické rady, ktery se ndm dale bude hodit.

Predchozi priklad byl typickym piipadem vyuziti nekonec¢ného diskrétniho prostoru: mame né-
jaky pravdépodobnostni proces, ktery sice hypoteticky muze pokracovat donekonecna, ale ve sku-
tecnosti skonc¢i v koneéném case s pravdépodobnosti 1. Tak je tomu i v nasledujicich alohéach:
Uloha 42. Tulefiatko a jeho maminka lovi ryby, pfi¢emz tulefiata maji pi lovu ryb tspésnost %,
zatimco dospéli tuleniové % (jednotlivé pokusy o uloveni ryby jsou na sobé nezavislé). Ted kolem
lovici dvojice proplouvaji ryby, pficemz kazdou z nich se nejprve pokusi ulovit tulenatko a az poté
maminka. Jaka je pravdépodobnost, ze bude prvni ulovena ryba ulovena tulenatkem?

Reseni. Bud T jev ,tuletidtko jako prvni chytlo rybu“. Tento jev miizeme rozlozit na dva dis-

junktni jevy T7: ,tulenatko chytlo rybu pfi prvnim pokusu® a T: ,tulenatko ani maminka nechytili

rybu pfi prvnim pokusu, nacez tulenatko chytlo rybu jako prvni“. Pravdépodobnost prvniho jevu
1

je rovna P(71) = 3, zatimco pravdépodobnost druhého jevu mizeme vyjadiit jako

P(T>) =P(tulenétko ani maminka nechytly napoprvé)-

P(tuleniatko chytlo jako prvni|tuleniatko ani maminka nechytly napoprvé).
Protoze jsou ale jednotlivé pokusy nezavislé, mame

P(T2) =P(tulenidtko nechytlo napoprvé) - P(maminka nechytla napoprvé)-

2 2

1
P(tulenatko chytlo jako prvni) = -P(T) = §P(T).

33
Dostévame tak P(T) = P(T1) + P(T2) = % + %P(T). Vyfesenim této linedrni rovnice dostaneme
P(T) = 3.

Uloha mé ale i piimocatejsi feseni. Mohli jsme napiiklad jev T rozlozit na nekoneéné mnoho dis-
junktnich jeva T; ,tulenatko chytlo rybu jako prvni na i-ty pokus® pro prirozena i; diky nezavislosti
jednotlivych pokust vyjde

> i—1
3

1
‘1279 — 7
Jesté jiny zptsob, jak vyfesit tuto ulohu, je uvédomit si, Zze pro kazdou rybu ma tulenatko

pravdépodobnost % = %, %e ji ulovi, a maminka pravdépodobnost 2 - 2 = £ e ji ulovi. Rozmysli

3°3 9’
si, Ze i vysledné pravdépodobnosti toho, kdo ulovi prvni rybu, tak musi byt v poméru tfi ku ¢tyfem,

P(T;) = P(oba tulefiové minuli)’~! . P(tulefiatko chytlo rybu) = (

O N
W =

Celkovou pravdépodobnost pak dostaneme seCtenim geometrické fady jako %

tedy tulenatko ulovi prvni rybu s pravdépodobnosti %
Uloha 43.

(1) Hedvika a K&ja hraji nésledujici hru s férovou minci. Hazi si ji a zapisuji si vysledky na
papir (P=panna, O=orel), dokud se tam neobjevi posloupnost POP nebo OOP. Objevi-li
se jako prvni POP, vyhraje K4ja, jinak vyhraje Hedvika. Kdo ma vétsi pravdépodobnost
vyhry?

(2) To samé, ale Hedvika vyhrava, objevi-li se posloupnost PPO. (MKS 26-5—4)
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Uloha 44. Lucien se potfebuje rozhodnout, zda si da vétrnik, nebo véneéek. Rad by si hodil
minci tak, aby obé moznosti mély stejnou pravdépodobnost, nicméné ma jen minci, na které padne
panna s pravdépodobnosti p < % Jak to méa udélat?

Uloha 45. Na sousu hraji orgové frisbee proti ti¢astniktim, p¥icemz vyhraje ten tym, ktery ziska
jako prvni dva body po sobé.

(1) Pii kazdé rozehravce plati, ze tym orgi ziskd bod s pravdépodobnosti p (a Gcastnici tedy
s pravdépodobnosti 1 — p). Jakd je pravdépodobnost, Ze orgové vyhraji?

(2) Plati, ze tym, ktery rozehrava, ziska dalsi bod s pravdépodobnosti p (v souladu s pravidly
frisbee vzdy rozehrava tym, ktery ziskal minuly bod). Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraji
orgové, pokud nechaji ucastniky rozehrat jako prvni?

Uloha 46. (t&7ka) Ve vrcholech (n+1)-tthelnika stoji n ovci a vlk, ktery v kazdém kroku skoéi do
nahodného sousedictho vrcholu a sni tamni ovecku, jestlize tam néjaka je. Kterd ovce ma nejvyssi
pravdépodobnost, Ze zlstane posledni nazivu?

Jakkoli to zatim vypadd, Ze spocetné nekonec¢né prostory se od téch koneénych moc nelisi, jeden
zasadni rozdil tu je. Neexistuje totiz spocetné nekoneény analog ke klasickym prostorim. Vybirame-
li ndhodné ¢islo z mnoziny {1,...,n}, kazdé bude zvoleno s pravdépodobnosti 1. Co se ale stane,
kdyz misto toho budeme chtit zvolit ndhodné ptirozené ¢islo? Kdybychom o kazdém z nich rekli,
ze bude zvoleno s pravdépodobnosti p > 0, tak by potom muselo platit p+p+p+--- = 1, zaroven
je vsak soucet na levé strané vétsi nez n - p pro libovolné pfirozené n a proto nemize byt shora
omezeny. TakZe mame spor a musi platit p = 0. To je ale také nesmyslné, protoze se pak soucet
vSech pravdépodobnosti nascita na 0.

Toto je jeden z diivodt, proc jsou tak dilezité spojité prostory, kde tento problém lze prekonat.
Napriiklad vybirani ndhodného redlného ¢isla z intervalu (0,1) opravdu lze udélat v jistém smyslu
rovnomerne.

Spojité prostory*

si nejprve jejich vyuziti na nasledujicim prikladu.

Uloha 47. Rytiii Honza a Petr zitra odpoledne svedou duel o ptizenn madam Verdi. Zapomnéli
ale, kdy prijit, takze kazdy z nich prijde ndhodné mezi ¢tvrtou a patou hodinou nezavisle na tom
druhém. Pokud bude néktery rytif marné cekat na soupere alesponn deset minut, prohlasi sdm sebe
za vitéze a odejde. Jaka je pravdépodobnost, Zze dojde k duelu?

Reseni. Cely pravdépodobnostni prostor je vlastné ¢tverec o strané 60 (méfime v minutéch), ve
kterém si navic zavedeme soufadnou soustavu s pocatkem v dolnim levém rohu a osami totoznymi
se stranami ¢tverce. Nyni kazdému bodu (z,y) uvnitf ¢tverce odpovida jev ,Honza pfiSel x minut
po ctvrté a Petr pfisel y minut po c¢tvrté“. Pozor, = i y jsou jakakoli redlnéd c¢isla mezi nulou a
Sedesati.

Ted uz méame skoro vyhréno, sta¢i si jenom rozmyslet, jak bude v naSem obrazku vypadat
mnozina bodu, kterd spliiuje podminku ze zadani. To je vSak v tomto pfipadé velmi snadné: pod-
minka je totiz ekvivalentni s x — 10 < y < x + 10, takze hledand mnozina boda bude prinikem
pravdépodobnostniho prostoru s pasem mezi pfimkami y =« + 10 a y = « — 10.
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} 10

60

Obsah celého &tverce je 602 = 3600 a vyhovujici mnozinu z néj mizeme ziskat odst¥ihnutim dvou

rovnoramennych pravouhlych trojihelniki s délkou odvésny 50, takze ma obsah 602 —2- g = 1100.

Hledana pravdépodobnost je tedy % = % = 0,31.

Poznamenejme, ze feSeni by se nezménilo, kdybychom misto vzdalenosti nejvyse deset pozadovali
vzdalenost ostfe mensi nez deset. Dvé hranicni tisecky obrazce totiz maji nulovy obsah.

Rozdil v feseni této ulohy oproti tém predchozim byl ten, Ze misto toho, abychom pocitali
pocet tspésnych pokusi, uvédomili jsme si, ze pravdépodobnostni prostor i hledany jev odpovidaji
obrazcim a staci tak pouze spocitat podil jejich obsahii. A tak to bude i v nasledujicich tlohéach.
Pravdépodobnostni prostor miize byt obrazec, ale také jen pouhd tsecka jako v nasem motiva¢nim
prikladé se zlomenou holi. Pak pocitame s délkami misto obsahu.

Uloha 48. Na tseéce délky 2 ndhodné zvolime dva body, ¢imz# ji rozdélime na tii mensi tsecky.
Jaka je pravdépodobnost, ze z nich ptjde slozit nedegenerovany trojuhelnik?

Uloha 49. Do roviny s kartézskou soustavou soufadnic jsme nahodné umistili thel o velikosti
110 stupnu tak, ze vrchol thlu je v pocatku. Jaka je pravdépodobnost, ze ramena tohoto thlu tvofi
graf funkce? (Néboj 2013)

Uloha 50. David kazdy vikend jezdi z plzefiského nadrazi bud za manzelkou do Dobian, nebo
za maminkou do Rokycan. Nastoupi vzdy do prvniho vlaku, ktery jede. Ac¢koli vlaky do Rokycan
jezdi stejné Casto jako vlaky do Dobfan, po néjakém cCase David shledal, Zze byl u maminky dvakrat
Castéji nez u manzelky. Jak je to mozné?

Uloha 51. V intervalu (0,1) vybereme rovnomérné ndhodné dvé &isla x a y. Jaké je pravdépo-
dobnost, ze
22 4 g2

5 < min{z, y}?

(MKS 26-5-6)

Uloha 52. Aléa na dvé nahodna mista metrové tycky nakreslila puntiky. Pak pfisel Pepa a tycku
nahodné rozlamal na 2013 ¢asti. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba puntiky jsou ted na té samé
Easti? (Naboj 2013)

Uloha 53. (t&7kd) Nahodné& zvolime n bodt na kruznici. Jaka je pravdépodobnost, Ze viechny
pujdou zakryt néjakou pulkruznici?

Pro zajimavost dodejme, Ze vztahu mezi pravdépodobnosti a obsahy (¢i objemy) se vyuziva i
v opa¢ném sméru, nez jaky jsme zatim vidéli. Pfedstav si, Ze mame né&jaky (dostatecné rozumny)
geometricky utvar U uvnitf jednotkového ¢tverce. Potom pravdépodobnost toho, ze ndhodné zvo-
leny bod uvniti ¢tverce bude lezet v U, je rovna jeho obsahu. Ze znalosti obsahu U bychom tedy
uméli spocitat tuto pravdépodobnost... Ale co kdyz neumime obsah U pfesné spocitat? Staci po-
stupovat pozpatku! Pravdépodobnost dopadu bodu dovnitf totiz miuzeme pomérné presné urcit
experimentalné, staci pouze s pomoci pocitace vybrat dostatecné mnozstvi nahodnych bodu. Tento
postup se nazyva metoda Monte Carlo a uplatiiuje se tfeba pfi numerickém modelovani.
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Piiklad této metody je na nésledujicim obrazku. Odhadovat obsah prasatka by bylo zdlouhavé,
rychly odhad ale ziskdme tak, Ze vygenerujeme nékolik ndhodnych bodt!? a spoéitdme pomér téch,
které se trefily dovnitf. Timto pomérem pak prendsobime obsah obdélniku, ve kterém prasatko Zije.

Jak se to déla pofadné (a obecng)**
Matematika je umeént ddvat stejnd jmeéna riznym vécem.
Henri Poincaré

Pfi formélnim zavedeni spojitého pravdépodobnostiho prostoru vzniknou jisté potize. Vypada
to, Zze nase definice pravdépodobnostniho prostoru jakozto mnoziny elementéarnich jevi tu selze ze
stejného divodu, ze kterého neexistuje rovnomérné vybirani na prirozenych ¢islech. Pokud bychom
méli kazdému redlnému ¢&islu z (0,1) pfifadit tutéz pravdépodobnost p, Ze jej vybereme, tak by
nam podobné jako v diskrétnim ptipadé vyslo, Ze musi platit p = 0. I kdyZ jsme tuto variantu
pro diskrétni prostory zavrhli, tak je vlastné v jistém smyslu dost intuitivni. Zlomit nekonecné
délitelnou hul naprosto presné v jedné tietiné je prosté nemozné.

Jak ale muze vSechno fungovat? Trik je v tom, Ze existuji ruzné velkd nekonecna. Jde o to, zZe
nespocetné mnoho ¢&isel uz prosté nejde seéist.1® To je ale nase zachrana, protoze af uz by se nuly
secetly na cokoli, dostali bychom spor.

Zéasadni rozdil mezi diskrétnimi a spocetnymi prostory je ted ten, Ze nemtzeme ignorovat ele-
mentarni jevy, které maji pravdépodobnost nula — naopak, iplné vSechny elementarni jevy ted maji
pravdépodobnost nula.

Jeden problém jsme sice vyfesili, ale jiny jsme zase vytvotili. Rekli jsme si, #e pravdépodobnost
jevu se spocte jako soucet pravdépodobnosti elementarnich jevi v tomto jevu obsazenych. Z toho
také plyne, Ze ve spojitém prostoru bude pravdépodobnost libovolného jevu sestavajiciho z konecné
nebo spocetné mnoha prvki rovna nule. Ve chvili, kdy jev obsahuje nespocetno elementéarnich jev,
ted ale jeho pravdépodobnost neumime spocitat!

Tento problém se da vyresit tak, Ze misto toho, abychom definovali jen pravdépodobnosti ele-
mentarnich jevi, budeme rovnou definovat pravdépodobnosti iplné vSech jevi. Nemuzeme ale tyto
pravdépodobnosti definovat jen tak nahodile; matematici proto mnoziné, jejiz podmnoziny maji
prifazené pravdépodobnosti, fikaji pravdépodobnostni prostor jen tehdy, jsou-li splnény nasledujici
t¥i podminky:

(1) Pravdépodobnosti vSech jevii jsou realna éisla z intervalu (0, 1).
(2) Pro pravdépodobnost celého prostoru plati P(Q2) = 1.

(3) Pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich mnozin je rovna souctu jednotlivych pravdépo-
dobnosti, a to i tehdy, kdyZ je mnozin spocetné nekone¢né mnoho.

17P{ipadné si zahrajeme $ipky.
18Uplné na okraj dodejme, Ze za se¢teni nespocetné mnoha &isel lze v jistém smyslu povazovat
integrovani, ale to je skute¢né vysoko nad ramec naseho serialu.
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Rozmysli si, ze at uz jsme pravdépodobnost uréovali tak, ze jsme pocitali pocet vyhovujicich jevi
(klasické prostory), nebo jsme pocitali obsahy (spojité prostory), prvni dvé vlastnosti a tfeti pro
kone¢né mnoho mnozin byly splnény. Také si rozmysli, Ze z téchto podminek lze odvodit vSechny
body tlohy 2. Jinymi slovy, tyto tfi abstraktni podminky staci na to, aby se pravdépodobnost
chovala tak, jak jsme zvykli.

Je tu jesté jeden problém, ktery jsme Ti radsi zatajili. Pokud jsi dostateéné odvazny (odvazna),
podivej se do kapitoly Neméfitelnd mnozina tfetiho dilu seridlu z 35. roéniku. Naleznes zde problém
i jeho FeSeni.

Zaver

Hur4, prvni dil je za Tebou! Zopakujme si nékolik zakladnich pojmi, na které jsme narazili: Prav-
dépodobnostni prostor je (pro nase téely typicky kone¢nd) mnozina moznych vysledki, kterad se
objevi vzdy, kdyz pocitame pravdépodobnostni lohu. Moznym vysledkim se ¥ika elementarni jevy.
Obecné pak jevem myslime libovolnou podmnozinu pravdépodobnostniho prostoru. Mezi dilezité
pojmy z teorie pravdépodobnosti pak patfi zejména nezavislost a podminéna pravdépodobnost,
které pouzivame ve chvili, kdy spolu interaguji razné jevy.

Nakonec jsme si v hvézdickové ¢asti ukazali, ze i nekone¢né prostory mohou byt uzitecné. Existuji
dva dilezité exemplare: diskrétni prostor, ktery muze byt koneény (s takovymi prostory normélné
v seridlu pracujeme), nebo spocetné nekoneny. Spojité prostory jsou vzdy nespocetné nekonecné
a vSechny, které jsme zatim potkali, odpovidaly rovnomérnému vybirani bodt z néjakého geomet-
rického obrazce.

V pristim dile se seznamime s ndhodnymi veli¢inami, tedy proménnymi, které mohou nabyvat
ruznych hodnot s rtiznou pravdépodobnosti. Také si ukazeme, jak aplikovat pravdépodobnost na
feseni kombinatorickych tloh.

Do té doby si zkus pohrat se soutéznimi ilohami. P¥ipomindme, Ze na jejich feSeni neni potieba
hvézdickova ¢4st o nekoneénych prostorech. (Ale doporu¢ujeme se na ni aspon zkusit podivat —
plno jejich ¢asti je na prvni pohled mnohem stravitelngjsich nez Monty Halliv paradox.) Hodné

W“Ohﬂ \l //h {25

zdaru!
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Navody k Gloham
4. Pravdépodobnostni prostor obsahuje 15! permutaci pismen daného slova. Pozor, pokud proho-
dime dvé Ocka, dostaneme sice jinou permutaci, ale stejné slovo.

5. Pravdépodobnostni prostor je tvofen vSemi moznymi devatenéactiprvkovymi frontami neboli
vSemi permutacemi na devatenacti prvcich. Jak vypada fronta, kde zadni dva lachtani nestoji vedle
sebe?

8. (1) Celkovy pocet vybért vyjadii jako kombinaéni éislo a pocet spravnych vybért bude vhodny
soudin.

(2) Kazdy takovy vybér odpovidd néjaké permutaci na n prvcich.

2(n—1)

n—1 ) cest.

9. Rozmysli si, ze z levého horniho do pravého dolniho policka vede (
11. Podivej se na doplinkovy jev.
13. Na kostce s n sténami je pravdépodobnost toho, Ze padne z, stejna, jako ze padne n+ 1 — x.

14. Zménilo by se néco, kdyby nové prichozi, ktery si nemutze sednout, vyhodil prvniho pasazéra
z jeho mista, a ten si poté znova sednul na ndhodné misto?

15. Jaka je pravdépodobnost, ze Mirek dany den doji vSechny karamelky, resp. haslerky?
17. Vyjadri pravdépodobnosti prinika raznych jevu.

18. Uvaz pravdépodobnostni prostor s osmi jevy a najdi tfi jevy o ¢tyfech prvcich, které se
protinaji v jednom prvku. Dej si ale pozor, aby ndhodou néjaka dvojice nebyla nezavisla (existuje
hodné moznych Feseni).

19. Kazda rovnice odpovida podmnoziné alespon dvou jevil. Z celku tedy odecti pocet podmnozin
velikosti nejvyse jedna.

22. Nakresli si Venniiv diagram.

23. Mize pomoci predstavit si osmici jako krychlicku.

25. Jaka je pravdépodobnost, ze néjaka chyba vydrzi k dni?

26. Podivej se na dopliikové jevy a pak pouzij nezavislost.

30. Rozepis podminéné pravdépodobnosti na pravé strané a pokrat.

32. Vysledkem je podil dvou pravdépodobnosti, které mtzes snadno spocitat.
33. Rozepis pravdépodobnosti podminénych jevi z definice.

34. Mozna se ti o problému bude lépe premyslet, kdyz misto rodin budes uvazovat pokus se
dvéma hody minci. Ve druhém ptipadé jsme si dvakrat hodili minci a vime, Ze alesponn jednou
padla panna; ve tfetim Danil oznamil, ze si dvakrat hodi minci, my jsme byli pfitomni jen jednomu
pokusu a pfi ném padla panna.

37. Pomoci véty o uplné pravdépodobnosti muzes vyjadrit, jak vzajemné zavisi celkova pravdé-
podobnost vyfeseni ptrikladu a pravdépodobnosti vyfeseni pfikladd jednotlivych autori.

40. Prosté dosad do Bayesovy véty a nenech se prekvapit vysledkem. ;-)
41. Pouzij 1) vétu o tplné pravdépodobnosti, 2) Bayesovu vétu.

43. (1) Podivej se na posledni dvé pismena na papife. Kterd z holek ma jakou Sanci, kdyz jsou to
OO0O7? A co ostatni pripady?
(2) Podobné jako piiklad s tulenatkem.
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44. Podivej se na dva po sobé jdouci hody.

45. D4 se postupovat podobné jako v tloze s tulenatkem; orgové vyhraji pfi posloupnosti vitézu
00, U00, OU0O0, UOUOO,... Pak stadi setist geometrickou fadu.

46. Budeme muset zklamat vSechny chytré ovecky: vyjde to stejné pro kazdou z nich. Divej se na
jednu ovci se zvlastnim ohledem okamziky, kdy je vedle ni vlk, a uvédom si, ze diky symetrii dana
pravdépodobnost musi vyjit pro vSechny ovce stejné.

48. Z trojuhelnikové nerovnosti to pujde pravé tehdy, kdyz budou vSechny t¥i mit délku mensi nez
jedna. Predstav si pravdépodobnostni prostor jako rovnoramenny pravouhly trojihelnik s pfeponou
délky 2 (pro¢ ne étverec?). Vyjde jedna ¢tvrtina.

49. Lomena cara je grafem funkce pravé tehdy, kdyz protina kazdou svislou pfimku v prave
jednom bodé.

50. Jaky Cas uplyne mezi prijezdem vlaku do Dobfan a nasledujiciho vlaku do Rokycan?
51. Vzpomen na rovnici kruhu.
52. Zkoumej pouze usporadani 2015 objektt na Gseéce, na konkrétnim umisténi nesejde.

53. Necht A; je jev znadici, Ze vSechny body lze zakryt pilkruznici bez pravého okraje, jejiz levy
okraj je i-ty bod. Rozmysli si, ze takové jevy jsou navzajem disjunktni.

Podrobné néavody k Gloham
2. (1) P(Q) = % =1

(2) P(A) = Gl = 18l — 1 — Ll =1 - p(a).

(3) Pro A C B jisté plati |A] < |B|, coz je po vydéleni kladnym ¢islem || ekvivalentni
s P(A) < P(B).

(4) Kazdy prvek mnoziny AjUAsU- - -UA,, musi z definice sjednoceni byt prvkem alespon jedné
z mnozin A1, Ag, ..., An, takze |[A1 UAsU---UA,| <|A1|+ -+ |An|. Rovnost nastava
tehdy, kdyz je kazdy prvek z levé strany zapocitan na pravé strané pravé jednou, neboli
kdyz zadny z prvku sjednoceni neni prvkem vic nez jedné mnoziny A;, a tyto mnoziny jsou
proto disjunktni. Po vydéleni rovnice kladnym &islem || dostaneme kyZenou nerovnost.

(5) Jak jsme jiz vidéli v odvozovani étvrté polozky, je velikost A U B nejvyse |A| + |B|, pro
nedisjunktni mnoziny ale nékteré prvky sjednoceni zapocitame dvakrat. To se nam stane
pravé pro ty prvky, které patii do obou mnozin, neboli |A N BJ-krét, takze pro presné
vyjadieni velikosti priniku je jesté potieba odecist tento ¢len. Nakonec vydélime |Q2|.

(6) Diky disjunktnosti dopliikovych jevii B a B jsou i oba jevy AN B, AN B disjunktni, takze
pouzitim Etvrté polozky dostavame P(A) = P((ANB)U(ANB)) =P(ANB)+P(ANB).

(7) Zcela analogicky jako vysSe, jen misto dvou jevi jich bude n.

4. Dvé pismena (P, D) se objevi dvakrat a jedno (O) tfikrat, takZze dostaneme dohromady
2! . 2! . 3! = 24 usporadani pismen, ktera dohromady davaji to samé slovo. Pravdépodobnost tedy
vyjde %.

5. Aby se toto stalo, musi si lachtani a tuleni stoupnout na preskacku s tim, Ze veptfedu je
lachtan. Podivame-li se pouze na lachtany, mohou stat vici sobé v libovolném poradi, stejné tak

tuleni. Vyjde tedy 1219'!9!

7. Zatimco vSech pétic tulena je (350), pocet pétic, které Radovi pfijdou roztomilé, mizeme
10

(350)‘

(5)

). V kazdém fadku ma Michal deset moznosti, odkud vybrat

vyjadrit jako (150). Vysledna pravdépodobnost je tedy

8. (1) Celkovy pocet vybert je (120

10
10
bonbén, takze celkovy pocet vyhovujicich vybéra je 1019, Vyjde tedy (11000).
10
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(2) Dale kazdy vybér takovy, Ze je vybran pravé jeden bonbén z kazdého fadku i sloupce,
odpovida jedné permutaci — dostaneme ji tak, ze postupné pro kazdy sloupec piecteme,

v kolikatém fadku jsme z daného sloupce vybrali bonbén. Hledanad pravdépodobnost je
tedy 0L — _10L10!

10
9. Kazda cesta z pocatecniho policka do cile sestava z n — 1 kroka doprava a n — 1 kroka

dolii. Pocet cest pak odpovida po¢tu zptsobt, jak z fady 2(n — 1) Sipek vybrat n — 1 sipek doprava
2(n—1)

1 ) Vybereme-li si libovolnou z téchto cest, pravdépodobnost,

(zbylé budou doli). To je piesns (

ze byla skute¢né nakreslena, je (%)2("*1) (co je nakresleno na ostatnich polickach, to nas vibec

nezajima). ProtozZe jsou odpovidajici jevy disjunktni, pravdépodobnost jejich sjednoceni je rovna
2(n—1))

n—1

souctu jednotlivych pravdépodobnosti, tedy vyjde =T -

11. Spocitdme pravdépodobnost, ze ani jedna jednicka nepadla. Pravdépodobnostni prostor
obsahuje 610 moznych vysledkt pokusu, z toho 510 vysledkii neobsahuje ani jednu jedni¢ku. Proto
je hledana pravdépodobnost rovna 1 — (%)10.

13. V tomto pfipadé pracujeme s prostorem, ktery ma 6 - 6 - 6 - 20 prvki; kazdy z nich odpo-
vida jednomu moznému vysledku étyt hodi.. Kazdy elementarni jev ,,Ada hodila z, y, z, Bara u“
popéarujeme s elementarnim jevem , Ada hodila 7 — x, 7 —y, 7 — z, Bara 21 — u“. Protoze plati, ze
v prvnim piipadu Ada hodila vic nez Bara pravé tehdy, kdyz v druhém piipadu hodila Béra vic
nez Ada, dostavame, ze pravdépodobnosti obou jevii ze zadani jsou stejné.

14. Muzeme si ekvivalentné piredstavovat, ze kazdy prichozi, ktery si nemiize sednout, si misto
sednuti na ndhodné misto sedne na svoje misto, pfi¢emz vyhodi prvniho pfisedsiho, ktery znovu
usedne na ndhodné misto.

Pii kazdém presednuti prvniho pfichoziho je nasledné pravdépodobnost, Ze si sedne na svoje
misto, stejnd jako pravdépodobnost, Ze si sedne na misto posledniho pfichoziho. Kdyz tento pfijde,
je tedy poloviéni Sance, ze prvni ptichozi bude sedét na svém misté a polovi¢ni Sance, ze bude sedét
na jeho misté.

15. Ma-li Mirek dany den k karamelek a h haslerek, je pravdépodobnost, ze tento den doji
vSechny karamelky, rovna (k%};z‘)" nebof v permutaci bonbdénii dané poradim jejich vybéru musi
byt nejprve vSechny karamelky a az poté vsechny haslerky. Pravdépodobnost, ze dany den Mirek
doji vSechny haslerky, vyjde stejné. Protoze je pro kazdy jednotlivy den pravdépodobnost dojezeni
karamelek stejna jako pravdépodobnost dojezeni haslerek, musi byt i vysledna pravdépodobnost
rovna jedné poloviné.

16. Pro 4, B méme P(AN B) = P(B) — P(AN B) = P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(A)) - P(B) =
P(A) - P(B). Pro zbylé piipady postupujeme obdobné.

17. Kazdy jev nastane s pravdépodobnosti % a kazda dvojice nastane s pravdépodobnosti %,
tudiz vSechny dvojice jsou nezavislé. Trojice ale nezavisla neni, nebot vSechny t¥i jevy se zaroven

nemohou stat.
18. Funguje @ ={1,2,...,8} ajevy {1,2,3,4},{1,2,3,5} a {1,6,7,8}.

19. Z celkového poétu podmnozin, coz je 2¥, odecteme ty velikosti 0 (to je pouze prazdna
mnozina) a 1 (téch je k, jedna pro kazdy prvek). Vyjde tedy 2% — k — 1. Povoleni piipadu [ = 1 nic
nezméni, nové rovnice jsou totiz vzdy trivialné splnény.

1

21. Kazdy jev nastane s pravdépodobnosti 55, ale oba jevy nastanou bud s pravdépodobnosti

0 (i =), nebo 555 (4 # J)-

22.  Mame P(AUC) = P(A)+P(C)—P(A)P(C) = 2, P(BUC) = P(B)+P(C)-P(B)P(C) = 2
aP(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(A)P(C)—P(B)P(C) = % Vyuzivame vztahy z tGlohy
2, v poslednim kroku jsme vyuzili, ze AN B = (). Po se¢teni prvnich dvou rovnic a odeéteni tieti
dostaneme P(C) = é a posléze P(A) = é aP(B) = %
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23. {1,2,3,4}, {1,2,7,8},{1,4,5,8},{1,3,5,7}.

25. Pravdépodobnost, ze néjaka chyba vydrzi k dni, je (%)k, takze pravdépodobnost, ze néjaka
chyba nevydrzi k dni, je 1 — (%)k Protoze nevydrz jednotlivych chyb je nezavisla, staci pravdépo-
dobnosti vynésobit: (1 —1/3)-(1—1/9)- (1 —1/27).

26. Bud p hledana pravdépodobnost. Pravdépodobnost, ze Martina auto nestopne v nejblizsich
20 minutéch, je (1 — p)*. Tudiz (1 — p)* =1 — 892 = 21 takie p = 2.

32. Oznacime-li A jev ,padla tfikrdt panna“ a B jev ,alespon jednou padla panna“, médme
1

_ P(AnB) _ P(A) _ _ 1
PAB) ="5m =rm) =1 =7
33. Prvni rovnice po rozepsani rika, ze P%Z(Q?) = P;,Z(;ﬁ;?), zatimco druhd rovnice fika
P(P)EQ;/) = P(P‘f;}ég)z) . Po roznasobeni dostaneme v obou ptipadech stejnou podminku.

34. (1) Pracujeme s klasickym pravdépodobnostnim prostorem se ¢tyfmi elementarnimi jevy uda-
vajicimi pohlavi dvou déti. Jev ,mladsi dité je dévce“, na ktery se ptdme, nazvéme A,

1
zatimco jev ,starsi dité je dévée“ nazvéme B. Spocitdme P(B|A) = Pg,B(’;SA) =4 = %
3

(2) V tomto pripadé pracujeme se stejnym prostorem, ale jevy jsou jiné. Jev A jalespoii jedno
dité je dévée“ nyni nastane s pravdépodobnosti 3/4. Jev B ,druhé dité je také dévce* nyni
nastane pouze v pripadé, ze obé déti jsou dévcata.

Vyjde P(B|A) = 2B04) 1

P(A) = 3

SN

(3) Nyni musime kazdy elementdrni jev ptivodniho prostoru dale rozdélit na dva jevy podle
toho, které dité jsme potkali. Pracujeme tedy dokonce s osmiprvkovym pravdépodobnost-
nim prostorem, jehoz jevy jsou napf. ,starsi dité je dévCe, mladsi je hoch, potkali jsme
mladsi dité“ — kratce DHm. Ptipady, kdy se jednalo o dévée, tvori jev A — specidlné to
jsou elementarni jevy HDm, DDm, DHs, DDs. Jev A N B neboli ,potkali jsme dévce a
druhé dité je také dévce“ je tvoren elementarnimi jevy DDm a DDs. Tentokrat vyjde

P(BlA) = 250 — 1 — 1

R

NI ST

35. Obdobné jako v tloze s Monty Hallem miiZeme rozebrat, Ze existuje Sest stejné pravdépo-
dobnych vysledkil (t¥i moznosti, kde je auto, a pokazdé dvé moznosti, které dvefe Monty otevie).
Dva mozné vysledky vyfadime, nebot v nich Monty otevie dvefe s autem. Ze zbylych vysledkt se
pfesné v poloviné pfipadl vyplati zménit rozhodnuti. Na rozhodnuti soutéziciho tedy nezalezi.

To je hodné prekvapivé, protoze pribéh se odehral zdanlivé iplné stejné jako v puvodni uloze
s Monty Hallem! Kli¢em k pochopeni je porovnat pravdépodobnostni prostor v této tloze s pro-
storem v té ptvodni. Zde pfibyly dvé nové vétve, které odpovidaji tomu, ze Monty otevie dvefe,
za kterymi je auto. Sice vime, Ze se to nakonec nestalo, ale pouhd existence této moznosti méni
pravdépodobnostni prostor, a tudiz i vysledek tlohy!

37. Bud p hledané pravdépodobnost. Z véty o Gplné pravdépodobnosti mame 0,7 = 0,6 - 0,8 +
0,4 -p, tedy p = % = % =55%.

38. Pocitame:
P(AN B) =P(AN B|C1)P(C1) + P(AN B|C2)P(C2) + --- + P(AN B|Cp)P(Cr)
= P(A|C1)P(B|C1)P(C1) + P(A|C2)P(B|C2)P(C2) + -+ - + P(A|Cn)P(B|Cn)P(Ch)
=P(A|C1)P(B)P(C1) + P(A|C2)P(B)P(C2) + - - - + P(A|Cy,)P(B)P(Chr)
= P(B)(P(AIC1)P(C1) + P(A|C2)P(Ca) + -+ + P(A|C)P(Cn) ) = P(B)P(A).
40. Necht A znaci, Ze mame chorobu, a B znadi, ze pfistroj nahlasil chorobu. Dosadime do

vzorecku:
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pap) — DA PBIA) _ P(A) - P(B|A) _ w0 1 100
N P(B) ~ P(A)-P(BJA)+P(A)-P(BIA) 15 1+ by - 16 1099

To je ptiblizné 9 %.
41. Bud A jev, Ze jsme vybrali normélni minci, a B, Ze padla panna.

(1) P(B) = P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A) =1 2 +1.1 =2

(2) P(A|B) = BELEE - LS — 1.

43. (1) Nejprve si povSimneme, ze jakmile se za sebou objevi dvé Ocka, miizeme si byt jisti, ze diiv
nebo pozdé&ji vyhraje Hedvika. Déle rozlisime dva ptipady: bud jsou prvni dvé pismena
OO a vyhréala Hedvika, nebo se nutné objevilo P a pak se podivame na prvni okamzik,
kdy se po P objevilo O. V tu chvili plati, ze bud je dalsi pismeno P a vyhraje K4ja, nebo
je dalsi pismeno O a vyhraje Hedvika. Proto je pravdépodobnost Hedvi¢iny vyhry rovna
it(-1)-3=%

(2) Vsimnéme si prvniho okamziku, kdy padla panna. Pokud potom padla panna znovu, uz je
jasné, ze vyhraje Hedvika (d¥ive nebo pozdéji musi padnout orel). Pokud misto toho padl
orel a hned potom panna, vyhrala Kaja. Jestlize padl orel a pak orel, nevyhral nikdo a
jakmile znovu padne panna, budeme opakovat pfedchozi ivahu. Protoze v kazdém takovém
bloku méa Hedvika dvakrat vétsi Sanci na to, ze vyhraje, bude jeji pravdépodobnost na

vyhru rovna % .

44. Napiiklad takto. Hodi si dvakréat: padne-li dvojice OP, vezme si vétrnik, padne-li PO, vezme
si vénecek, a jinak hazi znova. Tento postup nékdy musi skoncit.

206 . 2
45. a) Vyjde %4 b) Vyjde 12_;0p )

46. Zafixujme libovolnou ovci a uvazme prvni okamzik, kdy se vedle ni objevi vlk. Pak se
v nasledujicich tazich déje stane jedna z nasledujicich moznosti:

(1) vlk v dalsim tahu sezere ovci,

(2) vlk v dalsim tahu odejde od ovce a p¥isté se objevi z druhé strany; ovce tedy zistala
posledni,

(3) vlk sice v dalsim tahu odejde od ovce, ale vrati se ze stejné strany a proces se opakuje.

Stejné jako v pfikladu s tulenidtkem muzeme dostat pravdépodobnost, ze dand ovce zlstane po-
sledni, ze znalosti poméru pravdépodobnosti prvnich dvou jevi. Pocitat je ale nemusime, nebot ze
symetrie vyjdou pro kazdou ovci stejné; kazdéa ovce tedy zustane posledni se stejnou pravdépodob-
nosti.

49. Necht nejprve jedno rameno thlu splyva s kladnou ¢asti osy y a druhé lezi napravo od osy y.

Nyni thlem otécejme po sméru hodinovych ruci¢ek a zkoumejme, kdy je grafem funkce. Po otoceni

0 70° se poprvé stane to, ze kazdému bodu na ose z bude pfifazena pouze jedna hodnota na ose

Yy, a toto potrva az do otoceni o celkovych 180°. Otoceni o 180° az 360° je symetrické. Vysledna
110 _ 11

pravdépodobnost je tedy 180 = 15

50. Kupftikladu vlaky do Dobfan jezdi vzdy v celou hodinu a vlaky do Rokycan vzdy 40 minut
po celé.

51. Musime najit oblast v ¢tverci (0, 1) X (0, 1) takovou, Ze pro body uvnitt oblasti plati nerovnost
ze zadani. Pfepiseme ji ekvivalentné jako dvojici podminek

(x—1)24+42<1, 224+ (y-1)2< 1.
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Kazda nerovnost urcuje kruh s polomérem 1, pficemz prvni kruh mé stfed v bodé (1,0) a druhy
ma stied v bodé (0,1). Prinik obou kruht spole¢né s ptivodnim ¢tvercem dava Gtvar s obsahem
1 us

2(7 — 5) = 5 — 1. To je tedy hledana pravdépodobnost.

52. Predstavujme si tycku vcelku. Celkem je na ni 2014 ndhodné umisténych znacek, z toho dvé
znacky jsou puntik a ostatni predstavuji body zlomu. Ve skuteénosti je iplné jedno, kde presné se
nachazeji; dalezité je jen jejich pofadi. Celkovy pocet moznosti, které znacky mohou byt puntiky, je
(2014), Puntiky jsou na jednom dilku presné tehdy, kdyz se jedna o sousedni znacky, na coz mame

2
2013 moznosti. Vysledna pravdépodobnost je

2013 1
(20214) 1007

53. Viz navod; protoze jsou jevy disjunktni, je pravdépodobnost sjednoceni rovna souctu jed-
notlivych pravdépodobnosti. Vyjde tedy n(%)”_l.
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1. podzimni

VYSLEDKOVA LISTINA

e
AW HO

46

|
© XX

Jméno
Matéj
Matej
Lucia
Josef
Dominik
Bartomiej
Zdenék
Magdaléna
Vasek
Ondfej

. Klara

Krystof

. Michal
. Dominik
15.-16.
15.—16.
17.
18.
19.—20.
19.—20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.—28.
26.—28.
26.—28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

Eva
Petr
Ondrej
Adam
Jonas
Lucia
Tomas
Denisa
Jakub
Lenka
Katerina
Petr
Darian
Michal
Adéla Karolina
Markéta
Martin
Tomas
Mikulas
Radek
David
Samuel
Tomas
Lenka
Josef

Prijmeni
Dolezalek
Hanus
Krajcoviechova
Minarik
Stejskal
Lewandowski
Pezlar
Misinova
Janacek
Krabec
Chura
Pravda
Beranek
Majkus
Feldbabelova
Hladik
Misina
Kiivka
Havelka
Kvasnickova
Flidr
Hanuskova
Parada
Poljakova
Panesova
Khartskhaev
Poljak
Vosyka
Zackova
Hanuskova
Hubata
Sourada
Broz

Olsak
Klement
Krajci

Hulla
Kopfova
Kral
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série — Australie

Skola

G Humpolec
GPosKosice
GJHroncaBA
GJaroseBO
G Krnov
LicOSSWa
GJaroseBO
GKepleraPH
GJaroseBO
G KomHavir
GNerudCheb
GMensaPH
GVodéraPH
GNVPlaniPH
KGTftebic
GMikul23PL
SGFryc¢ovPH
CMGPgBrno
G Jirov CB
GFGLorBA
G Kojetin

G VelMezir
G Gross BA
GJSkodyPR
G Teplice
PORG PH
GJSkodyPR
GUKlafarZR
GZborovPH
G VelMezir
GMikul23PL
G Zamberk
GNadStolPH
GMensaPH
GNadAlejPH
GAlejKosic
GTajBanBys
MendelG OP
MendelG OP

12345678
-3-55555
-3355555
33-55555
-3355555
33355555
-3-55545
33055540
3--55544
33355543
33355545
3335554~
33354510
33-55543
3335555~
33355203
333535——
3-35-545
-3355543
33355543
3325--4-
3335-5——
33-543—-
33-555-5
33352———
3325552~
33254521
33353501
33355———
33-5354-
33-443—-
333555~
33325544
33355———
3--5555~—
333555~
3--5554-
33-552——
3--55544
33-5544-

X

ret+im celkem

25

25

25

25

25 +1
24 +1
22

23

22

24

22

20

22

23

19

19
2241
22

22

17

19

18

23 — 21
16

21

20

19

19

20

17

21

21

19

23 +1
21

22

18

23

21

25,00
25,00
25,00
25,00
25,00
24,27
23,86
23,66
23,38
23,30
23,01
22,94
22,90
22,77
22,43
22,43
22,27
22,24
22,17
22,17
21,89
21,88
21,86
21,64
21,60
21,52
21,52
21,52
21,49
21,30
21,07
21,00
20,86
20,76
20,73
20,62
20,60
20,24
20,02
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40.
41.
42.
43.—44.
43.—44.
45.
46.—47.
46.—47.
48.
49.-50.
49.-50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.—67.
66.—67.
68.—69.
68.—69.
70.
71.-72.
71.-72.
73.
74.-76.
74.-76.
74.-76.
T7.-78.
T7.-78.
79.
80.
81.-82.
81.—82.
83.
84.—-85.
84.—85.
86.
87.—88.
87.—88.
89.-91.
89.-91.
89.-91.

Jakub
Michal
Karel
Klara
Diana
Jan

Alan

Jan
Ludmila Hana
Veronika
Petr
Viktor
Alexandra
Jan
Martin Albert
Martin
Suzan
Matéj
Ondrej
Timea
Karolina
Nikol
Ondrej
Klara
David
Dominika
Ales
Daniel
Tomas
Vojtéch
Matej
Jakub
Veronika
Vojtéch
Robin
Alexandra
Agéta
Vaclav
Peter
Alzbéta
Katerina
Marek
Vladimir
Ondrej
Erika
Magdalena
Balint
Kamila
Katerina
Frantisek
Radomir
Alena

Polak
Kupec
Balej
Pernicova
Prochazkova
Kaifer
Hiibsch
Suran
Houfkova
Boryskova
Sochor
Materna
Falvey
Hrubes
Gbur
Zimen
Catay
Kratky
Machac¢
Szollsova
Sedova
Krejci
Dulansky
Hlouskova
Beinhauer
Hajkova
Papacek
Perout
Koutny
Lejsek
Holubicka
Devat
Pribylova
Gadurek
Palan
Rosenbergova
Strosova
Pavlicek
Skolnik
Manova
Charvatova
Pistak
Urban
Tkaczyszyn
Kojdova
Slaufova
Té6th
Houskova
Pazderova
Bujnovsky
Mielec
Skvanova

o= WWARNNER R AR R WWRRERFERFNDHERWRRNDNNEBR R WHE WO WWWERWERREWRRNDRERFRWNDN® W=

GNPrazacPH
G Pisek

G Rokycany
GSlapanice
PORG PH
GKepleraPH
GKepleraPH
GSpitalsPH
GMHS
GJaroseBO
GJaroseBO
GJaroseBO
MSSChem PH
G CKrumlov
GPosKosice
GJMasar JI
GHeyrovPH
PORG PH
GStraznice
G Gross BA
GJNerudyPH
PORG PH
GJSkodyPR
G Kolin
MendelG OP
GPisnickPH
G Ttebon
GJaroseBO
SPSERoZnov
GCeskoliPH
G Hotice
GJaroseBO
GKepleraPH
PORG PH
GJarkovPH
GJaroseBO
GZborovPH
SPSElek PA
GLSaruBA
G UherBrod
GBNémcovHK
GHeyrovPH
GHeyrovPH
GKepleraPH
GNamestovo
G Semily
GMadDStred
GNadAlejPH
SSMSLit
MendelG OP
GVolgogrOS
GPisnickPH

3325221
33354221
333545
-335-5-1
333522 -
33355
3335-———
3335000
33-5-5-—
332535 -
332535
33-542-—
33241000
333-55- -
33-5-5-—
333555
333541-0
333533 -
33352--1
33-55-— -
3--5-2--
3335-1--
32222000
33-505- -
331443--
33-523--
333--2--
~3-3-5--
33252 — -
3335100
33--25- -
3321-———
33--3-—-
333-20-0
33-2000-

3-—=5-———
333-1100
3--521-0
332521~
333512——
333--3—-
3--522-—-
33-5-2——
3301-10-
33-02———
33-5-10-
3-2-2200
33111100

15
18
20
17
16
19
14
14
16
19
19
17
13
19
16
21
18
17
16
16
10
15
11
16
17

X

20,00
19,83
19,46
19,37
19,37
19,32
19,28
19,28
19,22
19,00
19,00
18,64
18,52
18,20
18,15
18,13
18,00
17,92
17,79
17,64
17,36
16,87
16,83
16,68
15,25
15,24
15,05
15,05
15,00
15,00
14,98
14,89
14,89
14,00
13,81
13,81
13,81
13,47
13,47
13,15
13,12
12,00
12,00
11,90
11,89
11,89
11,49
11,39
11,39
11,38
11,38
11,38

47
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.
103.-104.
103.-104.
105.
106.-107.
106.—107.
108.

109.

110.

111.

112.

113.

Anna
Johana
Jonas
Jan
Miroslav
Ales
Vojtéch
Klara
Jiri
Petr
Michal
Tomas
Eliska
Kristyna
Eliska
Patrik
Daniel
Vojtéch
Jilia
Anna
Tomas
Jan

Jerhotova
Dvorakova
Stoilov
Vaviin
Horsky
Horak
Dasek
Zemanova
Machyan
Zahradnik
Chudoba
Cepko
Vitkova
Prokopova
Krejci
Trefil
Novotny
Sara
Sirotiakova
Musilova
Vondrak
Vondra

3

Wk WK ERDNWWWWAPBRBRBRNDNDNARERNDWR

38.ro¢nik (2018/2019), 1. komentaie B

GJosefskPH
G Trutnov
PORG PH
PORG PH
GCeskoliPH
SPS Ttebi¢
PORG PH
PORG PH
G Vlasim
GSmejkal UL
GLitomé&iPH
GAnMeTr
GZborovPH
G FrydCTés
OA Tébor
Mati¢niGOS
PORG PH
PORG PH
GRimSob
PORG PH
GMLerchaBO
G TynNVlt

32-202-- 9 11,23
3315-——— 12 11,20
333-———— 9 10,52
3-——-5--8 10,31
333--1-- 10 10,00
33-————— 6 9,37
33-————— 6 9,35
33— ————— 6 9,09
333-———— 9 8,84
33-5-——— 11 8,68
3323-——— 11 8,60
33---2--8 8,00
33-————— 6 8,00
131--1--6 7,95
32-00-00 5 6,79
3-2-———— 5 6,79
3o————— 14 6,76
33-————— 6 5,34
3o 3 5,27
. J 3 3,27
3o 3 3,00
R 2 2,67

adresa: Koresponden¢ni seminar
KAM MFF UK

Malostranské namésti 25

11800 Praha 1

web: http://mks.mff.cuni.cz/
e-mail: mks@mff.cuni.cz



