Finalni mySmas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 14.KVETNA 2018

ULOHA 1.

(a) David mé doma v fadé za sebou polozenych pét krabic. Kazdou noc spi v jedné z nich, ale
odmita komukoli Fict ve které. David moc rad vstava brzo, a protoze jak znadmo ranni ptdce ddl
doskdce, kazdé rano preskoci do sousedni krabice, ve které ziustane az do nasledujiciho rana. Kacka
by rada Davida zase spatfila. Kazdé poledne se muze podivat do jedné z krabic a zjistit, jestli
v ni David je. Naleznéte strategii, diky niz Kacka Casem otevie krabici, ve které se David zrovna
schovava. (2 BODY)

(b) Bitevni pole mé tvar tabulky n X n, kde n je pfirozené éislo. Na kazdém policku pted bitvou
stoji jeden vojin. Vojaci se nepohybuji, v prubéhu bitvy ale miizeme opakované provadét nasledujici
taktickou operaci — vybereme si libovolné policko a na vSech poli¢kach sousedicich s nim hranou (ale
ne v ném samotném) vSechny vojiny povysime na generaly a vSechny generaly naopak degradujeme
na vojiny. Urcete, pro kterd n lze docilit toho, aby po bitvée byl kazdy generdlem. (3 BODY)

ULOHA 2.

(a) Rado vyhral v tombole nékolik t¥iprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n}. Pro kazdé
dvé jeho mnoziny A a B, které nejsou stejné, plati |[A N B| < 1. Dokazte, ze Rado nema vic nez
% mnozin. (2 BODY)

(b) Od své vyhry v tombole Rado nepfestal o oné mnoziné {1,2,3,...,n} pfemyslet. Proto se
jeho rodice rozhodli, Ze mu jeji co nejvétsi podmnozinu X zakazou. Zaroven mu ale nechtéli zkazit
radost z vyhry, a tak se dohodli, ze zakazou jen takové prvky, aby zadna z Radovych tfiprvkovych
podmnozin neméla vSechny své prvky zakazané. Dokazte, ze mohou vybrat podmnozinu X s alespon
|v2n] prvky.! (3 BODY)

ULoHA 3.

Méjme rovnostranny trojuhelnik ABC a bod @ uvnitt néj. Ozna¢me P, Py, P. paty kolmic vede-
nych z bodu Q na strany BC, AC, AB. Ukazte, ze obé trojice trojihelniki AP.Q, BP,Q, CP,Q
a P.BQ, P.CQ, P,AQ

(a) mayji stejny soucet obsahu, (2 BODY)
(b) mayji stejny soucet polomérii kruznic vepsanych. (3 BODY)
ULOHA 4.

(a) Ukazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje n ptirozenych &isel a1, as, .. ., an, jejichz soudet
je druhou mocninou pfirozeného ¢isla a soucin tfeti mocninou pfirozeného ¢isla. (2 BODY)

(b) Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel m,n takovych, ze n? + 3m i m? + 3n jsou druhé
mocniny prirozenych éisel. (3 BODY)

1Pro # € R znadime |z dolni celou ¢ast &isla z, tedy nejvétsi prirozené &islo, které neni vétsi
nez x.



ULOHA 5.

(a) Existuje nekone¢na posloupnost pfirozenych éisel a1, az, . .. takova, ze pro zadné dvé pfirozenda
Cisla @ # j nejsou zaroveii a; + j a a; + 4 délitelna 20177 (2 BODY)
(b) Existuje nekone¢nd posloupnost pfirozenych ¢isel a1, az, . . . takova, ze pro kazd4 dvé pfirozena
Cisla i # j jsou a; + j a a; + i nesoudélna? (3 BODY)
ULOHA 6.

(a) Na roving lezi krychle o hrané délky jedna. V dané vysce h nad touto rovinou (h > 1) je
zdroj svétla. Jakou nejmensi plochu miZe mit stin, ktery krychle vrha na rovinu? Do plochy stinu
pocitame i spodni podstavu krychle. (2 BODY)

(b) Slunce sviti rovnobéznymi paprsky kolmo na rovinu. Nad touto rovinou se v prostoru vznasi
krychle o hrané délky jedna, kterou je mozné libovolné otacet. Urcete, jaky nejvétsi stin muze tato
krychle na rovinu vrhat. (3 BODY)

ULOHA 7.

(a) Na kruznici o poloméru jedna lezi naproti sobé body A a B. Zarovei je na ni zacervenéno
nékolik dalsich bodi. Necht a je geometricky pramér? délek viech tsedek vedenych z A do Eervenych
bodu a b je geometricky primér délek vsech tsecek z B do Cervenych bodi. Ukazte, ze alespon
jedno z ¢isel a, b je mensi nebo rovno v/2. (2 BODY)

(b) Urcete nejmensi kladné realné ¢islo ¢ takové, Ze pro vSechna kladna realna ¢isla a, b plati

b T p2
a;r 2tvab+(1—t)\/%.

(3 BODY)

2Geometricky pramér nezapornych &isel ay,az,...,an je definovan jako /a1 -asz...an.



