Mily priteli,
jsme radi, ze jsi oteviel(a) i posledni dil seridlu. Nékteré kapitolky sice opét nejsou nejlehéi, ale
pokud jsi prosel (prosla) prvni dva dily, tak uz by pro Tebe ten t¥eti mél byt pfijemnym zadzitkem.
Oproti pfedchozim diltim vSak ted budeme mnohem vic pracovat s grafy, a to hlavné s témi orien-
tovanymi. Pokud ses s néjakymi grafy uz nékdy setkal(a), nemél by to byt zaddny problém. Pokud
ne, nevadi — orientovany graf jsou prosté jenom tecky a Sipky mezi nimi. Pro rychlé sezndmeni
s grafy pfipadné doporucujeme tfeba zacatek PraSeciho seridlu Letem grafovym svétem.

A na co se tentokrat muzes tésit? Kromé teoretickych ¢asti tykajicich se abelovskych grup a
nové definovanych volnych grup naptiklad i na zpisoby, jak se opravdu (ne)vyplati véset obraz na
zed.

Prijemné chvilky pri ¢teni preji
Filip Bialas a Kuba Loéwit



Teorie grup Il — Svoboda pro grupy

All of mathematics is a tale about groups.
Henri Poincaré

Prolog IlI

Ve dvacatém stoleti uz teorie grup odpovida na otazky napfi¢ matematikou. Grupy se dikladné
proplétaji algebrou, geometrii, kombinatorikou i analyzou. Rychle se rozvijeji dalsi oblasti algebry,
pri¢emz jedna z nejslavnéjsich matematicek Emmy Noetherova formuluje obecnéji napiiklad véty
o izomorfismu.

Je tu ale jedna pomérné paliva otdzka. Jaké vSechny grupy vlastné existuji (az na izomor-
fismus)? Jenze to je slozité, protoze nekoneéné neabelovské grupy mohou byt nesmirné pestré a
komplikované. S nekonec¢ny to ale byvalo slozité vzdycky, drzme se tedy pfi zemi. Bylo by alespon
uziteéné védét, jak mohou vypadat vSechny koneéné grupy. Césteénou odpovédi by ale asponi bylo
urcit vsechny konec¢né grupy bez netrividlnich normélnich podgrup — kone¢né jednoduché grupy.

Po polozeni této ,nevinné“ otazky nasleduje pres pil stoleti prace a vice nez patnact tisic stran
¢lanka od vice nez sta lidi. Vysledkem je uplna klasifikace vSech konecnych jednoduchych grup,
ktera obsahuje nekone¢ny pocet grup nékolika typi a na zavér hromadku dvaceti Sesti obrovskych,
divnych a (alespoii ve svétle toho, co je zatim zndmé) uplné ndhodnych grup v Cele s takzvanou
Monster simple group. Dikazu spravnosti této klasifikace ale dnes do vSech detailti na svété nikdo
nerozumi.! V teorii grup stale existuji neznamé véci. Uréité tedy nejsme na, konci. . .

Abelovské grupy

Zacnéme starym vtipem.
»What is commutative and purple?“ | An abelian grape.“

V této casti se budeme zabyvat abelovskymi grupami. Je konvenci pouzivat pfi studiu cisté
abelovskych grup aditivni notaci a i my se ji budeme déle drzet — grupa bude mit jednu binarni
operaci +, inverzni prvek k a je —a, neutralni prvek je 0. Nékolikandsobné secteni budeme znacit
intuitivné n - a, kde n je celé ¢islo a a je prvek grupy (zdporné n znamena, ze s¢itdme prvky —a).
Navic znaceni kosetti je ted smysluplné ve tvaru g + H misto gH a budeme ho takto pouzivat.
Pripomenme jesté, ze kdyz je grupa abelovska, tak je kazda jeji podgrupa normélni.

Nasim cilem bude abelovské grupy klasifikovat — presné popsat, jak vSechny vypadaji. AvSak
abelovské grupy mohou byt nekonecné a v matematice se nekonecné objekty ¢asto chovaji dost jinak
nebo slozitéji, takze s takto obecnym problémem si neporadime. Na druhé strané, starat se pouze
o konec¢né grupy by byla skoda — napfiklad bychom nemohli mluvit ani o celych ¢islech. Udélame
tedy takovy kompromis a budeme se zajimat pouze o koneéné generované abelovské grupy. (Tento
predpoklad je pro dalsi tvrzeni nutny — nedéldme ho jen proto, abychom si trochu zjednodusili
préaci.)

Definice. Grupa je konecéné generovand, pokud ma néjakou kone¢nou mnozinu generatoru.

LA kvili jeho délce se najdou dokonce taci, ktefi mu nevéii.
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Pfipomenme si, Ze grupa ma néjakou mnozinu generatort, pokud kazdy prvek této grupy mu-
zeme zapsat jako koneény soucin (nebo ted v piipadé abelovskych soucet) generatori nebo jejich
inverzi. Toto je ekvivalentni podmince, Ze kazda podgrupa obsahujici vSechny generatory uz musi
byt celd pivodni grupa.

Cviceni 1. Necht G je abelovskd grupa a X jeji podmnozina spliujici G = (X). Potom kazdy
prvek g € G muzeme zapsat ve tvaru ay - €1 + a2 - x2 + - - - + an - Tn, kde a; jsou cela cisla a x; po
dvou rizné prvky X.2

Cviceni 2. Pro kazdé pfirozené ¢islo n je Z™ koneéné generovana.
Cviceni 3. Abelovska grupa raciondlnich ¢isel se s¢itdnim Q neni koneéné generovana.

Tvrzeni. Abelovskd grupa G je kone¢né generovana s maximalné n-prvkovou mnozinou genera-
tort pravé tehdy, kdyz je izomorfni " /H, kde H je néktera podgrupa Z™.

Dikaz. Grupa Z™/H je generovand maximélné n-prvkovou mnozinou kosett
{(1,0,...,0)+ H,(0,1,...,0)+ H,...,(0,...,0,1) + H},

protoze kazdy prvek grupy Z™ je generovany mnozinou prvka s jednickami v jedné souradnici a
nulami ve zbytku. Druha implikace je jen o trosicku tézsi:

Generatory ozna¢me postupné z1i, ..., Z,. Uvazujme zobrazeni ¢ : Z"™ — G definované vztahem
p((a1,a2,...,an)) = a1 -x1 + a2 - T2 + -+ + an - Tn. Lehce se da ovéfit, ze je toto zobrazeni
homomorfismem (ale vyuzivame pfitom komutativitu s¢itaci operace).

Protoze x1,...,zn jsou generadtory, lze kazdé g € G vyjadrit ve tvaru a1 - x1 + -+ + an - Tn;
proto Im ¢ = G. Jadro ¢ ozna¢me H. Podle prvni véty o izomorfismu mame Z™/ Ker ¢ ~ Im ¢, coz
muZeme pfepsat jako Z"/H ~ G, a to jsme chtéli pfesné dokazat.

Pravé dokdzané tvrzeni nadm iika, ze kazdd konecéné generovand abelovskd grupa je faktor-
grupou Z™. Tuto skutecnost budeme potiebovat k dikazu nésledujici véty:

Véta. (Klasifikace kone¢né generovanych abelovskych grup) Kazd4d konec¢né generovand abelovskd
grupa je izomorfni direktnimu souc¢inu koneéné mnoha cyklickych grup.

Tato véta Fikd, ze struktura konecné generovanych abelovskych grup je vlastné hrozné jedno-
duché. Jednd se o direktni sou¢in cyklickych grup, takze kazdy prvek lze popsat pomoci n-tice
prvku lezicich v téchto cyklickych grupach. Kazdéa konecna cyklicka grupa je navic izomorfni Z,,
pro néjaké n a kazdé nekoneénd je izomorfni Z. Trividlni abelovskou grupu {e} miZeme v jistém
smyslu vnimat jako soucin nulového poctu cyklickych grup, ale to je stejné tak nanicovaty pripad,
ze se v diukaze jisté sta¢i omezit na grupy obsahujici alespon dva prvky.

Hledany direktni soucin samoziejmé nebude jednoznacny. Uz v minulém dile jsme si v kapitole
Cinska zbytkova véta ukazovali, Ze pro nesoudélnd p,q plati ZLpq =~ ZLp X ZLg. Diky tomuto tvr-
zeni bychom po diikkazu zminované véty mohli tvrdit i to, Zze kazda kone¢né generovana abelovska
grupa je izomorfni direktnimu soucinu koneéné mnoha cyklickych grup, z nichz kazda ma fad bud
nekonecny, nebo rovny mocniné néjakého prvodéisla. (Kazdou, kterd nema ¥4d mocniny prvodisla,
muZeme totiz izomorfné rozdélit na direktni soucin téch, které takovy fad maji.)

Dikaz. Jak jsme jiz ukazali, kazda koneéné generovana abelovskd grupa je izomorfni Z"/H, kde
H < Z"™, pro néjaké ptirozené mn. Staéi nam tedy dokazat, ze pro H < Z" je Z"/H izomorfni
direktnimu soucinu kone¢né mnoha cyklickych grup. Dtkaz provedeme indukci podle tohoto n.
Pro n = 1 si staci uvédomit, jak vypadaji vSechny podgrupy grupy Z. Pokud bude H = {0},
tak Z/H ~ Z je cyklicka (a tedy direktni soucin jedné cyklické grupy). Uvazujme tudiz pfipad, kdy
H neni triviadlni. Z nenulovych celych ¢isel z H vyberme to, jehoz absolutni hodnota je nejmensi.
Oznadéme toto &islo a. Pak jisté i —a € H, takZe také |a| € H. Protoze se jedna o grupu, musi navic

20vsem pozor, je-li X nekoneénéa, nejsou prvky z1,... ,z, uréeny pevné, nybrz zaviseji na tom,
ktery prvek g pravé vyjadiujeme.



do H patfit i kazdé k- a pro k € Z. Predpokladejme pro spor, ze se v H nachdzi i néjaké dalsi ¢islo
b. Pak zbytek &isla b po vydéleni |a| je roven pfirozenému éislu vétsimu nez nula a mensimu nez |al.
Toto ¢&islo navic dokdzeme zapsat jako b — k - |a| pro néjaké k € Z, takze patii do H. To je ale ve
sporu s minimalitou |a|. Proto H = {k-a | k € Z}. Tim paddem pfimo z definice plyne Z/H ~ Z,),
coz je cyklickd grupa.

Ptipad pro n = 1 jsme vlastné ani nemuseli fesit zvlast, jak bude vidno z indukéniho kroku.
Nicméné to byl jednoduchy priklad principu, ktery budeme pouzivat dale. V minulém odstavci
jsme ukézali, ze podgrupa H je generovana jen jednim prvkem a, a to pomoci snahy minimalizovat
jeho velikost. V obecném pripadé udélame néco podobného, jen budeme o nalezeni takového ,acka‘
usilovat jen v jedné soutadnici.

Meéjme nyni koneéné generovanou abelovskou grupu G, kterd je izomorfni Z"/H, kde n je
néjaké pevné piirozené ¢islo vétsi nez jedna. Pokud je podgrupa H = {e}, tak médme Z"™/H ~ 7Z™.
VySetfovana grupa je tedy direktnim soucinem n cyklickych grup.

V opaéném pripadé ma grupa H alespon jeden nenulovy prvek. Kazdy prvek h € H muZeme
psat jako h = (h1,...,hn). Pro H < Z™ ozna¢me symbolem m(H) minimalni nenulovou absolutni
hodnotu h;, kterd se vyskytuje v nékterém prvku h € H (tj. ,,nejmensi kladné ¢islo, které se kdekoli
v celé grupé H vyskytuje*). Z téch H, pro néz G ~ Z"/H, vyberme takovou H, aby vyraz m(H)
byl nejmensi mozny. Z této pevné grupy H nyni vezmeme prvek a, v némz pro nékteré i plati
a; = m(H). Bez Gjmy na obecnosti mizeme poprehdzet souradnice, takze dale predpoklddejme, ze
1 =1.

Nyni pro vSechna h € H musi nutné platit a1 | h1, nebot jinak bychom mohli obdobné jako
v pripadé n = 1 vydélit tato dvé cisla se zbytkem a dostat prvek grupy H, ktery bude mit prvni
soufadnici nenulovou a v absolutni hodnoté mensi nez a;.

Podobné ukazeme, ze mizeme zvolit generujici mnozinu X grupy H takovou, ze a € X a pro
vSechna ostatni z € X plati 1 = 0. Pro kazdé h € H rizné od a dejme do X prvek h/ = h — % -a.
Kdyz do X nakonec pfihodime i a, dostavame (obrovskou) generujici mnozinu, protoze kazdy prvek
h € H jde nagenerovat jako soucet h’ a koneéné mnoha a nebo —a.

Nyni provedeme opravdovy trik. Nasim cilem bude néjakym zptsobem zafidit, aby se a rovnalo
(a1,0,...,0). Nejdfive sporem ukazeme, Ze nase volba H zajistuje, aby a1 | a; pro vSechna 2 <14 <
n. Pokud by tomu tak pro néjaké ¢ nebylo, mohli bychom délit se zbytkem a psat a; = ga1 +r. Jak
nyni dojdeme ke sporu? Vezmeme jinou mnozinu generatoru! Uvazme zobrazeni ¢, které jde ze Z™
do Z™ a prvku (g1,...,9i—1,9i,Gi+1,- - -, 9gn) PHifadi (g1,-..,9i—1,9 —q91, Gi+1,- - - » gn). UkdZeme,
ze je ¢ automorfismus. To, Ze se jedna o homomorfismus, by se ovéfilo uplné snadno. Navic snadno
zjistime, ze x : Z™ — Z", které prvku (g1,...,9i—1, i gi+1,---,9n) Pritadi (g1,...,9i—1,9; +
q91,9i+1,---,9n), je k zobrazeni ¢ inverzni, takZe ¢ musi byt prosté i na. Ukazali jsme, Ze je ¢
opravdu automorfismus Z™.

Navic ¢ zobrazi generujici mnozinu X na mnozinu X', ve které se vyskytuje prvek (a1, ...,a;—1,
Ty Giq1,-..,an). Ziejmé také p((X)) = (X'), a tedy i Z"/H = Z"/(X) ~ @o(Z")/p({X)) =
Z™/{X'). Oboje plati diky tomu, Ze automorfismus Uplné zachovava strukturu grup. Ale timto
se dostdvame do sporu s volbou grupy H jako takovou, protoze a1 = m(H) mélo byt nejmensi
mozné, jenze v > m((X')) je jesté mensi.

Podobné jako pfi dikazu existence X, v niz je prvni slozka nenulovéd pouze u prvku a, nyni
ukézeme, ze muzeme predpokladat, ze mame X, v niz je a navic nulovy ve vSech ostatnich slozkach.
Uz vime, ze mizeme brat X tak, aby v prvku a platilo a1 | a; pro v8echna 2 < ¢ < n. UvaZme
nyni zobrazeni v, které prvku (g1,92,...,9n) € Z™ ptifadi prvek (g1, g2 — Z—? A1y, Ggn— ’;—T; -ay).
Dikaz, ze je v automorfismus Z", je obdobny jako u ¢. Navic zobrazi prvek a na (a1,0,...,0) a
ostatni prvky z X na prvky, které maji prvni slozku poiad nulovou. Existuje tedy grupa H = (X),
pro niz Z"/H ~ 7Z™/H a jejiz mnozZina generatord je ve tvaru X = {(a1,0,...,0)} UY, kde Y
obsahuje pouze prvky, které maji nulovou prvni slozku. Ve zbytku diikazu budeme bez ujmy na
obecnosti predpokladat, Ze jsme tuto Sikovnou grupu H zvolili jiz na zac¢atku, takze uz nebudeme
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pséat vinky nad H a X.3

Jiz jsme skoro u konce. Ukazeme, ze Z"/(X) ~ Z/{a1) x Z*~1/{Y"), kde Y’ je mnozina, ktera
obsahuje prvky z Y bez prvni slozky. Chceme tedy Z"/H =~ Z4,| X 7Z"n=1/{Y"), pfi¢emz posledni
grupa je z indukéniho predpokladu direktnim soucinem cyklickych grup a budeme ji nadale znacit
A. K dikazu tohoto izomorfismu nadm staci uvazit zobrazeni ® : Z" — Zjq,| X A, které prvku
(91, -.,9n) prifadi prvek (g1 + (a1),(g2,-.-,9n) + (Y')).

To, ze je ® homomorfismus, by se zase ovéfilo snadno. Navic je na, protoze na prvek (g1 +
(a1), (g2, --,9n) + (Y')) se zobrazi (g1, g2, - .., gn). Sta¢i ndm jiz jen ukazat, ze Ker ® = H. Prvky
g=(91,---,9n) € Z™, které se zobrazi na nulu, museji mit v prvni slozce nasobek a1 a ve zbytku
slozek néjaky koneény soucet prvki z Y nebo jejich inverzti. Ale pak musi byt ¢ € H, nebot
H = (X) = ({(a1,0,...,0)}UY). A naopak je také jasné, ze se vSechny prvky z H zobrazi na nulu.
Tim padem je skutecné Ker ® = H a z prvni véty o izomorfismu dostavame kyzeny izomorfismus
Z"[H =~ 7Zq,| X A, ¢imZ jsme s dikazem hotovi.

Diikaz byl trochu delsi, ale vysledek je skvély. Neumime sice klasifikovat iplné vSechny abelovské
grupy, ale tfeba ty konecné mame zvladnuté dokonale. Pokud chceme znat vSechny abelovské grupy
néjakého pevného fadu, tak ndm staci podivat se na prvociselny rozklad tohoto fadu a vyzkousSet
nékolik moznosti.

Cayleygrafy

V predchozich ¢astech seridlu nas uz grupy mnohokrat presvédcily o tom, Ze jsou symetriemi rozlic-
nych objekti. Predstavme si proto jesté jeden druh objektu, jehoz symetrie jsou prekvapivé bohaté.
Presnéji, budeme se zabyvat nékterymi orientovanymi grafy. Pojdme se tedy domluvit na nékolika
pojmech.

Umluva. Orientovanym grafem Q = (V, E) myslime mnozinu vrcholii V spoleéné s mnozinou
orientovanych hran E, jim# nékdy budeme fikat $ipky*. Je-li C mnoZina barev, barevngm oriento-
vanym grafem nazveme orientovany graf @, jehoz kazda hrana mé pravé jednu barvu z C'.

Po celou dobu pfitom povolujeme i nekoneéné grafy, prace s nimi v8ak v ramci seridlu nebude
skryvat zadné velké nastrahy.
Nyni si definujme takzvané Cayleyho grafy, zkracené cayleygrafy.

Definice. At G je grupa a C néjakd mnozina jejich generatori. Cayleygrafem grupy G vzhledem
k C nazveme orientovany barevny graf @, jehoz vrcholy odpovidaji prvkim G a z vrcholu u vede
do vrcholu v hrana barvy c¢ pravé tehdy, kdyz v = cu.

Ano, na prvky mnoziny C' se divame zaroven jako na generatory grupy G i jako na barvy, a viibec
nam to nevadi — pravé naopak. Pfechod po Sipce barvy ¢ v grafu odpovida nasobeni generatorem c.

Definice. At C je n&jakd mnozina barev. Zajimavym grafem nazveme jakykoli barevny oriento-
vany graf G = (V, E), ktery splituje nésledujici t¥i axiomy:

(1) mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G vede (ne nutné orientovand) cesta (souvislost),

(2) do kazdého vrcholu i ven z ného vede pravé jedna hrana od kazdé barvy (regularita),

(3) pro kazdé dva vrcholy u,v € V existuje néjakd permutace vrcholil, kterd zobrazuje u +— v
a pfitom zachovava barevné Sipky (homogenita).

3Komu tento piistup vadi, mize si bud vlnky vdude doplnit, nebo si piedstavovat, Zze jsme na
za¢atku jednak pozadovali, aby bylo co nejmensi m(H), jednak to, aby v prvku a byl co nejmensi
soucet absolutnich hodnot v ostatnich souradnicich.

4Povolujeme i ndsobné hrany a hrany se stejnym zacatkem a koncem. Druhé uvedené se bézné
nazyvaji ,smycky*, my vsak tento vyraz mame rezervovany pro néco jiného — budeme je proto
oznacovat jako ocka. Pfedem vsak prozradime, ze pro nas v této pasazi nijak zajimavé nebudou a
klidné bychom je mohli i zakazat.



Jesté by se sluselo trochu osvétlit tieti z podminek. Rikdme, Ze permutace o € Sy zachovdvd
barevné $ipky, jestlize z vrcholu = vede hrana barvy ¢ do vrcholu y pravé tehdy, kdyz z vrcholu
o(z) vede hrana barvy ¢ do vrcholu o(y). Homogenita vyjadfuje, Ze pokud nas nékdo postavi do
libovolného vrcholu u grafu G, chozenim barevnymi cestickami nemame Sanci urcit, do kterého
vrcholu jsme byli postaveni.

Pro¢ by nas ale mély zrovna zajimavé grafy zajimat?

Tvrzeni. Kazdy cayleygraf je zajimavy, kazdy zajimavy graf je cayleygrafem néjaké grupy.

Diikaz. Nejprve ukazme, ze kazdy cayleygraf je zajimavy. At tedy Q je cayleygraf grupy G. Pokud
se podivame na vrchol odpovidajici prvku e € G, mizeme z néj postupnym nasobenim zprava
prvky z generujici mnoziny C' a jejich inverzy ziskat libovolny prvek g € G. Proto z vrcholu e vede
cesta do vrcholu g; nalezneme ji tak, ze budeme postupné zprava ¢ist soucin odpovidajici prvku g,
za generator ¢ se posuneme ve sméru hrany c, za jeho inverz v protisméru. Kazdé dva vrcholy Q
jsou proto spojeny pfes vrchol e, tedy @ je souvisly.

Podivejme se na to, jak na sobé G pusobi levou translaci; toto pusobeni ozna¢me a. Specidlné
sledujme a. pro néjaké ¢ € C. Sipky barvy c v cayleygrafu @Q piesné odpovidaji permutaci a..
Protoze je a. bijekce, je @ regularni. Elementarnéji feceno, z daného vrcholu u vede pravé jedna
sipka barvy ¢, a to do vrcholu cu; do daného vrcholu u vede pravé jedna Sipka barvy ¢, a to z vrcholu
c_lu7 .

Koneéné, at u, v jsou n&jaké vrcholy Q. Vezméme si permutaci vrcholt, ktera je dand nasobenim
prvkem u~1lv zprava (tj. jedna se o plisobeni pravou translaci). Ta posild u — uu~"1v = v. Navic
tato permutace zachovava barevné Sipky: v cayleygrafu @ vede z vrcholu g do vrcholu h Sipka
barvy ¢ pravé tehdy, kdyz h = cg, coz po vynasobeni prvkem vu~! zprava dava ekvivalentni
rovnost hvu~! = cgvu~1. Z vrcholu gvu~1! tedy vede hrana barvy ¢ do vrcholu hvu~1, ¢imz jsme
ovérili homogenitu.

Nyni ukdzeme druhy smér tvrzeni: k libovolnému zajimavému grafu @ vyrobime grupu G tak,
aby Q byl jeji cayleygraf. Za grupu G vezméme jednodusSe grupu vSech symetrii grafu @ — tedy
grupu vSech permutaci jeho vrcholi, které zachovavaji sméry i barvy Sipek. Jak tato G vypada?
Zvolme libovolny vrchol grafu @ a oznacme jej e. Kazda symetrie grafu @ posild e na néjaky
vrchol Q. Diky homogenité vsak pro kazdy vrchol v skute¢né existuje symetrie prevadéjici e — v.

Souvislost a regularita ) vsak zarucuji, ze takova symetrie existuje nejvyse jedna: Do libovol-
ného vrcholu w se da dojit po hranach z vrcholu e. Protoze vsak nase symetrie zachovava barvy
i orientace hran, do obrazu v musime z vrcholu v dojit jednoznac¢né urcenou cestou po stejnych
barvi¢kach. Tim jsme sparovali vrcholy @ s jednotlivymi symetriemi z G. Symetrie odpovidajici
posunuti e do vedlejsiho vrcholu ve sméru néjaké Sipky jsou pfesné naznaceny sSipkami odpovi-
dajici barvy. Vezmeme-li tedy téchto |C| symetrii za generatory G, zkonstruovanim pfislusného
cayleygrafu dostaneme nazpatek graf Q. To je vse.

Pojem zajimavého grafu jsme zavedli jen proto, aby bylo v predchozi diskuzi jasné rozliseno,
kdy konstruujeme grupu z grafu a kdy naopak graf z grupy. Protoze jsme ale pravé nahlédli, ze
t¥ida zajimavych grafti presné odpovida t¥idé cayleygrafi vSech moznych grup, budeme dale misto
pojmu zajimavy graf pouzivat pojem cayleygraf.

Zduraznéme jednu skvélou véc, kterou jsme mimodék dokézali. Povedlo se ndm totiz ukazat, ze
libovolna grupa G je izomorfni grupé symetrii svého cayleygrafu. Takovy cayleygraf tedy dokonale
vystihuje svou grupu. Ziskdvame tak novy zpusob, jak si grupy predstavovat. Jednu grupu tak
muzeme znazornit mnoha velmi rozdilnymi grafy — staci volit rtizné mnoziny jejich generatort.
Tyto grafy sice museji mit vzdy stejny pocet vrcholi (ktery odpovida fadu grupy), Sipky v nich ale
mohou vypadat velmi odlisné.

Priklad. Grupa Dg ~ S3 s mnoZinou generdtori tvofenou minimalni rotaci r a translaci o ma
nasledujici cayleygraf se Sesti vrcholy:



Piiklad. Abelovskd grupa Zg mé také Sest prvki. Prvni z nésledujicich cayleygrafi odpovida
jednoprvkové mnoziné generatori obsahujici pouze ¢islo 1. Druhy odpovidéa volbé dvojice generatora
2, 3.

a~A

.\_/'.

V cayleygrafech je na prvni pohled vidét mnoho algebraickych vlastnosti pfislusné grupy. Treba
abelovskost grupy G je ekvivalentni nasledujici podmince: Kdykoli vezmeme dvé barvy c, d a
libovolny vrchol v, cesty z v po barvich cd a dc skonéi ve stejném vrcholu. K abelovskosti G totiz
zfejmeé staci, aby spolu komutovaly vSechny generatory grupy G.

Méjme napiiklad grupy H < G a vhodné zvolené mnoziny jejich generdtort po fadé C’,C
takové, aby C’/ C C. Vezmé&me si ptislusny cayleygraf grupy G. Pokud z néj smazeme vSechny hrany
s barvami z C'\ C’, rozpadne se na né&jaké mensi grafy. N&jaky vrchol grafu @ pfitom reprezentoval
identitu e € G. Komponenta obsahujici tento vrchol vznikld smazdnim hran s barvami z C \ C’ je
pak zfejmeé cayleygrafem grupy H. Jenze diky homogenité grafu @) mohlo byt e libovolnym vrcholem
Q. Graf se tedy rozpadl na mensi cayleygrafy odpovidajici kopim cayleygrafu grupy H, které presné
odpovidaji pravym kosetim podgrupy H v G.

Podobné je velmi snadné poznat, kdy je H < G. To nastava pravé tehdy, kdyz pravé a levé
kosety H v G splyvaji. Neni tézké si rozmyslet, ze to pfesné odpovida pfipadu, kdy akce G levou
translaci na sobé samé permutuje pravé kosety podgrupy H, coz staci ovérit pro generatory G. A to
se stane presné tehdy, kdyz vSechny Sipky kazdé barvy z C'\ C’ vedou z kazdého cayleygrafu grupy
H do pravé jednoho jiného. Kdyz se pak podivame na kopie cayleygrafu grupy H jako na vrcholy
a nechame v grafu Sipky s barvami z C \ C’, dostaneme cayleygraf faktorgrupy G/H.

Pravé uvedené ,obrazkové“ vlastnosti grup si muzete hezky rozmyslet na dvou cayleygrafech
znazornénych vyse. Pfi vhodné volbé generatoru je vidét, Ze se lisi pouze vzdjemnou orientaci
trojcykla. Pro jejich vlastnosti to vSak ma velké dusledky: Zg je abelovskd, zatimco S3 ani omylem,
Ze mé normalni podgrupy fadu 3 i 2, zatimco S3 ma jedinou normalni podgrupu fadu 3 atd.

Jak vyrobit. .. volné grupy!

Kdyz jsme se v predeslych dilech seridlu zabyvali néjakou konkrétni grupou, typicky v ni platilo

hodné ,bonusovych rovnosti“ mezi prvky, které abstraktni definice grupy nijak nevynucuje. (Na-

priklad spolu nékteré prvky mohly komutovat, néktery prvek mohl spliiovat g3 = e, pro trojici

generatoru g1, g2, g3 mohlo platit gIg;‘n’g;lgg = e apod.) Nyni se pokusime o vyrobu tplného
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protikladu — zkonstruujeme grupy, ve kterych zadné vztahy ,navic“ neplati. Tyto prototypy grup
se nazyvaji volné grupy.

Predem vyslovime drobné varovani: s volnymi grupami budeme pracovat pomérné formalné a
opatrné. To se na prvni pohled muze zdat az pfehnané, nékterd tvrzeni o volnych grupach (jako
tieba jejich samotna existence) se mohou zdat Gplné zjevna. Cim vic toho ale o nich zjistime, tim
méné zjevna se ndm budou zdat. Néktera jind zfejma tvrzeni o volnych grupéach ve skutecnosti ani
neplati — opatrnost je proto na misté.

Konstrukce. (kracenim slov)

Méjme tedy neprazdnou (klidné i nekoneénou) mnozinu X, jejiz prvky budou jakési pismena.
Tato pismena budou predstavovat generatory nasi volné grupy F'. Pokud ma byt F' grupa, kazdy
jejl prvek musi mit inverz. Vezméme si tedy novou mnozinu stejné velkou jako X, kterou prihodné
oznac¢ime X ~!. Mnozina X! obsahuje pro kazdé pismeno z € X jednoznaéné uréené inverzni
pismeno, které budeme piihodné znacit 1. Zadné dalsi prvky v X1 nelezi.

Nyni pomoci disjunktnich X a X1 vyrobime mnozinu W, ktera sestava ze vSech koneénych
fetézcti symboltt z X UX ~L. Prvkéim W budeme fikat slova. Specialné W obsahuje i prazdné slovo,
které budeme znadit .5 Zduraznéme, 7e na W zatim neexistuji z4dné grupové operace.

Nasim snem je, aby W byla nosnou mnozinou grupy F'. Jako binarni operace se doslova nabizi
takzvané zretézeni — psani slov za sebe. Zfetézeni je na mnoziné W urcité asociativni, prazdné
slovo e se navic chova jako identita. Je tu ale maly zadrhel ohledné invertovani — napsanim dvou
slov za sebe nelze 74dné z nich zkratit. Chtéli bychom, aby slovo abcc=1b~1a~! bylo ve skuteénosti
prazdné slovo, z pohledu mnoziny W jsou to ale dva rizné prvky.

Jinymi slovy, mé-li pfifazeni  — x~1 odpovidat invertovani prvki pismen z X, samy axiomy
grupy uz vynucuji rovnosti nékterych slov. Naptiklad slova abaa~!, ab, b~ 1bab museji reprezen-
tovat stejny prvek grupy F. Oc¢ividnym feSenim této tézkosti je takové prvky za stejné skutecné
povazovat. Formalnéji, dva prvky uw,v € W budeme povazovat za stejné, pokud je na sebe lze
pfevést postupnym vepisovanim resp. mazanim sousedicich pismen zz~! resp. z— !z pro libovolné
z € X. Na mnoziné W' takovych skupinek bychom pak radi definovali grupové operace stejné jako
puvodné, coz uz opravdu jde.

A proc¢ ze to jde? Skuteéné totiz neni jasné, jestli vysledek zfetézeni ndhodou nezavisi na volbé
konkrétni slovni reprezentace. Stacilo by ukéazat, ze kazdy prvek W' lze reprezentovat jednoznacné
uréenym zkrdacenym slovem, tj. slovem, které neobsahuje zadnou sousedici dvojicku pismen tvaru
zxz~1 resp. z~1z. To ponechame jako hravé cviceni.

Cviceni 4. Dokaite, ze kazdy prvek W' lze reprezentovat jednozna¢né uréenym zkracenym slo-
vem.

Za nosnou mnozinu grupy F' tudiz muzeme jednodu$e vzit mnozinu vsech takovych zkracenych
slov a binarni operaci pak bude zietézeni s pfipadnym promazanim sousedicich dvoji¢ek za~! resp.
x~lz. Prazdné slovo e je potom skuteéné identitou, invertovani prvka X piifazenim z — ! lze
roztdhnout na vsechny prvky F' pomoci ptedpisu (ab)~! = b~la~1. Asociativita ted tplné jasna
neni, dikladnym rozborem nékolika moznosti by ji vSak nebyl problém dokéazat.

Podle potieby nékdy budeme vnimat volnou grupu jako ,grupu vsech zkracenych slov“, jindy
se na ni formalné budeme divat jako na ,grupu sestavajici ze skupinek ekvivalentnich slov“. Dle
pravé provedeného rozboru to ale vyjde nastejno.

Prestoze je volnd grupa sama o sobé docela intuitivni objekt, jeji vyrabéni skytalo nékolik
zaludnosti.® Jesté nez se posuneme dal, pfedvedeme si alternativni konstrukci volnych grup, a
to pomoci cayleygrafii. Tato konstrukce je méné pfimocard, zato je vsak neuvéritelné elegantni.
Nasledujicimu postupu se nékdy (podle jeho tviirce) prezdiva van der Waerdendiv trik.

Konstrukce. (van der Waerdentv trik)
5Nejlepsi by bylo znagit ji prazdny mistem, to je ale typicky $patné vidét.

SKombinatoricky rozbor asociativity jsme z lenosti a hlavné pro tsporu mista ani neprovedli.
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Opét zacneme s mnozinou X. Sestrojime nekone¢ny cayleygraf @@ jako na obrazku: Bude to
nekoneény strom?, z kazdého jeho vrcholu bude vychézet po jedné Sipce od kazdé barvy z mnoziny
X. Do kazdého vrcholu také bude vchéizet jedna Sipka kazdé barvy. Presnéji, zacneme jednim
vrcholem, nakreslime v8ech 2|X]| jeho sipek, na konec kazdé ddme novy vrchol... a tak budeme
pokracovat dal. Zadna nové vytvorend Sipka nevede do uz vytvoreného vrcholu — strom se neustale
rozrusta do dalsich a dalsich pater.

op-op-o
° A\ °
S
op-o—po—p oo
TP
o»é»o I o»é»o
y 5 1 Ty
0»%%‘%‘%‘%%’.
¢ 0 b b3
o>opo ‘ o»>opo
3 : 1 : 3
o»o%o‘%o»o
2 48
o>o‘>o

Je vecelku zfejmé, ze @ je cayleygraf (nejvétsi rozmysleni vyzaduje homogenita). Oznaéme tedy
F jeho grupu symetrii. Okamzité vime, ze F je skutecné dobie definovand grupa a jeji binarni
operace je skladani symetrii grafu Q. Zvolme si libovolny vrchol e grafu Q. Kazda symetrie Q
jednoznac¢né odpovida posunuti e do nékterého vrcholu v. V grafu @ jsou vsak kazdé dva vrcholy
spojeny jednoznacné urc¢enou posloupnosti hran. Kazdou symetrii g € F' tedy muzeme ztotoznit
s touto jednoznac¢né urcenou posloupnosti hran z e do v, kterou lze popsat jednozna¢né uréenym
slovem z pismen X U X ~! (pismena odpovidaji barvdm na zminéné posloupnosti hran, exponenty

jejich sméru). To je vse.®

Na zaveér si jeSté uvedeme nékolik prikladia volnych grup. Obecné budeme volnou grupu na

pismenech z mnoziny X znacit jako F'x. Pro m-prvkovou mnozinu X budeme nékdy pfislusnou
volnou grupu znadit jako Fj,.2

Piiklad. Zvolme jednoprvkovou bazi X, jeji jediny prvek ozna¢me a. Jak pak vypadad odpovi-
dajici volna grupa F1? Mnozina W vsech koneénych slov nad X U X ! obsahuje pouze koneéné
posloupnosti pismen a, a~1. Nosna mnozina grupy F pak odpovida zkracenym sloviim z W. Zkra-
cend slova ale nutné obsahuji nejvyse jeden ze symboltt a, a~!. Oznac¢ime-li napséani pismene a
presné k-krat za sebe jako a¥, napsani pismene a1 piesné k-krat za sebe jako a =% a prazdné slovo
jako a0, sestava nosna mnozina grupy F pravé ze slov tvaru a® pro k € Z. Okamzité tedy vidime,

7Stromem myslime graf, kterj neobsahuje Zadnou — ani neorientovanou — kruznici.

8Neduvéfivy ¢tenaf si snadno muze zkontrolovat, e jsme zkonstruovali tu stejnou grupu F jako
pavodné.

9Pro stejné velké mnoziny generatorti nam vyse uvedend konstrukce samoziejmé vyrobi izo-
morfni grupy. Volné grupy na stejné velkych mnozinach pismen tedy miZeme povazovat v podstaté
za stejné.



Ze volné grupa F' na jednom generétoru je izomorfni nekone¢né cyklické grupé Z (skrz izomorfismus
ak — k).
Cayleygraf této grupy predstavuje pouze nekoneénd orientovana cesta:

— e Ppo———Ppo———Ppo—— P
Jak uz jsme nastinili dfive, pro bézi s velikosti alespon dva je situace o poznani zajimaveéjsi.

Priklad. Vezméme dvouprvkovou bazi X = {a,b} a uvazme pfislusnou volnou grupu F>. Na
jeji nosnou mnozinu se muzeme divat jako na mnozinu vSech zkracenych slov nad pismeny a, b,
a~1, b—1. Takova slova u# ale na rozdil od minulého piikladu nijak lépe popsat neumime. Kdy#
budeme provadét jejich zietézeni, muze dochézet k dosti nepfehlednému kraceni pismen. Zkoumani
struktury F» uz tedy muze byt pomérné zajimavé. Jeji cayleygraf je zvéénén na obrazku uprostied
konstrukce volnych grup.

Popis grupy F> zakon¢ime nékolika cvicenimi, ze kterych by mélo byt patrné, s jakou opatrnosti
je potfeba k volnym grupam pfistupovat.
Cviceni 5. Grupa F» je ziejmé generovana dvéma prvky. Zduvodnéte, ze jeden generator nestaci.

Naopak ale plati nasledujici mirné pirekvapivé lumparny.
Cviceni 6. Najdéte vlastni podgrupu H < F» takovou, ze H ~ Fs.

Uloha 1. Najdéte podgrupu H < Fy takovou, ze H ~ F3.

Uloha 2. Ukaizte, Ze existuje podgrupa K < Fs, ktera je izomorfni Fix pro né&jakou nekoneénou
mnozinu X.

Diikazy predchozich dvou uloh bylo mozné provést bez pouziti néjaké hlubsi teorie. My se
nastésti v prubéhu seridlu nau¢ime mnohem sofistikovanéjsi finty, pomoci kterych budou tvrzeni
podobného razu mnohem jasnéjsi.

Grupa F» tedy obsahuje podgrupy, které jsou volné s bazi velikosti n pro libovolné n € N, a
dokonce i takové, jejichz baze svou velikosti odpovida mnoziné pfirozenych ¢isel. Jenze vSechny tyto
jeji podgrupy opét obsahuji podgrupu izomorfni s F» ... legraéni, ne?

Volné grupy zbavené pout

Kdyz uz jsme si dali tolik prace s vyrobou volnych grup, bylo by vhodné je chvili obecné zkoumat.
V predeslé ¢asti jsme je konstruovali velmi konkrétné (z dané mnoziny X jsme vyrobili p¥islusnou
volnou grupu). Volné grupy vsak lze ekvivalentné definovat nasledujicim mnohem abstraktnéjsim
zpusobem.

Tvrzeni. (univerzilni vlastnost volnych grup) Grupa F je volnd pravé tehdy, kdyz existuje pod-
mnozina X C F takova, ze pro kazdou grupu H a kazdé zobrazeni f : X — H existuje pravé jeden
homomorfismus ¢ : F — H, ktery se na prvcich X shoduje s f. (Podmnozina X se pak nazyva
volnd bdze).

Dikaz. Nejprve dokadzeme, ze libovolna volna grupa zkonstruovana v predeslé ¢asti spliuje pod-
minku z tvrzeni. At tedy X je libovolnd mnozina a Fx prislusnad volna grupa; mnozinu vsech slov
nad X U X! oznaéme opét W. Nahlédneme, ze X je volnou bazi F. Je tedy tieba ovéfit, ze pro
libovolné zobrazeni f : X — H existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : Fx — H, ktery rozsifuje
f. Protoze F = (X), takovy homomorfismus f miize existovat nejvyse jeden. Kazdé slovo w € W
je pouze kone¢nou posloupnosti pismen z X U X ~!. Ma-li bjt ¢ homomorfismus, musi nutné po-
silat 27! + f(z)~!, ozna¢me proto f’ zobrazeni X U X~1 — H, které timto zpiisobem rozsifuje
f ina prvky X—!. Déle musi byt prvek ¢(w) € H roven souéinu obrazt jednotlivych pismen w
v zobrazeni f’ (ve stejném potadi).

Pokud timto zptisobem ¢ muzeme definovat na vsech slovech z W, trividlné uz to bude homo-
morfismus F' — H. Je tedy tfeba ukazat, Ze rizné slovni reprezentace stejného prvku grupy F' toto
¢ opravdu posle na stejny prvek v H. To je ale jasné — takové slovni reprezentace se lisi pouze
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kone¢nou posloupnosti pfipisovani a mazani dvojicek zz~! a 1z, které se ale tak jako tak po

provedeni zobrazeni f’ v grupé H pokrati. Tim je prvni ¢ast dikazu u konce.

Nyni uZ jen vypozorujeme nasledujici: Pro kazdou velikost1? volné baze X existuje az na izo-
morfismus nejvyse jedna grupa s volnou bézi této velikosti. Potom uz budeme hotovi, nebot touto
jednoznac¢né urcéenou grupou je dle prvni ¢asti dikazu pravé Fx.

Meéjme tedy dvé grupy G, H s volnymi bazemi po fadé X, Y, mezi kterymi existuje bijekce (tu
ozna¢me f). Protoze je X volna béaze G, existuje homomorfismus ¢ : G — H rozsifujici f. Protoze
je Y volna baze H, existuje homomorfismus v : H — G rozsifujici f~1. Jenze homomorfismus
Yo : G — G rozdifuje identické zobrazeni f~! o f, tedy (opét diky vlastnostem volné béze) je
1 o ¢ identické zobrazeni na G. Obdobné je ¢ o1 identické zobrazeni na H. Z prvniho ze vztahi je
ale ¢ prosté, diky druhému je ¢ na. Tim jsme nasli izomorfismus grup G a H.

Z pravé provedeného dukazu plyne, Zze mnozina X jednopismennych slov z konstrukce volné
grupy F'x je volnou bazi této grupy. Nijak ale neni zaruceno, Ze je to jedind takovd mnozina.
Trochu néas vsak mutze uklidnit alespon nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. At Fx, Fy jsou volné grupy s bdzemi po fadé X, Y. Jsou-li X a'Y riizné velké, pak
grupy Fx a Fy nejsou izomorfni.

Dukaz. Tvrzeni budeme dokazovat jen pro konec¢né velké X, Y. Obecné funguje velmi podobny
argument, my se vSak nekone¢niim radéji vyhneme. Uvazme podgrupu K < Fx, kterd obsahuje
pravé vsechny prvky tvaru g2 pro g € Fy. Piitom K < Fx, nebot pro libovolné h € Fx plati
hg?h=! = (hgh™1)2 (coz plati zcela obecné v kazdé grupé). Faktorgrupa Fx /K je tedy dobie
definovana a kazdy jeji prvek ma fad 2, je tedy dokonce abelovskall.

Ukéazeme, ze Fx /K je izomorfni direktnimu souc¢inu |X| grup Za. Na to dle minulého dilu staci
sta¢i nalézt |X| jejich normalnich podgrup, které ji generuji a zarovenn mé kazda z nich trivialni
prunik s grupou generovanou vSemi ostatnimi. To je ale snadné, staci vzit cyklické podgrupy ge-
nerované jednotlivymi kosety tvaru K pro pismena x € X. VSechny tfi podminky pak trividlné
plati. |
rizné velikosti X je tedy Fx /K ruzné velka. Z cisla 21X1 1ze ale zpétné jednoznacné urcit velikost
| X, takze volné grupy s rtizné velkymi bazemi izomorfni byt nemohou.

Diky tomu je nutné F'x /K izomorfni direktnimu souéinu Z‘QX , ma tedy presné 21X| prvka. Pro

Jak uz bylo feéeno dfive, pokud je | X| = |Y|, volné grupy Fx a Fy izomorfni jsou (pouze se
pismena v jejich bazich jmenuji jinak). Riznych volnych grup tedy existuje pfesné tolik, kolik je
ruzné velkych mnozin — pro kazdou velikost jedna.

Podobné jako se kazda grupa dé& vnofit do vhodné symetrické grupy, kazda grupa se da vy-
faktorizovat z Sikovné volné grupy. Volné grupy jsou proto v jistém dal$im smyslu prototypem
grup:

Tvrzeni. Kazda grupa je izomorfni faktorgrupé néjaké volné grupy.

Diikaz. Vezméme si tedy libovolnou grupu G. Déle si vezméme (mozna dost velikou) volnou grupu
F s bazi velikosti G. Ta ma volnou bézi velikosti |G|, existuje tedy zobrazeni f z této baze do grupy
G, které je na. Diky univerzélni vlastnosti volnych grup pak existuje homomorfismus ¢ : F — G
roz§ifujici f. Zobrazeni ¢ je tedy tim spiSe na. Dle prvni véty o izomorfismu plati F//Kerp =~
Im ¢ = G, coz jsme chtéli.

V predchozim dukazu jsme na velikosti volné grupy ani v nejmensim nesetfili. VétSinou nam
pritom sta¢i mnohem mensi volna grupa. Pokud bude obraz f obsahovat néjakou mnozinu genera-
tort grupy G, bude uz nutné Im ¢ = G. Pro libovolnou mnozinu generatoru X lze tedy grupu G
vyfaktorizovat dokonce z volné grupy F'x.

10Dvé nekoneéné mnoziny jsou stejné velké pravé tehdy, kdyZ mezi nimi existuje bijekce — tak
je pojem ,velikosti“ definovén.
11 Jak by iesitelé prvni seridlové série méli védét.
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Tento abstraktni fakt vede k velmi praktickému zpusobu vytvafeni a zaznamenavani grup —
takzvanym prezentacim. Chceme-li zachytit néjakou grupu G, staci ji vyfaktorizovat z néjaké volné
grupy F' pomoci vhodného homomorfismu ¢ a zapamatovat si velikost grupy F' spole¢né s jeji
normalni podgrupou Ker ¢. Neni vSak nutné pamatovat si celou Ker ¢ — postac¢i zapamatovat si
néco jako jeji ,generatory“. Protoze je Ker ¢ normélni (a my lini), sta¢i si dokonce pamatovat jen
mnozinu jejich prvki, z nichz lze vytvofit celou Ker ¢ pomoci grupovych operaci a konjugovani
prvky z F.

Definice. Prezentace grupy sestava z mnoziny generdtoru X a mnoziny relaci R C Fx. Tato
dvojice pak definuje grupu G = Fx /K, kde K je nejmensi normélni podgrupa F' obsahujici mnozinu
R. To zna¢ime jako G = (X | R).

Na relace se muzeme divat i mnohem intuitivnéjsim zpasobem. Na celou grupu G nahlizime
jako na slova nad abecedou X U X 1. Nékter4 rtizna slova ale zachycuji stejny prvek G (tak tomu
je dokonce i v pfipadé, kdy je G volna). My bychom rédi poznali, kterad slova odpovidaji stejnym
prvkim. Je-li grupa G definovana jako G = (X | R), potom dvé slova odpovidaji stejnému prvku
G pravé tehdy, kdyz je na sebe lze prevést konecnou posloupnosti vepisovani a mazani dvojicek

zz~1, z7 1z a libovolné relace z R. Relace jsou vzorova slovicka, ktera pii faktorizaci zmizi.

V tomto smyslu jsou volné grupy grupami ,bez nadbytecnych relaci“ — jediné jejich relace jsou
ty, které jsou vynuceny axiomy grup.

Z historickych diivodu se relace dasto zapisuji pomoci rovnosti. Napiiklad relace a?b~! se obéas
zapisuje jako rovnost a? = b, pomoci které lze ,upravovat slova® bez toho, abychom ménili prvek
G, ktery pojmenovavaji.

Priklad. Zkusime nalézt néjakou prezentaci dihedralni grupy Da,. Tu lze nagenerovat dvéma
prvky — nejmensi rotaci r (v libovolném sméru) a néjakou reflexi o. Ur¢ité ji proto lze vyfaktorizovat
z volné grupy F>. Oznaéme si {a, b} volnou bazi F>. Budeme chtit, aby slovo a odpovidalo rotaci
r a slovo b odpovidalo reflexi 0. Vezméme si tedy zobrazeni f : {a,b} — Day, které posila a — r,
b — o; to lze rozsifit na homomorfismus ¢ : Fo — Day,.

Zbyva nalézt jeho jadro v Fa. V grupé Da,, plati diky jejimu geometrickému vyznamu identity
™ =1,02 =1aorc = r!, takze prvky a”, b2, (ba)? lezi v Ker p. Oznaéime-li K nejmensi
normdlni podgrupu F, kterd obsahuje tyto t¥i prvky, mame tedy K C Ker . Faktor Fp/K ale
obsahuje nejvyse 2n prvki, nebot diky uvedenym tfem relacim lezi v kazdém jeho kosetu alespon
jeden prvek tvaru a® & ca® pro k € {0,1,... ,n — 1}, a téch je dohromady jen 2n. Nutné tedy
[G : K] > [G : Kery], takie dokonce K = Ker . Celkem je proto {(a,b|a™,b?, (ba)?) skuteéné
prezentaci grupy Day,.

Prezentace grup je velmi silny prostifedek. Opravdu efektivné popisuje znamé grupy, a navic
dava navod, jak lze libovolnou grupu vyrobit — staéi si vybrat néjakou volnou grupu a mnozinu
nasich oblibenych relaci. Nevyhodou prezentaci je, Ze z nich muze byt velmi tézké urcit nékteré
vlastnosti vyrobené grupy, jako je tifeba uZ jenom jeji velikost. I kdyz bude generatoru i relaci
pouze kone¢né mnoho, nelze ani algoritmicky rozhodnout, zda zadané slovo reprezentuje identitu.

Jak nevé&3et obraz na zed

Pojdme si pro zménu hrat s tlohou, ktera s grupami na prvni pohled viibec nesouvisi. Chcete-li se
nad ni na chvili zamyslet sami, viele to doporuc¢ujeme — posléze bude FeSeni vyzrazeno.

Uloha. (Obraz na zdi) Ve zdi jsou zatludeny dva hiebiky, za které chceme provizkem zavésit
obraz. Oba konce provazku jsou pfitom pfipevnéné k obrazu. Lze to udélat tak, aby obraz na zdi
drzel, ale po vyndani libovolného hiebiku spadl?
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Pii feseni této ulohy nardzime na problém, jak si véSeni obrazu jednoduse pfedstavit. Jednim
z nejsilngjsich matematickych trikil je ale uméni zapominat. P¥i véSeni obrazu na zed ndm muze
byt plné jedno, jak daleko jsou od sebe oba hiebiky. MiiZze nam byt také iplné jedno, kudy presné
provéazek vede. Pfitom ale musime zapominat chytfe — musime si pamatovat, z jakych stran a
v jakém poradi provazek prochéazi kolem hrebiku.

Abychom mohli véseni obrazu dobfe uchopit, budeme se na néj divat nasledujicim zpusobem.
Sténu, na které ma obraz viset, si pfedstavime jako béznou eukleidovskou rovinu. Déle si pevné zvo-
lime bod O, ve kterém budou oba konce provazku pfipevnény k obrazu (obraz samotny nas o¢ividné
nezajima, sta¢i se zabyvat motdnim smycky z provazku okolo hiebikii). H¥ebiky pro nas budou dalsi
ruzné body v roviné. A koneéné — konkrétni omoténi provazku kolem hfebikii si pfedstavime jako
orientovanou kiivkul!? v roving, ktera zaéina i konéi v bodé O.

Dvé takové orientované kiivky pro nas budou ekvivalentni, jestlize je na sebe lze spojité pre-
transformovat bez projeti nékterym hiebikem. Navic tato spojitd transformace musi zachovat smér
kiivky. Pokud by v roviné zadny hiebik nebyl, budou vSechny krivky ekvivalentni. Jakmile v ni
vSak alespon jeden hiebik je, dostavame dokonce nekonecny pocet neekvivalentnich krivek — rtizné
pocty obtoceni provazku kolem nékterého hiebiku davaji neekvivalentni kfivky. Mnozinu vSech
skupin ekvivalentnich kfivek oznacme P.

Vsimnéme si, ze kazdé dvé z nasich krivek lze zretézit — jejich slepenim za sebe opét dostavame
néjakou orientovanou krivku, kterd za¢ind i kon¢i v O. To ndm zni trochu povédomé. Urcité navic
existuje trividlni kfivka, ktera zadny hiebik neobtaci, tedy je ekvivalentni degenerované jednobo-
dové kiivce odpovidajici bodu O. Vzhledem k zfetézovani se proto chova jako identita. Navic ke
kazdé krivce existuje k¥ivka opacného sméru, ty se spolu vzdy slozi na trivialni kfivku.

Pravé popsané operace pfritom lze provadét s celymi skupinami kfivek, tj. prvky z P. Staci
totiz vzit libovolné prvky z piislusnych skupinek a podivat se, do které skupiny vysledek padne. Ze

128 pojmem kiivky budeme ramci seridlu pracovat pouze intuitivné.
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vysledek nezavisi na konkrétni volbé kfivek, je intuitivné zfejmé. Dohromady jsme tedy na mnoziné
P definovali vSechny grupové operace.

Je-li ve zdi zatluGeno n hiebik, oznac¢me pro i € {1,...,n} symbolem a; skupinu kfivek odpo-
vidajicich jednomu obtoceni ve sméru hodinovych rucicek kolem i-tého hiebiku. Kazdé zamotani
provéazku kolem hiebikt lze dostat zfetézenim a; a jejich inverzi. Grupu P tedy je mozné vyfakto-
rizovat z F,. Intuitivné ale vidime, ze kazdé netrividlni zkracené slovo odpovida netrivialni kiivce.
Jadro této faktorizace je proto trivialni, dle prvni véty o izomorfismu je proto F,, ~ P.

Shrneme, co vime: neekvivalentni omotani provazku kolem n hfebikd jednoznac¢né odpovi-
daji riznym slovim v grupé F, s pismeny {ai,...,an}, pfi¢emz jednopismenna slova odpovidaji
smyckam kolem jednotlivych hfebikt. Nyni uz mame nabito na sestfeleni obecnéjsi verze motiva¢ni
ulohy.

Tvrzeni. Ve zdi je zatlu¢eno n € N hiebiku. Potom lze povésit obraz tak, aby spadl po odebréani
libovolného hrebiku.

Dukaz. Budeme hledat vhodné slovo wy v grupé Fy,, které odpovida hledanému odmoténi. Ode-
brani i-tého hiebiku zplisobi pravé zmizeni vsech vyskytd znaki a;, a; 1 2 tohoto slova, nebot se
tim kazda smycka okolo i-tého hiebiku stane ekvivalentni trividlni smyéce. Trochu pfesnéji (v feéi
prezentaci), odebrani i-tého h¥ebiku piesné odpovidé pfidani relace a; = 1.

Chceme tedy nalézt takové redukované slovo w, € F, které se po smazani vSech vyskyta a;,
ai_l pro libovolné dané ¢ zméni na slovo ekvivalentni prazdnému slovu 1. Pro n = 1 trivialné funguje
jednopismenné slovo w1 = ai1. Pro n = 2 funguje slovo wy = a1a2af1a51, které se skutec¢né po
vyndani libovolného hfebiku zkrati az na prazdné slovo. Induktivné neni problém pokracovat dal,
stacéi vzit w, = wn_1anw;11a;1. To je zkracené slovo, které ziejmé neni prazdné. Po odebrani

-1
n—1°

libovolného a; pro i € {1,...,n — 1} budou z indukéniho pfedpokladu obé slova wn_1, w,_4
ekvivalentni prazdnému slovu, takze i celé wy, bude ekvivalentni prazdnému slovu.

n-tého hiebiku dostaneme slovo wy,_jw které je ekvivalentni prazdnému slovu. Odebranim

Intuitivné je pfitom jasné, ze na konkrétni volbé pocatecniho bodu O viibec nezalezelo. Grupu P,
se kterou jsme pracovali, 1ze sestrojit i pro jiné prostory nez ,rovinu s dirami“. Jedna se o takzvanou
fundamentadln? grupu pFislusného prostoru a jde se o velmi dilezity nastroj pro zkoumani takovych
prostora.

Predchozi konstrukce vsak vyrabi velmi dlouhd slova, na povéSeni obrazu by pak byl tfeba
provazek exponencidlni délky v zavislosti na n (slovo wy, je totiz vic nez dvakrat delsi nez wy,_1).
Nabizi se otazka, jak moc je mozné usetfit.

Uloha 3. Naleznéte zamotani provazku kolem n hiebiki, které fesi nasi tlohu a pfitom pouziva
nejvyse 2n? otadek.

Volnost podgrup a kryci grafy

Tvrzeni o volnych grupach mluvi o kraceni uvnitf konecnych slov — jsou to tedy tvrzeni kombina-
torického razu. Jak uz jsme vidéli, nékdy mohou byt velmi pfekvapiva. Chovani volnych grup ma
navic dtsledky i v dalsich oblastech matematiky (vzpomenme si na véSeni obraz). Tfidu vSech
volnych grup pfitom zname velmi presné — pro kazdou velikost volné baze existuje pravé jedna.

Nabizi se zajimava otdzka: dédi podgrupy volnost? Po chvili zamysleni neni odpovéd viibec jasna.
Nic ndm na prvni pohled nezarucuje, ze by podgrupa volné grupy méla mit néjakou volnou bazi.
Jeji generatory totiz mohou byt velmi komplikovana slova, ktera spolu mohou podezielymi zpiisoby
interagovat. Volné grupy jsou velmi bohaté objekty (kazd4 grupa z nich jde vyfaktorizovat!), d4 se
tedy cekat, Ze i jejich podgrupy budou velmi rtiznorodé.

Prekvapivé ale podgrupy volnych grup ve skutecnosti opravdu volné jsou. Dikaz tohoto po-
znatku vSak vibec neni snadny. Samoziejmé je mozné jej celkem rychle provést pomoci teorie
zdaleka presahuji poznatky tohoto textu. Se zatnutim zubt a hromadou préace jej lze dokazat i
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¢isté kombinatoricky. My nastinime velmi pékny a trikovy dikaz, ktery nam ukéze dalsi souvislost
grup, grafl a geometrie.

Umluva. Souvislym orientovanym grafem!3 @ = (V, E) nyni budeme myslet mnozinu vrcholt
V spoleéné s mnozinou orientovanych hran E, pficemz kazdé dva vrcholy jsou spojeny néjakou
posloupnosti (libovolné orientovanych) hran. Opét povolujeme i ndsobné hrany a ocka.l4

Na graf se mizeme divat jako na hromadu ostravka spojenych mosty. Kazdy most je prichozi
v obou smérech, jeho orientace pouze Fiké, jak se tyto sméry jmenuji. Ostrivky a mosty tvori jakysi
prostor, ve kterém se mtizeme vydat na prochazku. V kazdém prostoru se ale skryva jedna grupa,
a to ta fundamentalni.

Na rozdil od roviny je ale graf dost hranaty objekt, pfi nasem vyletu bude nutné prejit dany
most vzdy cely naraz. Vylety po grafu miazeme kédovat velmi snadno. Kazdé hrané pritadime néjaké
pismeno z. Jeji projiti ve sméru orientace bude odpovidat symbolu x, projiti v protisméru symbolu
2~ !, Kazdou prochizku pak miizeme zakédovat slovem, jehoz pismena odpovidaji navazujicim
hranam.

Zvolme si néjaky pevny vrchol o € V' a uvazme vSechny prochéazky, které zacinaji i konéi ve vr-
cholu o. Takové vylety lze pfirozenym zpusobem Fetézit i invertovat, pficemz prazdna prochazka se
chové jako identita. Zretézeni dvou prochazek bude odpovidat napsani jejich slov za sebe zleva do-
prava. Prochazky odpovidajici ekvivalentnim sloviim budeme v jistém smyslu povazovat za stejné.
Dvé prochéazky tedy budou ekvivalentni, pokud je na sebe lze prevést pfidavanim a odebiranim
zachdzek typu ,tam a zpatky“, tj. navazujicich dvojic pismen zz~! resp. z~lz. Kazdou takovou
skupinu ekvivalentnich prochazek (které za¢inaji i kon¢i v bodé o) nazveme smyckou. Na mnoziné
smycek pak lze definovat pomoci zietézeni libovolnych reprezentantd grupu Pg.

Ta mé i pékny geometricky vyznam. Na ostrové o jsme se pred zacatkem vyletu privazali provaz-
kem, pak jsme se prosli a nakonec jsme opét skoncili v 0. Dvé prochazky odpovidaji stejné smycce
pravé tehdy, kdyz se provazek jedné z nich da v rdmci mostt pretvarovat na provazek druhé z nich.
Grupa Pg je tedy vlastné fundamentalni grupou nasich ostravka s mosty (grafu Q).

Pozdéji se nam bude hodit uvazovat i prochazky, které mohou zacinat i koncit v libovolnych
(klidng riznych) vrcholech grafu. To mé jediny problém — takové prochézky obecné neni mozné
fetézit, grupu z nich tudiz jednoduse vyrobit nelze. Pokud na sebe vSak nékteré dvé ndhodou
navazuji, zfetézit je muzeme. I takové (ne nutné uzaviené) prochazky lze rozdélit do skupinek
podle toho, zda jsou ekvivalentni. Témto skupindm budeme tikat polosmycky.

Je jasné, Ze grupa Pg viibec nezéavisi na tom, jak jsme si oznacili sméry jednotlivych cest.
Diky souvislosti Q dokonce Pg nezavisi ani na volbé pocatecniho vrcholu o — uzaviené smycky
z vrcholu o1 lze pomoci obousmérné prochazky mezi o1 a o2 prevést na uzaviené smycky z o2,
piicemz toto pievedeni respektuje ekvivalenci prochazek i grupové operace s nimi. Grupa Pg se
tim padem dokonce dé ziskat uvazovanim vsech moznych smycek v grafu Q, tedy bez fixovani
n&jakého konkrétniho vrcholu (pro Fetézeni je ovSem nutné obé smyc¢ky reprezentovat uzavienou
prochéazkou se stejnym zacatkem).

Tvrzeni. Fundamentalni grupa Py libovolného souvislého grafu Q je volna.

Dikaz. Nasim ukolem tedy je najit né€jakou jeji volnou bazi. Zacnéme volbou libovolného poca-
te¢niho vrcholu o. Zvolme si libovolnou neorientovanou kostrul® grafu @Q. Tato kostra T' diky sou-
vislosti grafu @ obsahuje vSechny jeho vrcholy — v opa¢ném pfipadé by bylo mozné pfidat hranu a
nevytvorit kruznici. Protoze T neobsahuje kruznice, vSechny smycky v ni jsou ekvivalentni.

L3Piivlastky ,souvisly“ a ,orientovany“ budeme v textu dale ¢asto vynechavat.

14Na rozdil od cayleygrafi se nam ale nyni o¢ka a nasobné hrany hodit budou. P¥ipomindme,
ze ockem myslime hranu, kterd vede do téhoz vrcholu, z néhoz vychazi.

15 Kostrou nazyvame libovolny podgraf, ktery neobsahuje zadné neorientované kruznice, ale po
pridani libovolné hrany uz kruznici obsahovat bude.
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Ozna¢me A mnozinu téch hran @, které nelezi v T'. Zvolme libovolné a € A. K jejimu pocéatec-
nimu vrcholu lze z vrcholu o dojit jednoznac¢né urcenou polosmyckou p v rdmci 7', podobné existuje
jednozna¢né uréend polosmycka p’ v rdmci T' z konce a do o. Prvku a pak ptifadime smyc¢ku tvaru
pa = pap’. Vytvorené smycky po urcité generuji celou Pg, nebot libovolnou prochizku umime
ziskat chozenim v ramci T' (které odpovidd identité) spole¢né s prochézenim jednotlivych pq.

Zbyva ukazat, ze mezi riznymi smyckami p, neexistuji zadné netrivialni relace. To lze snadno
nahlédnout ze slovni reprezentace jejich prochazek. Je-li totiz slovo odpovidajici nékteré prochéazce
ekvivalentni prazdnému slovu, musi se na néj dat pevést pridavanim a odebiranim dvoji¢ek za 1,
z~1z. Pokud se vSak mosty z mnoziny A nezkrati trividlné, dalsim vyletovanim po grafu T je

dokratit nelze. Smycky p, pak odpovidaji volné bazi grupy Pg.
Nyni si definujeme velmi dulezity grafovy pojem, ktery nam otevie dvefe ke krasnym trikam.

Definice. At Q = (V, E) je souvisly orientovany graf. Souvisly orientovany neprazdny graf Q' =
(V', E") nazveme krytim grafu G, existuje-li kryci zobrazeni f : V' — V spliiujici: Pro kazdy
vrchol v' € V'’ existuje bijekce g mezi hranami vychézejicimi z vrcholu v’ a hranami vychazejicimi
z vrcholu f(v’) takova, ze je-li b’ hrana z v’ do v/, potom je g(h’) hrana z f(v’) do f(u’); analogicky
pro hrany vstupujici do v’ a f(v’).

Pro jistotu jesté jednou zdiraznéme, Ze viechny uvazované grafy jsou souvislé. Kryci zobrazeni
vlastné omotava graf Q' na graf Q takovym zpisobem, Ze nejblizsi okoli kazdého vrcholu v’ € V'
vypadé stejné jako nejblizsi okoli f(v') € V.

Kazdy graf trividlné kryje sam sebe, méa vSak i vétsi kryci grafy. Pro kazdy graf @Q dokonce
existuje nekoneény kryci graf U, ktery neobsahuje zadné kruznice, tedy mé trividlni fundamentalni
grupu Py;. Sestrojit takové U je snadné — staci vzit Q a ,rozmotat ho, jak jen to jde“, tj. zacit
od jednoho pocatecniho vrcholu nulté arovné, k nému dokreslit vSechny potiebné Sipky a na konec
kazdé nakreslit vrchol prvni trovné; dale vzdy k vrcholim i-té irovné dokreslit vSechny schézejici
Sipky dovnitf i ven a na jejich opac¢né konce prikreslit nové vrcholy trovné ¢ + 1.

Abychom si uméli predstavit, jak kryti a kryci zobrazeni vlastné funguji, ukdzeme si nejprve
dva priklady.

Priklad. Graf Q na obrazku mé tfeba nasledujici kryti. Na poslednim z obrazku je jeho kryti U.

Priklad. Vsimnéme si, ze fundamentalni grupa grafu z pfedchoziho pfikladu je ve skuteénosti
davérné znama F>. Na nasledujicim obrazku je jiny graf @1, ktery ma F» za fundamentalni grupu,
néjaky jeho kryci graf Q2 a jeho Uplné rozmotani U. VSimnéme si, ze tento U je shodou okolnosti
presné cayleygrafem grupy F>. Tato souvislost neni nahodna.
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Nez se pustime dal, rozmysleme si nasledujici snadné cviceni.
Cvigeni 7. Kryje-li Q' graf Q pomoci kryciho zobrazeni f, potom je f na.

Zobrazeni f podle své definice funguje jenom na vrcholech grafu V', o¢ividnym zpusobem jej vsak
1ze rozsifit i na hrany — je-li d’ € E’ hrana z vrcholu v’ do v/, z vrcholu f(u') pak s pouzitim bijekce g
mezi hranami z vrcholu v a vrcholu v’ vede jednoznaéné urc¢end hrana d odpovidajici hrané d’, jejiz
koncovy vrchol je roven f(v’). Tuto skuteénost ndm nic nebrani oznacit jako f(d’') = d. Vsimnéte si,
ze toto rozsifené zobrazeni f se chova pékné k zacatkim a koncim hran, pfi¢emz dodrzuje i jejich
smér. Bez problému tedy muzeme f rozsifit dokonce na libovolné prochazky, jejich obrazy budou
opét prochazky. Pochopitelné toto f zobrazuje ekvivalentni prochazky na ekvivalentni prochéazky.
Déava tedy ptirozend vzniknout sikovnému zobrazeni f., které zobrazuje polosmy¢ky v grafu Q' na
néjaké polosmycky v @Q, priCemz obrazy smycek jsou opét smycky.

V predchozim odstavci jsme popsali, jak 1ze kryci zobrazeni f rozsifit na vSechno, co nas grafech
momentalné zajimé. Radi bychom vSak umeéli postupovat i v opa¢ném sméru. To jednoznacné
provést nelze, nebot kryti f typicky nebude prosté. Diky lokalni podobnosti obou graft je to ale
proveditelné alespon skoro.

Lemma. (zvedaci) At graf Q' = (V', E’) je krytim grafu Q = (V, E) skrz kryci zobrazeni f. Dale
at' o € V je jeho libovolny vrchol a o’ je néjaky jeho vzor v zobrazeni f. Potom lze kazdou prochazku
p z bodu o v grafu Q jednoznac¢né ,zvednout® na takovou prochéazku p’ z bodu o' v grafu Q’, Ze
f) =p.

Diikaz. Lemma je v zésadé t&z8i vyfknout nez dokazat. Takovou prochdzku p’ jsme nuceni zre-
konstruovat postupné po hranich. Protoze je ale zobrazeni f kryci, v kazdou chvili mdme na vybér
pravé jednu hranu, kterou nam daruje sama definice kryciho zobrazeni. Induktivné tak lze zkon-
struovat pravé jednu vyhovujici cestu p’.

Proceduru z predchoziho lemmatu si muzeme piedstavit jako ¢asteéné rozmotani prochazky v Q
na prochazku v Q’. Stejné jako pred chvili dava zveddni smysl i pro smyc¢ky a polosmycky.
Kdyz uz vime, co jsou kryci grafy, odhalime jejich vztah s grupami.

Tvrzeni. Je-li Q' = (V',E') kryti Q = (V, E), potom Py < Pq.

Dikaz. At f je néjakd kryci funkce Q' — Q. Zvolme si libovolné o’ € V', dale at o = f(o'),
piislusné fundamentalni grupy budou obsahovat smycky se zac¢dtkem a koncem v o, resp. o. Je-li
p € Pg, je to smycka se zacatkem i koncem v o, takze f(p) je smycka zacinajici i koncici v o, tedy
f(p) € Pg. Zobrazeni f respektuje zietézeni smycek, takze je to dokonce grupovy homomorfismus
PQ/ — PQA

Zbyva ukazat, ze je prosty, nebof pak bude Py, ~ f(Q') < Pg. To viak plyne ze zvedaci
vlastnosti kryti: Kazda smy¢ka p v grafu Q se zacatkem v o ma jednoznaény vzor v grafu Q' se
zacatkem v o’. Pozor, tento vzor uz nemusi byt smy¢kou, nebot mtize koncit v jiném vzoru bodu o.

Kazdopadné, je-li smycka p € Pg trividlni, d& se reprezentovat slovem, které se zkrati. Jeho
jednozna¢ny vzor v Q' se pak ale také musi zkratit, zvednuti trividlni smycky je tedy trividlni
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smycka. To ale znamena, Ze netrivialni smycky v Pgs homomorfismus f zobrazuje na netrivialni
smycky v Pg, tedy mé trividlni jadro, takze je prosty.

Tvrzeni intuitivné ¥k, %e v krycim grafu Q' jsou n&které kruznice grafu @ ,rozmotany*, takze
jejich netrivialni smy¢ky v Q se v Q' trivializuji. Jiné smy¢ky timto pfechodem nezmizi, tyto piezivsi
smycky pak nutné odpovidaji néjaké podgrupé ptivodni grupy Pg.

Uvedena korespondence vsak prekvapivé funguje i na druhou stranu, jak odhaluje nasledujici
silné a pékné tvrzeni.

Tvrzeni. At Q je souvisly graf. Potom pro kazdou podgrupu H < Pg existuje jeho kryti Q’
takové, ze H ~ Pq.

Dikaz. Nasim tkolem tedy je rozmotat graf @ ,tak akorat“ — takovym zpusobem, aby toto roz-
motani prezily pravé prvky H. Za¢néme tim, ze ho rozmotame uplné, tedy vyrobime nekonecny
strom U, jehoz fundamentalni grupa je trividlni. Oznac¢me si jesté p kryci zobrazeni, které zpro-
stfedkovava kryti grafu @ grafem U. Vyberme pocéatecni vrchol o grafu U, za pocéatecni vrchol Q
pak povazujme p(0). Diky zveddni mé kazda prochazka v @ z bodu p(o) jednoznaénou vzorovou
pochazku v U zacinajici v o.

Pokud byla grupa H trivialni, U je hledany graf. Pokud je H netrivialni, je nyni potieba graf U
zase trochu zmensit poslepovanim n&kterych vrcholti, &mz vznikne graf QQ’. Kde ho ale vyhrabeme?
Explicitné jej popsat by bylo obtiZné, my ho naopak fikané donutime, aby se vyrobil sam.

Definujme graf Q' nasledujicim zptisobem. Jeho vrcholy budou odpovidat skupindm vrchold
z U, podobné jeho hrany. Vezméme dva vrcholy u, v grafu U. Protoze je U strom, existuje v ném
jednoznacné zkracena prochazka mezi o a u a jednoznac¢na zkracend prochazka mezi o a v. Z nich
Ize vytvofit jednoznacnou polosmycku p, z o do u a jednoznac¢nou polosmycku p,—1 z v do o.
Vrcholy u, v ddme do stejné skupinky (coz ozna¢ime u ~ v) pravé tehdy, pokud lze smycky pus«(pu)
a p«(p,—1) v grafu Q zfetézit (tj. druha zac¢ina tam, kde prvni konéi, neboli p(u) = p(v)) a pokud
je toto zfetézeni dokonce prvkem H.

Davaji takové skupinky vibec smysl? Protoze H obsahuje identitu, kazdy prvek je ve skupince
se sebou samym. Diky existenci inverzi v H nastane u ~ v pravé tehdy, kdyz v ~ u. A je-liu ~v
a v ~ w, diky uzavienosti H na zfetézeni je i u ~ w. Rozdéleni na skupinky je tedy skutecné
smysluplné a lepeni se da provést.

Hrany v Q' pak zvolime pfirozenym zptisobem: pro dany vrchol v’ grafu Q' si vezmeme libo-
volného jeho reprezentanta w uvniti grafu U a podivame se na hrany z u. Pak projdeme vSechny
vrcholy s, do nich% vede hrana z u, a za kaZdou takovou hranu z u do s pak do Q' nakreslime
pravé jednu hranu z u’ do s’. Nezavisi vSak tento postup na volbé& reprezentanta u’? Skutecné ne.
Je-li u ~ v, bylo mozné slepit p¥islusné cesty v Q, takze u(u) = p(v). Ze zvedaci vlastnosti tedy
maji body u, v stejna okoli. Vede-li tedy z u hrana ds do néjakého jeho souseda s a zaroven u ~ v,
vede téz z vrcholu v né&jakd hrana d¢ do takového ¢, ze p(s) = p(t). Potom vSak lze polosmycky
w(ps) a p(pe) v grafu Q zretézit, pri¢emz vyslednd smycka je (smazanim trividlni zachdzky tvaru
p(ds)p(de) 1) ekvivalentni smyéce p(pu)p(p,—1) € H.

Fikané definovany graf Q' tedy skute¢né existuje, zobrazeni pfifazujici vrcholu uw € U jeho
skupinku v Q' je diky ptfedchozimu odstavci dokonce kryci. Ozna¢me 7 zobrazeni vrcholi Q' na
vrcholy @, které kazdému vrcholu v’ grafu Q' pfifadi pu(u), kde u je jeho libovolny reprezentant v U.
Jsou-li u ~ v dva vzory v’ v grafu U, smycky u(pu), u(p,—1) bylo mozné zietézit, takze specialné
u(u) = p(v), zobrazeni 7 tedy dava smysl definovat. Protoze U je krytim Q' a zobrazeni 7 se chova
jako p, je také kryci.

Konec¢né nahlédneme, %e Py, ~ H. Za pocatecni vrchol grafu Q' zvolme projekci o’ vrcholu o.
Rozmyslime si, jak vypadaji smy¢ky v Pp,. Vezméme si tedy néjakou polosmycku p’ v grafu Q’,
ktera zac¢ind v o’. At p je ji pfislusna jednoznacné uréend polosmycka v U, kterd zac¢ind v bodé o.
Polosmy¢ka p’ je prvkem Py prévé tehdy, kdyz také konc¢i v bodé o, coz nastane prave v piipads,
kdy jsme slepili zacatek a konec prochazky p. JenZe ty jsme slepili pravé v pripadé, kdyz w(p’) =
u(p) € H. Zobrazeni 7 indukuje prosty homomorfismus Py, — Pg, jehoz obraz je dle predeslého
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presné H, coz jsme chtéli.

Vsimnéme si, Ze diikaz pfedchoziho tvrzeni skute¢né nijak neiika, jak bude graf Q' piesné vypa-
dat. Namisto toho se ndm povedlo pomoci vlastnosti podgrupy H jeho existenci zafidit. Skute¢na
explicitni vyroba takového grafu by obecné byla slozité, nebot zahrnuje hromadu kombinatorického
kraceni slov, které geometricky odpovida kolabovani grafu U. Pfedem ohlasovanou vétu o podgru-
pach volnych grup nyni dostaneme jako snadny diusledek.

Véta. Kazda podgrupa volné grupy je volna.

Dikaz. Volna grupa s bazi X je fundamentalni grupou kytice | X| o¢ek — grafu @ s jednim vrcho-
lem, jehoz | X | hran v ném zacina i konéi. To je okamzité vidét, nebot takovy graf ma trividlni kostru,
takze vSechny jeho hrany odpovidaji generatorim prislusné fundamentalni grupy. Je-li H < G, po-
tom H je fundamentdlni grupou né&jakého grafu Q' (ktery dokonce kryje Q). Grupa H je tedy také
volné, nebot fundamentalni grupy vsech grafii jsou volné.

Pro ilustraci sily pravé dokazaného vyroku si na zavér rozmysleme nékolik fakti, které z néj
okamzité plynou.

Prestoze lze kazdou grupu vyfaktorizovat z néjaké volné, podgrupy volnych grup jsou pouze volné
grupy. Volné grupy v sobé skryté nesou struktury vsech jinych grup, aniz by je samy obsahovaly
jako podgrupy.

Také si vzpomenme, jak slozité je algoritmicky uchopit grupu zadanou néjakou prezentaci G =
(X | R). Piitom je ale normalni podgrupa K pfislusna relacim také volna. Sice tedy vime (az na
pocet generédtoru), jak bude K vypadat, pfesto algoritmicky neumime najit, jak se v F'x schovava.

Déavno uz vime, ze F» obsahuje podgrupy izomorfni volnym grupdm s mnohem vétsi bazi. Tento
prekvapivy fakt ale nyni dokdzeme pochopit hloubéji. Podgrupy volné grupy F> odpovidaji krytim
grafu Q, ktery je tvofen jedingym vrcholem a dvéma hranami (které zac¢inaji i konéi v onom vrcholu).
Podgrupy izomorfni s F1 a F» obsahuje trividlné. Pro n > 3 zvolme kryci graf Q' jako (n — 1)-
cyklus, ktery méa v kazdém vrcholu smycku, z jehoz existence plyne existence podgrupy grupy
F» izomorfni s F,,. Existenci podgrupy izomorfni s Fy dostavdme volbou kryciho grafu Q’, ktery
odpovid4 nekone¢né cesté se smyckou v kazdém vrcholu. Jingm péknym krycim grafem Q’, ktery
odpovida takové grupé, je tfeba nekonecnd ¢tvercova mrizka. Z téchto grafii pak lze zpétné ziskat
jim prislusné podgrupy.

;‘@%m

Pomoci popsané korespondence volnych grup a grafa dostavaji volné grupy krasny geometricky
vyznam, jehoz silu jsme pravé mohli okusit. Chceme-li napfiklad pro néjakou podgrupu volné grupy
najit velikost jeji baze, sta¢i najit kryci graf, ktery ji odpovid4, a podivat se, kolik hran v ném zbude
po odebrani maximalni kostry.

Sila vybudované teorie tkvi presné v tom, zZe jsme ziskali ,slovnik®, ktery nam umoznuje preklad
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mezi kombinatorikou na slovech a geometrii grafii. My zde vSak zkouméni volnych grup ukonéime.
Zavér

Pokud jste docetli az sem, citime se velice polichoceni. Ackoli je ndm to lito, budeme se nyni muset
rozlouéit. PFitom doufiame, Ze jste si nasi dobrodruznou prochazku teorii grup co nejvic uzili. Nasim
textem samoziejmé nic nekonci — pokud byste se chtéli dozvédét z teorie grup a moderni algebry

vice, muzeme vam doporudit tfeba péknou knizku od Josepha J. Rotmana ,,An Introduction to the
Theory of Groups*.

Tésime se na vaSe FeSeni tieti seridlové série a v tomto roce se s vami se seridlem louc¢ime.
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Navody ke cvicenim

1. Vime, ze muzeme kazdé g € G zapsat jako soucet konec¢né mnoha prvka z X a jejich inverzu.
Prvky X, které byly v daném souétu pouzity (bud pfimo, nebo v podobé svych inverzi), oznaime
po fadé x;. Jelikoz je G abelovské, sé¢itani komutuje. Tim pddem miizeme seskupit vSechny vyskyty
21 a —x1, za nimi shluknout vSechny vyskyty z2 a —x2 a tak dale. Cislo a; potom bude udéavat
pocet vyskyti x; minus pocet vyskyta —x;.

2. D4 se jednoduse ovéfit, ze Z™ = {((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)). Tim pddem m&
n-prvkovou, a tedy kone¢nou mnozinu generatoru.

3. Predpokladejme pro spor, Ze ma kone¢nou mnozinu generatortt X. Necht X = {Z—i, Z—;, R % ,
n

kde p; jsou cela a g; prirozend. Potom pro libovolna celad aip,...,an, bude mit raciondalni c¢islo

ai - % + ag - f;—; 4+ it an - % v zakladnim tvaru jmenovatel q1qs - - - ¢n nebo dokonce né&jaky

délitel tohoto ¢isla. Tim padem jisté nedokdzeme vygenerovat tieba a dostavame spor

1
q192--qn+1
s predpokladem, ze miZeme vygenerovat celé Q.

5. Ackoli se tvrzeni zda ziejmé, je tfeba najit rozumny davod, ktery jej vynuti. Jednou z moznych
argumentaci je ta nasledujici: Kdyby bylo mozné F> nagenerovat jednim prvkem, byla by cyklicks,
tedy i abelovska. Jenze zkracend slova a, b spolu nekomutuji — slova ab, ba jsou zkracena, jedna se
tedy o ruzné prvky Fb.

6. At F je vyrobena z mnoZiny pismen X = {a,b}. Volme H = (a?,b?). To je vlastni podgrupa
grupy Fb, nebot vsechna jeji slova obsahuji sudy podet znaku z {a,a_l} a sudy pocet znaku
Z {b, b_l} (pti¢emz kraceni ¢i vkladani dvojic vzdjemné inverznich pismen tuto paritu neméni).
Snadno navic mtzeme ovéfit, ze pfifazeni a® +— a, b — b lze rozsifit na izomorfismus v : H — F5.
7. Protoze je Q' z definice neprazdny, na néktery vrchol u grafu Q se néco zobrazit muselo. Protoze
je @Q souvisly, existuje v ném z vrcholu v prochazka do libovolného vrcholu u. Této prochéazce ale
diky lokalni podobnosti obou grafii odpovida né&jakd prochazka v Q’, jeji posledni vrchol je proto
vzorem v.

Navody k Gloham

1. Vezméme tfeba podgrupu H = <a2,b2,ab>, Prvni dva jeji generatory obsahuji sudy pocet
pismen z {a, ail} a sudy pocet pismen z {b, b’l}. Ten se ale pfi pridavani a mazani povolenych
dvojicek neméni, slovo ab pomoci nich tedy nagenerovat nelze. Nyni ukaZzeme, Ze pomoci prvka
a2, ab nelze nagenerovat b2. To bychom museli ziskat napsanim slov {a2, a~2, ab, b’lafl} za sebe.
Pro spor predpokladejme, e jsme vyrobili slovo w, které je ekvivalentni slovu b2. Protoze je b2
redukované a kazda tfida ekvivalentnich slov obsahuje pravé jedno redukované slovo, lze w prevést
na b2 pouze mazanim. Nejdiive tedy zkratme sousedni slova z mnoziny {a2, a=2,ab,b"1a"1! }, ktera
k sobé byla inverzni. MiZe se nyni nékteré pismeno b pokratit? Vezméme momentalné nejblizsi
dvojici pismen b, b~1, ktera se spolu mohou jesté nékdy pokratit. Potom ale mezi nimi je a v néjaké
sudé nenulové mocniné, pokud tedy uz jenom mazeme, nikdy se nepokrati. Posledni ze tii dvojic
nemtize generovat a? diky symetrickému argumentu. Zobrazeni ptifazujici prvkim a2, b2, ab prvky
volné baze F3 pak diky jejich nezavislosti umime rozsifit na homomorfismus. Ten je trividlné na a
diky nezavislosti nasSich generatorti méa trivialni jadro, tedy je to hledany izomorfismus.

2. To dokézeme pomoci predchozi tlohy. Uz umime nalézt podgrupu Hg < F3, kterd je izomorfni
s F3, takové tfi prvky jsou tfeba <a2, b2, ab>. Také uz vime Fp ~ F}) = <a2, b2>. Na F} tedy mizeme
predvedeny postup aplikovat znovu, coz dava podgrupu Hi < F definovanou jako <ab7 a?b?,a?, b4>.
Diky vlastnostem Hp vSak ab nelze nagenerovat pomoci zbytku, diky vlastnostem H; jsou na sobé
nezéavislé i prvky a2b2, a4, b*. Induktivné pokra¢ujme dal. Grupa K = <ozb7 a?b?, abt, .. > je pak
volna grupa s nekone¢nou bazi. Stejné jako minule totiz lze jeji generatory bijektivné zobrazit na
generatory volné grupy Fi, pfi¢emz vlastnosti H; jsou jeji generatory nezavislé.
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To samoziejmé neni jediny predpis takové divné podgrupy. Funguje tieba i <bab’1, b2ab—2, b3ab*3>
nebo <ab, a?b?,a3b3, .. > a mnoho dalsich, coz si s trochou opatrnosti neni problém rozmyslet.

3. Pro piehlednost zavedeme pro prvky x, y néjaké grupy znaceni [z,y] = zyz~ly~!. Predchozi
dlouhé FeSeni tedy mizeme zapsat ve tvaru wn = [[. .. [[a1,a2],a3],...], an]. Rapidné usetfit doka-
zeme nasledujicim trikem. Misto rozdélovani pismen a; v kazdém kroku na ,posledni“ a ,zbytek*
je zkusime rozdélit pfiblizné na poloviny.

Vyrobme tedy slova v, nasledujicim rekurzivnim zptsobem: Slovo v, bude tvofeno pismeny
z vhodné n-prvkové abecedy. Opét méjme v1 = aj. Mame-li uz vsechna slova v; pro i < n — 1,
nejprve oznaémel® m = ’—%-‘ am' = L%J a nésledné definujme vy, = [um,u. ,], kde um znaci
slovo vy, na prvnich m pismenech a u/ , znaéi slovo v,,, na poslednich m’ pismenech. Je-li tedy
27-1 < n < 27, je tfeba pfi této rekurzivni definici v,, pouZit hranaté zavorky nejvyse j-krat.
Spoctéme tedy, kolikrat se kazdé a; miuze nejvyse vyskytovat v v,. Pro n = 1 se tam vyskytuje
jednou. Kazdé dalsi pouziti zavorek nejvyse zdvojnasobi pocet vyskytt pevného a;, takovych kroka
je nejvyse j = logy n + 1, takze vyskytu a; je nejvyse 2logz nt+1 — 9p. Slovo v, pouzivad n pismen,
takze jeho délka je nejvyse 2n2.

16Symbolem [z] se oznacuje nejmensi celé &islo, které je alespoti tak velké jako x, podobné
symbolem |z| znacime nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez x.
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