Mily priteli,

prvni seridlové série uz je davno za nami a my Té vitdme u druhého dilu seridlu o teorii grup.
Doufame, ze Té prvni dil zaujal a ze se Ti bude libit i ten druhy. Ani pokud jsi prvnimu dilu
porozumeél jen zcéasti, urcité nevés hlavu — ne vse je k pochopeni zbytku potfeba. Druhy dil by
urcité nemél byt oproti prvnimu tézsi na pochopeni. Pro toho, kdo uspésné vstiebal nejdulezitéjsi
pojmy prvni ¢asti, bude dokonce o dost snazsi.

V serialu se ale nachéazeji i pasaze, které Gplné€ snadné nejsou — predevsim kapitolka o Pélyovych
polynomech k pochopeni ostatniho textu (a feSeni soutéznich tloh) nutné potifeba neni. Pokud se
tedy v pravé zminéné Casti ztratis, muzes v klidu pokracovat dal.

Stejné jako v dilu prvnim je text proloZen spoustou cviéeni a tloh, jejichZ fesSeni jsou uvedena
na konci. Cviceni jsou typicky lehéi a slouzi k lep§imu pochopeni tématu. Urcité si je tedy zkus
vyresit dfiv, nez si jejich FeSeni najdes. Cviceni jsou na rozdil od tloh nedilnou soucasti textu, takze
pokud je nevytesi§ (coz neni zddnd tragédie, ne vSechna jsou Gplné snadnd), pfecti si jejich feSeni
dfiv, nez budes pokracovat ve ¢teni.

Prijemné a zadbavné cteni pieji
Filip Bialas a Kuba Loéwit



Teorie grup Il — Procitnuti symetrii

Group Theory is the branch of mathematics that answers the question, “What is symmetry?”
Nathan C. Carter

Prolog Il

S devatenactym stoletim prichéazeji novi lidé s novymi napady a ziskavaji trochu vic nadhledu nad
tim, co se to v matematice vlastné zrovna déje. Z hlediska déjin teorie grup je klicové, ze se Cauchy
intenzivné zabyva permutacemi a jako prvni je vnima jako funkce (které lze skladat).

Posléze prichazi mladi¢ky francouzsky matematik Galois. Navzdory velkému talentu mé s pfi-
jetim na univerzitu znacné potize, nebot jeho myslenky zkousejici nezvladaji sledovat. Navic do
Francie pfichazi politické vlnobiti, kterého se mlady Galois (ve stopach svého otce) ucastni. Mezi-
tim vyrazné prohlubuje Abelovu praci — dafi se mu dokonce pfesné klasifikovat polynomy, jejichz
kofeny se daji zapsat pomoci jejich koeficienti a zdkladnich aritmetickych operaci. P¥i tom v pod-
staté objevuje grupy jako takové. S vydanim své prace ma ale problémy — jednou je jeho spis
nepochopen, podruhé se ztrati, jindy je pozaddan o prepracovani.

Kvuli svym politickym aktivitdm se Galois dostava i do vézeni (kde pokracuje ve své praci). Ve
véku dvaceti let je vyzvan k souboji. P¥i¢iny jsou nejisté — mohlo jit o nestastnou lasku, mozna vsak
byly motivy ¢isté politické. Noc pred soubojem Galois travi psanim dopist, ve kterych se mimo jiné
snazi sepsat celé své dilo. Druhého dne je zastielen, v lese jej umirajiciho nachézi neznamy sedlak.

Béhem zbytku devatenactého stoleti pfichazi mnoho dalsich. Klein cilevédomé spojuje grupy a
geometrii, Cayley se blizi jejich abstraktni definici, podobné Burnside po ném. V Norsku plodné
pracuji Abelovi nasledovnici Sylow a Lie. Devatenacté stoleti vrcholi dilezitym pocéinem — vznikem
nasi dobfe znamé definice.

Navrat k normalité

Kdyz jsme si definovali normalni grupy, mohlo se nase pocéinani zdat trochu podivné a ndhodné.
Nyni uz ale mame dostatek znalosti na to, abychom normélnost lépe pochopili a docenili. Cim vic
budeme grupam rozumét, tim pfirozenéjsi tento pojem bude.

Uz jsme si algebraicky odvodili, ze podle norméalnich podgrup umime faktorizovat. Také jsme
vidéli, ze podle zddnych nenormaélnich podgrup faktorizovat nejde. Ukdzeme si nyni mnohem kratsi
argument. Pokud totiz pro néjakou podgrupu H < G umime korektné definovat faktorgrupu G/H,
dostéavame spole¢né s ni pfirozenou projekci 7 : G — G/H, jejimz jadrem Ker 7 je pfesné H. Jadra
jsou ale vzdy normdlni.

Normaélni jsou tedy presné ty podgrupy, podle kterych muzeme faktorizovat. Podobné mtuzeme
diky existenci faktorizaci fict, Ze normalni jsou presné ty podgrupy, které jsou jaddrem néjakého
homomorfismu. Znalost vSech norméalnich podgrup dané grupy G ndm podle prvni véty o izomor-
fismu fika, jaké obrazy mohou mit homomorfismy z G do libovolné jiné grupy — ty jsou totiz vzdy
izomorfni néjaké faktorgrupé grupy G. Grupy, které maji malo normalnich podgrup, jsou tedy
jistym zpusobem zajimavé.

Definice. Grupa G je jednoduchd, jestlize trividlni podgrupa {e} a celd grupa G jsou jeji jediné
normalni podgrupy.



K jednoduchym grupam jesté parkrat zabrousime, nyni se ale podivame na to, jak normalita
souvisi s jednim specidlnim typem izomorfisma.

Automorfismy a jejich grupy

Definice. Automorfismus grupy G je izomorfismus ¢ : G — G.

Automorfismy jsou tedy bijekce G — G, které navic zachovévaji strukturu grupy. Kazdé dva
automorfismy lze slozit, ¢imz ziskdme opét automorfismus G — G. Jak uz davno vime, sklddani
funkci je asociativni. Ke kazdému automorfismu ¢ navic zjevné existuje inverzni automorfismus
11, ktery je pouze jeho ,otoenim“ a spoleéné s nim se slozi na identickou funkci G — G. Identicka
funkce se pfitom vzhledem ke skladani chova jako neutralni prvek. VSechny automorfismy grupy G
tedy se sklddanim tvofi grupu! Tu budeme znacit Aut(G).

Jakkoli je tato myslenka krasnd, grupa automorfismi grupy G se obecné zkoumé dosti Spatné.
Nastésti ma jednu velmi bohatou podgrupu, se kterou se jesté mnohokrat setkdme — tzv. grupu
vnitfnich automorfismu.

Vyberme si libovolny pevny prvek g € G a definujme zobrazeni ¢4 : G — G predpisem h —
ghg~!. Vime, e obé funkce h — gh, h — hg—! jsou bijekce G — G, pii¢emz (g je jejich slozenim
(v libovolném pofadi), takze je to také bijekce G — G. Co vic, pro libovolné hi, ha € G plati
pg(hih2) = ghih2ag™! = gh1g lghag™! = pg(h1)pg(h2), takze ¢4 je dokonce automorfismus
grupy G.

Definice. Pro libovolné g € G oznacime ¢4 automorfismus tvaru h — ghg~—!. Takovym auto-
morfismim fikame vnitrni.

Tyto automorfismy nazyvame vnitini, protoze je ,zevniti“ zprostfedkovavaji samotné prvky
grupy G. Vnitini automorfismy odpovidajici riznym prvkiim grupy G mohou a nemusi byt uplné
stejné.

Identickd funkce na G je zjevné vnitinim automorfismem ¢e. Automorfismy ¢, a Pg—1 jsou
k sobé inverzni, nebot (¢,-1 0 ¢g)(a) = g tgagTlg = a = pe(a). Slozeni ¢g4 o ¢y, je pfitom rovné
©@gh, nebot (pg00p)(a) = ghah~lg=1 = @gn(a). Tim jsme dokézali, Ze vnitini automorfismy tvoii
podgrupu grupy vSech automorfismt grupy G.! Budeme ji znadit Inn(G).

Cviceni 1. Grupa G ma trivialni grupu vnitfnich automorfismu pravé tehdy, kdyz je abelovska.

Automorfismy pritom jakymsi zptusobem pusobi na celou grupu G a michaji jeji prvky. Protoze
vime, Zze obrazem kazdé grupy pfi jakémkoli homomorfismu je zase grupa, plati dokonce, ze auto-
morfismus zobrazi kazdou podgrupu grupy G na nékterou podgrupu G. Pfislusné podgrupy navic
museji byt izomorfni. Normalni podgrupy jsou presné ty podgrupy H < G, se kterymi zadny
z vnitfnich automorfismii ani nehne (pfestoze mize pfepermutovat jejich vnitfek). Formalngji:
Grupa H < G je normalni pravé tehdy, kdyz s kazdym h obsahuje i ¢4(h) pro kazdy vnitini
automorfismus g .

Cviéeni 2. Doka#te, Ze pro libovolnou grupu G je Inn(G) < Aut(G).

Jesté zminime, co presnéji provadéji vnitini automorfismy s prvky G.

Definice. Prvek a € G nazveme konjugovanym s prvkem b € G, existuje-li néjaky ¢4 € Inn(G)
takovy, ze pg4(a) = b.

Vsimnéme si, ze kazdy prvek je konjugovany sdm se sebou diky identickému automorfismu
e € Inn(G). Dale, je-li gag™! = ¢q4(a) = b, je také a = g~ 1bg = ¢4-1(b), konjugovanost je tudiz
symetricky vztah. Navic, je-li g (a) = b, pg(b) = c, je uz také g, (a) = gha(gh) ™! = ghah=1g~1 =
gbg~! = c. Pokud je proto a konjugovany s ba b s c, je i a konjugovany s c. Dohromady tedy vidime,

Dokonce jsme dokazali, ze zobrazeni G — Aut(G), které posild prvek g € G na g4, je homo-
morfismus, jehoZ obrazem je pravé Inn(QG).



ze konjugovanost rozdéluje vSechny prvky G do disjunktnich skupinek, ve kterych je kazdy prvek
konjugovany s kazdym.

Symetrické grupy a parita permutaci

Celych sto let se teorie grup zabyvala vyhradné symetrickymi grupami a s trochou nadsazky se da
Tict, ze celd tato teorie vznikla na a bydli v symetrickych grupach. Bylo by tedy krajné nezodpovédné
neprozkoumat je trochu detailnéji.

Pfipomenme nejprve, ze permutaci mnoziny X myslime zkratka jakoukoli bijekci X — X a ze
symetrickd grupa Sx je grupa vSech téchto permutaci. Déale se v tomto textu zaméfime pouze na
kone¢né mnoziny X. Uz jsme se bavili o tom, ze libovolnou takovou permutaci umime jednoznacné
rozlozit na cykly. Nyni prozkoumame, jak takovy rozklad souvisi s konjugovanim.

Tvrzeni. Dvé permutace jsou v Sx konjugované pravé tehdy, kdyz maji stejnou cyklovou struk-
turu®.

Diikaz. Méjme néjakou permutaci 0 € Sy a zkoumejme, jak vypadaji permutace To7~! pro

libovolné 7 € Sx . Permutace 7, 7! jsou k sobé inverzni, permutace 7071 tedy nejdiiv pFejmenuje
prvky X pomoci 771, poté je (podle jejich novych jmen) propermutuje vyuzitim o a nakonec je
zase prejmenuje nazpatek permutaci 7. Ovéite si sami, ze pokud napfiklad o zobrazuje 1 — 2, pak
To7~ 1 zobrazi 7(1) > 7(2).

To nam Fika dvé véci. Na jedné strané maji permutace o a 7o7 ! nutné maji stejnou cyklovou
strukturu, pouze s jinymi ,popisky*, které jsou pozménéné permutaci 7. Konjugované permutace
tedy maji stejnou cyklovou strukturu.

Protoze ale Sx obsahuje vSechny permutace, mizeme na druhé strané tyto popisky vhodnou
volbou 7 zmeénit, jak se nam zachce, ¢imz dokazeme vyrobit libovolnou jinou permutaci se stejnou
cyklovou strukturou. Kazdé dvé permutace se stejnou cyklovou strukturou jsou tedy konjugované.

Pokud se tedy zabyvame symetrickymi grupami, konjugovani odpovida pouhému pfejmenovani
prvkt mnoziny X. Pfejmenovavanim tak ziskdme nékteré automorfismy Sx — a to pravé vnitini
automorfismy této grupy. Norméalni podgrupy Sx jsou tedy pravé ty, které s kazdou permutaci
obsahuji i vSechny jeji kamarady se stejnou cyklovou strukturou.

Kromé rozkladu na cykly umime permutace rozlozit jesté jinym, neméné zajimavym zpusobem.
Tento druh zapisu sice nebude jednoznaény, pfesto ndm toho ale o permutac¢nich grupach hodné
fekne.

Tvrzeni. Kazdou permutaci o konecné mnoziny lze napsat jako slozeni konec¢ného poctu trans-
pozic (tj. cykli délky dva). Parita poc¢tu téchto transpozic pfitom nezavisi na konkrétnim rozkladu
puvodni permutace.

Dukaz. Nejprve si rozmyslime, ze néjaky takovy rozklad existuje. Vime, ze ¢ je jednoznac¢né urcena
tim, jak zamichda prvky prislusné kone¢né mnoziny. Kazdé takové zamichani pfitom mtZeme provést
postupnym prohazovanim vhodnych dvoji¢ek prvki.? To je ale jingmi slovy pravé slozeni koneéného
poctu transpozic.

Mohli jsme postupovat i o trochu explicitnéji. Permutaci o lze rozlozit na cykly, takze ji mu-
zeme zapsat jako slozeni permutaci odpovidajicich témto cyklim (v libovolném poradi). Cyklus
(araz2 . ..ay) pfitom lze zapsat jako slozeni k — 1 transpozic (aiag) - - (a1a3)(a1a2).

Nyni ukézeme, ze parita poctu transpozic v libovolném takovém rozkladu je skutecné stejna.
Na to pujdeme trosku oklikou. Dokazeme, ze pokud o € S, je néjakd permutace, ktera sestava z m
cykl, a T € S, néjaka transpozice, pak slozeni 7o sestdva z m — 1 nebo m + 1 cykla (pfi¢emz zde
zapoditavame i cykly délky 1). To je dobfe vidét z obrazku. Pokud totiz 7 prohazuje dva prvky

27j. kdyz je pocet jednocykltt v obou stejny, stejné tak i poéet dvojcykld, trojcykla atd.
3To je skuteéné snadné — dokonce bychom si napiiklad mohli usmyslet, ze budeme prohazovat
vzdy dva sousedni prvky.
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uvniti stejného cyklu permutace o, tento zasazeny cyklus se rozpadne na dva. Pokud naopak 7
prohazuje dva prvky z rtznych cykld, v permutaci 7o se tyto dva cykly spoji do jednoho. V obou
pripadech pfitom vSechny ostatni cykly zustanou nezménény.
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Po vynasobeni jednou transpozici se tedy zméni parita poctu cyklia v rozkladu o. Pokud by
tudiz o méla rozklad zaroven na sudy i na lichy pocet transpozic, tyto dva rozklady na sebe umime
prevést vynasobenim lichym poctem transpozic. Pak by ale 0 musela mit ve svém jednoznac¢ném
rozkladu na cykly zaroven sudy i lichy pocet cykli, coz je spor.

Diky pravé dokazanému tvrzeni si tedy permutace mizeme rozdélit na dva druhy — na ty, které
maji ve svém libovolném rozkladu sudy pocet transpozic, a na ty, které maji ve svém libovolném
rozkladu lichy pocet transpozic. Aby se nam o nich lépe mluvilo, budeme této vlastnosti permutace
tikat parita.

Definice. Parita* permutace o, kterou budeme znadit sign(c), je &islo 1 nebo —1 podle toho,
jestli ma o ve svém libovolném rozkladu sudy, nebo lichy poéet transpozic. Pokud je sign(o) = 1,
fikdme, ze je o sudd. V opa¢ném ptipadé o ni mluvime jako o liché.

Z dukazu predeslého tvrzeni navic vyplyva, jak paritu rychle zjistit. Pro permutace konecné
mnoziny velikosti n € N se totiz identickd permutace id € S, sklad4 pfesné z n (jednoprvkovych)
cykll, pricemz je suda. Je-li tedy n sudé, odpovida parita libovolné permutace o € Sj, parité poctu
jejich cyklu. Pokud je n liché, je parita permutace opacné nez parita poctu cykla o.

Je prirozené divat se na sign jako na funkci z kone¢né grupy S, do mnoziny {1, —1}. Jak se sign
chové pfi skladani permutaci? Pokud mame dvé permutace o, 7 rozlozené na transpozice, jejich
slozeni umime okamzité rozlozit jednoduse tak, Ze oba rozklady napiseme ve spravném poradi za
sebe. Parita o1 proto odpovida soucinu parit permutaci o a 7. Pravé jsme tedy ,,omylem*“ ovérili,
Ze sign je pro libovolné n € N homomorfismus z S, do grupy {1,—1} s b&nym ndsobenim. Ta
je pritom izomorfni aditivni grupé Zs. Z toho pak hned vidime, ze pro libovolnou o € Sy, je
sign(o) = sign(oc~1). Zfejmé také pro identickou permutaci plati sign(id) = 1.

Dalsim dulezitym pozorovanim je, ze slozenim dvou sudych permutaci opét dostaneme sudou
permutaci. Sudé permutace proto (na rozdil od lichych) tvoii podgrupu grupy Sy. Ta si zasluhuje
své vlastni jméno.

Definice. Pro libovolné n € N budeme podgrupu grupy Sy, sestavajici ze vSech sudych permutaci
oznacovat jako alternujici grupu An.

Cviéeni 8. Rozmyslete si, ze pro vSechna pfirozena n je An, < S,.

4Neékdy téz znamenko.



Z predeslého ale viibec neni jasné, kolik je lichych a kolik sudych permutaci mnoziny dané
velikosti. ZkousSet je pocitat pfimo by bylo trochu nepfijemné, s nasimi znalostmi je to ale hracka.

Tvrzeni. Pro pfirozené n > 2 je sudych permutaci v grupé Sy, stejné jako lichych.

Dikaz. Jakmile je n > 2, obsahuje S, alespoii jednu lichou permutaci 7. Nasobeni zleva permutaci
T je pak bijekci na nosné mnoziné grupy Sp. Diky vlastnostem parity ale tato bijekce paruje prvky
s jinymi znaménky. Tim padem je nutné sudych permutaci v S, stejné jako téch lichych.

Pojdme to samé dokazat jesté jednou.® Jakmile je n > 2, je zobrazeni sign : S, — {—1,1}
na, pfi¢emz A,, je jeho jaddrem. Podle prvni véty o izomorfismu S, /A, ~ {—1,1} ~ Zs, takze
[Sn : An] = 2. Vzhledem k podgrupé A, se tedy S, rozpada na dva kosety, a protoze jsou kosety
stejné velké, pozadovany vysledek je dokazany.

Jesté nez se vrhneme dal, bylo by celkem férové prozradit jednu malou pikantnost ohledné
alternujicich grup. Alternujici grupy A, pro n > 5 jsou totiz jednoduché, to jest nemaji zadné
vlastni normalni podgrupy. Jednoduché grupy jsou vcelku zajimavé objekty a alternujici grupy
jsou jejich péknym a ilustrativnim pi¥ikladem. Diikazu jejich jednoduchosti se ale vyhneme.% Piesto
si ale ukdzeme, k ¢emu je néco takového dobré. V nasledujicim cviceni proto zkuste jednoduchosti
Ap vyuzit (posléze se ho muzete pokusit vyfesit i bez ni).

Cviéeni 4. Pron > 5 je sign jediny netrivialni homomorfismus Sy, — {1, —1}.7

Proc vychvalujeme symetrické grupy?

To je dobra otazka. Uz nékolikrat jsme zminili jejich historicky vyznam, vibec jsme se ale nezaby-
vali otazkou, jaké postaveni maji vici jinym grupam. Nyni podame odpovéd — jejich postaveni je
vysostné.

Véta. (Cayleyho) Kazd4d grupa G je izomorfni nékteré podgrupé néjaké symetrické grupy.

Dukaz. Nejdfive si musime vybrat, do které symetrické grupy budeme G vnorovat. Vhodnym
kandidatem je Sg, grupa vsech permutaci nosné mnoziny grupy G. Nyni si musime rozmyslet,
jaké permutaci z Sg by mél odpovidat prvek g € G. My uz ale nastésti zname jednu skvélou véc.
Nasobeni zleva libovolnym prvkem g € G je bijekce G — G, coz je néjaky prvek Sqg. Zbyva dokazat,
ze toto trikové pfirazeni opravdu vyrobi podgrupu Sg, ktera je izomorfni s G.

Definujme si tedy zobrazeni v : G — Sg pravé popsanym zpusobem. Protoze pro g,h € G
odpovidaji obé zobrazeni 1 (gh) a 1(g)¥(h) permutaci indukované nésobenim prvkem gh, jsou si
rovna, takZe 1 je homomorfismus. Jeho jadro je pfitom trividlni, nebot kazdy prvek g € G, g # e
indukuje neidentickou permutaci (napfiklad protoze ge = g). Obraz Im1 < Sg je proto skutecné
izomorfni grupé G.

Ackoli se to muze zdat neuvéfitelné, zkoumani symetrickych grup a jejich podgrup je proto
stejné obecné jako zkoumani vSech moznych abstraktnich grup. Samoziejmé bychom neméli tplné
prehanét. Existuji i jiné stejné ,obecné“ druhy grup. Nékteré grupy navic odpovidaji i permutacim
mnohem mensich mnozin, nez jaké nam dava pravé uvedenad Cayleyho véta — naptiklad na S, se
radsi divame jako na grupu vSech permutaci na n prvcich nez jako na grupu vybranych permutaci
na n! prvcich.

THi, dva, jedna... Akce!

Jak jsme slibovali od zacatku, grupy muzeme chapat jako ,symetrie riznych véci“. Samotné symet-
rické grupy maji svou mnozinu, kterou si ve chvilich volna radostné permutuji. Pokud ale dostaneme

5A tvaime se pfitom mnohem svétaznaleji.

SNeni tézky, pouze trochu otravny. Je zkratka potieba dokazat, Zze jakmile néjaka podgrupa
A, obsahuje néco jiného nez identitu, umime invertovanim, sklddanim a konjugovanim vyrobit
kterykoli dalsi prvek.

7Jak uz jsme fikali, je dvouprvkova grupa {1, —1} s nasobenim izomorfni grupé Zs.
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pod stromecek néjakou abstraktni grupu, bude pro nas celkem slozité predstavit si, symetrie ¢eho
%e nam to Jezisek vlastné nadélil. Mozna bychom méli na Stédry veder mnohem vétsi radost, kdy-
bychom dostali soucasné s abstraktni grupou i néjaky predmét, na jehoZ symetrie by prvky nasi
grupy pasovaly. Navic by bylo urcité slusnosti dodat i navod, jak na onen predmét prvky pridélat.
A pravé tomu rikame akce. . .

Definice. Akci (nebo pisobenim) grupy G na mnoziné X nazyvame libovolny homomorfismus
a:G— Sx.

Mmnozina X je nasim pfedmétem, homomorfismus « je pfislusny navod k pouziti symetrii z grupy
G. Presto bychom si radi predstavovali, Ze mnozinu X permutuji pfimo prvky grupy G. Zavedeme
proto nasledujici znaceni. Pro libovolné g € G bude a4 znadit permutaci a(g) € Sx; pro libovolné
a € X pak je ag(a) ten prvek z mnoziny X, na ktery obraz prvku g pfi akci a posila a.® Casto nas
budou zajimat akce, kde kazdé dva prvky z G predstavuji jinou symetrii, coz odpovida podmince
Ker o = {e}. Takovym akcim se Fikd vérné.

Znalost néjaké akce ndm obecné muze byt na dvé véci. Za prvé, predmét X muze byt ve sku-
velmi elegantni zptisob prace s jeho symetriemi. Za druhé, znalost néjaké akce grupy G nam muze
prozradit mnoho o ni samotné — grupu G s akci si mizeme mnohem lépe predstavit, akce nam
poodhali néjaké jeji podgrupy, strukturu a podobné.

Pojdme si nyni ukdzat, jak néjaké akce mohou vypadat. Pomineme pfitom trividlni akci, kdy se
celd grupa zobrazi na identickou permutaci mnoziny X.

Priklad. Symetrickd grupa Sx vérné pusobi zfejmym zpisobem na mnoziné X. Homomorfismus
a pritom odpovidé identické funkci Sx — Sx, kterd skuteéné mé trividlni jadro.

Piiklad. Piipometime, ze Kleinova grupa?, kterou si ozna¢ime V', odpovida symetriim obdélni-
kového listu papiru. Na definici grupy V jsme pfesto zadny obdélnik ani symetrie nepotifebovali,
prvky grupy V jsou ,prosté jen pismena‘“. Nastésti ale existuje péknd vérnd akce o : V' — Sy, kterd
prvky V zobrazi na jisté permutace ¢tyf vrcholi obdélniku. Dokonce jsou to pravé ty permutace,
po jejichz provedeni dostaneme opét obdélnik (tj. pravé jeho symetrie).

Piiklad. Podobné vidime, ze dihedralni grupal'® Ds,, vérné piisobi na n-tici vrcholtl pravidelného
n-thelnika. To nam o ni napfiklad prozrazuje, ze ji 1ze nagenerovat dvéma prvky — nejmensi rotaci a
jednou reflexi, popiipadé dvéma vedlejsimi reflexemil!. Okamzité také vidime, ze obsahuje cyklickou
podgrupu R generovanou nejmensi rotaci, nebot R obsahuje pravé vechny piimél? symetrie n-
thelnika, coz jsou shodou okolnosti pfesné ty symetrie, v jejichz libovolném zéapisu je sudy pocet
reflexi. Parita po¢tu reflexi se navic ani po konjugaci libovolnym prvkem nezméni, takze R <] Day,.

Dalsi velmi pfirozené akce vsech moznych grup potkame pozdéji.
Burnsideovo lemma

Nyni se budeme snazit zkoumat symetrické objekty pomoci akci grup jejich symetrii. Zacneme
dvéma uzite¢nymi pojmy.
Definice. Méjme akci a grupy G na mnoziné X. Pro libovolny prvek a € X pak definujeme

(1) stabilizdator G, jako mnozinu téch prvkia g € G, pro které je ag(a) = a;
(2) orbitu O(a) jako mnozinu téch b € X, pro které existuje h € G spliujici ay, (a) = b.

8Znaceni akci velmi Gasto zalezi na konkrétni literatuie a kontextu, kazdé mé své vyhody a
nevyhody. My se budeme drzet toho pravé zavedeného.

9Viz prvni dil seridlu, kapitola Priklady grup.

10Tamtéz.

1 Vedlejsimi myslime osové symetrie, jejichZ osy sviraji nejmensi mozny kladny thel.

12Tj. bez zrcadleni.



Je snadné si uvédomit, ze stabilizator libovolného prvku a € X je podgrupou G. Skuteéné:
ae(a) = a, rovnost ag(a) = a pouzitim ag—1 pfechdzi va = a 1 (a), a nakonec, pokud g, h € G,
okamzité dostavame agp(a) = ag(ap(a)) = ag(a) = a.

Orbity jsou naopak podmnoziny X, které ji rozdéluji na disjunktni ¢asti. Pro kazdé a € X diky
identité plati a € O(a). Pokud déle oy posila a — b, inverzni bijekce Og—1 vraci b — a. Dale
vidime, ze kdyz ag : a — b a oy, : b+ ¢, pak sloZzené zobrazeni gy, posild a — c. Dohromady jsme
tedy ukazali, ze kazdy prvek a € X je v néjaké orbité a orbity kazdych dvou rtznych prvka jsou
bud stejné, nebo disjunktni.

Kdyz misto celé mnoziny X uvdzime pouze nékterou orbitu (pfipadné sjednoceni libovolného
poc¢tu z nich), 1ze mluvit o akci G na této mensi mnoziné — pfislusné permutace zkratka zGzime
jen na vybrané orbity. Na jingch podmnozinach Y C X naopak G takto pisobit nemutze, nebot by
nase permutace nékteré prvky posilaly ven z Y. Zakladnimi kousky néjaké akce grupy G jsou tedy
presné tyto mensi akce na jejich jednotlivych orbitach, jejichz ,slepenim® ziskdme puvodni akci.
Takové akce maji své jméno.

Definice. Akce se nazyva tranzitivni, jestlize ma jedinou orbitu.

Jak uZ jsme uvedli, je z0Zeni akce na kteroukoliv orbitu O(a) tranzitivni akci. Tranzitivni akce
se chovaji vcelku krotce. Pfedevsim maji vSechny prvky stejné velky stabilizator. Vezmeme-li totiz
dva prvky a, b € X, z tranzitivity existuje g € G, které posila a — b. Diky tomuto vztahu
ale snadno dostdvame ekvivalenci h € G <= ap(b) = b <= ap(ag(a)) = ag(a) <~
ag-1ap(ag(a)) =a <= a,-1,4(a) =a = g 'hg € G4. Tim jsme tedy odvodili mnozinovou
rovnost G4 = g~ 1Gyg.

Obecné je velmi snadné najit vztah mezi velikosti néjaké orbity, velikosti stabilizatoru jejiho
libovolného prvku a velikosti ptisobici grupy G.

Tvrzeni. Méjme akci o grupy G na mnoziné X . Potom pro libovolné a € X plati |O(a)| = [G : Ga].

Dikaz. Vezméme libovolné g € G a odpovidajici koset gG4. Libovolny prvek gk tohoto kosetu
(kde k € Ga) pak na prvek a piisobi stejnym zptisobem jako g, nebot ag(a) = ag(ax(a)) = ag(a).
Pokud jsou naopak kosety gGqa, hGq rizné, prvek g—1h nepatii do G, takze ag-15,(a) # a, coz
po provedeni ag dava ap(a) # ag(a). Rizna posunuti prvku a v rdmci jeho orbity tedy odpovidaji
jednotlivym kosetiim podgrupy G, — téchto posunuti (prvka O(a)) je proto presné [G : Gq).

Specidlné jsme si tim znovu ukazali, ze velikosti stabilizdtora vSech prvku z jedné orbity jsou
stejné. Nyni uz akce zname dost na to, abychom si ukézali zndmé Burnsideovo lemma.

Véta. (Burnsideovo lemma) At « je akce konecné grupy G na koneéné mnoziné X. Pocet orbit
této akce na mnoziné X oznacme ). Potom plati

1
Q=— Gal.
& G

aceX

Dikaz. Rovnost mizeme upravit do tvaru

Q-G =Y |Gal.

acX

Toto nyni nahlédneme kombinatoricky. Cislo Q odpovida poc¢tu orbit nasi akce, pokud si tedy
z kazdé orbity O(a) vybereme pravé jednoho zastupce a, bude téchto zastupct presné Q. Na kazdy
z téchto vybranych prvki nyni vypustime vSechny prvky G, ¢imz dostaneme celkem Q|G| ne nutné
ruznych prvka mnoziny X. Leva strana dokazované rovnosti proto predstavuje jeden zpusob, jak
spocitat, kolik prvki jsme dostali. UkdZeme, Ze i suma na pravé strané predstavuje pocet ziskanych
prvka.



Kazdy z naSich Q vybranych zastupct dostaneme pravé tolikrat, jaka je velikost jeho stabi-
lizdtoru v grupé G. Na kazdé z orbit pisobi grupa G tranzitivng, neboli kazdy prvek b € O(a)
dostaneme jako agy(a) pro néjaké g € G. Co vic, v ramci dikazu pfedchoziho tvrzeni jsme si roz-
mysleli, ze prvek b = ag(a) dostaneme presné |Gq|-krat. To je ale podle pfedeslého tvrzeni presné
velikost jeho stabilizatoru Gj. Leva strana je tedy skutecné rovna souctu velikosti stabilizatort
vSech prvki, tj. sumé na pravé strané. Tim je dikaz dokoncen.

Pri praktickém pouziti této véty, o kterém se doctete v pristi kapitole, se ¢asto hodi divat se na
pravou stranu trochu jinak. Suma na pravé strané odpovida poctu vSech dvojicek g € Gaz € X
takovych, ze ayq4 fixujel3 . Muzeme ji proto dostat také s¢itanim poétit takovych x pres vSechny
prvky g € G.

Pocitani nahrdelnika

Burnsideovo lemma je velmi elegantni a Casto z néj vyplyvaji dalsi zajimava obecnd tvrzeni, jesté
Castéji nam ale pomuze pocitat velmi konkrétni véci. Predstavme si nasledujici situaci. Popelka
dostala od macechy neptijemny tkol, ktery ji ma zakefné pripravit o navstévu plesu. Macecha totiz
z hrasku, cocky, ryze a lecceho dalsiho, co ji pfislo pod ruku, vyrobila vSechny mozné kruhové
naramky. Popelka mé za kol spocitat, kolik druhti ndramkt na zemi lezi. Holoubci jsou bohuzel
7 takové smési trochu zmateni; maji problém poznat, které ndramky jsou stejné, a které nikoli. Co
by mohlo zoufalé Popelce pomoci? Burnsideovo lemma!

Mmnozina X nyni nebude popisovat vnitini struktury néjakého objektu, misto toho v ni budou
lezet vSechna ,nakresleni“ nasich barevnych naramki. Akce vhodné grupy G pak bude fikat, které
obrazky zachycuji stejny naramek. Zvolime ji totiz tak lisadcky, aby dva obrazky zachycovaly stejny
naramek pravé tehdy, kdyz budou lezet ve stejné orbité. Znalost poctu vsech obrazkid a grupy G
nam spole¢né s Burnsideovym lemmatem pfesné fekne, kolik riznych naramkt na zemi lezi.

Pojdme si to tedy zkusit na piikladech.

Priklad. Méjme sedm ¢ernych a Sest bilych koralka. Kolik riznych naramka z nich lze vyrobit,
musime-li pouzit vSechny? Dva naramky povazujeme za ruzné, pokud je na sebe nelze prevést
pohybovanim v prostoru.

Reseni. Zajimame se o né&jaké naramky délky 13. Dva naramky podle zadéni povazujeme za
stejné pravé tehdy, kdyz na sebe jejich nakresleni lze prevést pomoci néjakych rotaci a reflexi.
Jinymi slovy, pocet takovych naramku je pfesné roven poctu orbit pfi ocividné akci grupy Dag
na mnoziné vSech trinactithelnikd se sedmi cernymi a Sesti bilymi vrcholy. Tato mnozina ma (173)
prvki.14 Identickd permutace fixuje pravé viech (173) prvki. Protoze je ale 13 prvocdislo, zadna jina
rotace zaddny ruznobarevny naramek fixovat nemuze. A kone¢né kazda z osovych symetrii fixuje
presné ty naramky, které jsou symetrické podle piislusné osy. Snadno si rozmyslime, Ze téch je (g)

Z Burnsideova lemmatu dostdvame celkem % ((173) +12-0+13- (g)) riiznych naramki.

Cvic¢eni 5. Mgéjme hromadu modrych, zelenych, cervenych a rtzovych koréalki. Kolik existuje
ruznych nahrdelnik z presné patnacti takovych koralka? Dva nahrdelniky povazujeme za razné,
pokud je na sebe nelze prevést pohybovanim v prostoru.

Cviceni 6. Mg¢gjme nekonecnou ¢tvercovou mrizku obarvenou ¢ernou a bilou. Pfitom vime, ze
pro kazdé celé z, y maji policka se soufadnicemi [z,y + 9], [z,y — 9], [z + 9,y] a [z — 9, y] stejnou
barvu jako policko se soufadnicemi [z,y]. Kolik takovych obarveni roviny existuje? Dvé obarveni
povazujeme za stejnd, pokud se lisi pouze posunutim.

13 Timto slovem myslime, e se dany prvek v daném zobrazeni zobrazi sam na sebe.
4 Pouzity symbol piedstavuje tzv. kombinacéni ¢islo, coz je velmi dileZity pojem z kombinato-
riky. Kdo se s nim je$té nepotkal, snadno si ho dohleda.
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Vysledky predchozich cvi¢eni velmi zavisely na prvociselném rozkladu zadanych ¢isel, coz neni
nahoda. Podobnym zpisobem bychom mohli vyfesit mnoho dalsich pfikladid. Zkusme si nyni néco
zajimavéjsiho. V néasledujici tloze totiz bude potieba lisacky vybrat mnozinu i ptisobici grupu.
Uloha 1. At m, n jsou libovolna ptirozena é&isla. Dokazte, Ze potom &islo n déli soucet!®

n
Z mNSD(ni)
i=1
kde NSD(a, b) znaci nejvétsiho spole¢ného délitele &isel a, b.

Pélyovy poly(a)nomy

Jesté nez opustime kouzelny svét Burnsideova lemmatu, ukazeme si jeho zobecnénou verzi. Uz
umime snadno spocitat, kolik riaznych nadhrdelniki pevné délky dostaneme kombinovanim neome-
zeného poctu koralka ruznych barev. Také umime spocitat, kolik ndhrdelniki dostaneme pouzitim
presné danych pocttu koralkt jednotlivych barev. Pro jiné rozlozeni barev koralkti bychom ale mu-
seli celou tlohu fesit znovu. Pdélyova véta nam fika, jak takovou ulohu vyfesit pro vSechna moznéa
rozlozeni barev naraz.

Definice. Méjme grupu G < Sx pro néjakou konecnou mnozinu X velikosti n. Pak polyano-
mem'® prvku g € G nazveme polynom Py(z1,...,2n) = x(ln a:gz -.zd"  kde x; jsou proménné a
qi znaci pocet cykla délky ¢ v permutaci g.

Vsimnéme si, ze pro prehlednost nemluvime o obecnych akcich, ale rovnou o podgrupach ko-
neénych symetrickych grup. Nebyl by samoziejmé problém vse definovat i pro obecné akce, pro své
potfeby bychom tim ale vibec nic neziskali. Jakmile mame polyanom pro jeden prvek grupy, nic
nam nebrani vSechny takové polyanomy secist.

Definice. Méjme grupu G' < Sx pro néjakou kone¢nou mnozinu X velikosti n. Polyanomem!'”

grupy G pak nazveme polynom

1
Po(z1,...,2n) = @ Z Py(z1,...,2n).
geG

Zduraznéme, ze opét pracujeme pouze s konecnymi grupami, tyto definice proto davaji dobry
smysl. Polyanom Pg pfitom jakymsi prazvlastnim zptisobem zachycuje, jakou strukturu maji per-
mutace z G.

V duchu pfedchozich tloh o barveni nyni budeme chtit barvit kousky (koralky) néjakého vét-
Tuto vnitini strukturu odrazi néjaka vhodné zvolené grupa G. Na barveny predmét se tedy divame
pouze jako na mnozinu X barvenych kouskii (koralkt), které budeme barvit pomoci barev z ko-
nec¢né mnoziny C. To ndm déva soubor vSech moznych obarveni mnoziny X, kterych je |C’\|X‘; ten
pithodné oznaéime CX. Nékteré prvky CX ale odpovidaji stejnému predmétu. Grupa G soucasné
ptisobi na CX tak, Ze prohazuje barvy jednotlivych prvka z X. Staéi tedy zvolit G tak, aby rizné
predméty odpovidaly riznym orbitdm, a nechat ji zapusobit.

Umluva. Af X je kone¢na mnozina, G < Sx a C koneéna mnozina barev. Potom ozna¢me /3
akci grupy G na mnoziné CX, kde pro g € G prvek B4 pfitazuje néjakému obarveni a € CX to
obarveni Bg4(a) € CX, v némz je kazdy prvek = € X obarven tou barvou, kterou je obarven jeho

15Ten lze pomoci Eulerovy funkce ¢ zapsat i jako Zd‘n t,p(%)md.
16 Jak uz si ¢tenaf mozna vsiml, autofi maji zalibu v hratkach se slovy. Tento pojem se bé&zné
nepouziva.
17V bézné literatuie se vyskytuje termin cyklicky index.
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vzor pfi permutaci g v obarveni a. (Lidsky Feceno: Vzdycky vezmeme obarveny predmét a pustime
na néj permutaci g.)

Doted jsme jen (dost formélng) shrnuli to, co uz jsme davno sami od sebe délali v minulé sekci.
Nasim cilem je nyni vyjadrit, kolik rizné obarvenych predmétti dostaneme z kterého rozlozeni
barev.

Definice. M&jme mnozinu C sestavajici z k barev ¢, ca, ..., ck. Potom si prokazdé ¢ € {1,2,...,k}
oznacme g; = cj +c5 + - -+ + ¢, kde vSechna ¢; vnimédme jako proménné.

Na prvni pohled se mize zdat nase poc¢inani trochu pomatené, ne-li podezielé. Jak mohou byt
barvy zaroven proménné? NaSe polyanomy ale nebudou uréené k tomu, aby se do nich nedej boze
néco dosazovalo. Jedna se o takzvané formdini polynomy. Budeme pouze zkoumat, co se déje s jejich
koeficienty pfi raznych vypoctech.

Véta. (Pdlyova) At X je néjakd koneénd mnozina velikosti n, G < Sx. Prvky X obarvujme

barvami z C = {c1, ..., ck}, soubor vSech takovych obarveni oznacme CX. Poéet téch orbit akce 3
grupy G na mnoziné CX | jejichz prvky vyuzivaji barvu c; pfesné r;-krat proi € {1,...,k}, je pak
roven koeficientu u ¢lenu ci* - - - ;¥ v polyanomu P (g1, ..., 9n).

Diikaz. Pro libovolné takova r; tedy musime dokdzat rovnost koeficientu u ¢lenu cj! - - - czk v po-
lynomu Pg(g1,-..,9n) a poctu orbit akce S, jejichz prvky vyuzivaji barvu ¢; pfesné r;-krat pro
kazdé i. Ozna¢me pro prehlednost R(g1,...,9n) = |G| - Pg(g1,..-,9n).

Zkoumejme déle akci 8 pouze na mnoziné Y sestivajici z té&ch obarveni z CX, kterad obsahuji
préavé r; prvkil barvy c; pro kazdé i. Tuto ofezanou akci ozna¢me 3’ — to dobie definované akce,
nebot Y je sjednocenim nékterych orbit akce 8. Diky Burnsideovu lemmatu nam pak staci ukazat, ze
koeficient { u €lenu cj* - - - c;" v polynomu R(g1, ..., gn) je roven souctu velikosti vSech stabilizdtorti
této akce f’.

To je ale to samé jako tvrdit, Ze koeficient [ je roven sumé deG F(g), kde F(g) znaci pocet
prvkt mnoziny Y, jez jsou fixovany permutaci 6;. Posledni zminénou rovnost nahlédneme dokonce
trochu jemné&ji. UkéZeme, Ze &islo F'(g) je rovno koeficientu u ¢j? - - - ¢;* v polyanomu Py (g1, - - ., gn)-
Tim budeme hotovi, nebot mame za kol dokdzat rovnost pro soucty takovych vyrazi pies vSechna
g € G, pficemz R(g1,...,9gn) je pFesné soucet Py(g1,...,gn) pies viechna g € G.

Z definice polyanomu prvku mame Py (z1,...,zn) = z{' - - - 2", kde g; znadi po€et cykla délky i
v permutaci g. Které prvky mnoziny C¥X takova permutace fixuje? Pfesné ty, které maji v kazdém
jejim cyklu vSechny prvky obarvené stejnou barvou.!® Nis ale zajima, kolik fixuje prvkid pouze
z mnoziny Y.

Dosazeni polynomu g; = c’i + -4 c}'c za x; kombinatoricky odpovida tomu, ze kazdy cyklus
zkousime obarvit kazdou barvou. Piesnéji, za kazdé x; dosazujeme polynom g; = czi 44 c};. Nez
roznasobeny polynom upravime séitanim, je pied kazdym clenem koeficient 1. Otazkou je proto
pouze to, kolikrat ktery ¢len pfi roznasobovani dostaneme. Za kazdy cyklus permutace g je navic
v soudinu praveé jeden ¢initel. Samotné roznasobovani pfitom probiha tak, ze z kazdé zavorky tvaru
(ci 4+ 4 c}e) vybereme jeden ¢len, coz kombinatoricky odpovida obarveni vSech ¢ prvku daného
cyklu permutace g vybranou barvou. Riznych obarveni, kterd pro vsechna i vyuzivaji barvu c;
presné r;-krét, je pak pravé tolik, kolik po roznasobeni dostaneme ¢lent cj! - - - CZ’“. To je po upravé
rovno koeficientu u tohoto ¢lenu.

Pojdme nyni okusit sladké plody své dosavadni prace na piikladé. Ten by byl uréité fesitelny
i méné pokrocilymi metodami, znalost polyanomu ho ale mnohonasobné zpiehledni. Navic tim
dostavame navod, jak fesit mnohem komplikovanéjsi priklady.

Priklad. Uvazme vsechny ritizné grafy!® na étyfech nerozlisitelnych vrcholech. Jeden z nich si

18Takovych prvki je k91t +an,
19K do nevi, co je to graf, nemusi zoufat. Odpovéd snadno nalezne tfeba v PraSed¢im serialu
Letem grafovym svétem.
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nahodné vybereme. Jaka je pravdépodobnost, ze ma pocet hran délitelny dvéma?

Reseni. Spocteme tedy pocet vsech takovych grafii a pocet vSech grafti se sudym poétem hran.
Graf B na n vrcholech je jednoznacné urcen vyctem hran, které ma. Moznych hran je pfitom
m = (;L) = w To, jestli hrana lezi v B, nebo ne, mizeme vzajemné jednoznacné reprezentovat
pomoci obarvovani — hrany z B budou ¢erné, ty ostatni bilé. Oznaé¢me proto X mnozinu vsech
moznych hran, dale at C = {a, b} je dvouprvkovd mnozina barev.

Dva grafy pfitom povazujeme dle zadani za stejné, lze-li vrcholy jednoho pievést na vrcholy
druhého permutaci, kterd zachovava hrany — tj. spojené dvojice vrcholi zobrazuje na spojené,
nespojené na nespojené. Hleddme tedy néjakou podgrupu G < Sp,, jejiz orbity by stejnost graft
vystihovaly.

Vezmeme-li libovolnou permutaci vrcholu g € Sy, ziskdme z ni jednozna¢né urcenou permutaci
hran ¢(g) € Sm, kterd posila hranu mezi vrcholy w,v na hranu mezi vrcholy g(u), g(v). Pfitom ¢
je prosty homomorfismus, takze Imp < Sy,

Ozna¢me G = Im ¢. Orbity ptisluiné akce 8 grupy Sp na mnoziné CX pak ale presné odpovidaji
riiznym grafim na &tyfech nerozlisitelnych vrcholech. Dva grafy B, B’ s nerozlisitelnymi vrcholy
jsou stejné pravé tehdy, kdyz existuje permutace vrchold g € Sy, kterda zachovava hrany, tj. pravé
tehdy, kdy# existuje permutace h € Im ¢, kterd posila barevnou reprezentaci B v mnoziné CX na
barevnou reprezentaci B’ v mnoziné CX.

Doted jsme pracovali obecné pro libovolné pevné n. Tak bychom samoziejmé mohli pokracovat,
radéji se ale vratime ke konkrétnimu pfipadu n = 4. Nejprve musime spocitat polyanom grupy
Im e < Sg, kterd obsahuje 24 = |S4| prvka. Pro S4 pfimo vime, jaké ,druhy“ prvka obsahuje:
identitu, 6 transpozic, 3 dvojtranspozice, 8 trojcykla a 6 ¢tyfcykli. My ale hleddme polynom grupy
Im . S tuzkou a papirem si neni tézké rozmyslet, Ze ¢ zobrazuje identitu na identitu, transpozici na
dvojtranspozici, dvojtranspozici také na dvojtranspozici, trojcyklus na dva trojcykly a ¢tyfcyklus
na Ctyfcyklus s transpozici. Dostavame proto polyanom

1
Pl (@1, 32,23, 24,5, 76) = o (2§ + 92723 + 823 + 63214) .

Zbyva dosadit x; = g; = a® + b® a podivat se na spravné koeficienty. Dostavame polynom

(a,b) = i ((a+5)° +9(a+ b)2(a® + 1) + 8(a® + b%)2 + 6(a® + b?)(a* + b)) =

= ab + a%b + 2a*b? + 3063 + 2a%b* + bPa + 5.
Pokud tedy tfeba b znaci Cernou a a bilou, mame celkem 1+ 2 + 2 + 1 = 6 riznych grafa
se sudym poctem hran. Pocet vSech grafi je naopak roven souctu koeficient, coz je 11. Hledana
6

pravdépodobnost je proto 7.

Predchozi priklad chvilku zabral, zejména protoze jsme dikladné zduvodiovali, co délame.
Vlastni vypocet byl ale pomérné kratky a efektivni.
Cviceni 7. Kolik existuje riiznych pravidelnych ¢tyrstént v prostoru, jejichz hrany jsou obarveny
azurovou a blankytnou? Kolik takovych étyfsténi ma modrych hran stejné jako blankytnych? A co
jind rozlozeni barev?

Ackoli to tak na prvni pohled viibec nemusi vypadat, Pélyova véta se v ,bézném zivoté“ opravdu
hodi. Jedna se o velmi prakticky nastroj napiiklad pfi urcovani poctl rtznych druht chemickych
sloucenin. Podobné ma disledky i pfi zkoumani hudebnich akordi. A to ani nemluvime o vSech
moznych pouzitich p¥i riznych kombinatorickych a algebraickych vypoctech, kterych jsme byli
svédky pred chvili.

Akce grupy na sobé samé

V predeslych ¢astech jsme si predvedli, jak ndm akce G na X muze fici hodné jak o grupé G, tak
o pfedmétu X. Co ale vyuzit obé vyhody akce naraz a pouzit ji na grupu samotnou? Takové akce
jsou velmi prirozené a dokonce jsme se s nimi uz nevédomky setkali. . .
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Definice. Méjme grupu G. Pusobeni grupy G translaci na sobé samé je akce o : G — Sq, ktera
prvku g pfifazuje permutaci z Sg odpovidajici nasobeni zleva prvkem g v grupé G.

Pfitom je tfeba si uvédomit, ze takto definovand « je skutecné akci, tedy homomorfismem G —
Sq. Uz vime, Ze nasobeni zleva prvkem g je skutecné permutace mnoziny G. Pokud jsou g, h € G,
chceme ukazat a(gh) = a(g)a(h). Leva strana odpovida té permutaci z S¢, kterd nasobi prvky
G zleva prvkem gh. Prava strana zase odpovida té permutaci, kterd vznikne slozenim nésobeni
zleva prvkem h a nasobenim zleva prvkem g v tomto poradi. Tyto dvé permutace jsou ale diky
asociativité operace - v grupé G stejné, coz jsme presné chtéli.

Tuto akci jsme jiz pred ¢asem nevédomky potkali. Je to pfesné ten homomorfismus z Cayleyho
véty, ktery vnotuje libovolnou grupu G do pfislusné symetrické grupy Sg. Jde o vérnou akci.

Vsimnéme si, Ze toto lze obecnéji provadét pro kosety néjaké pevné podgrupy H < G.

Definice. Méjme grupy H < G. Oznaéme X mnozinu vSech levych koseta H v G. Pusobenim
grupy G translaci na mnoziné X rozumime akci o : G — Sx, kterd prvku g € G ptifazuje permutaci
z Sx urcenou nasobenim kosetu zleva prvkem g.

Opét bychom si méli zkontrolovat, Ze takto definovana a je opravdu akce. Protoze prvek g € G
permutuje prvky G a koset zobrazi na koset, permutuje i kosety. To, Ze je & homomorfismus, opét
plyne z asociativity - v grupé G. Vibec ale neni jasné, zda je takova akce vérnd, ¢i nikoli. To zélezi
na konkrétni volbé G a H.

Pojdme si ukdzat, jak nd&m mohou nabyté znalosti pomoci s na prvni pohled velmi nepfistupnymi
ulohami.

Véta. At G je nekonecéna jednoducha grupa. Potom v ni neexistuje vlastni?® podgrupa H < G
s konecnym indexem.

Diikaz. At pro spor takovad H existuje. Provedeme drobné kouzlo. Uvazme ptisobeni o grupy G
translaci na mnoziné X vsech levych kosetti grupy H. Podivejme se na Ker a. Je-li g € Ker a;, musi
oy fixovat vSechny kosety podgrupy H. Musi proto fixovat také H samotnou, odkud gH = H. To
ale specialné znamend g = ge € H. Tim piddem mame Ker o < H, pficemz H je podle predpokladu
vlastni podgrupa G. TakZe nutné musi byt Ker o < G. Jadra jsou ale normalni, takze Kera < G.
Protoze Kera # G a G je jednoduchd, je uz pak nutné Ker a trividlni, takze a je prosté. Potom
je ale G ~ Ima < Sy, jenze |Sx| = [G : H]!; tim jsme vnofili nekoneénou G do koneéné Sx, coz
zfejmé nejde.

Podobné jako jsme definovali ptisobeni translaci, které mluvi o permutacich vytvorenych naso-
benim prvky grupy g zleva, mizeme si zavést akci, kterd bude rikat néco o konjugovani.

Definice. Méjme grupu G. Plusobenim G konjugaci na sobé samé myslime akci ¢ : G — Sg,
kterd prvku g pfifazuje permutaci danou konjugovanim prvkem g.

Tuto akci uz jsme také potkali. Permutace ¢4 prifazena prvku g je totiz pfesné vnitini automor-
fismus dany timto prvkem. Prifazeni ¢ je skute¢né homomorfismus, coz opét vyplyva z asociativity
binarni operace - na grupé G.

Pred néjakou dobou jsme také potkali pojem konjugovanych prvkia a ukazali si, Ze konjugace
rozdéluje prvky grupy G do skupinek, ve kterych jsou spolu kazdé dva navzajem konjugované. To
je nyni zfejmé, nebot to jsou pfesné orbity akce ¢g.

Navic jsme uz vidéli, Ze vnitini automorfismy zobrazuji podgrupy na podgrupy a normélni
podgrupy pritom nechévaji na misté. Specialné, je-li H < G, potom G pusobi konjugaci na mno-
ziné podgrup konjugovanych s H. Tyto vlastnosti konjugovani jesté bohaté vyuzijeme pfi praci se
Sylowovymi vétamsi, které elegantné mluvi o vnit¥ni struktufe kone¢nych grup.

20 Vlastni je takova podgrupa H, ktera se nerovné celé grupé G, tj. symbolicky H < G, H # G.
Tuto skutecnost znac¢ime prirozenym zpusobem jako H < G.
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Nez prejdeme k dalsim tématim, zaddme si jednu péknou a notné trikovou ulohu, kterad s pu-
sobenim konjugaci tzce souvisi.
Uloha 2. At G je kone¢nd grupa, A = {a1,...,an} néjaka jeji podmnozina. Dale vime, Ze kazdy
prvek g € G je v G konjugovany s néjakym prvkem mnoziny A. Dokazte, ze G = (A).

Direktni soucin

V matematice se Casto hodi uvazovat usporadané n-tice néjakych cisel — tfeba kdyz chceme po-
pisovat body v roviné ¢i v prostoru. Nabizi se otdzka, zda by usporadané n-tice prvki, kde by
v kazdé slozce byly prvky néjaké grupy, ndhodou netvofily novou grupu. Neni tézké vidét, ze tomu
tak skutecné je.

Definice. Direktnim soucinem grup G, H rozumime grupu G x H uspofadanych dvojic (g, h), kde
g € G,h € H. Dva prvky néasobime tzv. po slozkach: (g1, h1)(g2,h2) = (9192, h1h2), kde v prvni
slozce pouzivame operaci z grupy G a ve druhé operaci z grupy H.

Rychle si rozmyslime, Ze se opravdu jednd o grupu. Operace bude asociativni, protoze jsou
puvodni operace asociativni. Neutralnim prvkem bude zfejmé (e, e), kde v prvni slozce je neutralni
prvek G a v druhé neutralni prvek H. Jelikoz ale ze zapisu jednoznac¢né pozname, o ktery neutralni
prvek se jednd, mizeme je znalit pro zjednoduseni zapisii oba stejné. Inverznim prvkem k (g, h)
bude (g1, h71).

Neni tézké tuto definici rozsifit na vice nez dvé grupy. Zavedeme téz prirozené znaceni G =
G X G X -+ x G, kde G nasobime samo se sebou n-krat.

Piiklad. Vektory v klasickém prostoru R® spolu se séitanim vyhovuji nasi definici jako prvky
grupy R x R x R = R3.

Cvideni 8. Necht G’, H' jsou podgrupy G, H. Rozmyslete si, ze G’ x H' je podgrupa G x H.

Grupy G, H dostaneme prirozenym zpusobem jako podgrupy G x H. JednoduSe vidime, Ze
G ~ G x {e} < G x H; sta¢i ndm ztotoznit kazdy prvek g grupy G s prvkem (g,e) grupy G x H.
Obdobné muzeme vidét, ze H je izomorfni podgrupé {e} x H. Oznaéme tyto podgrupy jako G, H.
Neni tézké ukazat, ze se jednd dokonce o normaélni podgrupy G x H — muzete si to zkusit jako
cviceni:

Cviceni 9. Necht G, H jsou grupy. Pak GiH jsou normalni podgrupy G x H.

Navic vidime, 7e plati GN H = {(e,e)} a GH = G x H. Pro¢ to tu ale tak dlouho rozebirame?
Ukazeme, ze plati i v jistém smyslu opacné tvrzeni. Zatim jsme se totiz na problém koukali jen jako
na sklddani mensich grup, ale bylo by fajn, kdybychom zvladli nékdy i o n&jaké vétsi grupé zjistit,
ze je izomorfni direktnimu souéinu néjakych mensich. A k tomu se ndm bude hodit néasledujici
tvrzeni:

Tvrzeni. Necht G je grupa a K, H dvé jeji normalni podgrupy takové, ze KNH = {e}, KH = G.
Pak G ~ K x H.

Dikaz. Vime, ze KH = G. Kazdy prvek g € G miZeme tedy zapsat jako g = kh, kde k € K, h €
H. Dokézeme nejdiive, Ze je tento zapis jednoznaény. Necht g = kihy = kaho; pak ky “k1 = hahp L
Na levé strané je prvek podgrupy K, na pravé podgrupy H — jediny prvek lezici v obou podgrupéach
je ale e. Takze nutné k;lkl —e = Iwhl_l7 z ¢ehoz dostavame ko2 = ki,ha = hi. Proto je tento
zapis skutecné jednoznacny.

Uvazujme nyni zobrazeni ¢ : K X H — G takové, ze ¢((k,h)) = kh. Radi bychom ukézali, Ze je
toto zobrazeni izomorfismus. Jisté se jedné o zobrazeni na, nebot G = K H, a z pfedchoziho odstavce
plyne, Ze je i prosté. Stac¢i nam tedy ukazat, Ze se jednd o homomorfismus. Uvazme libovolné dva
prvky (k1,h1), (k2,h2) grupy K x H. Potom ¢((k1,h1)(k2,h2)) = @o((kika, h1h2)) = kikahiha,
zatimeco ¢((k1, h1))e((k2, h2)) = kihikaho. Chceme tedy ukdzat, ze k1kahi1ha = ki1hikaha. To lze
prepsat jako kohi = h1ka2 neboli kah1 k;lhfl = e. Ukazeme-li, zZe vyraz na levé strané patii do H
ido K, vime uz, ze se nutné musi rovnat e. Jelikoz je H normélni, dostaneme konjugaci A1 prvkem
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ko prvek z H a vynasobenim prvkem hfl znovu prvek z H. Obdobné z normality K méme, ze
hlkglhfl € K, takze i k’Q(hlk’;lhfl) € K, jak jsme chtéli ukazat. Dokazali jsme tedy, ze je ¢
homomorfismus, a tim i izomorfismus.

Cviceni 10. Ukazte, ze grupa Q* vSech racionélnich ¢isel kromé nuly s nasobenim je izomorfni
direktnimu soucinu Qi X Zz, kde Qi je grupa vsech kladnych racionalnich ¢isel s nasobenim.

Cvigeni 11. Necht G, H jsou grupy. Pak G ~ (G x H)/H a podobné H ~ (G x H)/G.

Cinska zbytkové véta

Cinské zbytkova véta je tvrzeni z teorie ¢isel, které se tyka situace, kdy mame n po dvou nesoudél-
nych ¢isel my, ..., my a pro zkoumané ¢islo m zname zbytek po déleni kazdym z téchto ¢isel. Tim
je totiz jednoznacné urceny zbytek &isla m po déleni jejich soucinem mj -+ my. (A samozfejmé
také naopak — tento zbytek jednoznac¢né urcuje zbytky po déleni jednotlivymi éiniteli.) Podivame
se na tuto vétu z pohledu teorie grup.

Tvrzeni. Necht mi,ma,...,my jsou po dvou nesoudélnd prirozena éisla. Pak Zmims-.-m, =
Ly X Ly X -+ X L, -

Diikaz. Oznatme G = Zmq X Zimg X -+ X Lm,, . Uvazme zobrazeni ¢ : Z — G, které ¢islu a € Z
pfifadi n-tici (r1,7r2,...,7n) € G, kde r; je zbytek a po déleni m;. Je lehce vidét, ze se jedna
o homomorfismus.

Jaké je jeho jadro? Aby se celé ¢islo zobrazilo na neutralni prvek v G, musi byt délitelné vSemi
¢isly m;. Jelikoz jsou po dvou nesoudélnd, nevyskytuje se zadné prvocislo v rozkladu vice nez
jednoho z nich. Pokud tedy chceme, aby bylo a délitelné vSemi z nich, musi byt délitelné jejich
soucinem. A také naopak — kdyz je a délitelné jejich soudinem, tak se zobrazi na identitu. Takze
jadro ¢ je cyklickd podgrupa generovand mims - - - mp, kterou oznacme K.

Z prvni véty o izomorfismu plati Z/K ~ Im . Ale v prvnim dilu jsme si pfimo definovali grupu
Zn jako faktorgrupu Z podle podgrupy generované n. Takze Z/K = Zm,msy---m,. Mame tedy
izomorfismus mezi Zm,my---m, @ Imyp, coz je podgrupa G. Jedna se o dvé konecné grupy, takze
Zmyms---my, @ Ime museji mit stejné prvka. To ale znamend, ze Im ¢ musi byt celé G (protoze
Zmymg---m, 1 G maji myma - --my prvka). Tim je tvrzeni dokazano.

Homomorfismus ¢ z dtikazu ma obraz celé Z.,; X Zmy X -+ X Zm,, a na kazdy prvek z této
grupy zobrazuje pravé jeden koset podgrupy K v Z. Ale z toho jiz plyne Cinské zbytkova véta,
nebot v jednom kosetu jsou pravé vsechna celd ¢isla, ktera davaji po déleni mimsa - - - m,, stejny
zbytek.

Konecné grupy

Ve zbytku druhého dilu se zaméfime na konecné grupy a ukadzeme si né€kolik tvrzeni, kterd nam
tikaji, co vSechno takové grupy museji spliiovat. O struktufe malych grup je toho znamo spoustu.
Vi se tfeba, jak vypadaji az na izomorfismus vSechny grupy az do fadu 2047. Kdyz tedy v praxi
narazime na néjakou grupu fadu n, miazeme i vyluéovacim zpusobem zjistit, s jakou zndmou grupou
je izomorfni.

Pokud bychom chtéli hloup€ najit vSechny mozné grupy, tak by nam to zabralo hrozné moc
Casu. Grupa je urcena svou multiplikativni tabulkou a nejjednodussi odhad na pocet grup fadu
n je tudiz ™. To je jiz pro dost mald n obrovské cislo, které bychom sice mohli diky svym
znalostem o dost zmensit, ale stejné€ se nejedné o zadnou lehkou praci. Hledat takové grupy tedy
nemuzeme ani pomoci pocitace uplné hloupé. V silach tohoto seridlu by bylo klasifikovat vsechny
grupy radu nejvyse 15, ale i to by zabralo spoustu Casu, takze to nebudeme délat. Misto toho si
ukézeme néjaké priklady vét a myslenek, které se pii hledani vsech moznych grup pouzivaji. Tyto
véty nejsou uziteéné jen ke klasifikaci koneénych grup, také nadm dévaji lepsi nahled na to, co se
v grupé vlastné muze dit.
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Zacneme kratkym tvrzenim, které uz ndm samo o sobé da vycet vSech grup fadu n pro nekonecéné
mnoho raznych n.

Tvrzeni. Pokud G je grupa prvociselného radu p, pak G ~ Zy.

Dikaz. Jelikoz ma G alespon dva prvky, existuje prvek, ktery neni neutrdlni. Jaky muze mit tento
prvek fad? Jeho fad musi podle Lagrangeovy véty z prvniho dilu délit p. Protoze se nejedné o ne-
utralni prvek, musi fad navic byt vétsi nez jedna. Proto je roven p. Cyklickd podgrupa generovana
timto prvkem mé tedy p ruznych prvka a jedna se pfimo o G. Grupa G je tedy cyklicka, a proto
izomorfni s Zy.

Pro grupy, které nemaji prvociselny rad, situace tak lehkd neni. V predchozim dikazu jsme
pouzili Lagrangeovu vétu. Pii pohledu na jeji znéni bychom si mohli polozit otazku: ,,Uz vime, ze
tad kazdé podgrupy déli fad puvodni grupy G; plati ale také, ze pro kazdy délitel fadu grupy G
existuje néjakd podgrupa takového rfadu?“ Bohuzel se ukazuje, ze svét neni tak krasny, aby tato
véta platila.

Cviceni 12. Ukazte, ze alternujici grupa A4 (grupa fddu 12) nemé zadnou podgrupu fadu 6.
(Nebo si muzete najit jiny vlastni protipfiklad.)

Obecné tvrzeni tedy neplati. Plati ale alespon néjaka jeho ¢ast? Co kdybychom se tfeba omezili
na prvociselné délitele? Existuje pro kazdé prvocislo p, které déli fad grupy, podgrupa s fadem p?
Uz jsme ukéazali, ze kazda takova podgrupa by musela byt cyklicka. Platnost tohoto tvrzeni nyni
ukédzeme tim, ze najdeme v grupé G prvek Fadu p, ktery bude hledanou podgrupu generovat.

Véta. (Cauchyho) Necht G je konec¢nd grupa a p prvocislo, které déli rdd G. Pak existuje a € G,
jehoz rad je roven p.

Dikaz. Uvazme mnozinu X vSech uspofaddanych p-tic (ai,as2,...,ap) prvkd z G takovych, ze
ajaz - -+ ap = e. Tato mnozina ma |G|P~! prvki, nebot prvnich p— 1 slozek miizeme zvolit libovoln&
a pro posledni mame potom vzdy pravé jednu moznost, jak ji zvolit, aby soucin vSech byl neutralni
prvek. Pro¢ si vybirdme takhle divnou mnozinu? Budeme chtit ukazat, ze v ni lezi néjaka p-tice,
ktera mé vsechny prvky stejné a rtizné od e. Pak fad tohoto prvku musi délit p, ale pfitom nemuze
byt roven jedné. A to je presné to, co chceme dokazat.

Uvazme nyni nasledujici akci o grupy Zp na této mnoziné. Prvek g € {0,...,p — 1} bude
plisobit jako jakasi rotace slozek: ag((a1,...,ap)) = (a14g,---,ap+g), kde dodefinujeme pfirozené
apti = a; pro kazdé i > 1. Ovéime, zZe se skutecné jednad o akci. Nejdfive neni viibec jasné, zda
pro kazdé g € G obraz kazdého prvku X znovu lezi v X, neni ale tézké to ukazat. Pokud plati
aiaz---ap = e, pak vynasobenim al_l zleva a a1 zprava ziskame as - - - apa; = al_lal = e. Obdobné
muzeme pokracovat dal a ukazat pro vSechny ,orotované“ p-tice, ze opravdu lezi v X.

Musime jesté ovérit, ze o je skutecné homomorfismus z G do Sx. Tedy, ze pro kazdé g,h € Zj
plati agoay, = agp. Prolibovolné (a1, ...,ap) € X mame (agoay) ((at,...,ap)) = ag ((a14h,---,
apth)) = (@14htgs - s Gprhtg) = 0gtn ((a1,...,ap)), jak jsme chtéli ukdzat.

Vime tedy, Ze je a skutecné akce. Prozkoumejme nyni jeji orbity. Pro velikost orbity prvku

a = (ai1,...,ap) mame |O(a)| = \%‘le = ﬁ. Proto |O(a)| = p nebo |O(a)| = 1. Jak ale vypadaji
p-tice, které maji orbitu o velikosti jedna? Kazdé g € Z;, je musi nechat na misté, takze museji
mit nutné vechny prvky stejné. A také naopak — pokud ma p-tice z X vSechny prvky stejné, pak
jeji orbita bude mit velikost jedna. Soucet velikosti vSech orbit je délitelny p, takze i pocet orbit
o velikosti jedna musi byt délitelny p (p dé&li vSechny ostatni orbity). Aspon jedna orbita velikosti
jedna existuje — orbita prvku (e,...,e), ktery zfejmé lezi v X. Proto jich musi existovat alespori
p, a musi tedy existovat n&jaké g # e takové, ze (g,...,g) € X. Takovy prvek bude mit ¥ad p, jak

jsme si uz zduvodnili v prvnim odstavci.

Obecné plati, ze pokud n | |G| a n je mocnina nékterého prvoéisla, pak v G existuje podgrupa
fadu n.2! Podgrupy jinych fadt sice grupa mit miize, ale u vSech to platit nemusi. Vidime ted, ze

21V serialu ale ukazeme jen, ze takova podgrupa existuje, kdyz je n nejvétsi mocninou prvoéisla,
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protipfiklad pro neexistenci podgrup vsech , ptripustnych® fadua z predeslého cviceni byl nejmensi
mozny — zadné prirozené ¢islo mensi nez 12 neobsahuje vlastniho délitele, ktery by nebyl mocninou
néjakého prvodisla.

Ve zbytku tohoto dilu si dokdzeme dalsi stfipek mozaiky — ukazeme, Ze pokud « je nejvétsi
mocnina p v prvodiselném rozkladu |G|, pak G obsahuje podgrupu Fadu p®. Pfitom si o tako-
vych podgrupach fekneme i néco vic. Zakladni véty o téchto podgrupach se jmenuji po norském
matematiku Sylowovi.

Sylowovy véty

Definice. Podgrupu H kone¢né grupy G nazveme sylowouvskou p-podgrupou, pokud je jeji fad
mocnina?? prvoéisla p a neexistuje zadnéd jind podgrupa G s faddem mocniny p, kterd ji celou
obsahuje.

Tvrzeni. Méjme konec¢nou grupu G a prvocislo p, které déli jeji Fad. Pak existuje netrividlni
sylowovska p-podgrupa.

Dikaz. Z Cauchyho véty vime, Ze existuje podgrupa G s fadem p. Vezméme nyni ze vSech podgrup,
jejichz fad je mocninou prvocisla p, tu s nejvétsim fddem a oznac¢me ji P. Tato podgrupa je
sylowovskou p-podgrupou, nebot pokud by jind podgrupa s fddem mocniny p celou P obsahovala,
pak bychom vybrali misto P ji.

Véta. (Sylowovy véty) Necht G je konec¢na grupa, p prvocislo, které déli jeji fad, a np pocet jejich
sylowovskych p-podgrup. Pak plati nasledujici:

(1) Pro kazdé dvé sylowovské p-podgrupy P, Q existuje prvek g € G takovy, e gPg~ ' = Q;
(2) p|np — 1 a zdroveni np, | |G[;
(3) kazdé sylowovské p-podgrupa ma fad p*, kde p* je nejvétsi mocnina p, ktera déli |G|.

Podgrupy, pro které plati podminka z prvni ¢asti tvrzeni, nazyvame konjugované v G. Z toho,
%e zobrazeni h +— ghg~! je (vnitini) automorfismus, plyne, Ze P a Q museji byt izomorfni. Ukazeme
si nejdiive na prikladu, co si pod uvedenymi pojmy a skuteCnostmi muzeme predstavit.

Priklad. Necht S, je symetrickd grupa na p prvcich, kde p je prvoéislo. Radi bychom nasli jeji
sylowovské p-podgrupy. Rad G je roven p!. Nejvétsi mocnina p, kterd déli tento ¥ad, je pravé p.
Kazd4 podgrupa s fadem p musi byt cyklicka. O jaké podgrupy se jednd? Rad permutace je roven
nejmensimu spoleénému nasobku délek jejich cykl,?? takze jediné permutace Fadu p jsou ty, kde
se nachazi pouze jediny cyklus, a to délky p. Pravé podgrupy generované néjakym takovym prvkem
budou tedy sylowovskymi p-podgrupami.

Ovérime, ze pro né opravdu plati zformulované tvrzeni. Pokud vezmeme dvé takové podgrupy
P, Q a né&jaké jejich generatory m, o, pak diky stejné cyklové struktufe nutné existuje néjaka
permutace v takova, ze mp~! = . Vynasobenim této rovnosti i-krat dostavame yriyp~1 = ot.
Takze 1) opravdu konjugaci zobrazuje prvky z P pravé na prvky z @Q — podgrupy P, Q jsou tedy
v Sp konjugované.

Kolik jich je? Mame p! zpusob, jak za sebe napsat ¢isla 1 az p, ale kazdy cyklus takto dostaneme
v p riznych otocenich. Takze cyklu o délce p existuje (p — 1)!. Navic kazd4 sylowovska p-podgrupa
obsahuje identitu a p — 1 takovych cykla. Kazdy z téchto cykla generuje celou podgrupu, a nemuze

proto patfit ani do zaddné jiné. VSechny cykly generuji tedy dohromady jen n, = % =(p—-2)!

ktera déli |G|. Potom by jiz stacilo pouze ukazat, Zze pokud mé grupa f4d mocniny prvodéisla, pak
uz obsahuje podgrupy vsech radu, které ho déli. To neni o nic tézsi nez zbylé dikazy v seridlu,
zabyvat se tim jiz ale nebudeme.

22Mocninou prvoéisla p myslime libovolné éislo ve tvaru p”, kde n je celé nezaporné.

23To si muzete rozmyslet jako snadné cvideni.
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podgrup. Z Wilsonovy véty plati v grupé Zy identita (p — 1)! = p — 1, z niz vyndsobenim (p — 1)1t
dostavame (p — 2)! = 1. Takze skuteéné p | np, — 1. Navic zfejmé np, | |Sp|, nebot (p — 2)! | pl.

Posledni éast tvrzeni je uz ziejma. Nejvétsi mocnina p, kterd déli p!, je totiz p! a nami popisované
podgrupy maji pfesné tento rad.

Priedtim, nez se pustime do samotného dikazu, zminme jesté jedno zajimavé tvrzeni plynouci
ze Sylowovych vét.

Tvrzeni. Necht G je konecna grupa a p prvocislo, které déli jeji rad. Pak sylowovska p-podgrupa
P je normalni v G prave tehdy, kdyz je jedina.

Diikaz. Pokud je P v G normalni, tak pro viechna g € G plati gPg~! = P. Nemiize tedy existovat

zadna dalsi sylowovska p-podgrupa, protoze by nebyla s P konjugovana.

Pokud naopak P v G normalni neni, existuje néjaké g € G takové, ze gPg~! # P. Ozna¢me
Q = gPg~1. Jedna se o grupu stejného ¥adu, nebot konjugace prvkem g d4vé vnitini automorfismus
G. Podle tfeti ¢asti Sylowovych vét ma také fad nejveétsi mocniny p, kterd déli rad G, takze je také
sylowovska. Nasli jsme tedy dalsi sylowovskou p-podgrupu, a tim ukazali, Ze jedina sylowovska
p-podgrupa existuje opravdu pouze tehdy, kdyz je norméalni v G.

Dokazme si nyni postupné vSechna tfi tvrzeni ze Sylowovych vét. Nenechte se vydésit délkou
tohoto diikkazu. Mohli bychom ho napsat kratsi — pouziva se v ném ale nékolik originalnich myslenek,
které jsme pro (snad) lepsi pochopeni rozepsali vice.

Diikaz. Necht X je mnozina vSech podgrup grupy G. Grupu G nechame na tuto mnozinu ptisobit
konjugaci. Oznaéme tuto akci o; pro libovolné g € G a H € X tedy bude ag(H) = gHg~!. (To, ze
je a skutecné akci, jsme jiz zminili dfive.)

Nasi metou bude ukézat, Ze vSechny sylowovské p-podgrupy lezi v jedné orbité této akce. To
je presné to, co chceme, nebot pokud lezi dvé podgrupy H, K ve stejné orbité, tak existuje néjaké
g € G takové, ze ag(H) = K. Jinymi slovy jsou tyto dvé grupy v G konjugované. K tomuto cili
budeme smétovat v nasledujicich asi sedmi odstavcich.

Jiz vime, Ze né€jaka sylowovska p-podgrupa existuje, vyberme si tedy libovolnou z nich a ozna¢me
ji P. Orbitu O(P) akce a ozna¢me O. V O budou jisté pouze sylowovské p-podgrupy. Piedpokla-
dejme totiz pro spor, ze by néjakd R € O sylowovskd nebyla — tedy, ze by pro néjakou R € O
existovala vétsi podgrupa V' s fddem mocniny p, kterd by R obsahovala. Jelikoz P, R lezi ve stejné
orbité akce «, existuje g € G takové, ze ay(R) = P. Potom ale ag(V') je podgrupa s fddem mocniny
p vétsim nez fad P, kterd obsahuje P. To je ve sporu s tim, Ze je P sylowovska.

Vezméme nyni libovolnou dal§i?* sylowovskou p-podgrupu @ a ukazme, ze Q lezi v O. K tomu
definujeme dalsi akci 3. Tentokrat ptjde o akci grupy @ konjugaci na mnoziné O. Pro kazdé q € Q
a R € O tedy definujeme B4(R) = qRg~!. Tato akce vypada na prvni pohled hrozné divné a neni
vibec jasné, zda je dobie definovand. U a nadm stacilo ovérit, ze obraz podgrupy v konjugaci je
znovu podgrupa. Zde ale mame jen nékolik podgrup, takze musime nejd¥ive Fict, ze Bq(R) vzdy lezi
v O.Pro g € Q a R € O se ale 8 chova Gplné stejné jako a, tj. B4(R) = aq(R). Navic O je orbita
akce a, takze skutecné B4(R) = aq(R) € O pro viechna g € Q a R € O. To, Ze je 8 homomorfismus,
by se ovérilo uplné stejné jako u normalni konjugace.

Zatim to vypada, ze jen definujeme ¢im dal tim divnéjsi véci a konec dukazu je v nedohlednu.
Neni tomu ale tak. Nyni ndm uZ jen stali spocitat poéet prvka v O. Ukdzeme, ze p | |O] — 1 a
zaroverni ze pokud by @ ¢ O, pak by |O| bylo délitelné p; z toho uz bude jasné, ze nutné Q € O.

Akce 8 méa dovoleno piuisobit pouze nékterymi prvky, muze se tedy stat, ze O se rozpadne na
vice orbit vzhledem k akci 3, protoze ta g € G, kterd podgrupy v O ,spojovala“, v Q nebudou. Jak
velké budou orbity akce 57 Kdyz jsme si definovali akce, dokazali jsme, ze velikost orbity obsahujici
prvek a je rovna indexu stabilizatoru tohoto prvku v grupé, kterou ptusobime. Takze velikost orbity
je rovna fadu této grupy déleného nééim. Rad Q je ale mocnina p, tim padem i velikost kazdé
orbity musi byt mocnina prvoéisla — je tedy bud délitelnd p, nebo rovna 1. Provéiime nyni, kdy se

24Muze ale byt i Q = P.
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muze stat, Ze je rovna jedné. Ukazeme, Ze pokud Q € O, stane se to pravé jednou, a pokud Q ¢ O,
nestane se to nikdy.

Predpokladejme tedy, ze existuje néjakd R € O takova, ze je v orbité sama. To znamena, ze
qRq™! = R pro viechna ¢ € Q. Pozdéji dokdzeme, ze potom kazdé q € Q nutné lezi v R. Véite
nam ale na chvili, ze toto opravdu plati.

Pak dostavame, ze je Q podgrupa R. Pokud by R # Q, pak by R byla vétsi podgrupa nez Q
s fddem mocniny prvoéisla, kterd @QQ obsahuje. Takova ale nemtiZe existovat, nebot je Q sylowovska.
Musi tedy byt R = Q. Na druhé strang, plati-li R = Q, pak ziejmé qRqg~! = R pro vsechna
ge R=Q.

Orbita velikosti jedna vznikne tedy pravé tehdy, kdyz je @Q € O, a v tom pripadé bude pouze
jedna. Vsimnéme si nyni, ze puvodni sylowovska podgrupa P v O lezi. Pokud zvolime QQ = P,
bude v O jedna orbita velikosti jedna a velikosti vSech zbylych budou délitelné p. Dostaneme tedy
p | |O] — 1. Pokud by nyni existovala @ ¢ O, tak by platilo také p | |O|, coz uz nelze. (Pak by
muselo p délit i rozdil t&chto dvou &isel, coz je jedna.)

A7 na jedno preskocené tvrzeni jsme tedy ukazali, Zze kazdé dvé sylowovské p-podgrupy jsou
v G konjugované (vSechny lezi ve stejné orbité) a ze plati p | |O| — 1. Ale |O| je rovno poctu vSech
sylowovskych p-podgrup np. Dostali jsme tedy p | np — 1. V dikazu zbytku se bohuzel neobejdeme
bez jednoho nového pojmu a par technickych lemmat. Slibujeme ale, Zze uz nic nebude tak dlouhé.

Normalizatory

Definice. UvaZzujme opét akci o grupy G na mnoziné jejich podgrup definovanou jako ay4(R) =
gRg ™! pro véechna R < G a g € G. To ndm umoziuje pro kazdou grupu G a jeji podgrupu P defi-
novat normalizdtor podgrupy P v grupé G jako stabilizator P vzhledem k této akci. Normalizator
je tedy podgrupou G a budeme ho znaéit Ng(P).

Normalizator neni tedy nic exoti¢téjsiho nez stabilizator v jedné konkrétni akci. Z jeho pojme-
novani muzeme odtusit, ze by mohl mit néco spole¢ného s normalitou. A opravdu maé:
Cviceni 13. Podgrupa P grupy G je normalni pravé tehdy, kdyz Ng(P) = G.

Cviéeni 14. Necht G je grupa a H jeji podgrupa. Pak H < Ng(H).

Na normalizator podgrupy H se tudiz muZzeme divat i jako na nejvétsi podgrupu, ve které je H
normalni. Re¢ené vlastnosti normalizatoru nyni aplikujeme v ditkazu Sylowovych vét.

Lemma. Necht G je konec¢nd grupa a P jeji sylowovskd p-podgrupa. Pak p{[Ng(P) : P].

Dikaz.  Jiz vime, ze P <] Ng(P). Uvazme tedy faktorgrupu H = Ng(P)/P. Pfedpokladejme pro
spor, ze p déli index grupy P v Ng(P) — tedy, Ze déli ¥4d H. Podle Cauchyho véty pak existuje
n&jaky prvek fadu p v H. Ozna¢me ho aP, kde a je néjaky prvek Ng(P) nelezici v P (jinak by
mél koset aP = P iad jedna). Ukdzeme, ze kdyz do P ,pfidame“ tento prvek a, dostaneme vétsi
podgrupu s fddem mocniny p. Forméalné definujme podgrupu @ generovanou mnozinou P U a.
Dokéazeme, ze ma tato grupa p - |P| prvki.

Podgrupa Q je uzaviend na grupové operace. Nachazi se v ni a i celd grupa P. Proto tam musi
lezet i prvky ze vsech kosetl tvaru a*P, kde i € {0,1,...,p — 1}. Koset aP m4 fad p — tim padem
jsou v8echny takové kosety rtizné a mame p|P| prvku, které musi lezet v Q. UkadZzeme, ze vznikld
mnozina uz je uzaviend na grupové operace. Neutralni prvek v ni lezi, protoze ten lezi uz v P.
Pokud jsou g,h € Q, tak g € a*P a h € a’ P pro né&jaka 4,j € {0,1,...,p — 1}. Inverzni prvek ke g
tedy lezi v aP~*P C Q a stejné tak gh € a**/P C Q. Tim padem je Q podgrupa, ktera ma pocet
prvkl rovny mocniné p, obsahuje P a je vétsi nez P. To je ale ve sporu se skutecnosti, ze je P
sylowovska p-podgrupa. Tim je dikaz lemmatu dokoncen.

Dikaz preskocCeného tvrzeni pofad chybi, ale pokud si na néj vydrzime jesté chvili pockat,
ukézeme jiz celkem jednoduse, ze Ffad sylowovské p-podgrupy je skuteéné ten nejvétsi mozny:
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Jelikoz je velikost orbity rovna indexu stabilizatoru libovolného jejiho prvku a stabilizator
v konjugaci podgrup je normalizitor, plati [G : Ng(P)] = |O|. Déle vime, ze p t [Ng(P) : P].

v . I . . . ‘oz 1G] _ |G| I[N (P)|
Pro konecné grupy je index roven podilu velikosti. Proto dostavame Pl = NaP) 1Pl

[G : Ng(P)] - [Ng(P) : P] = |O|[Ng(P) : P]. Ani jeden z ¢initeldts vpravo neni délitelny p (vime,
ze p | |O] — 1), takze |P| musi byt délitelné stejnou mocninou p jako |G|. Protoze navic vime, ze
|O| = np, dostadvame z uvedené rovnosti i dalsi pozadované tvrzeni: n, | |G|. A to je vSe, co jsme
chtéli dokazat.

K dokoncéeni nam tedy staci jiz jen dikaz onoho neustéle preskakovaného tvrzeni, které zformu-
lujeme jako nasledujici lemma:

Lemma. Necht G je kone¢nd grupa a p prvocislo, které déli jeji iad. Dale at R je sylowovska
p-podgrupa. Pokud mé q € Ng(R) fdd mocniny p, pak q € R.

Je to presné to, co potfebujeme? V dikazu Sylowovych vét ptsobime sylowovskou p-podgrupou
Q konjugaci na dalsi sylowovskou p-podgrupu R. Vime dale, ze ¢gRg~! = R pro vSechna q € Q —
tedy @ lezi uvnitf normalizatoru Ng(R). Navic z Lagrangeovy véty vime, Ze Fad kazdého ¢ € Q
musi délit |Q|, coz je mocnina p. TakZze i f4d ¢ musi byt mocninou prvoéisla p.

Dikaz. Pro spor predpokladejme, ze ¢ ¢ R. Ve faktorgrupé Ng(R)/R neni tedy gR neutralnim
prvkem. Oznacime-li jeho fad r, vime tedy, ze » > 1. UkazZeme, ze r déli fad q v @, ktery oznacime
s. Muzeme psat s = kr + 1, kde k € Z, 1 € {0,1,...,r — 1}. Mame ¢° = e, tedy ¢° € R a nutné
(gR)® = R. Ale i (qR)*" = ((¢R)")* = R* = R, takie (¢R)! = (¢R)*~*" = RR~! = R. Pokud
[ > 0, byli bychom ve sporu s tim, ze ma gR fad r. Proto [ = 0.

Rad r prvku gR v grupé Ng(R)/R je tedy délitelem fadu q v Q, coz je mocnina prvoéisla p.
Jelikoz r > 1, musi tim pddem p délit r. Vime tedy, Ze p déli fad qR € Ng(R)/R, a z Lagrangeovy
véty proto plyne, ze p dé&li i |[Ng(R)/R|. To je ale ve sporu s predeslym lemmatem.

Tim je dikaz Sylowovych vét konecné dokoncen. Vsimnéte si, ze v dikazu posledniho lemmatu
jsme vyuzili jen vlastnosti normalizatoru, rozhodné ne néco ze Sylowovych vét — to je dulezité,
jinak by totiz Slo o dikaz kruhem.

Sylowovy véty atoCi

Chvilku to trvalo, ale nyni se uz mizeme pustit do vyuzivani Sylowovych vét na konkrétni pripady.
Pokud si vérite, mizete si zkusit néasledujici piiklad sami.

Piiklad. Neexistuje zddna jednoduchd grupa radu 12.

Dukaz. Chceme ukazat, ze kazdd dvanéctiprvkova grupa ma néjakou normélni podgrupu. Jak to
muzeme udélat bez toho, abychom se divali na vSechny takové grupy? Pomoci Sylowovych vét! Staci
nam ukazat, ze vzdy existuje pouze jedna sylowovska 2-podgrupa nebo pouze jedna sylowovska 3-
podgrupa.

Kolik muze byt sylowovskych 3-podgrup? Trojka musi délit jejich poCet zmenseny o jedna a
navic jejich pocéet musi délit dvanactku. Muze se tedy jednat pouze o pfirozend ¢isla mensi nez 12
a z téch témto podminkdam vyhovuje pouze 1 a 4. Pokud n3 = 1, tak mame hotovo — sylowovska
3-podgrupa bude normalni, a protoze méa fad 3, bude také vlastni. Zbyva nam tedy vySetfit jiz jen
piipad n3 = 4.

V tomto pripadé ukadzeme, Ze existuje pouze jedna sylowovskéd 2-podgrupa. Kazda ze Ctyt sy-
lowovskych 3-podgrup ma ¥ad 3. Obsahuje identitu a dalsi dva prvky, které museji mit ¥ad 3. Zadné
dvé z téchto podgrup nemohou mit netrividlni prinik, nebot kazdy jiny prvek je generdtorem dané
podgrupy, takze by nam vysly dvé stejné. V grupé tedy existuje alespon 8 prvki fadu 3. Sylowovska
2-podgrupa ma rad nejvétsi mocniny dvojky, kterda déli dvanact — tedy 4. Nemuze ale obsahovat
zadny z prvkia fadu 3 — to by bylo ve sporu s Lagrangeovou vétou. Musi tedy obsahovat pravé ty
Ctyfi zbyvajici prvky, a proto je pouze jedna. Takze je normalni a vlastni — ani v tomto ptipadé
nedostaneme jednoduchou grupu.
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Toto vyuziti bylo velmi specifické. Stejny nastroj ale miuzeme pouzit i na nékteré nekonec¢né
t¥idy. Ukazali jsme si jiz, jak vypadaji vSechny grupy prvociselného fadu. Dalsim krokem by tieba
mohlo byt zkoumaéani, jak vypadaji grupy, jejichz fad je souc¢inem dvou ruznych prvocisel.

Tvrzeni. Necht G je grupa fadu pq, kde p < q jsou prvocisla a ptq — 1. Pak jiz G ~ qu.25

Dikaz. Nejdiive ukadzeme, ze np, = ng = 1. Vime ze Sylowovych vét, Ze np | pg i ng | pg. Jsou
ale jen Ctyfi ruznd pfirozena Cisla, ktera déli pg, a to 1,p, q, pq. Dale ze Sylowovych vét vime, ze
ng = kq+ 1 pro néjaké nezaporné celé k. Toto cislo neni nikdy délitelné g, takze ndm nemtze vyjit
q ani pg. Navic ng = 1 nebo ng > g+1 > q > p, takze nemiize vyjit ani p a musi byt nutné nqy = 1.
Stejné tak dostaneme, Ze np neni p ani pg. Pokud by bylo np = g, tak Ip + 1 = ¢ pro néjaké I.
Z toho ale plyne, Ze p | ¢ — 1, coz jsme si v pfedpokladu zakézali. Musi proto nutné byt i n, = 1.

Sylowovska p-podgrupa i g-podgrupa jsou tedy normalni — ozna¢me je P, Q. Maji prvodéiselny
fad, takze musi byt nutné P ~ Z,,Q ~ Z4. Pokud ukazeme, ze PN Q = {e} a zarovenn PQ = G,
dostaneme jiz z véty o direktnim soucinu, ze G ~ P X Q ~ Zp X Zq. A o té grupé jsme si jiz dokazali,
ze je izomorfni Zpq.

Pro¢ PN Q = {e}? VSechny prvky P kromé neutrélniho maji ¥ad p v G. Stejné tak v grupé Q
maji fad q # p. Zadné se tedy nemohou rovnat.

Ozna¢me a néjaky generator grupy P, b generdtor grupy @ (generatory existuji, protoze jsou
P, Q cyklické). Ukazeme, ze G = {a’7}, kde 0 < i < p, 0 < j < q. Popsali jsme pq vyrazi;
abychom dokéazali, ze nam takto vyjdou vSechny prvky G, sta¢i ndm ukazat, ze se zddné dva rtzné
nerovnaji. Necht tedy a’1b/1 = a’2b72. Pak vynasobenim b~J1 zprava a a2 zleva dostavame
a~2¢"1 = bi2b~—J1, Cislo vlevo pati do podgrupy P, ¢&islo vpravo do Q. Jelikoz maji pouze trivialni
prunik, tak se nutné obé strany rovnaji e. Tim padem i2 = i1, j2 = j1, neboli dva prvky se rovnaji
pouze tehdy, maji-li aplné stejné vyjadreni.

Konecné do PQ patii jisté vsechny prvky v tomto tvaru, takze G je ¢éasti PQ. Ale zadné dalsi
prvky dostat nemizeme. Nutné tedy PQ) = G a mame hotovo.

Sylowovy véty tedy davaji takovy ciselnéteoreticky vhled do konecénych grup. Velmi elegant-
nim zpusobem totiz postuluji pomérné silné podminky, které musi struktura konecné grupy dané
muzeme pomoci nich dokazat spoustu véci, které by bez nich byly velice obtizné. Dokazete si tieba
predstavit, jak byste se snazili dokazat minulé tvrzeni bez jejich znalosti?

Tim jsme diukladné prozkoumali symetrie a nékteré konecné objekty. Za dvefmi ale zatim lezi
obrovsky svét téch nekonecnych, které jsou neméné zajimavé, komplikované i uzitecné. Tésme se
na né.

25Grupy, jejichz fad je soudinem dvou rtznych prvodisel, se daji popsat i bez dodateénych
predpokladii, museli bychom ale vybudovat jesté dalsi nastroje, jako je naptiklad semidirektni
soucin grup. V takovych pripadech navic mohou existovat i grupy neizomorfni Zp, — jako tfeba
Doyg.
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Navody ke cvicenim

1. Grupa G je abelovska pravé tehdy, kdyz pro libovolné g, h € G plati gh = hg, coz je ekviva-
lentni faktu, Ze pro vSechna g,h € G plati p4(h) = ghg~! = h, coz znamena, ze viechny vnitini
automorfismy odpovidaji identité. Tim jsme dokazali celou ekvivalenci.

2. At ¢4 € Inn(G), ¥ € Aut(G). Potom homomorfismus 4% ~1 libovolny prvek h € G posila
na prvek (g1 (h)g™1) = ¥(g9)h(x(g)) !, toto slozené zobrazeni tedy odpovidd homomorfismu
©y(g) € Inn(G). Takze Inn(G) I Aut(G).

3. Protoze pro libovolné o,7 € S, plati sign(ro7~!) = sign(7)sign(o)sign(r—!) a sign(r) =
sign(71), zachovava konjugovani paritu (tedy specialné zachovava sudost), takze A, je normalni.

Trochu stylovéji, A, = Ker(sign) v naSem zobrazeni sign : S, — {1, —1} a jadra jsou normalni.
4. Kazdy homomorfismus ¢ do {1, —1} je uréeny svym jadrem Ker ¢, které je normalni podgrupou
Sn. My si ale s pomoci jednoduchosti A, dokdZeme néco mnohem silnéjsiho, a sice, ze jediné
normalni podgrupy S, pro n > 5 jsou {e}, An a S, samotna.

Pro spor at K je normalni podgrupa takové Sy, ale je rtizna od téch jmenovanych. Protoze
prinik normalnich podgrup je také normalni, je pak i KN A, < Sy, je tedy normalni i v A,. Diky
jednoduchosti je proto K N A, bud A, nebo {e}.

Pokud je ale K N A, = A, mame z piedpokladu A,, < K < S,,. JenZe potom ST"‘ = |An| <
|K| < |Sn|. To ale neni mozné, nebot |K| potom nemuze byt délitelem |Sy,|.

Pokud je naopak KNA,, = {e}, musi K obsahovat kromé identity pouze liché permutace. Protoze
je ale normalni, s kazdou permutaci obsahuje i vSechny dalsi permutace z S, se stejnou cyklovou
strukturou. Jakmile je tedy K netrividlni a obsahuje néjakou lichou permutaci, diky podmince n > 5
urcité obsahuje alespon 4 prvky. Potom z ni ale lze vybrat dvé liché permutace 71, 72, které k sobé
nejsou inverzni. Jenze potom je mima € K, mim2 # e a koneéné sign(mym2) = sign(m1) sign(me) = 1,
coz je spor.

Grupy {e}, An a Sy, jsou tedy skute¢né veskeré normalni podgrupy Sy. To zéroven charakterizuje
obrazy vSech homomorfisma z S, podle prvni véty o izomorfismu. Netrividlni homomorfismus
Sn — {1, —1} musi byt na, proto jeho jadro musi mit v Sy, index 2. Toto jadro je tedy nutné rovno
An = Ker(sign), tedy sign je skutecné jediny takovy homomorfismus (protoze homomorfismy do
dvouprvkové grupy jsou jednozna¢né urcené svym jadrem).

5. Dva néhrdelniky tedy povazujeme za stejné, pokud na sebe jejich nakresleni 1ze prevést pomoci
né&jakych rotaci a reflexi. Uvazme proto akci grupy D3¢ na mnoziné vSech patnactithelnik obarve-
nych étyfmi barvami; téch je 41°. Identicka permutace fixuje viech 415 prvki. Rotace o k prvki pro
k nesoudélna s patnacti fixuji pouze ta étyfi nakresleni, kterd maji vSechny koralky stejné. Rotace
o 3k pak fixuje pfesné ty nahrdelniky, ve kterych se periodicky opakuje sekvence t¥i koralka2%; téch
je 43. Podobné rotace o 5k fixuje 4° nahrdelniki. Kazda z patnécti reflexi potom fixuje pravé ta
nakresleni, kterd jsou symetricka podle piislusné osy. Téch je 48.
Z Burnsideova lemmatu tudiz plyne

1
O:%(4l5+8-4+4-43+2-45+15-48),

coz se rovna hledanému poc¢tu riznych nahrdelniki.

6. Diky zadanym podminkdm je kazdé takové dlazdéni jednozna¢né urceno svym vzhledem na
pevném ctverci 9 x 9. Trochu lépe FeCeno, ¢tverecky, které se lisi v obou soufadnicich o nasobky 9,

miizeme povazovat za stejné. To nam dava 281 zptisobtl obarveni. Néktera obarveni ale povazujeme

za stejnd. Uvazme grupu G, jejiz prvky odpovidaji posunutim ¢&tvercové miizky o i € {0,1,...,8}
dopravaaoj € {0,1,...,8} nahoru (pozdé&ji se v seridlu dozvime, Ze se tato grupa jmenuje Zg X Zg).

260, ze nefixuje zadné jiné nahrdelniky, plyne z toho, Ze pét je prvoéislo.
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Grupa G mé 81 prvki. Identita fixuje vSech 28! nakresleni. Posunuti o ¢ nahoru a j doprava
pak muze fixovat pouze takova nakresleni, ve kterych se opakuje obdélnik s rozméry ¢ x j. Navic
se ale musi opakovat cely ¢tverec 9 x 9. Snadno proto vidime, Ze posunuti o ¢ nahoru a j doprava
fixuje pravé ta nakresleni, ve kterych se opakuje obdélnik s rozméry NSD(%,9) x NSD(3,9). Pocet
takovych fixovanych nakresleni tedy zavisi pouze na délitelnosti ¢isel 4, j ¢isly 3 a 9. To ndm dava
9 raznych ,druhid“ prvkid z G. Z Burnsideova lemmatu pak dostavame pocet orbit jako

6-6-21+6-2-2246-2-2246-2946-22+4+2.2.2%4+2.227 4 2.227 4 281,
coz muzeme upravit do prehlednéjsiho tvaru
23 | 98 | 913 | 929 4 981

7. Ctyfstén ma Sest hran, nejprve je tfeba urc¢it vhodnou podgrupu Sg. Podobné jako minule,
symetrie Ctyfsténu jsou urCeny permutacemi jeho ¢tyf vrcholt. Nékteré z nich ale prevraceji jeho
orientaci (podobné jako osové symetrie prevraceji orientaci trojuhelniki v roviné). Dva nepfimo
shodné (obarvené) Gtyfstény v prostoru ale pro nés stejné byt nemusi, takové permutace nas proto
nezajimaji. Jednou nepfimou symetrii je reflexe podle roviny uréené dvéma vrcholy a stifedem
protéjsi strany, ta odpovida transpozici v S4. Takové transpozice pfitom generuji celou Sy, snadno
tedy vidime, Ze pFipustné permutace vrcholt tvori dvanactiprvkovou grupu A4. My ale opét musime
najit, jaké grupé permutaci hran G < Sg tyto permutace vrcholi odpovidaji.
Po chvilce rozmysleni dostavame polyanom

1
Pg(z1, 22,23, 74,25, T6) = o (x$ + 823 + 32323) .

Dosazenim barevnych polynomi g; = a’ + b’ a roznasobenim dostavame polynom
Q(a,b) = a® + a®b + 2a%b? + 4a3b® + 2a2b* + ab® + bE.

Koeficienty tohoto polyanomu pak odpovidaji po¢tiim ¢tyfsténu s prislusnymi rozlozenimi barev —
celkem je jich 12, t¥i hrany od kazdé barvy maji 4 rizné Ctyfstény atd.

8. Staci ovéfit, ze je G’ X H' uzavien4 na vsechny grupové operace. Identita (e, €) zde lezi; soucin
(91, h1)(95, hh) = (9195, hihy) € G' x H'; (g1, h7) ' = (9171 i1 € G/ x H'.

9. Ukéazeme to pro G (pro druhy pfipad se dikaz provede analogicky). V minulém cviceni jsme si
jiz rozmysleli, Ze se jedné o podgrupy. Nyni tedy ukdZeme normalitu. Necht (g, h) je libovolny prvek
GxH a(go, e) libovolny prvek G. Pak (g, h)(go, e)(g7 1 h™1) = (990971, heh™1) = (ggog~ 1, €) € G,
takze skutecné G < G x H.

10. Zvolme H = Qi, K podgrupu generovanou prvkem —1 (obsahujici jen —1 a 1), kterd je
zfejmé izomorfni se Zs. Chceme ukazat, ze H x K ~ Q*. Podle predchozi véty nam k tomu staci,
7e HK = Q*X,HN K = {1}, H < Q*, K < Q*. Ale kazdé racionalni ¢islo kromé nuly dostaneme
jako soucin kladného racionalniho cisla s jednickou nebo minus jednickou; z Cisel 1, —1 je kladné
jen 1; podgrupy jsou normélni, jelikoz je grupa Q* abelovska.

11. VyfteSime pouze prvni ¢ast tvrzeni. Staci zvolit zobrazeni, které prvku g pfifadi koset (g, e)H.
O tomto zobrazeni se jednoduse ukaze, zZe se jednd o izomorfismus.

12. Rozmyslete si, ze grupa A4 obsahuje kromé identity t¥i permutace, které prohazuji dvé dvo-
jice raznych prvki, a osm trojcykla fixujicich zbyly prvek. Hledand podgrupa by méla mit index
dva, takze podle cviceni z predeslého dilu by méla byt normélni. Aspon jeden trojcyklus musi
obsahovat (jinak by méla maximdlné 4 prvky) — oznac¢me ho (abc) a posledni ¢islo necht je d.
Musi tedy obsahovat i (abc)? = (ach). Pokud konjugujeme tyto dva trojcykly postupné prvky A4
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(ab)(cd), (ac)(bd), (ad)(bc), dostaneme, zZe vSechny trojcykly musi lezet uvnitt nasi podgrupy. Troj-
cyklu je ale osm, coz je ve sporu s tim, ze méa podgrupa 6 prvki. Zadna podgrupa fadu 6 tedy
existovat nemuze. (Pokud pfijmeme v seridlu nedokazany fakt, Ze jsou grupy A, pro n > 5 jed-
noduché, tak dalsimi pfiklady mohou byt pravé vSechny takové A,,, protoze neobsahuji podgrupu
!
=)
13. Pokud Ng(P) = G, pak pro kazdé g € G plati gPg~! = P, co# je piesné definice normality.
Na druhé strané, pokud pro kazdé g € G plati gPg—! = P, pak kazdé g € G nechava P na misté
— tedy patfi do stabilizatoru P v akci konjugace.

14. Pro kazdy prvek g grupy Ng(H) plati gHg~! = H. Proto je H v Ng(H) normalni.

fadu
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Navody k Glohdm

1. Uvazme vSechny mozné kolotoce s n sedatky obarvenymi m barvami. Dva takové kolotoce
budeme povazovat za stejné, jestlize se na sebe daji pfevést pouze otolenim (nikoli zrcadlenim).
Ruznym kolotoctim pak vzajemné jednoznacné odpovidaji orbity akce a grupy Z,, ktera prvku
k € Zy, prifazuje otoceni o k pozic po sméru hodinovych ruéi¢ek. Otoceni oy, 0 k pozic pritom fixuje
pfesné ty kolotoce, ve kterych se barvy sedatek opakuji s periodou NSD(n, k). (Takové otodeni totiz
fixuje pouze kolotoce s periodou k, kazda perioda ale musi délit délku celého kolotoce n.) Otoceni ay
tedy fixuje presné mNSP (k) pakresleni koloto&t, z Burnsideova lemmatu je proto pocet riznych
kolotoc¢t roven % >y mNSD(n,9) Poget ruznych kolotocu je urcité prirozené ¢islo, takze n zadanou
sumu skutecné déli.

2. Zacneme slibenym figlem — dokazeme nasledujici tvrzeni: Je-li G kone¢na grupa a H < G, po-
tom G neni rovno sjednoceni | J {gH971 lge G}, tj. sjednoceni véech mnozin gHg~! pfes viechna,
g € G. Jinak feCeno, je-li H néjaka ostfe mensi podgrupa G, nelze urcité jejim konjugovanim
vyrobit vSechny prvky G. Jak to dokdZzeme? Pomoci akci.

Ozna¢me X mnozinu vSech podgrup G, jez jsou konjugovany s H. Jejich pocet oznacme k.
Potom G ptisobi konjugaci na X a toto pusobeni je tranzitivni. Stabilizator H v této akci oznac¢me
Ng(H). Potom dle tvrzeni z kapitoly o akcich plati k = [G : Ng(H)] = %

Ptitom ale Ng(H) > H, nebot hHh™! = H pro kazdé h € H. Z ptedeslého vztahu proto mame
k< {5, tedy k|H| < |GI.

Pokud by bylo k = 1, plati Ng(H) = G, takze se H p¥i konjugovani ani nehne?” — a proto existuji
prvky G, které konjugovanim H nedostaneme. Pokud je vSak k > 2, mdme |U {gHg_1 g€ G}| <
k|H|, nebot sice sjednocujeme presné k mnozin velikosti |H|, kazd& dvé z nich ale obsahuji ve svém
primiku alespoti e, take nerovnost je ostré. Celkem potom méme |J{gHg™!|g € G}| < k|H| =
|G|, sjednoceni tedy nemohlo vytvofit celou G.

Vratme se nyni k tloze a ozna¢me H = (A). Pro spor at H < G. Dle pfedeslého potom
konjugovanim H nelze vyrobit celou G. Jenze kazdé g € G je konjugované s néjakym a; € A, takze
konjugovanim H skuteéné vznikne cela G. To je spor, takze H = G a jsme hotovi.

27Co# mimochodem znamena, e v takovém p¥ipadé je H normalni.
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