Jak Cist serial

Ahoj,

vitdme vas u leto$niho seridlu zaméfeného na teorii grup, ktery pro vas letos pisi Filip Bialas a
Kuba Loéwit. Pokud nevite, co to vibec takova grupa je, ale radi byste to zjistili, tak jste tady
spravné. I kdyz se jedna o vysokoskolské téma, mél by byt text pfi pozorném c¢teni srozumitelny a
pochopitelny i pro bézného stfedoskolédka se zdjmem o matematiku. V pribéhu celého roku vas ve
tfech dilech provedeme zajimavymi partiemi matematiky s grupami souvisejicimi.

Vypracovanou teorii se budeme snazit i aplikovat na specifické pfipady — v prvnim dile se
bude jednat o jednoduchd tvrzeni z teorie Cisel, kterd se ndm s pouzitim grup povede dokazat
velmi elegantné, o geometrickd zobrazeni a o Pellovu rovnici. Grupy ptuvodné vznikly pfi zkou-
mani permutaci v souvislosti s dikazem, ze neexistuje obecny vzorec pro feSeni polynomialnich
rovnic patého a vyssiho stupné. Na tento dikaz bude seriadl bohuzel moc kratky, ale k dukladnému
zkoumani permutaci se dostaneme v druhém dile.

V seridlu se budou vyskytovat ulohy oznacené jako , Cviceni“. Doporucujeme zkusit si takové
ulohy vytesit nejdiiv samostatné. Pokud se vam to ale nepovede, nezoufejte a prectéte si feSeni,
které se bude nachézet na konci daného dilu. Zajimavéjsi cviceni budeme obcas nazyvat vzletné
slovem ,,Uloha“. Ulohy mohou byt t&éz5i a znalost jejich FeSeni nebude nutna k dalsimu ¢teni seridlu.
Proto si muzete nechat na feSeni volny Cas az po pfecteni serialu. U cvi¢eni bychom ale byli radi,
kdybyste si po chvili pfemysleni precetli feSeni, a aZ potom pokracovali ve ¢teni textu. Na konci
kazdého dilu kazdopadné naleznete Feseni jak cviceni, tak i aloh.

Urcité ¢asti mohou byt tézsi na pochopeni, nékteré z nich ale nebudou tieba pro porozuméni
zbytku. Pokud se tedy v néjakém odstavci zaseknete, muzete ho zkusit preskocit.

I kdyz neprectete vse, urcité si zkuste vytesit tfi seridlové ulohy. Tyto tlohy by se mély tykat
ruznych ¢asti daného dilu a pro nékteré z nich by mélo stacit rozumét nékolika zékladnim pojmim.

V pripadé jakychkoliv nejasnosti v seridlu se nas nebojte kontaktovat na mailech
f.bialas26@gmail.com nebo jakub.lowit@gmail.com.



Teorie grup | — Moc abstrakce

The theory of groups is a branch of mathematics in which one does something to something and
then compares the results with the result of doing the same thing to something else, or something
else to the same thing.

James R. Newman

Prolog |

Po dlouhé stfedovéké odmlce se v Evropé v 16. stoleti znovu probouzi matematika. S Eulerem,
Gaussem a mnoha dal$imi dochézi na pfelomu 18. a 19. stoleti k obrovskému skoku kupiedu.
Rozvijeji se uplné nové sméry v geometrii, teorii Cisel i algebfe. Sdm Euler uz vlastné ve svych
pracich o moduléarni teorii ¢isel dokazuje rtizné tvrzeni o grupach — jen o tom nevi. Podobné Gauss
po ném.

Ve stejné dobé Lagrange pfi studiu algebraickych rovnic naléza souvislost jejich resitelnosti
s jakymsi ,, prohazovanim* jejich kofenu. O par let pozdéji prichazi mlady norsky matematik Abel.
Navzdory chudobé se s vyuzitim vladniho grantu dostava do Pafize, kde se snazi prosadit. Pfitom se
mu dafi vyfesit jednu z pal¢ivych otézek tehdejsi matematiky — dokazuje totiz obecnou nefesitelnost
rovnic patého (a vyssiho) stupné. Jeho prace je ale zalozena a nedocenéna, a tak se smutné vraci
zpét domil, kde posléze pred o¢ima své snoubenky umira na tuberkulézu. Je trochu ironické, ze dva
dny po jeho smrti je v Pafizi jeho prace znovu nalezena, bouflivé ocenéna, a posléze je mu udéleno
misto na univerzité v Berliné.

Nikdo zatim slovo grupa neznd — jeji silueta uz se ale rysuje za pokrokovymi pracemi mnohych
matematiki. K jeji abstraktni definici sice jesté povede dlouha cesta, prvni kriacky uz ale byly
vykonany.

Konkrétni versus abstraktni

Nez si definujeme, co to grupa je, radi bychom zduraznili rozdil mezi konkrétnimi a abstraktnimi
objekty v matematice. Samoziejmé ze celd matematika je v jistém smyslu abstraktni — nejde ji
péstovat na zahradce nebo si ji schovat do Supliku. To zde ale nemame na mysli.

Kdyz mluvime o konkrétnim matematickém objektu, myslime tim néco, jako jsou treba re-
alna cisla. To je hromadka prvka néjaké mnoziny, které navic umime scitat, nasobit, porovnavat a
podobné. Kdyz si pak o takovém objektu polozime néjakou otazku, v principu na ni existuje jed-
noznac¢na odpoveéd. Naproti tomu odpovidajicim abstraktnim objektem by byla jakasi sada pravd
(axiomu), které o redlnych ¢islech plati. Kdyz budeme takovou abstraktni teorii zkoumat, jisté tim
zjistime cenné informace o realnych éislech, mozna ale i o dalsich konkrétnich objektech, které tyto
axiomy splnuji.

Abstraktni pfistup mé mnoho vyhod — zejména tu, ze se ndm nékolika pojmy dafi vystihnout
nepreberné mnozstvi odlisnych véci, diky ¢emuz pak muzeme nachazet necekané souvislosti. Pritom
ale musime byt velmi ostraziti — pokud mluvime o néjakém abstraktnim objektu (jako budeme za
chvili), typicky vlastné ani nevime, co zkoumame (respektive co v8echno zkoumdame). Pokud to
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vSak budeme mit na paméti, neni se ¢eho obavat.
Zobrazeni

Po celou dobu seridlu budeme pracovat s riiznymi zobrazenimil, pfipometime si tedy, o¢ jde.

Definice. Zobrazenim f mnoziny A do mnoziny B rozumime cokoli, co kazdému prvku a € A
piifadi pravé jeden prvek z B. Ten pak znaéime f(a).

Fakt, ze f zobrazuje mnozinu A do mnoziny B, nékdy zkricené zapisujeme jako f : A — B.
Podobné nékdy piseme f : a +— b, kdyz chceme Fict, ze obrazem prvku a je b.

Kdyz na sebe dvé zobrazeni ,navazuji“ (tedy prvni z nich vede tam, kde druhé zacéind), lze
je slozit, ¢imz ziskdme opét zobrazeni. Slozenim zobrazeni f, g myslime zobrazeni, které vznikne
provedenim nejprve f a nasledné g. To znad¢ime g o f, neboli zobrazeni skldddme v poradi zprava
doleva.?

Skladani zobrazeni mé zajimavou vlastnost. Pokud na sebe postupné tii zobrazeni f, g, h
navazuji, pro jejich slozeni plati rovnost f o (g o h) = (f o g) o h. Slovy, kdykoli néco zobrazujme
pomoci této slozeniny, je jedno, jestli nejprve provedeme (g o h) a potom f, nebo nejprve h a
potom (f o g). Zjednodusené proto muzeme vzniklou funkci zapisovat bez zavorek jako fogoh
a predstavovat si ho tak, ze nejdfiv provedeme h, pak g a nakonec f. Pravé popsana vlastnost se
nazyva asociativita a bude nas provazet celym seridlem. Lidové: asociativita fika, ze zavorky si
mizeme strcit za klobouk.

Definice. Zobrazeni f: A — B nazveme:

(1) prosté, jestlize se kazdé dva rtzné prvky z A zobrazi na rtzné prvky z B;
(2) na, jestlize se na kazdy prvek z B zobrazi alespon jeden prvek z A;
(3) bijekce, jestlize je zéroven prosté i na.

Bijekce jsou tedy ta zobrazeni, které ,sparuji“ prvky A s prvky B. Ke kazdé bijekci f z A do B
pritom existuje inverzni bijekce f~1 vedouci z B do A, kterd vznikne ,pievracenim® f. Je dobré
si uvédomit, ze slozenim dvou funkci, které jsou prosté, dostaneme opét prostou funkci. Podobné
slozenim dvou funkci, které jsou na, dostaneme opét funkci s toutéz vlastnosti. Dohromady tedy
slozenim dvou bijekci dostaneme opét bijekci (coz je také v podstaté ziejmé).

Se zobrazenimi uzce souvisi pojem operace. Operaci budeme myslet néco, co ndm z néjakého
pevného poctu sefazenych prvka z uréité mnoziny vyrobi jednu jinou véc. Klasickym prikladem
operace je tfeba nésobeni dvou &isel na mnoziné redlnych éisel. Jedné se o operaci bindrni, nebot
jsme do ni vlozili dvé ¢&isla. Funkce lze chapat jako operace undrni, tj. s jednim vstupem. Miuzeme
dokonce uvazovat i operace, kterd nemaji zadny vstup, a vzdy nam tedy musi vratit stejnou véc.
Uvazovani téchto divnych operaci ndm pozdéji usetii trochu prace.

Definice. O operaci * fekneme, ze je uzavrend na mnoziné M, pokud vysledek této operace
s libovolnymi dvéma prvky z této mnoziny lezi také v M.

Jako operaci, kterd neni uzaviend na néjaké mnoziné, mizeme uvést tfeba scitani na lichych
¢islech, naptiklad protoze vysledkem 1+ 1 neni liché ¢islo. Zato na sudych ¢islech séitani uzaviené
je.

Pouziti binarni operace x na uspotradanou dvojici prvkl a,b € M budeme psat jako a x b, tedy
stejnym zpusobem, jakym bézné pouzivame +, - a podobné.

Definice. Binarni operace x na mnoziné M je asociativni, pokud pro libovolné tii prvky a,b,c €
M plati (a*b) xc=ax (b*c).

1Pojmy zobrazeni a funkce znamenaji to samé, pouze se pouzivaji p¥i jinych ptilezitostech —
podobné jako se pfi ruznych prilezitosti piji ruzné caje.

2To mé historické dtivody. PrestoZe je to na prvni pohled kontraintuitivni, je to tak bézné a
vétsinou prehlednéjsi.



Jak uz jsme komentovali dfive, asociativita hlasad ,,Zapomente na zévorky!“. Definice ndm sice
dovoluje zapomenout pouze na jednu zavorku, induktivné si ale lze rozmyslet, ze pak uz muzeme
zapomenout na vSechny zavorky napsané v libovolném vyrazu.

Uloha 1. Mg¢gjme koneénou mnozinu X a néjakou binarni asociativni operaci %, kterd je na X
uzaviend. Dokazte, ze pak existuje prvek a € X, ktery spliuje a x a = a.

Grupa

Nyni uz nam nic nebréani definovat, co to ta grupa vlastné je.

Definice. Grupou nazyvame mnozinu G spolu s bindrni operaci -, kterad je na mnoziné G uzaviena
a navic mé nasledujici vlastnosti:

(1) Existuje prvek e € G takovy, Ze pro kazdé g € G plati e- g = g - e = g. Tomuto prvku se
tika neutrdlni.

(2) Pro kazdy prvek g € G existuje prvek h € G takovy, ze g - h = e = h - g. Prvek h poté
nazyvame prvkem inverznim k g a znacime ho g—1.

(3) Binarni operace - je asociativni, tedy pro kazdé tii prvky a,b,c € G plati (a-b)-c = a-(b-¢).

V definici jsme psali binarni operaci pomoci nasobici tecky, coz ale vibec neznamend, ze tato
operace opravdu musi byt ndm znamé nasobeni cisel. Mohli bychom ji klidné oznacovat pomoci
znaménka plus® nebo tplné jiného symbolu. Pouzité multiplikativni znaleni je ale asi nejpouzi-
van€jsi a postupem casu budeme stejné jako u nasobeni tecku vynechavat. Z praktickych divodu
budeme o grupové binarni operaci ¢asto mluvit jako o ndsobent, i kdyz to vlastné nasobeni v béz-
ném smyslu vibec nemusi byt. Kdyz budeme jeden prvek nasobit né€kolikrat sdm sebou, budeme to
znacit jako umocnovani. Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme grupu i jeji nosnou mnozinu ozna-
dovat jednim stejnym velkym pismenem (nejcastéji G, H, K); prvky grupy budeme znaéit malymi
pismeny (nejéastéji g, h, a,b).

Opustme nyni na chvili abstraktni premysleni a uvedme si par prikladt toho, co je grupa, a co
naopak neni.

Priklad. Cel4 ¢isla s binarni operaci s¢itani grupu tvofi — neutradlnim prvkem je 0, inverznim
prvkem k a je ¢islo —a. Tuto grupu budeme znadit Z.

Priklad. Pro kazdé pfirozené &islo n tvoii zbytky po déleni ¢islem n grupu (s bindrni operaci
séitani). Pfesnéji tuto grupu tvoii mnozina {0, 1, ..., n—1} a vysledkem operace provedené s prvky
a, b je zbytek a 4+ b po déleni n. Popsanou grupu budeme oznacovat Zn, .

Priklad. Kladna redlna ¢isla s binarni operaci nasobeni tvofi grupu — neutrdlnim prvkem je 1,
inverznim prvkem k a je ¢islo %.

Priklad. Prirozend ¢isla N grupou nejsou, tfeba protoze v ni neni zadny neutralni prvek.

Co nam vlastnosti binirni operace z definice vlastné ¥ikaji? Prvni ndm zarucuje existenci néceho,
co pri nasobeni nic neméni — tedy jakési ,,jednicky“. Samotna tato vlastnost nam o struktufe grupy
vlastné moc nefiké, ale je dilezita kvili dobrému popsani druhé vlastnosti — existence inverzniho
prvku. Existence inverzniho prvku nam umoznuje jakési ,déleni“. TTeti vlastnost je asociativita,
o které jsme se bavili uz dfive. V praxi z ni dostdvame to, Ze nemusime pouzivat zavorky a zapisy
presto budou jednozna¢né. Napt. vyraz a-b-b~! - a~! muZeme postupné upravovat nasledovné:
a-(b-b.al=a-e-al=(a-e)-a"! =a-a"! = e (zdvorky jsme zde pouzili, jen aby bylo
jasné, jakou operaci zrovna provadime; vysledek nijak neovlivnily).

Operaci tedy muzeme zavorkovat, jak se nam zlibi, zadna vlastnost nam ale nezarucuje, ze je
tato operace komutativni. Komutativni operaci je takova, kde pro vSechna a,b plati a-b =10 - a.
Brzy si ukdzeme, ze opravdu existuji i grupy, jejichz binarni operace komutativni neni. TTeba vyraz

3Toto znaleni se v nékterych souvislostech i pouziva.
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a-b-a~! nemiizeme bez znalosti struktury grupy nijak obecné upravit, nebot nemtizeme piehazovat
poradi ¢lent a obecné nevime, co je vysledkem a - b nebo b-a~ 1.

Stejné tak musime byt opatrni, kdyz budeme pracovat s rovnicemi. Mizeme podobné jako pfi
feSeni klasickych rovnic vzit dalsi prvek a provést s nim binarni operaci na obou stranach rovnice.
Je ale tfeba si dat pozor, abychom tuto operaci provadéli, ze tuto operaci provadime vzdy ze stejné
strany (z a = b plyne g-a = g-b nebo také a-g = b- g, ale obecné ne a-g = g-b). Toto vynasobeni
je v grupé ekvivalentni Gpravou rovnice:

Tvrzeni. Necht a,b,g € G, paka=b< g-a=g-b (aobdobnéa=b<a-g=b-g).

Dikaz. Dokézeme dvé implikace. Pokud a = b, pak uz také g - a = g - b, protoze nase operace
musi davat na stejnych usporddanych dvojicich prvku stejny vysledek. K dikazu druhé implikace
g-a=g- b= a=>bnam stai vynasobit obé strany predpokladu zleva prvkem ¢g—! a dostaneme
g t-g-a=g1 -g-b, coz upravime jako (g1 -g)-a = (97! - g) - b, a po zkraceni dostaneme
e-a=e-b, tedy a = b, jak jsme chtéli dokazat.

Priklady grup

V minulé ¢asti jsme si zadefinovali grupu a bavili jsme se o tom, jak s ni zhruba mtzeme pracovat.
Par konkrétnich prikladd jsme jiz vidéli, ale ted si ukdZeme, Ze grupy mohou nabyvat jesté mnohem
rozmanitéjsich podob. A to je fajn — kdyby nebylo grupou hodné riznych konkrétnich objektu
v matematice, nemélo by moc smysl ji definovat a pfemyslet o ni abstraktné.

Nejdrive se zamyslime, jak miizeme vibec popsat, jak grupa vypada. Nejjednodussim zpisobem
u grup, jejichz mnozina G mé malo prvku, je asi vypsat vysledky binarni operace pro vSechny mozné
dvojice prvki do ni vlozené. Tedy vypsat jakousi multiplikativni tabulku. Podobnou tabulku si
vytvarime tfeba pro malou nasobilku; zde ndm bude ale navic zalezet na porfadi prvkt v binarni
operaci, protoze tato operace nemusi byt komutativni — domluvime se na tom, zZe jako prvni budeme
brat prvek odpovidajici fadku tabulky.

Piiklad. Nejhloupé&jsim a nejtrivialnéjsim prikladem grupy je grupa obsahujici pouze jeden prvek,
ktery musi byt nutné neutralni (tento prvek musi v kazdé grupé existovat).

Priklad. Kleinova grupa V je grupa majici ¢tyfi prvky e, a,b,c a nésledujici multiplikativni
tabulku:

&
Y

blo|c|ela {{@.,,,

clelb|ale OO{hf.

Kleinovu grupu si mizeme priblizit i geometricky. Predstavme si obdélnikovy list papiru po-
loZzeny na stole. Mame nyni ¢tyfi zpusoby, jak tento list poobracet tak, aby jeho obrys na stole
zlistal pofad stejny (miZeme ho otocit o 180° pfimo na stole, pfevratit ho podle svislé osy, pre-
vratit ho podle vodorovné osy nebo ho nechat lezet na misté). Témto ¢tyfem zpusoblim muZzeme
prifadit prvky Kleinovy grupy, pficemz vysledek binarni operace nam bude fikat, jakym zptso-
bem jsme mohli otocit papir rovnou misto toho, abychom ho otaceli dvakrat za sebou. Rovnost
a? = b? = % = e naptiklad vyjadiuje skute¢nost, ze pokud papir dvakrat oto¢ime stejnym zptiso-
bem, ocitne se opét v puvodni pozici.



Piiklad. Pri predstavé Kleinovy grupy jsme si hrali s obracenim a otd¢enim obdélnika. Podobné
muzeme definovat grupu, kterd bude odpovidat otaceni a obraceni pravidelného n-thelnika, tak
aby byl jeho obrys porad stejny. Tato grupa ma 2n prvka — identitu, kterd nechéva lezet n-thelnik
na misté; n — 1 neidentickych otoceni; a n osovych soumérnosti. Pravé popsana grupa se nazyva di-
hedrdln{ a znadéi se Do, %. Viimnéte si, ze binarni operace v této grupé neni komutativni — napriklad
360
n

pii sklddani libovolné osové soumérnosti a otoc¢eni o zalezi na poradi.

Sami si muzete ovérit, ze popsané grupy opravdu spliuji definici.

Celou multiplikativni tabulku ale nemiizeme vypsat vzdy. Pro grupy s velkym poétem prvka
by to bylo casové velmi narocné, a co teprve pro grupy, jejichz mnozina ma nekonecnou velikost?
Uz tieba grupa 7Z celych cisel se s¢itanim ma nekonecné prvki. Z multiplikativni tabulky se navic
tézko poznava, jestli je binarni operace vibec asociativni. Pokud tedy chceme néjakou novou grupu
vyrobit, multiplikativni tabulky ndm pomohou jen stézi. Grupy si proto musime pfedstavovat ji-
nak, Casto je to tak ale i pfirozenéjsi. Protoze se ¢asto budeme bavit o velikosti grupy, zavedeme
nasledujici pojem:

Definice. Rddem grupy nazveme velikost mnoziny G. Pokud je fad grupy nekoneény, pak o této
grupé budeme fikat, Ze je nekonecénd, a ostatnim budeme fikat konecné. Rad grupy budeme ozna-
¢ovat pomoci |G|.

Mohli jste si v8imnout, Ze vSechny dosud zminéné grupy (kromé dihedréalni) mély komutativni
binarni operaci. Takové grupy budeme déle nazyvat abelovské®. Nyni si ukédzeme dalsi piipad

grupams.

Symetrické grupy poprvé

Definice. Symetrickd grupa na mnoziné X je grupa vSech permutaci této mnoziny vybavena
binarni operaci sklddani. Budeme ji znacit Sx.

Permutacemi ale nemyslime jednotliva sefazeni prvki mnoziny X, nybrz zobrazeni, které nam
tika, jak tyto prvky méme zamichat. Binarni operace skladani nejdfive provede jedno zamichani
a poté na uz zamichanych prvcich druhé. Jedna se ale skutecné o grupu? Musime ovéfit vSechny
axiomy. Slozenim dvou zamichani dostaneme znovu zamichani mnoziny, takze operace skladani
je na Sx uzaviend. Neutrdlnim prvkem bude zamichéni, kterd nedéla nic. Inverzni prvek vzdy
existuje, prosté zamichame prvky tak, jak byly pfedtim. Asociativita se da také lehce rozmyslet.

4Do dolniho indexu nepi$eme poéet vrcholtt mnohotihelnika, nybrz pocet prvki této grupy
5Na pocest zminéného norského matematika Nielse Henrika Abela.
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Jak jste si mohli vS§imnout, permutace mnoziny X jsou formalné pravé bijekce z mnoziny X do
X a sklddani permutaci je to samé jako skladani téchto bijekci. Invertovani bijekci jako zobrazeni
presné odpovida jejich invertovani v Sx.

Je jasné, ze pokud mame dvé mnoziny se stejnym poctem prvku, pak bude jejich symetricka
grupa ,vypadat® aplné stejné. Pro koneéné mnoziny X budeme ¢astéji pouzivat znaceni S,,, kde
n je poéet prvkit X. Rad této grupy bude n! = n(n — 1)(n — 2)---2 -1 (pro prvni prvek mame
n moznosti, kam ho pfesunout; pro druhy n — 1 atd.). VSimnéme si, Ze pro n > 2 neni grupa Sp
abelovska. Uvazujme napf. nasledujici dvé permutace: p — prohozeni prvniho a druhého prvku;
q — prohozeni prvniho a tfetiho prvku. Pokud nejdfive provedeme permutaci p a poté ¢ (protoze
permutace je jen urcitym typem zobrazeni, zapisujeme toto skladani jako gp — permutace provadime
postupné zprava), tak nam vysledné pferovnani pfesune prvni prvek na druhy prvek, druhy na t¥eti
a tfeti na prvni. Permutace pg ndm ale pfesune prvni na tfeti, druhy na prvni a tfeti na druhy,

takze pqg # qp.

MRRA ey

Grafické znazornéni permutace a jejiho rozkladu na cykly

Kazdou permutaci na kone¢né mnoziné (tedy prvek grupy Sp) mtzeme rozlozit do takzvanych
cykli. Uvazujme permutaci p a vezméme si néjaky prvek ¢ mnoziny X. Zavedme nyni nasledujici
posloupnost: ag = 4, an = p(an—1) pro pfirozend n. Jelikoz je v mnoziné X pouze kone¢né mnoho
prvki, museji se v posloupnosti néjaké dva ¢leny rovnat. Jaké ¢islo se jako prvni zopakuje? Ukazeme,
7e to musi byt nutné i. JelikoZ je p bijekce, tak se na zadné ¢islo nezobrazi dvé rtzna. Zadné jiné
Cislo nez ¢ se ale nemuze poprvé zopakovat, protoze pak by byl nutné v posloupnosti zopakovany jiz
jeho pfedchtidce. Oznac¢ime-li j nejmensi index vétsi nez 0 takovy, Ze a; = ao, pak fikdme, Ze j je
délka cyklu a Ze i patti do cyklu (i p(i) p(p(i)) - - - p?~1(i)). Z tohoto cyklu vidime, kam se zobrazi
vSechna ¢isla, kterd se v ném nachézeji (posledni na to prvni, ostatni na to o jedno dal vpravo). Tuto
konstrukci miizeme opakovat pro Cisla, ktera se zatim jesté v zadném cyklu nevyskytla. Nakonec
budeme mit kazdé ¢islo pravé v jednom cyklu.

Permutace z predchoziho odstavce p,q v grupé Ss4 bychom mohli timto zptisobem zapsat jako
p = (12)(3)(4),q = (13)(2)(4). Cykly délky 1 zfejmé nejsou pro jednoznac¢nost zapisu nutné, takze
je budeme vynechavat — muzeme tedy psat p = (12),q = (13).

Nyni uz mizete tusit, jakych mnoha riznych podob muze grupa v konkrétnich pripadech nabyvat
(struktura celych ¢isel a struktura permutacni grupy opravdu neni moc podobna). Sila abstraktniho
pristupu ale spoc¢iva v tom, ze muzeme dokazovat véty pfimo o obecnych grupéach — tedy véty, které
poté budou platit ve vSech téchto konkrétnich pfipadech.

Jak to v grupach funguje?

Uz jsme se presvédéili o tom, Ze se pod pojmem grupy opravdu néco konkrétniho schovava, pojdme
tedy dokazat nékteré zakladni vlastnosti grup abstraktné. Pfi tom si muzeme vSimnout, jak dobfe
tyto vlastnosti vystihuji symetrické grupy — jesté aby ne, kdyz z nich historicky naSe abstraktni
definice vznikla.

Cviceni 1. Dokazte, ze v kazdé grupé existuje pravé jeden neutralni prvek.

Cvideni 2. Necht g je prvek grupy G. Pak existuje pravé jeden prvek k nému inverzni. Navic
pokud plati gh = e, pak uz nutné hg = e (a stejné tak z hg = e plyne gh = e).

Cvigeni 3. Necht g je prvek v G a g~! je prvek k nému inverzni. Pak g je inverzni k g—1.

Cviceni 4. Nechf g je prvek v G a n pfirozené ¢islo. Dokazte, ze (g") ! = (g~ 1)". S vyuzitim
tohoto cvi¢eni miizeme definovat i g*, kde k je zaporné celé &slo, pomoci vatahu g* = (g—1)~*.
7



Toto bylo par jednoduchych piikladii, co mizeme zvladnout dokdzat obecné o vsech grupéach.
Prvni dva vysledky nam umoznuji formulaci, kterd bude dale velmi pfijemna. Diky jednoznacnosti
inverzniho a neutralniho prvku mtzeme mluvit o dalsich dvou operacich v grupéach. Jedné unérni,
ktera vezme prvek a prifadi prvek k nému inverzni, a jedné, kterd nebere jako vstup nic a vrati
nam neutralni prvek. Kdyz budeme dale mluvit o grupovych operacich, tak budeme myslet pravé
binarni operaci - a tyto dvé.

Kdyz uz vime, ze je inverzni prvek jednoznacny, tak ho snadno najdeme:

Cviceni 5. Najdéte inverzni prvek k souc¢inu ab.

Nyni se ale pfesuneme déle a zacneme zkoumat, jaké ,mensi“ grupy mohou grupy obsahovat.

Podgrupy

Definice. Méjme grupu G s binarni operaci -. Je-li H podmnozina G uzaviena na vSechny grupové
operace, pak H nazveme podgrupou G (znagime H < G)S.

Uzavienosti na vSechny grupové operace myslime, ze pro libovolné dva prvky g,h € H je gh € H,
inverzni prvek ke g lezi v H a neutrélni prvek e je v H. Kazda grupa G méa dvé trividlni podgrupy
— celou grupu G a trividlni grupu obsahujici pouze neutralni prvek. Dalsi podgrupy G mit mize,
ale nemusi. Pozdéji si ukdzeme, ze tieba Zjp, kde p je prvodislo, zadné netrivialni podgrupy nema.
Naopak tfeba Z ma hned nekonec¢né mnoho podgrup. Pro kazdé ptirozené n totiz mizeme sestrojit
grupu celych ¢isel délitelnych ¢islem n se sé¢itanim. Tato grupa je pro libovolné ptirozené n ziejmé
podgrupou Z (a pro n # 1 netrivialni podgrupou).

Jak popsat néjakou konkrétni podgrupu? Casto to miizeme udélat tak, ze uvedeme jen nékolik
prvki, které ji potom celou ,,vytvori“. Budeme chtit vlastné najit ,nejmensi“ grupu, ktera obsahuje
vSechny tyto prvky.

Definice. O n-tici prvka {a1,as2,...,an} podgrupy H grupy G budeme fikat, Zze ji generuji,
pokud je H nejmensi podgrupa G, kterd vSechny tyto prvky obsahuje. Potom znac¢ime H =
(a1,a2,... ,an).

Neni jasné, ze takova nejmensi podgrupa vibec existuje a ze je jednoznac¢né urcena. Je ale vidét,
ze grupa, kterd danou n-tici prvki obsahuje, musi obsahovat i vSechny souciny nékolika prvkt z dané
n-tice nebo jejich inverzu. Co vic, mnozina vSech takovychto souéinu jiz je grupa, protoze sou¢in
dvou souéint nam vytvori jiny soucin; identita mezi nase prvky pat¥i (to ukdZzeme pomoci sou¢inu
a1 ~af1 = e); a kone¢né inverzni prvek k agll . agé .. -ai’; je ziejmé a;kE’”’ ‘a;kﬁf;l .. -a&lﬁl. Takto
popsana grupa obsahuje jen prvky, které nutné obsahovat musi, takze je nejmensi mozna.

Jako ptiklad si vezméme G = Sy, kde n > 3. Pak podgrupa {((1,2)) obsahuje pravé transpozici
(1,2) a identitu, protoze jakymkoliv kombinovénim sklddéni permutace, kterd prehazuje prvni dva
prvky (a je sama sobé inverzi), nedostaneme jisté zddnou jinou permutaci nez identitu a ji samotnou.
Jinym pfikladem miize byt podgrupa ((1,2), (2,3)) — tato podgrupa jisté nebude obsahovat zddné
permutace, které pohybuji s jinymi nez prvnimi tfemi prvky. Muzete si ale sami rozmyslet, ze vSech
Sest permutaci, které nepohybuji zadnymi jinymi nez prvnimi tfemi prvky, jiz vytvorit umime.
Cviceni 6. Necht H, K jsou dvé podgrupy grupy G. Pak H N K je také podgrupa G.

Toto cvigeni se d4 zobecnit i na libovolny poéet podgrup (klidné i nekoneény). Podgrupu G

generovanou néjakou mnozinou diky tomu muzeme definovat jako prinik vSech podgrup G, které
tuto mnozinu obsahuji.

Definice. Grupu nazveme cyklickou, pokud v ni existuje prvek, ktery ji celou generuje.
6 Ano, pouzivame tu znaceni, které znate ve vyznamu porovnavani &isel — ale toto znadeni je dost

vystizné; navic uz jsme si zvykli, ze tecka nemusi znamenat nasobeni, tak nas to nemuize vyvést
z rovnovahy.



Priikladem konec¢nych cyklickych grup jsou grupy Z,. Nekonec¢nou cyklickou grupou jsou cela
Cisla Z.

Ukazeme si nyni, ze vSechny prvky cyklické grupy muzeme vlastné popsat hrozné jednoduse.
Méjme grupu generovanou prvkem a. Potom vSechny prvky této grupy ziskame jako koneény soucin
prvki a nebo a~!. Pokud ale narazime vedle sebe na tyto dva rtizné prvky, miizeme je zkratit.
Vsechny vyrazy tedy muzeme kratit az do té doby, kdy se zde vyskytuji bud jen a, nebo jen a1,
nebo nam vyjde identita. Kazdy prvek cyklické grupy miizeme tedy napsat jako a®, kde k je celé
Cislo.

Lehce si vSimneme, Ze kazda takova grupa je abelovskd, nebot z asociativity pro libovolné dva
prvky a”,a™ je jejich sou¢in a”a™ = a"T™ = a™a".

Definice. Rddem prvku a grupy G budeme rozumét ¥ad cyklické podgrupy (a).

Pokud je fad prvku a konecny, tak je roven nejmensimu pfirozenému n takovému, ze a™ = e.
Pfedpokladejme pro spor, Ze by byl jiny. Pokud by byl pocet prvka grupy (a) mensi nez n, pak
by musely mezi prvky a® = e,al = a,a?,...,a" ! byt dva stejné — tedy a’ = a, kde i < j.
Vynéasobenim a~* ale dostaneme e = a’ %, kde j — i je pfirozené &islo mensi nez n, coz neni mozné.
Aby tedy mohl byt ¥ad jiny nez n, musel by byt vétsi. Ale (a) nemtze obsahovat vice nez n prvki,
nebot kazdy exponent x mutZeme napsat ve tvaru x = kn + r, kde k je celé a 0 < r < n, a proto
a® = gkntr = gkngr = (a")kar = eka” = a”, coz je spor. Napiiklad kazdy prvek Z kromé nuly
ma fad nekonecny; v grupé S, ma cyklus o k prvcich fad k; vSechny prvky Kleinovy grupy kromeé
identity maji fad dva.

Shodnosti roviny

Vratme se na chvili do ,reality” a pfedvedme si jednu konkrétni grupu, kterd ndm ukéaze néktera
geometricka tvrzeni z nového uhlu.

Definice. Shodnym zobrazenim v roviné nazveme kazdé zobrazeni R? — R2?, které zachovava
vzdalenosti.

Souslovim ,zachovava vzdalenosti myslime fakt, Ze pro libovolné body X,Y € R? je jejich
vzdalenost stejnad jako vzdalenost jejich obrazti f(X), f(Y). Na prvni pohled je proto kupfikladu
zFejmé, ze takova funkce f je prostd, nebot rizné body v roviné mezi sebou maji kladnou vzdélenost.
Pfitom samoziejmé zndme rizna shodna zobrazeni jako otoceni (rotace), posunuti (translace), osové
symetrie (reflexe), stfedové symetrie a podobné. Jak ale vypadaji vSechna shodné zobrazeni?

Uvazme nyni libovolné shodné zobrazeni f a néjaky (nedegenerovany) trojuhelnik ABC v roviné.
Obrazy bodu A, B, C budou opét tvorit trojihelnik. Protoze je f shodné zobrazeni, délky stran
trojuhelniku f(A)f(B)f(C) zistanou nezménény, tyto trojihelniky tedy budou nutné shodné.

Rozmysleme si nyni, Ze obrazem bodu A, B, C uZ je f jednozna¢né uréeno. Vezméme tedy
n&jaky dalsi bod X. Protoze |AX| = |f(A)f(X)] a |BX = f(B)f(X)|, mame pouze dvé moznosti,
kam X zobrazit. Pomoci bodu C, ktery lezi mimo pfimku AB, pak umime jednoznac¢né urcit, ve
které poloroving f(X) lezi. P¥itom je jasné, ze pokud takovym zptlisobem najdeme obrazy vsech
bodu roviny, dostaneme vskutku jeji shodné zobrazeni.

Z uvedené konstrukce je navic zfejmé, Ze kazdé shodné zobrazeni f je dokonce bijekce. Identické
zobrazeni je o¢ividné shodné zobrazeni, shodna zobrazeni miizeme jako bijekce invertovat, dokonce
i sklddat. SloZeni dvou shodnych zobrazeni také zachovava vzdalenosti bodi, dohromady tedy
dostavame, Ze shodna zobrazeni v roviné spolu se skladanim tvoii grupu.”

Vsechna shodné zobrazeni v roviné 1ze navic popsat velmi elegantné.

Tvrzeni. Grupa shodnych zobrazeni v roviné je generovana osovymi soumérnostmi.

Dikaz. Uz jsme si vSimli, ze shodnd zobrazeni odpovidaji funkcim, které na sebe zobrazuji dva
shodné trojuhelniky ABC, A’B’C’. Takovou dvojici trojihelnik je uZ dané shodné zobrazeni

"Na kterou se klidné miizeme divat jako na podgrupu symetrické grupy Sps.
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f jednoznacné urcéena. Budeme tedy chtit ukazat, ze kazdé dva shodné trojuhelniky na sebe lze
zobrazit postupnym pouzitim kone¢né mnoha osovych symetrii, ¢imz budeme hotovi.

Nejprve si ale rozmysleme, jak pomoci osovych symetrii ziskat otoceni podle stiedu O o thel
a proti sméru hodinovych rucicek. K tomu sta¢i vzit libovolné dvé osy o1, o2, které prochazi
bodem O a sviraji thel %, a slozit pfislusné soumeérnosti v poradi proti sméru hodinovych rucicek.
Snadno nahlédneme, ze vrcholy trojihelniku OAB, kde A € 01, B € 02, se tak opravdu oto¢i o o
proti sméru hodinovych rucicek. Popsané zobrazeni je ale shodné, takze poloha ostatnich bodu
je jiz jednoznacné urcena a musi odpovidat nasemu otoceni. Podobné, posunuti ve sméru Sipky v
o vzdalenost ¢ ziskdme sloZenim osovych soumeérnosti podle os o1, 02, které jsou kolmé na smeér v

a vzdalené %

Méjme tedy dva libovolné shodné trojuhelniky ABC, A’B’C’ a zkusme je na sebe zobrazit
pouze pomoci osovych symetrii. Nejprve ozna¢me v smér polopfimky AA’, ¢ = |AA’| a provedme
odpovidajici posunuti, které jiz umime zapsat jako slozeni dvou osovych symetrii. Nyni proto body
A, A’ splyvaji. Nasledné se podivame, jestli jsou oba trojuhelniky stejné natoc¢ené. Piesnéji, ozna¢me
ahel mezi pfimkami AB, A’B’ jako a. Posléze pouzijme na trojihelnik ABC otoceni o thel « se
stfedem A, které opét umime napsat jako slozeni dvou osovych symetrii. Po jeho provedeni uz tisecky
AB, A’ B’ v tomto pofadi vrcholti splyvaji. Nakonec se podivame, jestli jsou oba trojithelniky stejné
orientovany, to jest jestli C splyva s C’. Pokud ano ( trojuhelniky jsou p7imo shodné), neudélame
nic. Pokud ne (kdyz jsou nepfimo shodné), vezmeme osu AB trojuhelnik ABC podle ni zobrazime,
¢imz splynou i posledni dva vrcholy.

Predeslé tvrzeni neni uzitecné jen samo o sobé, vyplati se také védét, jak shodnd zobrazeni

skutecné rozlozit. Stejné by se ale mohlo zdat, ze takovy pfistup ve skuteénych geometrickych
ulohach vyuzijeme jen stézi. Tento omyl zkusime vyvratit hravou tlohou.
Uloha 2. (Zabi porisma) V rybnice jsou kameny oéislované ¢isly 1,2,...,2n a na biehu sedi
zaba. Ta postupné preskocila vSechny kameny v poradi od 1 do 2n, ¢imz se dostala zpét na misto,
kde zacinala.® Dalsi den znovu pfisla k rybniku, stoupla si na libovolné misto a opét postupné
preskéakala vSechny kameny. Dokazte, ze zase skoncila tam, kde tento den zacinala.

Na zavér si jesté vSimnéme, ze jakmile rozlozime néjaké shodné zobrazeni na osové soumeérnosti,
okamzité pozname, jestli je pfiméa, nebo nepfima. To totiz odpovida tomu, zda je v jejim libovolném

8Pfeskocenim kamene rozumime takovy skok, ze stied kamene lezi piesné ve stfedu tisecky mezi
pocatecni a koncovou polohou zaby.
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rozkladu sudy, nebo lichy pocet soumérnosti. Specialné plati, Ze pfiméa shodné zobrazeni tvori
podgrupu grupy vSech shodnych zobrazeni. Podobné situace jesté v budoucnu potkame.

Lagrangeova véta

Nyni se presuneme k dilezité vété, kterda nam ukazuje zdkladni vztah mezi grupou a jejimi pod-
grupami.

Véta. (Lagrangeova véta)

Méjme konec¢nou grupu G a jeji podgrupu H. Potom |H| déli

G|.
Pied samotnym dikazem si nejdfrive definujme nasledujici pojem.

Definice. Levym kosetem® podgrupy H a prvku g € G nazveme mnozinu gH = {gh | h € H}.
Podobné mizeme definovat pravy koset.

V predchozi definici jsme pouzili znaceni gH pro mnozinu, ktera obsahuje vSechny prvky vzniklé
pouzitim libovolného prvku mnoziny H ve vyrazu misto H. Podobné znaceni budeme dale pouzivat
jiz bez vysvétleni. Pokud nebudeme mit ve vyrazu pouze jednu mnozinu, ale hned vice, pak tim
budeme myslet zkouseni vsech kombinaci. Napf. AB, kde A, B jsou podmnoziny GG, by byla mnozina
vSech prvku ve tvaru ab, kde a € A, b € B. Dale si mizeme vSimnout, Ze takovéto nasobeni mnozin
je asociativni, coz plyne z asociativity nasobeni jednotlivych prvki.

Cviceni 7. Necht H je podgrupa grupy G. Pak HH = H.

Pro¢ jsou kosety uziteéné k ditkazu Lagrangeovy véty? MiuZeme si vSimnout, Ze vSechny kosety
budou mit |H| prvkii. Zadné dva riéizné prvky H totiZz nemohou po vynasobeni g zleva dat stejny
vysledek, jak jiz vime z uplné prvniho tvrzeni. Déle si mizeme vSimnout, ze kazdy prvek g grupy
G je alesponi v jednom kosetu obsazen — t¥eba v kosetu gH (pokud e € H, pak g € gH).

Dokéazeme nyni odvazné tvrzeni, a to, ze kdyz maji dva kosety neprazdny prunik, pak uz jsou
nutné stejné. (To by znamenalo, Ze kazdy prvek se nachazi v pravé jednom kosetu, ktery ale miazeme
zapsat vice zpisoby — jako gH pro libovolny prvek g z daného kosetu). Uvazme dva kosety g1 H, go H
s neprazdnym prinikem — tj. existuji h1, ha € H takova, ze gih1 = g2h2. Vezmeme nyni libovolny
prvek z BUNO z g1 H a ukézeme, Ze lezi i v goH. Jelikoz z lezi v g1 H, miizeme ho napsat jako
z = g1h pro néjaké h € H a tento vyraz mizeme upravovat:

x = gih = gieh = gi(hihy )h = (g1h1)hy "h = gahahi"h = ga(hohy "h);

hghflh lezi jisté v H, nebot je to vysledek nékolika operaci uvnitt H, na které je H uzaviena.
Z toho ale plyne = € goH. Kazdy prvek kosetu g1 H tedy lezi i v goH a stejny postup muzeme
pouzit i na dokazani, ze vsechny prvky z g2 H lezi v g1 H. Kosety g1 H, g2 H proto musi byt stejné.

Tim mame jiz diikaz Lagrangeovy véty hotov, nebot nam kosety rozdéli vsechny prvky G do
disjunktnich mnozin s velikosti |H|. Tedy pokud je k pocet kosett, pak k|H| = |G|, takze |H| déli
G-

Definice. Pocet kosetti podgrupy H grupy G budeme nazyvat indezem H v G a znadit |G : H|.
Pro kone¢né grupy mame tedy podle pfedchozi véty |G| = |G : H||H]|.

9V &eské literatuie se nékdy pouziva termin rozkladova tiida.
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Lagrange a délitelnost

Ukazeme si nyni jednoduchou aplikaci Lagrangeovy véty. Nejdfive se budeme chvili zabyvat jed-
noduchou teorii ¢isel a definujeme novou grupu. Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez 1. Kazdé celé
&islo x poté muzeme zapsat ve tvaru z = ny +r, kde y € Z, r € {0,1,...,n — 1}. Cislo r potom
nazyvame zbytkem x po dé€leni ¢islem n. Toto asi jiz znate ze stfedni a mozna i zdkladni skoly. Navic
uz vime, ze mnozina zbytkt vybavenych s¢itanim modulo n pfedstavuje grupu, kterou znac¢ime Z,.
Ted si ukdZeme néco navic. Vsimnéme si, ze soudin dvou ¢&isel 1 = ny; +r1 a r2 = nyz + ro dava
po déleni n stejny zbytek jako rira. Zbytek soudinu dvou prirozenych ¢isel tedy zavisi pouze na
jejich zbytcich, a pokud byly oba tyto zbytky nesoudélné s n, pak je i zbytek soucinu nesoudélny
s n. Ukazeme, Ze nesoudélné zbytky spolu s nasobenim (pficemz vzdy bereme jako vysledek zbytek
jejich nasobku) tvoii grupu. Budeme pro ni pouzivat symbol Z* a jeji fad oznacime ¢(n).10

Jiz jsme si fekli, ze souin dvou zbytkd nesoudélnych s n bude znovu nesoudélny s n. Neutralni
prvek je zfejmé 1. A jelikoz je normalni nasobeni v Z asociativni, bude i nasobeni nesoudélnych
zbytkl asociativni. Sta¢i nam tedy ukézat, ze existuji inverzni prvky. To ale neni vibec tézké.
Vezméme si libovolné &islo = nesoudélné s n. Uvazujme jeho nasobky z, 2z, 3z, ..., nx. Zadna dvé
z téchto n Cisel nedavaji stejny zbytek po déleni n, protoze pokud by dvé takova ¢isla ax, bx stejny
zbytek davala, pak by muselo n | ax — bx = (a — b)z. Jelikoz je n a = nesoudélné, tak n | a — b, ale
dvé rizna a, b vzdalena o alespon n jsme zvolit nemohli. Mame n cisel, a tedy i n raznych zbytkt.
Nutné proto musi existovat ¢islo a € {1,2,...,n} takové, ze axr dava zbytek 1. Navic a musi byt
nutné nesoudélné s n, protoze jinak by az bylo soudé€lné s n a nedavalo by nesoudé€lny zbytek 1.
Kazdé &islo ze Z} ma k sobé inverzni prvek (¢islo a), a Z? je tim padem opravdu grupa.

Tvrzeni. (Eulerova véta) Méjme celé ¢islo n > 2 a libovolné pfirozené ¢islo a s nim nesoudélné.
Potom n | a¥(™) — 1.

Dukaz. Nejprve pretlumocime tvrzeni do jazyka teorie grup. Chceme ukézat, ze pro zbytek r ¢isla
a po déleni n v grupé Z plati r#(") = e. Uvazujme cyklickou podgrupu (r). Podle Lagrangeovy
véty fad (r) déli ¥ad Zj, ktery je roven p(n). Pro fad s cyklické podgrupy (r) plati »* = e. Diky
tomu, ze s déli ¢(n), mizeme umocnit obé strany této rovnice ¢islem @ a dostaneme 7% (™)
coz jsme chtéli ukazat.

= e,

Tvrzeni. (Mald Fermatova véta) Méjme prvodcislo p a libovolné piirozené ¢islo a, které neni
délitelné p. Potom uz p nutné déli ¢islo aP~1 — 1.

Dikaz. Toto je pouze specidlni pfipad minulé véty. Zde jsou vSechny nenulové zbytky s p nesou-
délné, tedy plati ¢(p) =p — 1.

10Tato takzvana Eulerova funkce ¢(n) tedy poéita, kolik existuje ¢isel mensich nez n, ktera jsou
s n nesoudélna.

12



Dokéazeme zde jesté jednu vétu z teorie éisel, kde jiZz sice nepouzijeme Lagrangeovu vétu, ale
zuzitkujeme nové definovanou grupu Z%.

Tvrzeni. (Wilsonova véta) Necht p je prvocislo. Pak p déli (p — 1)! + 1.

Dikaz. Ve vyraze mame (p — 1)!, coz znadi soucin vSech pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych
p — 1. Toto jsou pravé prvky grupy Z;. Chceme tedy ukézat, ze soucin vSech prvka grupy Z; je
roven p— 1. Kazdé ¢islo g z této grupy, které neni svym vlastnim inverznim prvkem, muzeme dat do
dvojice s ¢islem g—!. Jelikoz je Z* abelovska grupa, miizeme ¢&isla v souéinu libovolné pieuspotadat.
Vsechny tyto dvojicky muzeme tedy dat vedle sebe, vynasobi se ndm na neutralni prvek, a tim
padem zmizi. Zistanou jen cisla g takova, Ze inverzni prvek k g je samotné g, coz je ekvivalentni
s podminkou g2 = e = 1. K nalezeni v8ech takovych g potfebujeme uréit, jaké zbytky po déleni
p maji &isla z, pro kterd plati p | 22 — 1. Vyraz vpravo ale miizeme rozlozit na (z — 1)(z + 1), a
protoze je p prvocislo, délitelnost bude splnéna pravé tehdy, kdyz bude p délit x — 1 nebo = + 1.
Toto odpovida zbytktim 1 a p — 1. Tyto dva prvky jsme tedy nemohli v Z5 s ni¢im poparovat a
zbyly ndm v soucinu. Zbytek 1 je ale neutralni prvek, takze vysledkem je pouze p — 1, coz jsme
chtéli ukazat.

Faktorgrupy

Uz jsme zkoumali podgrupy, diky nimz jsme pak celkem pfirozené definovali kosety. Muzeme si
nyni pouzit otdzku: netvori ndhodou levé kosety dané podgrupy také grupu? Ale lze viibec zavést
nésobeni kosett gH, hH? Nejjednodussi definice by byla, kdyby byl jejich souéin prosté gHhH.11
Neni viibec jasné, ze je tato operace na kosetech uzaviend — koneckonci, teoreticky by mohla mit
mnozina gHhH az |H|? riznych prvki, a nemusi tedy nutné jit o koset. Zjistime, %e obecné levé
kosety podgrupy H grupu netvori, ale staci pfidat jednu podminku pro podgrupu H a grupa se
nam objevi.

Predpokladejme nyni, Ze levé kosety podgrupy H s takto zavedenym nasobenim opravdu tvoii
grupu. Necht gH je neutralni koset. Potom gHgH musi byt rovno gH. Do gH gH patii ur¢ité prvek
gege = g2, takze g2 € gH, a proto g € H. A kdyz g je prvkem podgrupy H, musi byt ¢H = H.
Jediny koset, ktery by tedy mohl byt neutralni, je pravée H.

Jaky bude mit koset gH inverz? Musi to nutné byt g~ H. Prvek e totiz patfi do jejich nasobku
gHg—YH, coz zjistime, kdyz za ob& H dosadime jeji prvek e. A jediny levy koset, ktery e obsahuje,
je pravé neutralni H. Takze aby vyraz gHg~'H byl kosetem, musi byt roven H. Pokud ve vjrazu
gHg—'H dosadime za druhé H neutralni prvek e, zjistime, ze ¢gHg~! musi byt podmnoZinou
H, protoze jinak by rovnost neplatila. Ukazeme dale, ze gHg~! musi byt dokonce rovno H pro
kazdé g € G. Stadi nam Fict, ze pro kazdé k € H existuje | € H takové, ze glg~' = k. Ale
jako I staci zvolit g~lkg, které lezi v H, protoze i g"'H(g~1)~! = g~'Hg C H. Dostaneme
glg™! = g9 lkgg~! = eke = k, jak jsme chtéli ukézat. Postupnymi tvahami jsme tedy dosli
k nutné podmince pro to, aby kosety tvofily grupu: gHg~! = H pro vSechna g € G. Podgrupa
s touto vlastnosti mé dokonce své vlastni jméno.

Definice. Podgrupa H grupy G se nazyva normdlni, pokud pro viechna g € G plati gHg~! = H.
Tuto skuteénost znac¢ime H < G.

Ukazeme nyni, ze je-li pro H splnéna tato podminka, pak uz levé kosety skutecné tvori grupu.
Nejdiive ukdZeme, Ze soucin libovolnych dvou levych kosett je levy koset: gHhH = g(hh = )HhH =
gh(h~YHR)H = ghHH = gh(HH) = ghH = (gh)H. (V pfedposledni rovnosti jsme vyuzili posledni
cvifeni.) Z predchoziho vypoctu vidime, Ze je H = eH neutrdlnim prvkem — dosazenim g = e
dostavame HhH = hH, dosazenim h = e dostavame i neménnost z druhé strany. Inverzem ke
gH je zfejmé g~ 1H. A kone¢né je nase operace asociativni, nebot (gHhH)iH = (gh)HiH =

H Jak jsme jiz uvedli, tento souéin je tvofen pravé prvky tvaru ghihhs, kde za hy a ho dosazu-
jeme prvky z H. Vyslednd mnozina se skuteéné bézné nazyva sou¢inem mnozin gH a hH.
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((gh)i)H = (g(hi))H = gH(hi)H = gH(hHiH) (uprostfed tGprav jsme pouzili asociativitu bindrni
operace v grupé (). Normalita grupy tedy neni jen nutnou podminku k existenci grupy levych
koset1, ale dokonce i podminkou postacujici.

Definice. Necht G je grupa a H < G. Grupu levych kosettt H s nasobenim danym vztahem
(gH)(hH) = (gh)H nazveme faktorgrupou G podle H a budeme ji znacit G/H.

Vsimnéme si, ze pokud chceme urcit soucin dvou koseti gH, hH, tak nadm staci vzit libo-
volné jejich prvky jako takzvané reprezentanty, ty vynasobit a podivat se, do jakého kosetu nam
spadl tento vysledek. Opravdu je tento souéin prvkem kosetu gHhH = (gh)H (a zaddného jiného).
Koncept faktorgrupy nam tedy spojuje prvky grupy do takovych ,hromadek“, pro které plati, ze
nezavisle na tom, jaky prvek z nich vybereme, spadnou nam vysledky vzdy do jedné ,hromadky*.

Priklad. Méjme pfirozené ¢islo n a ozna¢me X grupu celych ¢isel, které jsou zaroven nasobky n,
se séitdnim. Potom Z/X je cyklicka grupa fadu n (kazdy z n kosetli obsahuje vzdy &isla se stejnym
zbytkem po déleni n). Tato grupa se chové uplné stejné jako jiz pouzivand Zr,.

Dokéazeme nyni néktera jednoducha tvrzeni tykajici se norméalnich podgrup.
Cvideni 8. Necht G je abelovska grupa a H < G. Pak jiz nutné H < G.

Tvrzeni. Necht G je grupa, H < G. Potom H < G pravé tehdy, kdyz jeji levé a pravé kosety
splyvaji (tedy kdyz pro kazdé g € G plati gH = Hg).

Diikaz. Pokud gHg~! = H, tak i po vynasobeni obou vyrazt zprava g dostaneme mnozinovou
rovnost, protoze vynasobime zprava g na obou stranich Uplné stejné prvky. Tedy gHg 1g = Hg,
coz upravime na gH (g 'g) = Hg a dale na gH = Hg, coz jsme chtéli ukdzat. VSechny tpravy ale
byly ekvivalentni, otocenim postupu proto dokazeme druhou implikaci.

Diky pravé dokdzanému tvrzeni vidime, ze pro podgrupu H < G v nasich mnozinovych rovnos-
tech prvky g a podgrupa H skutec¢né komutuji. Diky tomu se ndm pied chvili povedlo zadefinovat
prislusnou faktorgrupu.

Normalni podgrupy jsme definovali pomoci rovnosti gHg~!
leme si, ze staci dokonce ,nerovnost“.

= H pro vSechna g € G. Rozmys-

Cvigeni 9. At H < G jsou grupy, pficemz pro vSechna g € G plati gHg~! C H. Potom je
HdaG.

V piedchozim cviceni bylo velmi diilezité, ze vztah platil pro viechna g € G. Uvedme proto jesté
jednu péknou a zaroven vystraznou tlohu.
Uloha 3. Rozhodnéte, zda existuji grupy H < G takové, Zze pro néjaky prvek g € G plati
gHg~! C H, ale tyto dvé mnoZiny se nerovnaji.
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Homomorfismy

Doted jsme zkoumali, co je to grupa a jak pfiblizné takova grupa vypada. Taky jsme si rozmysleli,
ze v grupé mohou byt ,schované“ né&jaké mensi grupy. Ted bychom se ale chtéli zabyvat otdzkou,
jaké vztahy mezi sebou mohou mit libovolné dvé grupy — ty pfitom mohou mit uplné rozdilné prvky
a také se na prvni pohled uplné jinak chovat. Budeme se proto zabyvat rliznymi zobrazenimi mezi
grupami.

Néjaké nahodné zobrazeni mezi mnozinami, na nichz jsou grupy G, H definovany, nim ale
moc nefikd o tom, jak v grupach G, H funguji jejich binarni operace, ktery prvek je identita, co
je inverzni k ¢emu a podobné — strukturu grupy v pozadi vlastné uplné ignoruje. Proto se dale
budeme zabyvat pouze specialnim druhem zobrazeni — takzvanymi homomorfismy.

Definice. Zobrazeni ¢ z grupy G do grupy H nazveme homomorfismus, jestlize pro libovolné
dva prvky g1, g2 € G plati

w(g1 - 92) = p(g1) - (g2)-

V definici na levé strané provadime operaci - v grupé G, zatimco na pravé strané ji provadime
v grupé H, jedn4 se tedy o dvé ,naprosto odlisné“ tecky. To sice neni plné stastné, presto je ale
zapis jasné pochopitelny, nebot celou dobu vime, odkud kam funkce ¢ vede.

Z definice vidime, ze homomorfismy jsou zobrazeni, ktera se chovaji ,slusné“ ke grupové binarni
operaci -. Na prvni pohled ale neni ziejmé, jak se homomorfismy chovaji k identitdm a inverzam.
Cviceni 10. Dokazte, Ze pro homomorfismus ¢ : G — H plati:

(1) ele) =¢
2) w(g™1) = (p(9) "

Na levé strané opét vystupuji prislusné operace v grupé G, na pravé v H. V prvnim bodé tedy
myslime oznacenim e na levé strané identitu v grupé G, zatimco na pravé strané identitu v grupé
H, a podobné pro invertovani. Jak uz jsme ale fekli pfed chvili, zapis je i tak skoro jednozna¢ny (a
hlavné (po dovysvétleni) pochopitelny).

Homomorfismy jsou tedy takova zobrazeni, kterd respektuji celou strukturu grupy. Pokud chce-
me provést néjakou operacil?, vyjde nastejno, zda ji nejprve provedeme v grupé G a pak vysledek
zobrazime pomoci ¢, nebo jestli naopak nejprve provedeme ¢, a az poté s obrazy prvkta provedeme
nasi operaci.

Pokud slozime dva navazujici homomorfismy, dostaneme také néjaké zobrazeni. Bude to ale
nutné znovu homomorfismus?

12Jak jsme zavedli diive, pojmem operace myslime hledani identity e, invertovani a grupovou
binarni operaci.
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Cvic¢eni 11. Méjme grupy G, H, K a homomorfismy ¢ : G — H a1 : H — K. Ukazte, ze ¥ o ¢
je homomorfismus z G do K.

Pojdme se tedy nyni podivat na néjaké piiklady homomorfismi.

Priklad. V krajnim pfipadé mizeme uvazovat homomorfismus, ktery posila kazdy prvek g € G
na e € H. Zjevné je to homomorfismus, nebot k tomu staci ovérit platny vztah e = e - e. Tento
homomorfismus neni moc zajimavy, a proto mu fikdme trividglni. Takovy trividlni homomorfismus
pritom vede mezi libovolnymi dvéma grupami.

Mezi nékterymi grupami dale mohou (ale nemusi) vést i mnohem ,zajimavéjsi“ homomorfismy.

Priklad. Pro grupy N < G nazyvame prirozenou projekci homomorfismus 7 : G — G/N, ktery
posilad g — gN.

Z definice faktorgrupy plati ¢(g)p(h) = gHhH = (gh)H = ¢(gh), takze se opravdu jedna
o homomorfismus. Je také vidét, ze m (jako funkce) je na. Projekce mu fikdme proto, protoze pouze
zapomind rozdil mezi témi prvky grupy G, které lezi ve stejném kosetu podgrupy H (podobné jako
projekce na vodorovnou soufadnicovou osu v geometrii pouze zapomind, jak vysoko véci jsou).

Jak uz jsme uvedli, faktorizovanim grupy Z se sc¢itdnim dostaneme v podstaté grupu Zn; ty-
pickym piikladem netrividlniho homomorfismu je tedy zobrazeni Z — Z,, které kazdému ¢islu
pfifazuje jeho zbytek po déleni n.

Izomorfismy

Jak jsme vidéli, u homomorfismt neni nutné, aby se rizné prvky z G zobrazily na rtizné prvky v H.
Také nas nic nenuti, aby obraz grupy G pokryl celou H. Tento ,nedostatek* dohanéji takzvané
izomorfismy.

Definice. Zobrazeni ¢ : G — H nazveme izomorfismem, jestlize je to homomorfismus a navic je
funkce ¢ bijekci prvka G na prvky H.

Pokud je tedy ¢ izomorfismus, ruzné prvky z G se musi zobrazit na razné prvky z H a obraz
G musi pokryt celou H. Reéeno lidové, grupy G a H jsou v takovém piipadé vlastné aplné stejné,
jen se jejich prvky jinak jmenuji. Funkce ¢ je pouze ,pfejmenovavaci, kazdému prvku grupy G
priradi jeho prezdivku v H.

Vsimnéme si, ze pro kazdou grupu G existuje alesponn jeden izomorfismus ¢ : G — G, a to
funkce ¢, kterd kazdy prvek g € G posle zpét na g.

Pokud méame izomorfismus ¢ : G — H a pouze ,otoc¢ime* funkci ¢ (coz jde, protoZe k bijekci
vzdy existuje inverzni funkce), dostaneme izomorfismus z H do G.

Pokud mezi grupami G a H existuje néjaky izomorfismus, budeme o nich fikat, ze jsou izomorfni.
Tuto skutecnost znac¢ime G ~ H.

Nakonec si jesté rozmysleme, Ze pokud pro néjaké t¥i grupy G, H, K mdme G ~ H a H ~ K,
potom uz také G ~ K. Pokud jsou totiz prvni dvé dvojice grup izomorfni, stac¢i vzit pfislusna
zobrazeni ¢ : G — H, ¢ : H — K a uvazit slozené zobrazeni ¢ o ¢. To je zobrazeni z G do K.
Protoze je slozenim dvou homomorfismi, je to také homomorfismus. Navic je ale slozenim dvou
bijekci, takze je to také bijekce. Nutné je to tedy izomorfismus z G do K, a tak jsou tyto dvé grupy
izomorfni.

Dohromady to znamend, Ze vSechny grupy na svété (nebo spi§ v nasem svété) umime rozdélit
do skupinek tak, ze dvé grupy jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz jsou ve stejné skupince. Mohlo by
se tedy zdat, ze viibec nema smysl pfemyslet nad izomorfnimi grupami jako nad raznymi ...
Cviceni 12. Nahlédnéte, ze grupa (Q, +) racionalnich ¢&isel se sé¢itanim, grupa (Q\ {0}, -) nenulo-
vych raciondlnich ¢isel s ndsobenim a grupa (Q4, -) kladnych racionalnich ¢isel s ndsobenim nejsou
izomorfni (zaddné dvé z nich).

Cviceni 13. Rozmyslete si, ze grupa (R, +) redlnych &isel se s¢itanim a grupa (R,-) kladnych
realnych ¢isel s nasobenim jsou izomorfni.
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...ale jak je vidét, ¢asto viibec neni lehké odlisit, které grupy vzajemné izomorfni jsou, a které
ne. S jinymi prekvapujicimi ptiklady izomorfismu se jesté urcité setkame. Naptiklad pfimo v druhé
seridlové uloze.

Jadra a obrazy

Nékteré homomorfismy jsou trochu pitomé (trivialni homomorfismy), jiné jsou zase vcelku vznesené,
nebot pokryvaji tak velkou ¢ast cilové grupy, jak dovedou. Ostatni budou nékde mezi. Jak ale
rozumné zkoumat a hlidat jejich pitomost a vzneSenost?

Definice. Pro homomorfismus ¢ : G — H oznacime

(1) Ker ¢ mnozinu v8ech prvki g € G, pro které ¢(g) = e,
(2) Im ¢ mnozinu vSech prvki h € H, pro které existuje g € G takové, ze p(g) = h.

Mnozinu Ker ¢ nazyvame jddro homomorfismu, mnozinu Im ¢ obraz homomorfismu.

Jadro homomorfismu ¢ nam tedy fika, jak moc ¢ zmensuje grupu G. Naopak obraz ukazuje,
kam vsude ¢ dosdhne. Jak ale mohou jadra a obrazy vypadat?

Tvrzeni. Pro homomorfismus ¢ : G — H jeKerp < G almyp < H.

Dikaz. 'V obou pfipadech stac¢i ovérit uzavienost na vSechny grupové operace. Méjme tedy g1, g2 €
Ker ¢. Ziejmé @(e) = e. Dale také o(g7 ) = e - p(g1) " = p(g1)p(g1) ! = e, takze g7 € Kerop.
Dokonce plati i p(g192) = ¢(g91)¢(g2) = e - e = e, ¢imZ jsme hotovi s uzavirenosti Ker ¢.

Nyni se vénujme Im . Opét mame e = p(e) € Im¢. Jsou-li nyni hq, he € Im p, existuji néjaka
g1, g2 splitujici ¢(g1) = h1 a ¢(g92) = ha. Pro inverzni prvky pak dostavame hl_1 = p(g1)"?t
go(gfl) € Im ¢, uzavienost na binarni operaci plyne z h1h2 = v(g91)p(g92) = ©(g9192) € Im .

Pojdme si tedy rozmyslet, Ze nezkreslujici homomorfismy jsou pravé ty, kterd maji jaAdro nejmensi
mozné.

Tvrzeni. Homomorfismus ¢ : G — H je prosty pravé tehdy, kdyz Ker ¢ = {e}.

Duikaz. Ukazeme obé implikace. Pokud je ¢ prosty, mize na e € H zobrazit nejvyse jeden prvek,
a pfitom ¢(e) = e, takze skuteéné Ker ¢ = {e}. Pokud je naopak Ker ¢ = e, vezméme néjaka h1,
ho € H a predpokladejme ¢(h1) = @(h2). Z predchozi rovnosti dostavame o(h1)p(h2) ™! = e, coz
dava go(hlhgl) = e, takze hlhgl € Ker . Tim padem tedy hlhgl = e, coz okamzité dava h; = ha,
¢imz jsme hotovi.

Jak uz jsme ukazali, jadra i obrazy jsou podgrupy. O obrazech toho nyni v obecnosti vic nerek-
neme, nebot kazdou grupu lze ziskat jako obraz néjaké vhodné grupy ve vhodném homomorfismu.
Jadra ale nejsou jen tak ledajaké podgrupy.

Tvrzeni. Pro homomorfismus ¢ : G — H je Kerp < G.
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Diikaz. Oznaéme K = Ker ¢. Pokud k € K = Ker , potom pro libovolné g € G plati ¢(gkg™?!) =
e(9)p(k)p(g™") = w(g)ep(g)™" = @(9)p(9)~"! = e, tedy také gkg~' € K. Tim jsme dokazali,
7e pro viechna g € G je gKg~! C K. My ale potiebujeme pro nase pevné g dokézat rovnost
téchto dvou mnozin. To uz jsme si ale dokazali diive — predesly vztah totiz specidlné plati také
pro g~ ' € G, tedy g~ 1Kg C K, coz po vynasobeni g zleva a g~ ! zprava davda K C gKg~!, takze
dohromady skuteéné gKg~! = K.

Jak za chvilku uvidime, jadra nejsou normalni pro nic za nic.
Véty o izomorfismech

U nékterych grup je priSerné tézké poznat, jestli jsou, nebo nejsou izomorfni. Také jde o to, jakym
zpusobem ndm jsou zadany. V nékterych pfipadech je takovy problém dokonce algoritmicky ne-
rozhodnutelny, jindy trva jeho feSeni velmi dlouho. Nékteré dvojice grup jsou ale izomorfni uplné
jasné, a byli bychom hloupi, kdybychom si tim neulehcili praci.

Véta. (Prvni véta o izomorfismu)
Méjme grupy G, H a homomorfismus ¢ : G — H. Potom G/ Ker ¢ ~ Im ¢.

Dikaz.

Pro prehlednost ozna¢ime Ker ¢ = K. Grupa G/K mé za prvky skupinky prvka grupy G, které
odpovidaji ,,posunutym* kopiim K. Prvky grupy G jsou ty prvky H, na které ¢ néco zobrazi.

Nyni nahlédneme, Ze vSechny prvky z jednoho kosetu se zobrazi na stejny prvek H. Prvky v K
= Ker ¢ jsou pravé ty prvky z G, které se zobrazily na e. Dva rtzné prvky ze stejného kosetu se
ale 1isi pouze posunutim o néjaké k € K, které se pfi ¢ ztrati. Formalnéji, tyto prvky jsou tvaru
gk1, gka pro néjaké g € G a k1, k2 € K, takze ¢(gk1) = ¢(9)p(k1) = »(g) = ¢(g9)w(k2) = p(gk2).

Obrazy prvkl g, h z riznych koset se naopak lisit musi, nebot pokud by ¢(g) = ¢(h), pak
by ¢(h~lg) = e, takie by h~lg € K. Z této rovnosti ale okamzité vyplyva h~1gK = K, tedy
gK = hK a g, h by proto byly z tohoto stejného kosetu, jenz obsahuje jejich souéiny s e.

Funkce ¢ : G/K — Im, kterd posila gH — ¢(g), je tedy dobfe definovanou bijekci nosnych
mnozin!3 téchto grup.

Zjevné je to ale také homomorfismus, protoze pro libovolna g, h € G plati

Y(gKhK) = (ghK) = p(gh) = ¢(g)e(h) = Y(9K)P(hK),

13Nosnou mnozinou grupy G myslime mnozinu, na které je grupa G vybudovana.
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¢imz je dukaz dokoncen.

Jak fekl jeden moudry muz'4, vidime-li homomorfismus, vzdy bychom méli zagit slintat po jeho
jadru jako Pavloviiv pes, nebot znalost jadra a podateéni grupy ndm nas homomorfismus plné
popisuje.

Dodejme nékolik poznamek. Za prvé, nic z grupy H kromé Im ¢ nés vlastné viibec nezajimalo,
celou dobu nam slo pouze o Im v, kterym neni nutné celé H. Za druhé, zkusme se na chvili podivat
na predesly dikaz trochu obecnéji a netrvejme na tom, abychom vyrabéli izomorfismus. Misto toho
se spokojime s homomorfismem.

Uloha 4. Méjme homomorfismus ¢ : G — H a podgrupu K < G, ktera navic spliiuje K <
Kery. At 7 : G — G/K je piirozena projekce. Dokazte, Ze existuje pravé jeden homomorfismus
Y : G/K — H, ktery spliiuje 1) o ™ = ¢.

Véta. (Druhd véta o izomorfismu)1®

Méjme grupy N < H < G, pfic¢emz N, H 4 G. Potom (G/N)/(H/N) ~ G/H.

Diikaz. Nejprve si rozmysleme, ze uvedené faktorgrupy opravdu existuji. Protoze je N < G, je také
N < H. Zbyva si rozmyslet, ze také H/N < G/N. Vezméme tedy libovolné h € H, g € G. Potom
(gN)(RN)(gN)~! = (gN)(hN)(g~'N) = ghg !N € H/N, nebot ghg~! € H diky normalité H.
Tim jsme pro kazdé gN z G/N ukazali, ze (¢gN)(H/N)(gN)~' C H/N. Ze pak jiz musi nastat
rovnost, to jsme uz dvakrat dokazovali v jiném kontextu.

(G/N)/(H/N) ~G/H

Dale budeme chtit Fict, ze ve faktorgrupé (G/N)/(H/N) jsou splaclé dohromady stejné skupinky
prvki jako ve faktorgrupé G/H. To je ale jasné — grupa H rozdéluje grupu G na kosety velikosti
|H|, grupa N je jesté podrozdéluje déle na mensi kosety velikosti |N|. Protoze N < H, kopie N
podrozdéluji H, tim padem i ostatni kopie H jsou podrozdélené dalsimi kopiemi IV, takze spolecné
hranice obou rozdéleni splyvaji. Prvky grupy G/H odpovidaji kopiim H. Prvky G/N odpovidaji
(mensim) kopiim N, vyfaktorizovéni podle H/N je ale poslepuje v ramci jednotlivych kopii H.

Vnimame-li tedy faktorizovani jako slepovani prvku do stejné velkych skupinek, v obou pfipa-
dech jsme v grupé G poslepovali stejné hromadky — jednou pfimo, podruhé s mezikrokem. Pfitom
ale vime, ze po faktorizaci se grupové operace chovaji stejné jako na puvodnich prvcich — z pfi-
slusnych bloku stac¢i vzit libovolné reprezentanty, s nimi provést prislusné operace a nakonec se
podivat, v jakém bloku vysledek skonéi. Protoze ale obé nase grupy maji stejné bloky, shoduji se i
jejich operace. Jsme tedy hotovi.

14Byl to znamy algebraik a autor nékolika kvalitnich knih Joseph J. Rotman.
15 Jak uz to tak u ,druhych“ a ,tietich“ vét byva, vsichni se hddaji, ktera Ze je vlastné ta druha,
a ktera je ta treti.
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Vsimnéme si, ze pravé dokdzané tvrzeni se velmi podobad tomu, jak bézné kratime zlomky.
Pokud je G konecnd, po pouziti Lagrangeovy véty dostaneme na obou stranach vskutku stejné
éislo, protoze |N| se vykrati.

Pro procviceni si muzete zkusit druhou vétu o izomorfismu dokézat z té prvni pomoci volby
vhodného homomorfismu (ktery neni tézké tipnout, nebot znate jeho jadro i zdrojovou a cilovou

grupu).
Véta. (Treti véta o izomorfismu)
Necht G je grupa, a H < G a N 4 G. Potom je (HN)/N ~ H/(H N N).

Dikaz. Vénujme se nejprve vyrazu nalevo. Pro zacatek ukazeme, ze HN je podgrupa G. K tomu
si sta¢l vSimnout (mnozinové) rovnosti HN = NH. Skute¢né z normality N méame pro vSechna
n1 € N, h € H vztah hnih~ ! = ny € N, takze hni = ngh € NH, odkud HN C NH. Stejny
argument ale miZzeme pouzit i z druhé strany, ¢imz dohromady dostavame rovnost HN = N H. Pak
uz je ale HN nutné grupa.'® Asociativita plyne z rovnosti (HN)(HN) = (HN)(NH) = H(NH) =
HHN = HN, existence inverzniho prvku ze vztahu HN = NH = N-1H~1 identita je v HN
zjevné také. Protoze N < G, je také N < HN.

HN/N

Nyni se podivejme na pravou stranu. H N N je grupa jakozto prinik dvou podgrup G. Kazdy
prvek n € HN N piitom po zobrazeni n — hnh~! libovolnym h € H bude stale prvkem H (jakozto
soucin t¥i prvk z H) i prvkem N (nebot N je normélni dokonce v celé G), bude tedy stale lezet
v HN N, takze (HN N) < H.

Jak tedy (HN)/N vypada? Nosnd mnozina grupy HN sestava ze vSech prvki, které lezi v né-
jakém kosetu hN pro h € H. Prvky faktorgrupy (HN)/N jsou pak prévé tyto kosety. Koset hN
pfitom protind H v h(H N N), protoze nasobeni prvkem h € H posle do H pravé ty prvky z N,
které tam uz byly. Kosety h(H N N) jsou ale shodou okolnosti pravé prvky grupy H/(H N N).
Operace v obou grupach se navic museji chovat stejné, nebot se shoduji s operacemi na libovol-
nych reprezentantech ptislusnych kosett v G. My si tyto reprezentanty v obou pripadech mizeme
zvolit stejné, a to z koset uréenych grupou H N N. Bijekce ¢ : AN — h(H N N) tedy skute¢né
zprostredkovava hledany izomorfismus.

Stejné jako v predeslém pripadé lze tieti vétu o izomorfismu také odvodit z té prvni volbou
néjakého vhodného homomorfismu. Ackoli se mohou zdat véty o izomorfismu na prvni pohled
tézko uchopitelné, casto jsou velmi elegantnim vyjadfovacim prostfedkem.

Pellova rovnice

Na zavér si udélame jesté jeden kratky vylet do teorie ¢isel. Takzvand Pellova rovnice je nasledujici

16Tvrzeni HN = NH je tomu dokonce ekvivalentni pro libovolné podgrupy H, N < G.
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slavnd rovnice s dvéma neznamymi z,y € Z a pevnym koeficientem d € N:

z? —dy? = 1.

Nasim ukolem je hledat vSechna feSeni (z,y) v zavislosti na d. Jasné vidime, ze dvojice (%1, 0)
je vzdy FeSenim, které budeme nazyvat trividlnim. V§imnéme si, Ze rovnici mizeme upravit do (na
prvni pohled podivného) tvaru

(z + Vdy)(x — Vdy) = 1.

Smyslem Pellovy rovnice je to, zZe je-li (z,y) jeji kladné feSeni, pak racionalni ¢&islo 5 velmi dobte
aproximuje odmocninu z d.

Nyni je vidét, ze pokud je d druhou mocninou néjakého pfirozeného ¢isla, obé zavorky jsou cela
¢isla, a tak museji byt bud obé rovny 1, nebo —1. Okamzité pak dopocitame, Ze tyto podminky
spliiuji pouze trivialni feseni.

Dale tedy uvazujme pouze ta d, ktera ¢tvercem nejsou. Jak to dopadne potom? Uz Lagrange
dokéazal, ze pak ma Pellova rovnice vzdycky alespon jedno feSeni. Dikaz je vSsak mirné technicky
a moc nesouvisi s teorii grup, a proto se jim nebudeme zabyvat. Misto toho se budeme vénovat
otazce, kolik feseni tato rovnice ma a jaky mezi sebou maji vztah.

Nejprve si viimnéme, Ze z realného &sla z + v/dy lze zpétné urdit celd ¢isla = a y pravé jednim
zpisobem. Pokud totiz = + Vdy = u + V/dv pro néjaka z,y,u,v € Z, ekvivalentné dostavame
z—u=+d(v—y), coz ndm dava x = u a y = v. Dale tedy mtizeme misto dvojic (z,y) jednoznacné
kédovat Feseni pomoci realného &isla x 4+ v/dy.

Nyni provedeme trik. Pokud v souéinu dvou feseni (z 4+ v/dy) - (u 4+ v/dv) roznasobime zavorky,
dostaneme (zu + dyv) + Vd(zv + yu), tedy opét vyraz typu a + v/db, kde a, b € Z. Vynasobenim
zévorek (x — v/dy) - (u — v/dv) naopak dostaneme a — v/db. Celkem proto

a? — db? = (a + Vdb)(a — Vdb) = (x + Vdy)(u + Vdv)(z — Vdy)(u — Vdv) =

=@ -dyH)W?-dv?)=1-1=1,

takze a + V/db je také FeSenim. B&Zné nasobeni realnych &sel (které je asociativni bindrni operaci)
tedy ze dvou FeSeni (v nasi trikové reprezentaci) vyrobi opét feSeni. Co vic, trivialni Feeni 1 =
1+ +/d0 se chova jako identita a operace « 4+ Vdy — x —Vdy = = + \/a(fy) odpovida invertovani.
Je to tedy grupal

Cviceni 14. Rozmyslete si, ze jakmile ma Pellova rovnice néjaké netrividlni feseni, ma uz jich
nekone¢né mnoho.

Vyuzivame vskutku hanebného triku — misto toho, abychom vsechna feSeni Pellovy rovnice
poctivé zkoumali s pouzitim celych ¢isel, silou je nacpeme velmi podezielym zptisobem dovnitf jiné
algebraické struktury R, kterd je mnohem slozit&jsi, nebot kromé nasobeni zahrnuje jesté s¢itani
a lineadrni uspofadani. Znalost R nam pritom uSetfi praci, takze muzeme v klidu popsat, jak tu
nase grupa vypadd. Zminénou grupu ozna¢me P, plati tedy P < R (s béZnym nésobenim). Ta
feseni = + Vdy € P, ktera jsou (jako redlné &islo) kladna, tvoii podgrupu P+ < P. Samoziejmé
neni problém popsat celou P, nas ale vlastné ani celd nezajim4, nebot feseni z P\ Pt se od téch
kladnych 1isi jen znaménky, staci tedy popsat pouze PT.

Tvrzeni. Grupa vsech kladnych feseni Pellovy rovnice Pt je izomorfni grupé Z.

Dikaz. Podle znamének x,y € Z ve vyrazu x++/dy se prvky P déli na ¢ty¥i skupiny. Z téchto &ty¥

vyrazi jsou nutné dva kladné a dva zaporné, protoze se lisi pouze znaménkem. Ze vSech Ctyt voleb

je nejvétsi vyraz s x,y > 0, ktery je nutné kladny. Jeho inverzem je feSeni s x > 0, y < 0. Souéin

téchto dvou vyrazu je ale roven 1, takze prvni zminény vyraz je z intervalu (1; +00), zatimco druhy

pak nutné patii do intervalu (0; 1). Zbylé dva vyrazy se od pravé popsanych lisi pouze znaménkem.
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Vezméme nyni néjakd dvé kladna Feseni Pellovy rovnice (z1,y1), (z2,y2) z intervalu (1;+00). Pro
ta dostavame ekvivalenci

(x1 + Vdy1 < z2 + Vdy2) & (21 — Vdy1 > z2 — Vdy2) & (21 < 22) © (31 < ¥2).

Podivejme se nyni pouze na interval (1;+00), ktery oproti (1;400) neobsahuje pravé Feseni
1 € P. Mezi resenimi z tohoto intervalu tedy mtzeme najit to nejmensi. Je to presné to reseni, které
ma nejmensi prvni slozku z, pfiCemz v kazdé skupiné pfirozenych ¢isel umime najit to nejmensi.
Toto nejmensi FeSeni ozna¢me . UkdZeme, Ze € generuje v8echna feSeni z (1; +00). Pro spor méjme
n&jaké FeSeni n € (e;+00), které neni pfirozenou mocninou €. Potom ale existuje n&jaké k € N
takové, ze e” < 1 < e"t1. Jenze po vydéleni nerovnosti kladnym e dostaneme 1 < n"e~" < ¢,
coz je ve sporu s minimalitou €, protoze n"™e~" je také fesenim.

Pravé dokazané tvrzeni tedy fika prekvapivou véc — vSechna feSeni Pellovy rovnice umime za-
kédovat jedinym (nejmensim) FeSenim e, a to tak, Ze vSechna ostatni ziskdme aZ na znaménko jako
jeho mocniny. Triky pfedvedené napii¢ dikazem ale viibec nebyly ,ndhodné“. Obohaceni racional-
nich &isel o v/2, které jsme pravé piedvedli, se da zobecnit i pro jina realna é&sla. Tim vytvaiime
struktury, které predstavuji néco mezi raciondlnimi a realnymi ¢isly. A pravé studium podobnych
roz§itent racionalnich ¢isel vedlo matematiky po Abelovi k iplnému pochopeni nefesitelnosti poly-
nomu patého a vyssiho stupné. To uz je ale zase jiny pribéh, ke kterému se vratit nestihneme.

Navody ke cvicenim

1. Alespon jeden existuje z definice. Predpoklddejme pro spor, Ze existuji dva ruzné e; # ea.
Soudin e; - ez musi byt roven e, protoze ez je neutrdlni prvek; ale stejné tak musi byt roven eg,
protoze e je neutralni prvek, a tedy e; = ej - e2 = ea, coz je ve sporu s predpokladem, Ze e; # ea.
2. Alespon jeden existuje z definice. Pfedpokladejme pro spor, ze existuji dva razné prvky hi # ha
takové, ze gh1 = gha = e. MuzZeme nyni psat rovnosti hy = hie = hi1gha = eha = ha, coz je ve
sporu s piedpokladem. Existuje tudiz jen jeden inverzni prvek, takze symbol g~ méa jednoznaény
vyznam.

Nyni pokud gh = e, pak pfendsobenim tohoto vyrazu zleva pomoci ¢g—1 dostavame g~ lgh =
g~ 1, tedy h = g~ 1. Nyni vynasobenim zprava pomoci g dostaneme hg = g~ 1g = e, jak jsme chtéli.
3. Jelikoz je g~ inverzni k g, plati dvojice rovnosti gg—! = e, g~1g = e. Tyto rovnosti nam ale
fikaji piesné i to, ze je g inverzni prvek k g—!. Takze skuteéné (¢~ 1)~ ! = g.

4. Inverzni prvek ke g" (coz je n ,gééek“ vynasobenych po sobé) je (¢~ 1)™, protoze kdyz je
vynasobime, tak se vSechny prvky pokrati na identitu.

5. Chceme najit takovy vyraz, aby se ndm s tim nasim hezky kratil. Ukazeme, Ze mizeme zvolit
b~la~l. Musime ovéfit, Ze kdyZ jej vynasobime z libovolné strany ab (nebo s vyuzitim cviceni 3
jen z jedné strany), dostaneme identitu. Ale to je lehké: (ab)(b='a=1) = a(bb~N)a~! = aea™! =
aa~! = e. Obdobné po vynasobeni zleva.

6. Potfebujeme ovérit, ze je H N K uzaviend na vSechny grupové operace. Ale pokud uvazujeme
libovolné prvky z H N K, tak to znamen4, ze vSechny jsou jak v H, tak v K. Toto jsou podgrupy
uzaviené na vSechny grupové operace, takze pokud provedeme jakoukoliv operaci, tak bude vysledek
vHivK,atedyiv HNK.

7. At dosadime za prvni dva vyskyty H libovolné dva prvky z H, tak vysledkem bude néco z H,
nebot H je jako podgrupa uzaviend na nasobeni. Proto HH C H. Naopak kazdy prvek h z mnoziny
na pravé strané muzeme zapsat jako eh, protoze oba prvky e, h jsou jisté v H.

8. Potiebujeme ukazat, ze gHg~! = H pro viechna g € G. Jelikoz je G abelovska, nezéalezi na
potadi nasobeni, a to ani ve vyrazu s mnozinou. Plati tedy gHg™! = gg7'H = (99 ')H = eH = H,
coz jsme chtéli ukazat.
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9. Ukédzeme, ze pro kazdé g plati gHg—! = H. Vztah ze zadani totiz plati i pro g—1, pro které

dostaneme g~ 'Hg C H. A tedy po upravé H C gHg—!. Takze nutné gHg~! = H pro kazdé H.
10.
(1) V grupé G plati e- e = e, takze p(e) = p(e-e) = ¢(e) - ¢(e), protoze ¢ je homomorfismus.
Plati tedy p(e) = ¢(e) - ¢(e). To je rovnost mezi prvky v grupé H. Celou rovnost tedy
miZeme vynasobit (z libovolné strany) jednoznaéng uréenym inverzem (p(e))~ !, &¢imz

1

dostavame rovnost e = ¢(e), jak jsme chtéli.

(2) Receno slovy, mame dokazat, ze prvek p(g—!) je inverzem k ((g). Pfitom vime, Ze g -
g~ ! = e. Plati tedy (s vyuzitim (1) a definice homomorfismu) e = ¢(e) = p(g-g~!) =
©(g) - ¢(g~1). Stejné tak snadno dokazeme také e = p(g~ 1) - p(g).

11. Jak uZ jsme fekli dfive, ¢ o ¢ je zobrazeni z G do K. Pro vSechna g1, g2 € G mame (¢ o
©)(g1 - g2) = ¥(p(g1 - 92)) = Y(p(g1) - p(g2)) = P(p(g1)) - P(p(g2)) = (¥ 0 ©)(91)) - (¢ 0 ©)(g1)),

a tak je to homomorfismus.

12. Grupa (Q\ {0}, ) obsahuje prvek —1, jehoz fad je roven dvéma. Zbylé dvé grupy ale obsahuji
kromé identity pouze prvky nekoneéného fadu, pticemz kazdy izomorfismus fady prvki zachovava.
(To neni t&zké si rozmyslet.) Ani jedna z nich proto nemize byt izomorfni s (Q, -).

Podivejme se tedy na zbylou dvojici grup. Pokud by byly izomorfni, vezméme néjaky izo-
morfismus ¢ : (Q,4+) — (Q4,). Protoze je ,na“, existuje x € Q spliujici p(z) = 2. Pak ale
2=p(5 +35)=w(5) »(5) To ale dava p(5) = V2 € R\ Q, coz je spor. (Viimnéte si, ze w(3)
nemiize byt —v/2, nebot se pohybujeme v mnoziné Q...)

13. Uvéazime zobrazeni f, které prvku z pfifadi 2%. Toto zobrazeni je homomorfismem: f(z+y) =
27y = 272V = f(x)f(y), f(—x) =277 = (2%)~! = f(x)~!, a kone¢né f(0) = 2° = 1 — pouzivali
jsme zde jiz znaceni uvnitf jednotlivych grup, tim myslime —z pro inverzni prvek a nula pro
neutralni prvek vzhledem ke scitdni. Staci ndm ukazat, ze je f bijekce, a budeme mit hotovo.
Zobrazeni f je prosté, jelikoz pokud 2* = 2¥ pak z = y. A f je ,na“, protoze pro kazdé kladné
realné y staci zvolit * = log, y, abychom dostali 2¥ = y. Nasli jsme tedy mezi témito dvéma
grupami izomorfismus.

14. Jakmile ma Pellova rovnice netrivialni feseni, spliiuje toto feseni = + v/dy # +1. Pfitom
ale (z 4+ Vdy)(z — V/dy) = 1, take alespoti jedno z téchto redlnych &sel je v absolutni hodnoté
ostie vétsi nez jedna. Jeho mocniny proto tvori rostouci posloupnost realnych cisel, kazdy c¢len
této posloupnosti pfitom odpovida néjakému Feseni (a ta jsou riizna, nebot redlna éisla kéduji nase
feSeni jednoznaé¢né).
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Navody k Glohdm

1. Pro prehlednost budeme nékolikanasobné pouziti operace * znacit pomoci exponentu, jako kdy-
bychom mocnili. To opravdu muzeme pravé diky asociativité operace x. Vezméme néjaky libovolny
prvek b € M a podivejme se na bx b = b%. To je diky uzavienosti opét néjaky prvek M, takze se
miizeme kouknout na prvek b2 xb% = b?* a tak dale, ¢imz vybudujeme posloupnost b, b2,b%,... € M.
Protoze je M konecnéa, nékdy se musi né€jaky prvek zopakovat. Tento prvek oznacme c. Protoze se

(o4 k T4 e Py p . . . .
zopakoval, dostavame rovnost ¢2° = ¢ pro néjaké piirozené &islo k. Diky dokdzané rovnosti mame

k k k k
2 2% —2 2" -2 2(2°—1) =

k . S
c® *c =cx*xc 2"—1. To jsme ale piesné

2k _

, coz diky asociativité zapiseme jako ¢

chtéli, prvek a = ¢ 1 spliiuje rovnost a * a = a? = a.

2. Pohyb zaby rozlozime na osové soumérnosti. Kazdy skok odpovida stfedové soumérnosti, tedy
otoceni o 180° se stiedem na kameni. Toto otoceni lze proto rozlozit do dvou osovych soumér-
nosti podle os, které jsou na sebe kolmé a protinaji se na kameni. Pro jednoduchost zapisu budeme
oznacovat osy i odpovidajici soumérnosti stejné. Rozdélme kameny do dvojic (1,2),(3,4),...,(2n—
1,2n). Dvé stfedové symetrie odpovidajici jedné dvojici kamenti 1ze zapsat jako slozeni ¢tyt osovych
symetrii 04030201. Osy 02, 03 vS8ak muzeme volit tak, aby splyvaly s pfimkou uréenou odpovida-
jicimi kameny, takze oo = o03. Pak je ale 0302 = e identické zobrazeni, takze 04030201 = 0401,
pricemz obé tyto osy jsou kolmé na spojnici odpovidajicich kament, tedy rovnobézné. Zobrazeni
o401 je tedy n&jaké posunuti. (To neni tézké si rozmyslet.)

Pohyb zaby jsme tedy rozlozili do n posunuti, ktera zavisi pouze na pozici kameni. Slozeni
libovolného poctu posunuti je ale ziejmé také posunuti. Protoze se zaba prvni den vratila na své
ptivodni misto, m4 toto sloZzené posunuti pevny bod, takZe se musi jednat o identitu. At si tedy
zaba dalsi den stoupne kambkoli, preskdkani vSech kamenu v uréeném poradi na ni vzdy zaptsobi
stejné jako identické zobrazeni — nijak.

3. Jak si uz jisté hloubavy étendfr vsiml, takové grupy G, H nemohou byt koneéné, nebot pro
koneénou H plati |gHg~!| = |H| pro viechna g € G. Zkusime tedy zkonstruovat néjaké nekonecné.
Vezméme libovolnou nekone¢nou mnozinu X a odpovidajici nekone¢nou symetrickou grupu Sx.
Rozdélme nyni X na dvé nekoneéné mnoziny Y a Z. Grupa H bude obsahovat pravé ty permutace
z Sx, které nehybou zaddnym prvkem z Y. Ovérit uzavienost H na vSechny grupové operace je
snadné, takze H < (. Volme nyni g € G jako permutaci, kterda celou mnozinu Y zobrazuje do
sebe, pricemz do ni zobrazuje jesté néjaké z € Z. Diky nekonecnosti obou mnozin Y, Z takova g
skute¢né existuje. Permutace z gHg~! pak nechavaji na misté dokonce celou Y U {g}. Urcité ale
existuje néjakd permutace h € H, kterd z na misté nenechava. Tim jsme dokazali ostrou inkluzi
gHg~' C H, jak jsme chtéli.

Neduveérivy ctenar si mize predstavit napfiklad X = N, Y mnozinu sudych prirozenych ¢isel, Z

mnozinu lichych pfirozenych ¢isel. Vyhovujici g € Sy je pak tfeba permutace, kterd k sudym ¢islum
pric¢ita 2, od lichych cisel kromé jednicky odecitd 2, pricemz jednicku posila na dvojku. Permutace
z H fixuji v8echna suda ¢&isla, permutace z gHg~ 1 dokonce i jednic¢ku.
4. Dukaz je uplné analogicky dukazu prvni véty o izomorfismu. Podminka ¢ o m = ¢ totiz vy-
nucuje, aby hledané zobrazeni v posilalo gK +— ¢(g). Stejné jako v uvedeném dikazu prvni
véty o izomorfismu ovéfime, Ze 1 je korektné definované, tedy ze gK = hK = ¢(g9) = ¢(h).
To ale okamzité plyne z inkluze K < Kerp. Stejné jako minule, ¢ je homomorfismus, nebot
Y(gKhK) = p(gh) = ¢(9)p(h) = ¥(gK)yp(hK). To je vse. Na rozdil od dikazu prvni véty o izo-
morfismu ale nemiZeme zarucit, Ze je 1) na, ani Ze je prosté (nebot k diikazu prostoty potiebujeme,
aby K > Ker ¢, jenze tentokrat méame pouze ,nerovnost‘ K < Ker ).
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