Jak Cist serial

Ahoj,

vitdme vas u leto$niho seridlu zaméfeného na teorii grup, ktery pro vas letos pisi Filip Bialas a
Kuba Loéwit. Pokud nevite, co to vibec takova grupa je, ale radi byste to zjistili, tak jste tady
spravné. I kdyz se jedna o vysokoskolské téma, mél by byt text pfi pozorném c¢teni srozumitelny a
pochopitelny i pro bézného stfedoskolédka se zdjmem o matematiku. V pribéhu celého roku vas ve
tfech dilech provedeme zajimavymi partiemi matematiky s grupami souvisejicimi.

Vypracovanou teorii se budeme snazit i aplikovat na specifické pfipady — v prvnim dile se
bude jednat o jednoduchd tvrzeni z teorie Cisel, kterd se ndm s pouzitim grup povede dokazat
velmi elegantné, o geometrickd zobrazeni a o Pellovu rovnici. Grupy ptuvodné vznikly pfi zkou-
mani permutaci v souvislosti s dikazem, ze neexistuje obecny vzorec pro feSeni polynomialnich
rovnic patého a vyssiho stupné. Na tento dikaz bude seriadl bohuzel moc kratky, ale k dukladnému
zkoumani permutaci se dostaneme v druhém dile.

V seridlu se budou vyskytovat ulohy oznacené jako , Cviceni“. Doporucujeme zkusit si takové
ulohy vytesit nejdiiv samostatné. Pokud se vam to ale nepovede, nezoufejte a prectéte si feSeni,
které se bude nachézet na konci daného dilu. Zajimavéjsi cviceni budeme obcas nazyvat vzletné
slovem ,,Uloha“. Ulohy mohou byt t&éz5i a znalost jejich FeSeni nebude nutna k dalsimu ¢teni seridlu.
Proto si muzete nechat na feSeni volny Cas az po pfecteni serialu. U cvi¢eni bychom ale byli radi,
kdybyste si po chvili pfemysleni precetli feSeni, a aZ potom pokracovali ve ¢teni textu. Na konci
kazdého dilu kazdopadné naleznete Feseni jak cviceni, tak i aloh.

Urcité ¢asti mohou byt tézsi na pochopeni, nékteré z nich ale nebudou tieba pro porozuméni
zbytku. Pokud se tedy v néjakém odstavci zaseknete, muzete ho zkusit preskocit.

I kdyz neprectete vse, urcité si zkuste vytesit tfi seridlové ulohy. Tyto tlohy by se mély tykat
ruznych ¢asti daného dilu a pro nékteré z nich by mélo stacit rozumét nékolika zékladnim pojmim.

V pripadé jakychkoliv nejasnosti v seridlu se nas nebojte kontaktovat na mailech
f.bialas26@gmail.com nebo jakub.lowit@gmail.com.



Teorie grup | — Moc abstrakce

The theory of groups is a branch of mathematics in which one does something to something and
then compares the results with the result of doing the same thing to something else, or something
else to the same thing.

James R. Newman

Prolog |

Po dlouhé stfedovéké odmlce se v Evropé v 16. stoleti znovu probouzi matematika. S Eulerem,
Gaussem a mnoha dal$imi dochézi na pfelomu 18. a 19. stoleti k obrovskému skoku kupiedu.
Rozvijeji se uplné nové sméry v geometrii, teorii Cisel i algebfe. Sdm Euler uz vlastné ve svych
pracich o moduléarni teorii ¢isel dokazuje rtizné tvrzeni o grupach — jen o tom nevi. Podobné Gauss
po ném.

Ve stejné dobé Lagrange pfi studiu algebraickych rovnic naléza souvislost jejich resitelnosti
s jakymsi ,, prohazovanim* jejich kofenu. O par let pozdéji prichazi mlady norsky matematik Abel.
Navzdory chudobé se s vyuzitim vladniho grantu dostava do Pafize, kde se snazi prosadit. Pfitom se
mu dafi vyfesit jednu z pal¢ivych otézek tehdejsi matematiky — dokazuje totiz obecnou nefesitelnost
rovnic patého (a vyssiho) stupné. Jeho prace je ale zalozena a nedocenéna, a tak se smutné vraci
zpét domil, kde posléze pred o¢ima své snoubenky umira na tuberkulézu. Je trochu ironické, ze dva
dny po jeho smrti je v Pafizi jeho prace znovu nalezena, bouflivé ocenéna, a posléze je mu udéleno
misto na univerzité v Berliné.

Nikdo zatim slovo grupa neznd — jeji silueta uz se ale rysuje za pokrokovymi pracemi mnohych
matematiki. K jeji abstraktni definici sice jesté povede dlouha cesta, prvni kriacky uz ale byly
vykonany.

Konkrétni versus abstraktni

Nez si definujeme, co to grupa je, radi bychom zduraznili rozdil mezi konkrétnimi a abstraktnimi
objekty v matematice. Samoziejmé ze celd matematika je v jistém smyslu abstraktni — nejde ji
péstovat na zahradce nebo si ji schovat do Supliku. To zde ale nemame na mysli.

Kdyz mluvime o konkrétnim matematickém objektu, myslime tim néco, jako jsou treba re-
alna cisla. To je hromadka prvka néjaké mnoziny, které navic umime scitat, nasobit, porovnavat a
podobné. Kdyz si pak o takovém objektu polozime néjakou otazku, v principu na ni existuje jed-
noznac¢na odpoveéd. Naproti tomu odpovidajicim abstraktnim objektem by byla jakasi sada pravd
(axiomu), které o redlnych ¢islech plati. Kdyz budeme takovou abstraktni teorii zkoumat, jisté tim
zjistime cenné informace o realnych éislech, mozna ale i o dalsich konkrétnich objektech, které tyto
axiomy splnuji.

Abstraktni pfistup mé mnoho vyhod — zejména tu, ze se ndm nékolika pojmy dafi vystihnout
nepreberné mnozstvi odlisnych véci, diky ¢emuz pak muzeme nachazet necekané souvislosti. Pritom
ale musime byt velmi ostraziti — pokud mluvime o néjakém abstraktnim objektu (jako budeme za
chvili), typicky vlastné ani nevime, co zkoumame (respektive co v8echno zkoumdame). Pokud to
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vSak budeme mit na paméti, neni se ¢eho obavat.
Zobrazeni

Po celou dobu seridlu budeme pracovat s riiznymi zobrazenimil, pfipometime si tedy, o¢ jde.

Definice. Zobrazenim f mnoziny A do mnoziny B rozumime cokoli, co kazdému prvku a € A
piifadi pravé jeden prvek z B. Ten pak znaéime f(a).

Fakt, ze f zobrazuje mnozinu A do mnoziny B, nékdy zkricené zapisujeme jako f : A — B.
Podobné nékdy piseme f : a +— b, kdyz chceme Fict, ze obrazem prvku a je b.

Kdyz na sebe dvé zobrazeni ,navazuji“ (tedy prvni z nich vede tam, kde druhé zacéind), lze
je slozit, ¢imz ziskdme opét zobrazeni. Slozenim zobrazeni f, g myslime zobrazeni, které vznikne
provedenim nejprve f a nasledné g. To znad¢ime g o f, neboli zobrazeni skldddme v poradi zprava
doleva.?

Skladani zobrazeni mé zajimavou vlastnost. Pokud na sebe postupné tii zobrazeni f, g, h
navazuji, pro jejich slozeni plati rovnost f o (g o h) = (f o g) o h. Slovy, kdykoli néco zobrazujme
pomoci této slozeniny, je jedno, jestli nejprve provedeme (g o h) a potom f, nebo nejprve h a
potom (f o g). Zjednodusené proto muzeme vzniklou funkci zapisovat bez zavorek jako fogoh
a predstavovat si ho tak, ze nejdfiv provedeme h, pak g a nakonec f. Pravé popsana vlastnost se
nazyva asociativita a bude nas provazet celym seridlem. Lidové: asociativita fika, ze zavorky si
mizeme strcit za klobouk.

Definice. Zobrazeni f: A — B nazveme:

(1) prosté, jestlize se kazdé dva rtzné prvky z A zobrazi na rtzné prvky z B;
(2) na, jestlize se na kazdy prvek z B zobrazi alespon jeden prvek z A;
(3) bijekce, jestlize je zéroven prosté i na.

Bijekce jsou tedy ta zobrazeni, které ,sparuji“ prvky A s prvky B. Ke kazdé bijekci f z A do B
pritom existuje inverzni bijekce f~1 vedouci z B do A, kterd vznikne ,pievracenim® f. Je dobré
si uvédomit, ze slozenim dvou funkci, které jsou prosté, dostaneme opét prostou funkci. Podobné
slozenim dvou funkci, které jsou na, dostaneme opét funkci s toutéz vlastnosti. Dohromady tedy
slozenim dvou bijekci dostaneme opét bijekci (coz je také v podstaté ziejmé).

Se zobrazenimi uzce souvisi pojem operace. Operaci budeme myslet néco, co ndm z néjakého
pevného poctu sefazenych prvka z uréité mnoziny vyrobi jednu jinou véc. Klasickym prikladem
operace je tfeba nésobeni dvou &isel na mnoziné redlnych éisel. Jedné se o operaci bindrni, nebot
jsme do ni vlozili dvé ¢&isla. Funkce lze chapat jako operace undrni, tj. s jednim vstupem. Miuzeme
dokonce uvazovat i operace, kterd nemaji zadny vstup, a vzdy nam tedy musi vratit stejnou véc.
Uvazovani téchto divnych operaci ndm pozdéji usetii trochu prace.

Definice. O operaci * fekneme, ze je uzavrend na mnoziné M, pokud vysledek této operace
s libovolnymi dvéma prvky z této mnoziny lezi také v M.

Jako operaci, kterd neni uzaviend na néjaké mnoziné, mizeme uvést tfeba scitani na lichych
¢islech, naptiklad protoze vysledkem 1+ 1 neni liché ¢islo. Zato na sudych ¢islech séitani uzaviené
je.

Pouziti binarni operace x na uspotradanou dvojici prvkl a,b € M budeme psat jako a x b, tedy
stejnym zpusobem, jakym bézné pouzivame +, - a podobné.

Definice. Binarni operace x na mnoziné M je asociativni, pokud pro libovolné tii prvky a,b,c €
M plati (a*b) xc=ax (b*c).

1Pojmy zobrazeni a funkce znamenaji to samé, pouze se pouzivaji p¥i jinych ptilezitostech —
podobné jako se pfi ruznych prilezitosti piji ruzné caje.

2To mé historické dtivody. PrestoZe je to na prvni pohled kontraintuitivni, je to tak bézné a
vétsinou prehlednéjsi.



Jak uz jsme komentovali dfive, asociativita hlasad ,,Zapomente na zévorky!“. Definice ndm sice
dovoluje zapomenout pouze na jednu zavorku, induktivné si ale lze rozmyslet, ze pak uz muzeme
zapomenout na vSechny zavorky napsané v libovolném vyrazu.

Uloha 1. Mg¢gjme koneénou mnozinu X a néjakou binarni asociativni operaci %, kterd je na X
uzaviend. Dokazte, ze pak existuje prvek a € X, ktery spliuje a x a = a.

Grupa

Nyni uz nam nic nebréani definovat, co to ta grupa vlastné je.

Definice. Grupou nazyvame mnozinu G spolu s bindrni operaci -, kterad je na mnoziné G uzaviena
a navic mé nasledujici vlastnosti:

(1) Existuje prvek e € G takovy, Ze pro kazdé g € G plati e- g = g - e = g. Tomuto prvku se
tika neutrdlni.

(2) Pro kazdy prvek g € G existuje prvek h € G takovy, ze g - h = e = h - g. Prvek h poté
nazyvame prvkem inverznim k g a znacime ho g—1.

(3) Binarni operace - je asociativni, tedy pro kazdé tii prvky a,b,c € G plati (a-b)-c = a-(b-¢).

V definici jsme psali binarni operaci pomoci nasobici tecky, coz ale vibec neznamend, ze tato
operace opravdu musi byt ndm znamé nasobeni cisel. Mohli bychom ji klidné oznacovat pomoci
znaménka plus® nebo tplné jiného symbolu. Pouzité multiplikativni znaleni je ale asi nejpouzi-
van€jsi a postupem casu budeme stejné jako u nasobeni tecku vynechavat. Z praktickych divodu
budeme o grupové binarni operaci ¢asto mluvit jako o ndsobent, i kdyz to vlastné nasobeni v béz-
ném smyslu vibec nemusi byt. Kdyz budeme jeden prvek nasobit né€kolikrat sdm sebou, budeme to
znacit jako umocnovani. Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme grupu i jeji nosnou mnozinu ozna-
dovat jednim stejnym velkym pismenem (nejcastéji G, H, K); prvky grupy budeme znaéit malymi
pismeny (nejéastéji g, h, a,b).

Opustme nyni na chvili abstraktni premysleni a uvedme si par prikladt toho, co je grupa, a co
naopak neni.

Priklad. Cel4 ¢isla s binarni operaci s¢itani grupu tvofi — neutradlnim prvkem je 0, inverznim
prvkem k a je ¢islo —a. Tuto grupu budeme znadit Z.

Priklad. Pro kazdé pfirozené &islo n tvoii zbytky po déleni ¢islem n grupu (s bindrni operaci
séitani). Pfesnéji tuto grupu tvoii mnozina {0, 1, ..., n—1} a vysledkem operace provedené s prvky
a, b je zbytek a 4+ b po déleni n. Popsanou grupu budeme oznacovat Zn, .

Priklad. Kladna redlna ¢isla s binarni operaci nasobeni tvofi grupu — neutrdlnim prvkem je 1,
inverznim prvkem k a je ¢islo %.

Priklad. Prirozend ¢isla N grupou nejsou, tfeba protoze v ni neni zadny neutralni prvek.

Co nam vlastnosti binirni operace z definice vlastné ¥ikaji? Prvni ndm zarucuje existenci néceho,
co pri nasobeni nic neméni — tedy jakési ,,jednicky“. Samotna tato vlastnost nam o struktufe grupy
vlastné moc nefiké, ale je dilezita kvili dobrému popsani druhé vlastnosti — existence inverzniho
prvku. Existence inverzniho prvku nam umoznuje jakési ,déleni“. TTeti vlastnost je asociativita,
o které jsme se bavili uz dfive. V praxi z ni dostdvame to, Ze nemusime pouzivat zavorky a zapisy
presto budou jednozna¢né. Napt. vyraz a-b-b~! - a~! muZeme postupné upravovat nasledovné:
a-(b-b.al=a-e-al=(a-e)-a"! =a-a"! = e (zdvorky jsme zde pouzili, jen aby bylo
jasné, jakou operaci zrovna provadime; vysledek nijak neovlivnily).

Operaci tedy muzeme zavorkovat, jak se nam zlibi, zadna vlastnost nam ale nezarucuje, ze je
tato operace komutativni. Komutativni operaci je takova, kde pro vSechna a,b plati a-b =10 - a.
Brzy si ukdzeme, ze opravdu existuji i grupy, jejichz binarni operace komutativni neni. TTeba vyraz

3Toto znaleni se v nékterych souvislostech i pouziva.
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a-b-a~! nemiizeme bez znalosti struktury grupy nijak obecné upravit, nebot nemtizeme piehazovat
poradi ¢lent a obecné nevime, co je vysledkem a - b nebo b-a~ 1.

Stejné tak musime byt opatrni, kdyz budeme pracovat s rovnicemi. Mizeme podobné jako pfi
feSeni klasickych rovnic vzit dalsi prvek a provést s nim binarni operaci na obou stranach rovnice.
Je ale tfeba si dat pozor, abychom tuto operaci provadéli, ze tuto operaci provadime vzdy ze stejné
strany (z a = b plyne g-a = g-b nebo také a-g = b- g, ale obecné ne a-g = g-b). Toto vynasobeni
je v grupé ekvivalentni Gpravou rovnice:

Tvrzeni. Necht a,b,g € G, paka=b< g-a=g-b (aobdobnéa=b<a-g=b-g).

Dikaz. Dokézeme dvé implikace. Pokud a = b, pak uz také g - a = g - b, protoze nase operace
musi davat na stejnych usporddanych dvojicich prvku stejny vysledek. K dikazu druhé implikace
g-a=g- b= a=>bnam stai vynasobit obé strany predpokladu zleva prvkem ¢g—! a dostaneme
g t-g-a=g1 -g-b, coz upravime jako (g1 -g)-a = (97! - g) - b, a po zkraceni dostaneme
e-a=e-b, tedy a = b, jak jsme chtéli dokazat.

Priklady grup

V minulé ¢asti jsme si zadefinovali grupu a bavili jsme se o tom, jak s ni zhruba mtzeme pracovat.
Par konkrétnich prikladd jsme jiz vidéli, ale ted si ukdZeme, Ze grupy mohou nabyvat jesté mnohem
rozmanitéjsich podob. A to je fajn — kdyby nebylo grupou hodné riznych konkrétnich objektu
v matematice, nemélo by moc smysl ji definovat a pfemyslet o ni abstraktné.

Nejdrive se zamyslime, jak miizeme vibec popsat, jak grupa vypada. Nejjednodussim zpisobem
u grup, jejichz mnozina G mé malo prvku, je asi vypsat vysledky binarni operace pro vSechny mozné
dvojice prvki do ni vlozené. Tedy vypsat jakousi multiplikativni tabulku. Podobnou tabulku si
vytvarime tfeba pro malou nasobilku; zde ndm bude ale navic zalezet na porfadi prvkt v binarni
operaci, protoze tato operace nemusi byt komutativni — domluvime se na tom, zZe jako prvni budeme
brat prvek odpovidajici fadku tabulky.

Piiklad. Nejhloupé&jsim a nejtrivialnéjsim prikladem grupy je grupa obsahujici pouze jeden prvek,
ktery musi byt nutné neutralni (tento prvek musi v kazdé grupé existovat).

Priklad. Kleinova grupa V je grupa majici ¢tyfi prvky e, a,b,c a nésledujici multiplikativni
tabulku:

&
Y

blo|c|ela {{@.,,,

clelb|ale OO{hf.

Kleinovu grupu si mizeme priblizit i geometricky. Predstavme si obdélnikovy list papiru po-
loZzeny na stole. Mame nyni ¢tyfi zpusoby, jak tento list poobracet tak, aby jeho obrys na stole
zlistal pofad stejny (miZeme ho otocit o 180° pfimo na stole, pfevratit ho podle svislé osy, pre-
vratit ho podle vodorovné osy nebo ho nechat lezet na misté). Témto ¢tyfem zpusoblim muZzeme
prifadit prvky Kleinovy grupy, pficemz vysledek binarni operace nam bude fikat, jakym zptso-
bem jsme mohli otocit papir rovnou misto toho, abychom ho otaceli dvakrat za sebou. Rovnost
a? = b? = % = e naptiklad vyjadiuje skute¢nost, ze pokud papir dvakrat oto¢ime stejnym zptiso-
bem, ocitne se opét v puvodni pozici.



Piiklad. Pri predstavé Kleinovy grupy jsme si hrali s obracenim a otd¢enim obdélnika. Podobné
muzeme definovat grupu, kterd bude odpovidat otaceni a obraceni pravidelného n-thelnika, tak
aby byl jeho obrys porad stejny. Tato grupa ma 2n prvka — identitu, kterd nechéva lezet n-thelnik
na misté; n — 1 neidentickych otoceni; a n osovych soumérnosti. Pravé popsana grupa se nazyva di-
hedrdln{ a znadéi se Do, %. Viimnéte si, ze binarni operace v této grupé neni komutativni — napriklad
360
n

pii sklddani libovolné osové soumérnosti a otoc¢eni o zalezi na poradi.

Sami si muzete ovérit, ze popsané grupy opravdu spliuji definici.

Celou multiplikativni tabulku ale nemiizeme vypsat vzdy. Pro grupy s velkym poétem prvka
by to bylo casové velmi narocné, a co teprve pro grupy, jejichz mnozina ma nekonecnou velikost?
Uz tieba grupa 7Z celych cisel se s¢itanim ma nekonecné prvki. Z multiplikativni tabulky se navic
tézko poznava, jestli je binarni operace vibec asociativni. Pokud tedy chceme néjakou novou grupu
vyrobit, multiplikativni tabulky ndm pomohou jen stézi. Grupy si proto musime pfedstavovat ji-
nak, Casto je to tak ale i pfirozenéjsi. Protoze se ¢asto budeme bavit o velikosti grupy, zavedeme
nasledujici pojem:

Definice. Rddem grupy nazveme velikost mnoziny G. Pokud je fad grupy nekoneény, pak o této
grupé budeme fikat, Ze je nekonecénd, a ostatnim budeme fikat konecné. Rad grupy budeme ozna-
¢ovat pomoci |G|.

Mohli jste si v8imnout, Ze vSechny dosud zminéné grupy (kromé dihedréalni) mély komutativni
binarni operaci. Takové grupy budeme déle nazyvat abelovské®. Nyni si ukédzeme dalsi piipad

grupams.

Symetrické grupy poprvé

Definice. Symetrickd grupa na mnoziné X je grupa vSech permutaci této mnoziny vybavena
binarni operaci sklddani. Budeme ji znacit Sx.

Permutacemi ale nemyslime jednotliva sefazeni prvki mnoziny X, nybrz zobrazeni, které nam
tika, jak tyto prvky méme zamichat. Binarni operace skladani nejdfive provede jedno zamichani
a poté na uz zamichanych prvcich druhé. Jedna se ale skutecné o grupu? Musime ovéfit vSechny
axiomy. Slozenim dvou zamichani dostaneme znovu zamichani mnoziny, takze operace skladani
je na Sx uzaviend. Neutrdlnim prvkem bude zamichéni, kterd nedéla nic. Inverzni prvek vzdy
existuje, prosté zamichame prvky tak, jak byly pfedtim. Asociativita se da také lehce rozmyslet.

4Do dolniho indexu nepi$eme poéet vrcholtt mnohotihelnika, nybrz pocet prvki této grupy
5Na pocest zminéného norského matematika Nielse Henrika Abela.
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Jak jste si mohli vS§imnout, permutace mnoziny X jsou formalné pravé bijekce z mnoziny X do
X a sklddani permutaci je to samé jako skladani téchto bijekci. Invertovani bijekci jako zobrazeni
presné odpovida jejich invertovani v Sx.

Je jasné, ze pokud mame dvé mnoziny se stejnym poctem prvku, pak bude jejich symetricka
grupa ,vypadat® aplné stejné. Pro koneéné mnoziny X budeme ¢astéji pouzivat znaceni S,,, kde
n je poéet prvkit X. Rad této grupy bude n! = n(n — 1)(n — 2)---2 -1 (pro prvni prvek mame
n moznosti, kam ho pfesunout; pro druhy n — 1 atd.). VSimnéme si, Ze pro n > 2 neni grupa Sp
abelovska. Uvazujme napf. nasledujici dvé permutace: p — prohozeni prvniho a druhého prvku;
q — prohozeni prvniho a tfetiho prvku. Pokud nejdfive provedeme permutaci p a poté ¢ (protoze
permutace je jen urcitym typem zobrazeni, zapisujeme toto skladani jako gp — permutace provadime
postupné zprava), tak nam vysledné pferovnani pfesune prvni prvek na druhy prvek, druhy na t¥eti
a tfeti na prvni. Permutace pg ndm ale pfesune prvni na tfeti, druhy na prvni a tfeti na druhy,

takze pqg # qp.

MRRA ey

Grafické znazornéni permutace a jejiho rozkladu na cykly

Kazdou permutaci na kone¢né mnoziné (tedy prvek grupy Sp) mtzeme rozlozit do takzvanych
cykli. Uvazujme permutaci p a vezméme si néjaky prvek ¢ mnoziny X. Zavedme nyni nasledujici
posloupnost: ag = 4, an = p(an—1) pro pfirozend n. Jelikoz je v mnoziné X pouze kone¢né mnoho
prvki, museji se v posloupnosti néjaké dva ¢leny rovnat. Jaké ¢islo se jako prvni zopakuje? Ukazeme,
7e to musi byt nutné i. JelikoZ je p bijekce, tak se na zadné ¢islo nezobrazi dvé rtzna. Zadné jiné
Cislo nez ¢ se ale nemuze poprvé zopakovat, protoze pak by byl nutné v posloupnosti zopakovany jiz
jeho pfedchtidce. Oznac¢ime-li j nejmensi index vétsi nez 0 takovy, Ze a; = ao, pak fikdme, Ze j je
délka cyklu a Ze i patti do cyklu (i p(i) p(p(i)) - - - p?~1(i)). Z tohoto cyklu vidime, kam se zobrazi
vSechna ¢isla, kterd se v ném nachézeji (posledni na to prvni, ostatni na to o jedno dal vpravo). Tuto
konstrukci miizeme opakovat pro Cisla, ktera se zatim jesté v zadném cyklu nevyskytla. Nakonec
budeme mit kazdé ¢islo pravé v jednom cyklu.

Permutace z predchoziho odstavce p,q v grupé Ss4 bychom mohli timto zptisobem zapsat jako
p = (12)(3)(4),q = (13)(2)(4). Cykly délky 1 zfejmé nejsou pro jednoznac¢nost zapisu nutné, takze
je budeme vynechavat — muzeme tedy psat p = (12),q = (13).

Nyni uz mizete tusit, jakych mnoha riznych podob muze grupa v konkrétnich pripadech nabyvat
(struktura celych ¢isel a struktura permutacni grupy opravdu neni moc podobna). Sila abstraktniho
pristupu ale spoc¢iva v tom, ze muzeme dokazovat véty pfimo o obecnych grupéach — tedy véty, které
poté budou platit ve vSech téchto konkrétnich pfipadech.

Jak to v grupach funguje?

Uz jsme se presvédéili o tom, Ze se pod pojmem grupy opravdu néco konkrétniho schovava, pojdme
tedy dokazat nékteré zakladni vlastnosti grup abstraktné. Pfi tom si muzeme vSimnout, jak dobfe
tyto vlastnosti vystihuji symetrické grupy — jesté aby ne, kdyz z nich historicky naSe abstraktni
definice vznikla.

Cviceni 1. Dokazte, ze v kazdé grupé existuje pravé jeden neutralni prvek.

Cvideni 2. Necht g je prvek grupy G. Pak existuje pravé jeden prvek k nému inverzni. Navic
pokud plati gh = e, pak uz nutné hg = e (a stejné tak z hg = e plyne gh = e).

Cvigeni 3. Necht g je prvek v G a g~! je prvek k nému inverzni. Pak g je inverzni k g—1.

Cviceni 4. Nechf g je prvek v G a n pfirozené ¢islo. Dokazte, ze (g") ! = (g~ 1)". S vyuzitim
tohoto cvi¢eni miizeme definovat i g*, kde k je zaporné celé &slo, pomoci vatahu g* = (g—1)~*.
7



Toto bylo par jednoduchych piikladii, co mizeme zvladnout dokdzat obecné o vsech grupéach.
Prvni dva vysledky nam umoznuji formulaci, kterd bude dale velmi pfijemna. Diky jednoznacnosti
inverzniho a neutralniho prvku mtzeme mluvit o dalsich dvou operacich v grupéach. Jedné unérni,
ktera vezme prvek a prifadi prvek k nému inverzni, a jedné, kterd nebere jako vstup nic a vrati
nam neutralni prvek. Kdyz budeme dale mluvit o grupovych operacich, tak budeme myslet pravé
binarni operaci - a tyto dvé.

Kdyz uz vime, ze je inverzni prvek jednoznacny, tak ho snadno najdeme:

Cviceni 5. Najdéte inverzni prvek k souc¢inu ab.

Nyni se ale pfesuneme déle a zacneme zkoumat, jaké ,mensi“ grupy mohou grupy obsahovat.

Podgrupy

Definice. Méjme grupu G s binarni operaci -. Je-li H podmnozina G uzaviena na vSechny grupové
operace, pak H nazveme podgrupou G (znagime H < G)S.

Uzavienosti na vSechny grupové operace myslime, ze pro libovolné dva prvky g,h € H je gh € H,
inverzni prvek ke g lezi v H a neutrélni prvek e je v H. Kazda grupa G méa dvé trividlni podgrupy
— celou grupu G a trividlni grupu obsahujici pouze neutralni prvek. Dalsi podgrupy G mit mize,
ale nemusi. Pozdéji si ukdzeme, ze tieba Zjp, kde p je prvodislo, zadné netrivialni podgrupy nema.
Naopak tfeba Z ma hned nekonec¢né mnoho podgrup. Pro kazdé ptirozené n totiz mizeme sestrojit
grupu celych ¢isel délitelnych ¢islem n se sé¢itanim. Tato grupa je pro libovolné ptirozené n ziejmé
podgrupou Z (a pro n # 1 netrivialni podgrupou).

Jak popsat néjakou konkrétni podgrupu? Casto to miizeme udélat tak, ze uvedeme jen nékolik
prvki, které ji potom celou ,,vytvori“. Budeme chtit vlastné najit ,nejmensi“ grupu, ktera obsahuje
vSechny tyto prvky.

Definice. O n-tici prvka {a1,as2,...,an} podgrupy H grupy G budeme fikat, Zze ji generuji,
pokud je H nejmensi podgrupa G, kterd vSechny tyto prvky obsahuje. Potom znac¢ime H =
(a1,a2,... ,an).

Neni jasné, ze takova nejmensi podgrupa vibec existuje a ze je jednoznac¢né urcena. Je ale vidét,
ze grupa, kterd danou n-tici prvki obsahuje, musi obsahovat i vSechny souciny nékolika prvkt z dané
n-tice nebo jejich inverzu. Co vic, mnozina vSech takovychto souéinu jiz je grupa, protoze sou¢in
dvou souéint nam vytvori jiny soucin; identita mezi nase prvky pat¥i (to ukdZzeme pomoci sou¢inu
a1 ~af1 = e); a kone¢né inverzni prvek k agll . agé .. -ai’; je ziejmé a;kE’”’ ‘a;kﬁf;l .. -a&lﬁl. Takto
popsana grupa obsahuje jen prvky, které nutné obsahovat musi, takze je nejmensi mozna.

Jako ptiklad si vezméme G = Sy, kde n > 3. Pak podgrupa {((1,2)) obsahuje pravé transpozici
(1,2) a identitu, protoze jakymkoliv kombinovénim sklddéni permutace, kterd prehazuje prvni dva
prvky (a je sama sobé inverzi), nedostaneme jisté zddnou jinou permutaci nez identitu a ji samotnou.
Jinym pfikladem miize byt podgrupa ((1,2), (2,3)) — tato podgrupa jisté nebude obsahovat zddné
permutace, které pohybuji s jinymi nez prvnimi tfemi prvky. Muzete si ale sami rozmyslet, ze vSech
Sest permutaci, které nepohybuji zadnymi jinymi nez prvnimi tfemi prvky, jiz vytvorit umime.
Cviceni 6. Necht H, K jsou dvé podgrupy grupy G. Pak H N K je také podgrupa G.

Toto cvigeni se d4 zobecnit i na libovolny poéet podgrup (klidné i nekoneény). Podgrupu G

generovanou néjakou mnozinou diky tomu muzeme definovat jako prinik vSech podgrup G, které
tuto mnozinu obsahuji.

Definice. Grupu nazveme cyklickou, pokud v ni existuje prvek, ktery ji celou generuje.
6 Ano, pouzivame tu znaceni, které znate ve vyznamu porovnavani &isel — ale toto znadeni je dost

vystizné; navic uz jsme si zvykli, ze tecka nemusi znamenat nasobeni, tak nas to nemuize vyvést
z rovnovahy.



Priikladem konec¢nych cyklickych grup jsou grupy Z,. Nekonec¢nou cyklickou grupou jsou cela
Cisla Z.

Ukazeme si nyni, ze vSechny prvky cyklické grupy muzeme vlastné popsat hrozné jednoduse.
Méjme grupu generovanou prvkem a. Potom vSechny prvky této grupy ziskame jako koneény soucin
prvki a nebo a~!. Pokud ale narazime vedle sebe na tyto dva rtizné prvky, miizeme je zkratit.
Vsechny vyrazy tedy muzeme kratit az do té doby, kdy se zde vyskytuji bud jen a, nebo jen a1,
nebo nam vyjde identita. Kazdy prvek cyklické grupy miizeme tedy napsat jako a®, kde k je celé
Cislo.

Lehce si vSimneme, Ze kazda takova grupa je abelovskd, nebot z asociativity pro libovolné dva
prvky a”,a™ je jejich sou¢in a”a™ = a"T™ = a™a".

Definice. Rddem prvku a grupy G budeme rozumét ¥ad cyklické podgrupy (a).

Pokud je fad prvku a konecny, tak je roven nejmensimu pfirozenému n takovému, ze a™ = e.
Pfedpokladejme pro spor, Ze by byl jiny. Pokud by byl pocet prvka grupy (a) mensi nez n, pak
by musely mezi prvky a® = e,al = a,a?,...,a" ! byt dva stejné — tedy a’ = a, kde i < j.
Vynéasobenim a~* ale dostaneme e = a’ %, kde j — i je pfirozené &islo mensi nez n, coz neni mozné.
Aby tedy mohl byt ¥ad jiny nez n, musel by byt vétsi. Ale (a) nemtze obsahovat vice nez n prvki,
nebot kazdy exponent x mutZeme napsat ve tvaru x = kn + r, kde k je celé a 0 < r < n, a proto
a® = gkntr = gkngr = (a")kar = eka” = a”, coz je spor. Napiiklad kazdy prvek Z kromé nuly
ma fad nekonecny; v grupé S, ma cyklus o k prvcich fad k; vSechny prvky Kleinovy grupy kromeé
identity maji fad dva.

Shodnosti roviny

Vratme se na chvili do ,reality” a pfedvedme si jednu konkrétni grupu, kterd ndm ukéaze néktera
geometricka tvrzeni z nového uhlu.

Definice. Shodnym zobrazenim v roviné nazveme kazdé zobrazeni R? — R2?, které zachovava
vzdalenosti.

Souslovim ,zachovava vzdalenosti myslime fakt, Ze pro libovolné body X,Y € R? je jejich
vzdalenost stejnad jako vzdalenost jejich obrazti f(X), f(Y). Na prvni pohled je proto kupfikladu
zFejmé, ze takova funkce f je prostd, nebot rizné body v roviné mezi sebou maji kladnou vzdélenost.
Pfitom samoziejmé zndme rizna shodna zobrazeni jako otoceni (rotace), posunuti (translace), osové
symetrie (reflexe), stfedové symetrie a podobné. Jak ale vypadaji vSechna shodné zobrazeni?

Uvazme nyni libovolné shodné zobrazeni f a néjaky (nedegenerovany) trojuhelnik ABC v roviné.
Obrazy bodu A, B, C budou opét tvorit trojihelnik. Protoze je f shodné zobrazeni, délky stran
trojuhelniku f(A)f(B)f(C) zistanou nezménény, tyto trojihelniky tedy budou nutné shodné.

Rozmysleme si nyni, Ze obrazem bodu A, B, C uZ je f jednozna¢né uréeno. Vezméme tedy
n&jaky dalsi bod X. Protoze |AX| = |f(A)f(X)] a |BX = f(B)f(X)|, mame pouze dvé moznosti,
kam X zobrazit. Pomoci bodu C, ktery lezi mimo pfimku AB, pak umime jednoznac¢né urcit, ve
které poloroving f(X) lezi. P¥itom je jasné, ze pokud takovym zptlisobem najdeme obrazy vsech
bodu roviny, dostaneme vskutku jeji shodné zobrazeni.

Z uvedené konstrukce je navic zfejmé, Ze kazdé shodné zobrazeni f je dokonce bijekce. Identické
zobrazeni je o¢ividné shodné zobrazeni, shodna zobrazeni miizeme jako bijekce invertovat, dokonce
i sklddat. SloZeni dvou shodnych zobrazeni také zachovava vzdalenosti bodi, dohromady tedy
dostavame, Ze shodna zobrazeni v roviné spolu se skladanim tvoii grupu.”

Vsechna shodné zobrazeni v roviné 1ze navic popsat velmi elegantné.

Tvrzeni. Grupa shodnych zobrazeni v roviné je generovana osovymi soumérnostmi.

Dikaz. Uz jsme si vSimli, ze shodnd zobrazeni odpovidaji funkcim, které na sebe zobrazuji dva
shodné trojuhelniky ABC, A’B’C’. Takovou dvojici trojihelnik je uZ dané shodné zobrazeni

"Na kterou se klidné miizeme divat jako na podgrupu symetrické grupy Sps.
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f jednoznacné urcéena. Budeme tedy chtit ukazat, ze kazdé dva shodné trojuhelniky na sebe lze
zobrazit postupnym pouzitim kone¢né mnoha osovych symetrii, ¢imz budeme hotovi.

Nejprve si ale rozmysleme, jak pomoci osovych symetrii ziskat otoceni podle stiedu O o thel
a proti sméru hodinovych rucicek. K tomu sta¢i vzit libovolné dvé osy o1, o2, které prochazi
bodem O a sviraji thel %, a slozit pfislusné soumeérnosti v poradi proti sméru hodinovych rucicek.
Snadno nahlédneme, ze vrcholy trojihelniku OAB, kde A € 01, B € 02, se tak opravdu oto¢i o o
proti sméru hodinovych rucicek. Popsané zobrazeni je ale shodné, takze poloha ostatnich bodu
je jiz jednoznacné urcena a musi odpovidat nasemu otoceni. Podobné, posunuti ve sméru Sipky v
o vzdalenost ¢ ziskdme sloZenim osovych soumeérnosti podle os o1, 02, které jsou kolmé na smeér v

a vzdalené %

Méjme tedy dva libovolné shodné trojuhelniky ABC, A’B’C’ a zkusme je na sebe zobrazit
pouze pomoci osovych symetrii. Nejprve ozna¢me v smér polopfimky AA’, ¢ = |AA’| a provedme
odpovidajici posunuti, které jiz umime zapsat jako slozeni dvou osovych symetrii. Nyni proto body
A, A’ splyvaji. Nasledné se podivame, jestli jsou oba trojuhelniky stejné natoc¢ené. Piesnéji, ozna¢me
ahel mezi pfimkami AB, A’B’ jako a. Posléze pouzijme na trojihelnik ABC otoceni o thel « se
stfedem A, které opét umime napsat jako slozeni dvou osovych symetrii. Po jeho provedeni uz tisecky
AB, A’ B’ v tomto pofadi vrcholti splyvaji. Nakonec se podivame, jestli jsou oba trojithelniky stejné
orientovany, to jest jestli C splyva s C’. Pokud ano ( trojuhelniky jsou p7imo shodné), neudélame
nic. Pokud ne (kdyz jsou nepfimo shodné), vezmeme osu AB trojuhelnik ABC podle ni zobrazime,
¢imz splynou i posledni dva vrcholy.

Predeslé tvrzeni neni uzitecné jen samo o sobé, vyplati se také védét, jak shodnd zobrazeni

skutecné rozlozit. Stejné by se ale mohlo zdat, ze takovy pfistup ve skuteénych geometrickych
ulohach vyuzijeme jen stézi. Tento omyl zkusime vyvratit hravou tlohou.
Uloha 2. (Zabi porisma) V rybnice jsou kameny oéislované ¢isly 1,2,...,2n a na biehu sedi
zaba. Ta postupné preskocila vSechny kameny v poradi od 1 do 2n, ¢imz se dostala zpét na misto,
kde zacinala.® Dalsi den znovu pfisla k rybniku, stoupla si na libovolné misto a opét postupné
preskéakala vSechny kameny. Dokazte, ze zase skoncila tam, kde tento den zacinala.

Na zavér si jesté vSimnéme, ze jakmile rozlozime néjaké shodné zobrazeni na osové soumeérnosti,
okamzité pozname, jestli je pfiméa, nebo nepfima. To totiz odpovida tomu, zda je v jejim libovolném

8Pfeskocenim kamene rozumime takovy skok, ze stied kamene lezi piesné ve stfedu tisecky mezi
pocatecni a koncovou polohou zaby.
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rozkladu sudy, nebo lichy pocet soumérnosti. Specialné plati, Ze pfiméa shodné zobrazeni tvori
podgrupu grupy vSech shodnych zobrazeni. Podobné situace jesté v budoucnu potkame.

Lagrangeova véta

Nyni se presuneme k dilezité vété, kterda nam ukazuje zdkladni vztah mezi grupou a jejimi pod-
grupami.

Véta. (Lagrangeova véta)

Méjme konec¢nou grupu G a jeji podgrupu H. Potom |H| déli

G|.
Pied samotnym dikazem si nejdfrive definujme nasledujici pojem.

Definice. Levym kosetem® podgrupy H a prvku g € G nazveme mnozinu gH = {gh | h € H}.
Podobné mizeme definovat pravy koset.

V predchozi definici jsme pouzili znaceni gH pro mnozinu, ktera obsahuje vSechny prvky vzniklé
pouzitim libovolného prvku mnoziny H ve vyrazu misto H. Podobné znaceni budeme dale pouzivat
jiz bez vysvétleni. Pokud nebudeme mit ve vyrazu pouze jednu mnozinu, ale hned vice, pak tim
budeme myslet zkouseni vsech kombinaci. Napf. AB, kde A, B jsou podmnoziny GG, by byla mnozina
vSech prvku ve tvaru ab, kde a € A, b € B. Dale si mizeme vSimnout, Ze takovéto nasobeni mnozin
je asociativni, coz plyne z asociativity nasobeni jednotlivych prvki.

Cviceni 7. Necht H je podgrupa grupy G. Pak HH = H.

Pro¢ jsou kosety uziteéné k ditkazu Lagrangeovy véty? MiuZeme si vSimnout, Ze vSechny kosety
budou mit |H| prvkii. Zadné dva riéizné prvky H totiZz nemohou po vynasobeni g zleva dat stejny
vysledek, jak jiz vime z uplné prvniho tvrzeni. Déle si mizeme vSimnout, ze kazdy prvek g grupy
G je alesponi v jednom kosetu obsazen — t¥eba v kosetu gH (pokud e € H, pak g € gH).

Dokéazeme nyni odvazné tvrzeni, a to, ze kdyz maji dva kosety neprazdny prunik, pak uz jsou
nutné stejné. (To by znamenalo, Ze kazdy prvek se nachazi v pravé jednom kosetu, ktery ale miazeme
zapsat vice zpisoby — jako gH pro libovolny prvek g z daného kosetu). Uvazme dva kosety g1 H, go H
s neprazdnym prinikem — tj. existuji h1, ha € H takova, ze gih1 = g2h2. Vezmeme nyni libovolny
prvek z BUNO z g1 H a ukézeme, Ze lezi i v goH. Jelikoz z lezi v g1 H, miizeme ho napsat jako
z = g1h pro néjaké h € H a tento vyraz mizeme upravovat:

x = gih = gieh = gi(hihy )h = (g1h1)hy "h = gahahi"h = ga(hohy "h);

hghflh lezi jisté v H, nebot je to vysledek nékolika operaci uvnitt H, na které je H uzaviena.
Z toho ale plyne = € goH. Kazdy prvek kosetu g1 H tedy lezi i v goH a stejny postup muzeme
pouzit i na dokazani, ze vsechny prvky z g2 H lezi v g1 H. Kosety g1 H, g2 H proto musi byt stejné.

Tim mame jiz diikaz Lagrangeovy véty hotov, nebot nam kosety rozdéli vsechny prvky G do
disjunktnich mnozin s velikosti |H|. Tedy pokud je k pocet kosett, pak k|H| = |G|, takze |H| déli
G-

Definice. Pocet kosetti podgrupy H grupy G budeme nazyvat indezem H v G a znadit |G : H|.
Pro kone¢né grupy mame tedy podle pfedchozi véty |G| = |G : H||H]|.

9V &eské literatuie se nékdy pouziva termin rozkladova tiida.
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Lagrange a délitelnost

Ukazeme si nyni jednoduchou aplikaci Lagrangeovy véty. Nejdfive se budeme chvili zabyvat jed-
noduchou teorii ¢isel a definujeme novou grupu. Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez 1. Kazdé celé
&islo x poté muzeme zapsat ve tvaru z = ny +r, kde y € Z, r € {0,1,...,n — 1}. Cislo r potom
nazyvame zbytkem x po dé€leni ¢islem n. Toto asi jiz znate ze stfedni a mozna i zdkladni skoly. Navic
uz vime, ze mnozina zbytkt vybavenych s¢itanim modulo n pfedstavuje grupu, kterou znac¢ime Z,.
Ted si ukdZeme néco navic. Vsimnéme si, ze soudin dvou ¢&isel 1 = ny; +r1 a r2 = nyz + ro dava
po déleni n stejny zbytek jako rira. Zbytek soudinu dvou prirozenych ¢isel tedy zavisi pouze na
jejich zbytcich, a pokud byly oba tyto zbytky nesoudélné s n, pak je i zbytek soucinu nesoudélny
s n. Ukazeme, Ze nesoudélné zbytky spolu s nasobenim (pficemz vzdy bereme jako vysledek zbytek
jejich nasobku) tvoii grupu. Budeme pro ni pouzivat symbol Z* a jeji fad oznacime ¢(n).10

Jiz jsme si fekli, ze souin dvou zbytkd nesoudélnych s n bude znovu nesoudélny s n. Neutralni
prvek je zfejmé 1. A jelikoz je normalni nasobeni v Z asociativni, bude i nasobeni nesoudélnych
zbytkl asociativni. Sta¢i nam tedy ukézat, ze existuji inverzni prvky. To ale neni vibec tézké.
Vezméme si libovolné &islo = nesoudélné s n. Uvazujme jeho nasobky z, 2z, 3z, ..., nx. Zadna dvé
z téchto n Cisel nedavaji stejny zbytek po déleni n, protoze pokud by dvé takova ¢isla ax, bx stejny
zbytek davala, pak by muselo n | ax — bx = (a — b)z. Jelikoz je n a = nesoudélné, tak n | a — b, ale
dvé rizna a, b vzdalena o alespon n jsme zvolit nemohli. Mame n cisel, a tedy i n raznych zbytkt.
Nutné proto musi existovat ¢islo a € {1,2,...,n} takové, ze axr dava zbytek 1. Navic a musi byt
nutné nesoudélné s n, protoze jinak by az bylo soudé€lné s n a nedavalo by nesoudé€lny zbytek 1.
Kazdé &islo ze Z} ma k sobé inverzni prvek (¢islo a), a Z? je tim padem opravdu grupa.

Tvrzeni. (Eulerova véta) Méjme celé ¢islo n > 2 a libovolné pfirozené ¢islo a s nim nesoudélné.
Potom n | a¥(™) — 1.

Dukaz. Nejprve pretlumocime tvrzeni do jazyka teorie grup. Chceme ukézat, ze pro zbytek r ¢isla
a po déleni n v grupé Z plati r#(") = e. Uvazujme cyklickou podgrupu (r). Podle Lagrangeovy
véty fad (r) déli ¥ad Zj, ktery je roven p(n). Pro fad s cyklické podgrupy (r) plati »* = e. Diky
tomu, ze s déli ¢(n), mizeme umocnit obé strany této rovnice ¢islem @ a dostaneme 7% (™)
coz jsme chtéli ukazat.

= e,

Tvrzeni. (Mald Fermatova véta) Méjme prvodcislo p a libovolné piirozené ¢islo a, které neni
délitelné p. Potom uz p nutné déli ¢islo aP~1 — 1.

Dikaz. Toto je pouze specidlni pfipad minulé véty. Zde jsou vSechny nenulové zbytky s p nesou-
délné, tedy plati ¢(p) =p — 1.

10Tato takzvana Eulerova funkce ¢(n) tedy poéita, kolik existuje ¢isel mensich nez n, ktera jsou
s n nesoudélna.
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Dokéazeme zde jesté jednu vétu z teorie éisel, kde jiZz sice nepouzijeme Lagrangeovu vétu, ale
zuzitkujeme nové definovanou grupu Z%.

Tvrzeni. (Wilsonova véta) Necht p je prvocislo. Pak p déli (p — 1)! + 1.

Dikaz. Ve vyraze mame (p — 1)!, coz znadi soucin vSech pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych
p — 1. Toto jsou pravé prvky grupy Z;. Chceme tedy ukézat, ze soucin vSech prvka grupy Z; je
roven p— 1. Kazdé ¢islo g z této grupy, které neni svym vlastnim inverznim prvkem, muzeme dat do
dvojice s ¢islem g—!. Jelikoz je Z* abelovska grupa, miizeme ¢&isla v souéinu libovolné pieuspotadat.
Vsechny tyto dvojicky muzeme tedy dat vedle sebe, vynasobi se ndm na neutralni prvek, a tim
padem zmizi. Zistanou jen cisla g takova, Ze inverzni prvek k g je samotné g, coz je ekvivalentni
s podminkou g2 = e = 1. K nalezeni v8ech takovych g potfebujeme uréit, jaké zbytky po déleni
p maji &isla z, pro kterd plati p | 22 — 1. Vyraz vpravo ale miizeme rozlozit na (z — 1)(z + 1), a
protoze je p prvocislo, délitelnost bude splnéna pravé tehdy, kdyz bude p délit x — 1 nebo = + 1.
Toto odpovida zbytktim 1 a p — 1. Tyto dva prvky jsme tedy nemohli v Z5 s ni¢im poparovat a
zbyly ndm v soucinu. Zbytek 1 je ale neutralni prvek, takze vysledkem je pouze p — 1, coz jsme
chtéli ukazat.

Faktorgrupy

Uz jsme zkoumali podgrupy, diky nimz jsme pak celkem pfirozené definovali kosety. Muzeme si
nyni pouzit otdzku: netvori ndhodou levé kosety dané podgrupy také grupu? Ale lze viibec zavést
nésobeni kosett gH, hH? Nejjednodussi definice by byla, kdyby byl jejich souéin prosté gHhH.11
Neni viibec jasné, ze je tato operace na kosetech uzaviend — koneckonci, teoreticky by mohla mit
mnozina gHhH az |H|? riznych prvki, a nemusi tedy nutné jit o koset. Zjistime, %e obecné levé
kosety podgrupy H grupu netvori, ale staci pfidat jednu podminku pro podgrupu H a grupa se
nam objevi.

Predpokladejme nyni, Ze levé kosety podgrupy H s takto zavedenym nasobenim opravdu tvoii
grupu. Necht gH je neutralni koset. Potom gHgH musi byt rovno gH. Do gH gH patii ur¢ité prvek
gege = g2, takze g2 € gH, a proto g € H. A kdyz g je prvkem podgrupy H, musi byt ¢H = H.
Jediny koset, ktery by tedy mohl byt neutralni, je pravée H.

Jaky bude mit koset gH inverz? Musi to nutné byt g~ H. Prvek e totiz patfi do jejich nasobku
gHg—YH, coz zjistime, kdyz za ob& H dosadime jeji prvek e. A jediny levy koset, ktery e obsahuje,
je pravé neutralni H. Takze aby vyraz gHg~'H byl kosetem, musi byt roven H. Pokud ve vjrazu
gHg—'H dosadime za druhé H neutralni prvek e, zjistime, ze ¢gHg~! musi byt podmnoZinou
H, protoze jinak by rovnost neplatila. Ukazeme dale, ze gHg~! musi byt dokonce rovno H pro
kazdé g € G. Stadi nam Fict, ze pro kazdé k € H existuje | € H takové, ze glg~' = k. Ale
jako I staci zvolit g~lkg, které lezi v H, protoze i g"'H(g~1)~! = g~'Hg C H. Dostaneme
glg™! = g9 lkgg~! = eke = k, jak jsme chtéli ukézat. Postupnymi tvahami jsme tedy dosli
k nutné podmince pro to, aby kosety tvofily grupu: gHg~! = H pro vSechna g € G. Podgrupa
s touto vlastnosti mé dokonce své vlastni jméno.

Definice. Podgrupa H grupy G se nazyva normdlni, pokud pro viechna g € G plati gHg~! = H.
Tuto skuteénost znac¢ime H < G.

Ukazeme nyni, ze je-li pro H splnéna tato podminka, pak uz levé kosety skutecné tvori grupu.
Nejdiive ukdZeme, Ze soucin libovolnych dvou levych kosett je levy koset: gHhH = g(hh = )HhH =
gh(h~YHR)H = ghHH = gh(HH) = ghH = (gh)H. (V pfedposledni rovnosti jsme vyuzili posledni
cvifeni.) Z predchoziho vypoctu vidime, Ze je H = eH neutrdlnim prvkem — dosazenim g = e
dostavame HhH = hH, dosazenim h = e dostavame i neménnost z druhé strany. Inverzem ke
gH je zfejmé g~ 1H. A kone¢né je nase operace asociativni, nebot (gHhH)iH = (gh)HiH =

H Jak jsme jiz uvedli, tento souéin je tvofen pravé prvky tvaru ghihhs, kde za hy a ho dosazu-
jeme prvky z H. Vyslednd mnozina se skuteéné bézné nazyva sou¢inem mnozin gH a hH.
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((gh)i)H = (g(hi))H = gH(hi)H = gH(hHiH) (uprostfed tGprav jsme pouzili asociativitu bindrni
operace v grupé (). Normalita grupy tedy neni jen nutnou podminku k existenci grupy levych
koset1, ale dokonce i podminkou postacujici.

Definice. Necht G je grupa a H < G. Grupu levych kosettt H s nasobenim danym vztahem
(gH)(hH) = (gh)H nazveme faktorgrupou G podle H a budeme ji znacit G/H.

Vsimnéme si, ze pokud chceme urcit soucin dvou koseti gH, hH, tak nadm staci vzit libo-
volné jejich prvky jako takzvané reprezentanty, ty vynasobit a podivat se, do jakého kosetu nam
spadl tento vysledek. Opravdu je tento souéin prvkem kosetu gHhH = (gh)H (a zaddného jiného).
Koncept faktorgrupy nam tedy spojuje prvky grupy do takovych ,hromadek“, pro které plati, ze
nezavisle na tom, jaky prvek z nich vybereme, spadnou nam vysledky vzdy do jedné ,hromadky*.

Priklad. Méjme pfirozené ¢islo n a ozna¢me X grupu celych ¢isel, které jsou zaroven nasobky n,
se séitdnim. Potom Z/X je cyklicka grupa fadu n (kazdy z n kosetli obsahuje vzdy &isla se stejnym
zbytkem po déleni n). Tato grupa se chové uplné stejné jako jiz pouzivand Zr,.

Dokéazeme nyni néktera jednoducha tvrzeni tykajici se norméalnich podgrup.
Cvideni 8. Necht G je abelovska grupa a H < G. Pak jiz nutné H < G.

Tvrzeni. Necht G je grupa, H < G. Potom H < G pravé tehdy, kdyz jeji levé a pravé kosety
splyvaji (tedy kdyz pro kazdé g € G plati gH = Hg).

Diikaz. Pokud gHg~! = H, tak i po vynasobeni obou vyrazt zprava g dostaneme mnozinovou
rovnost, protoze vynasobime zprava g na obou stranich Uplné stejné prvky. Tedy gHg 1g = Hg,
coz upravime na gH (g 'g) = Hg a dale na gH = Hg, coz jsme chtéli ukdzat. VSechny tpravy ale
byly ekvivalentni, otocenim postupu proto dokazeme druhou implikaci.

Diky pravé dokdzanému tvrzeni vidime, ze pro podgrupu H < G v nasich mnozinovych rovnos-
tech prvky g a podgrupa H skutec¢né komutuji. Diky tomu se ndm pied chvili povedlo zadefinovat
prislusnou faktorgrupu.

Normalni podgrupy jsme definovali pomoci rovnosti gHg~!
leme si, ze staci dokonce ,nerovnost“.

= H pro vSechna g € G. Rozmys-

Cvigeni 9. At H < G jsou grupy, pficemz pro vSechna g € G plati gHg~! C H. Potom je
HdaG.

V piedchozim cviceni bylo velmi diilezité, ze vztah platil pro viechna g € G. Uvedme proto jesté
jednu péknou a zaroven vystraznou tlohu.
Uloha 3. Rozhodnéte, zda existuji grupy H < G takové, Zze pro néjaky prvek g € G plati
gHg~! C H, ale tyto dvé mnoZiny se nerovnaji.
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Homomorfismy

Doted jsme zkoumali, co je to grupa a jak pfiblizné takova grupa vypada. Taky jsme si rozmysleli,
ze v grupé mohou byt ,schované“ né&jaké mensi grupy. Ted bychom se ale chtéli zabyvat otdzkou,
jaké vztahy mezi sebou mohou mit libovolné dvé grupy — ty pfitom mohou mit uplné rozdilné prvky
a také se na prvni pohled uplné jinak chovat. Budeme se proto zabyvat rliznymi zobrazenimi mezi
grupami.

Néjaké nahodné zobrazeni mezi mnozinami, na nichz jsou grupy G, H definovany, nim ale
moc nefikd o tom, jak v grupach G, H funguji jejich binarni operace, ktery prvek je identita, co
je inverzni k ¢emu a podobné — strukturu grupy v pozadi vlastné uplné ignoruje. Proto se dale
budeme zabyvat pouze specialnim druhem zobrazeni — takzvanymi homomorfismy.

Definice. Zobrazeni ¢ z grupy G do grupy H nazveme homomorfismus, jestlize pro libovolné
dva prvky g1, g2 € G plati

w(g1 - 92) = p(g1) - (g2)-

V definici na levé strané provadime operaci - v grupé G, zatimco na pravé strané ji provadime
v grupé H, jedn4 se tedy o dvé ,naprosto odlisné“ tecky. To sice neni plné stastné, presto je ale
zapis jasné pochopitelny, nebot celou dobu vime, odkud kam funkce ¢ vede.

Z definice vidime, ze homomorfismy jsou zobrazeni, ktera se chovaji ,slusné“ ke grupové binarni
operaci -. Na prvni pohled ale neni ziejmé, jak se homomorfismy chovaji k identitdm a inverzam.
Cviceni 10. Dokazte, Ze pro homomorfismus ¢ : G — H plati:

(1) ele) =¢
2) w(g™1) = (p(9) "

Na levé strané opét vystupuji prislusné operace v grupé G, na pravé v H. V prvnim bodé tedy
myslime oznacenim e na levé strané identitu v grupé G, zatimco na pravé strané identitu v grupé
H, a podobné pro invertovani. Jak uz jsme ale fekli pfed chvili, zapis je i tak skoro jednozna¢ny (a
hlavné (po dovysvétleni) pochopitelny).

Homomorfismy jsou tedy takova zobrazeni, kterd respektuji celou strukturu grupy. Pokud chce-
me provést néjakou operacil?, vyjde nastejno, zda ji nejprve provedeme v grupé G a pak vysledek
zobrazime pomoci ¢, nebo jestli naopak nejprve provedeme ¢, a az poté s obrazy prvkta provedeme
nasi operaci.

Pokud slozime dva navazujici homomorfismy, dostaneme také néjaké zobrazeni. Bude to ale
nutné znovu homomorfismus?

12Jak jsme zavedli diive, pojmem operace myslime hledani identity e, invertovani a grupovou
binarni operaci.

15



Cvic¢eni 11. Méjme grupy G, H, K a homomorfismy ¢ : G — H a1 : H — K. Ukazte, ze ¥ o ¢
je homomorfismus z G do K.

Pojdme se tedy nyni podivat na néjaké piiklady homomorfismi.

Priklad. V krajnim pfipadé mizeme uvazovat homomorfismus, ktery posila kazdy prvek g € G
na e € H. Zjevné je to homomorfismus, nebot k tomu staci ovérit platny vztah e = e - e. Tento
homomorfismus neni moc zajimavy, a proto mu fikdme trividglni. Takovy trividlni homomorfismus
pritom vede mezi libovolnymi dvéma grupami.

Mezi nékterymi grupami dale mohou (ale nemusi) vést i mnohem ,zajimavéjsi“ homomorfismy.

Priklad. Pro grupy N < G nazyvame prirozenou projekci homomorfismus 7 : G — G/N, ktery
posilad g — gN.

Z definice faktorgrupy plati ¢(g)p(h) = gHhH = (gh)H = ¢(gh), takze se opravdu jedna
o homomorfismus. Je také vidét, ze m (jako funkce) je na. Projekce mu fikdme proto, protoze pouze
zapomind rozdil mezi témi prvky grupy G, které lezi ve stejném kosetu podgrupy H (podobné jako
projekce na vodorovnou soufadnicovou osu v geometrii pouze zapomind, jak vysoko véci jsou).

Jak uz jsme uvedli, faktorizovanim grupy Z se sc¢itdnim dostaneme v podstaté grupu Zn; ty-
pickym piikladem netrividlniho homomorfismu je tedy zobrazeni Z — Z,, které kazdému ¢islu
pfifazuje jeho zbytek po déleni n.

Izomorfismy

Jak jsme vidéli, u homomorfismt neni nutné, aby se rizné prvky z G zobrazily na rtizné prvky v H.
Také nas nic nenuti, aby obraz grupy G pokryl celou H. Tento ,nedostatek* dohanéji takzvané
izomorfismy.

Definice. Zobrazeni ¢ : G — H nazveme izomorfismem, jestlize je to homomorfismus a navic je
funkce ¢ bijekci prvka G na prvky H.

Pokud je tedy ¢ izomorfismus, ruzné prvky z G se musi zobrazit na razné prvky z H a obraz
G musi pokryt celou H. Reéeno lidové, grupy G a H jsou v takovém piipadé vlastné aplné stejné,
jen se jejich prvky jinak jmenuji. Funkce ¢ je pouze ,pfejmenovavaci, kazdému prvku grupy G
priradi jeho prezdivku v H.

Vsimnéme si, ze pro kazdou grupu G existuje alesponn jeden izomorfismus ¢ : G — G, a to
funkce ¢, kterd kazdy prvek g € G posle zpét na g.

Pokud méame izomorfismus ¢ : G — H a pouze ,otoc¢ime* funkci ¢ (coz jde, protoZe k bijekci
vzdy existuje inverzni funkce), dostaneme izomorfismus z H do G.

Pokud mezi grupami G a H existuje néjaky izomorfismus, budeme o nich fikat, ze jsou izomorfni.
Tuto skutecnost znac¢ime G ~ H.

Nakonec si jesté rozmysleme, Ze pokud pro néjaké t¥i grupy G, H, K mdme G ~ H a H ~ K,
potom uz také G ~ K. Pokud jsou totiz prvni dvé dvojice grup izomorfni, stac¢i vzit pfislusna
zobrazeni ¢ : G — H, ¢ : H — K a uvazit slozené zobrazeni ¢ o ¢. To je zobrazeni z G do K.
Protoze je slozenim dvou homomorfismi, je to také homomorfismus. Navic je ale slozenim dvou
bijekci, takze je to také bijekce. Nutné je to tedy izomorfismus z G do K, a tak jsou tyto dvé grupy
izomorfni.

Dohromady to znamend, Ze vSechny grupy na svété (nebo spi§ v nasem svété) umime rozdélit
do skupinek tak, ze dvé grupy jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz jsou ve stejné skupince. Mohlo by
se tedy zdat, ze viibec nema smysl pfemyslet nad izomorfnimi grupami jako nad raznymi ...
Cviceni 12. Nahlédnéte, ze grupa (Q, +) racionalnich ¢&isel se sé¢itanim, grupa (Q\ {0}, -) nenulo-
vych raciondlnich ¢isel s ndsobenim a grupa (Q4, -) kladnych racionalnich ¢isel s ndsobenim nejsou
izomorfni (zaddné dvé z nich).

Cviceni 13. Rozmyslete si, ze grupa (R, +) redlnych &isel se s¢itanim a grupa (R,-) kladnych
realnych ¢isel s nasobenim jsou izomorfni.
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...ale jak je vidét, ¢asto viibec neni lehké odlisit, které grupy vzajemné izomorfni jsou, a které
ne. S jinymi prekvapujicimi ptiklady izomorfismu se jesté urcité setkame. Naptiklad pfimo v druhé
seridlové uloze.

Jadra a obrazy

Nékteré homomorfismy jsou trochu pitomé (trivialni homomorfismy), jiné jsou zase vcelku vznesené,
nebot pokryvaji tak velkou ¢ast cilové grupy, jak dovedou. Ostatni budou nékde mezi. Jak ale
rozumné zkoumat a hlidat jejich pitomost a vzneSenost?

Definice. Pro homomorfismus ¢ : G — H oznacime

(1) Ker ¢ mnozinu v8ech prvki g € G, pro které ¢(g) = e,
(2) Im ¢ mnozinu vSech prvki h € H, pro které existuje g € G takové, ze p(g) = h.

Mnozinu Ker ¢ nazyvame jddro homomorfismu, mnozinu Im ¢ obraz homomorfismu.

Jadro homomorfismu ¢ nam tedy fika, jak moc ¢ zmensuje grupu G. Naopak obraz ukazuje,
kam vsude ¢ dosdhne. Jak ale mohou jadra a obrazy vypadat?

Tvrzeni. Pro homomorfismus ¢ : G — H jeKerp < G almyp < H.

Dikaz. 'V obou pfipadech stac¢i ovérit uzavienost na vSechny grupové operace. Méjme tedy g1, g2 €
Ker ¢. Ziejmé @(e) = e. Dale také o(g7 ) = e - p(g1) " = p(g1)p(g1) ! = e, takze g7 € Kerop.
Dokonce plati i p(g192) = ¢(g91)¢(g2) = e - e = e, ¢imZ jsme hotovi s uzavirenosti Ker ¢.

Nyni se vénujme Im . Opét mame e = p(e) € Im¢. Jsou-li nyni hq, he € Im p, existuji néjaka
g1, g2 splitujici ¢(g1) = h1 a ¢(g92) = ha. Pro inverzni prvky pak dostavame hl_1 = p(g1)"?t
go(gfl) € Im ¢, uzavienost na binarni operaci plyne z h1h2 = v(g91)p(g92) = ©(g9192) € Im .

Pojdme si tedy rozmyslet, Ze nezkreslujici homomorfismy jsou pravé ty, kterd maji jaAdro nejmensi
mozné.

Tvrzeni. Homomorfismus ¢ : G — H je prosty pravé tehdy, kdyz Ker ¢ = {e}.

Duikaz. Ukazeme obé implikace. Pokud je ¢ prosty, mize na e € H zobrazit nejvyse jeden prvek,
a pfitom ¢(e) = e, takze skuteéné Ker ¢ = {e}. Pokud je naopak Ker ¢ = e, vezméme néjaka h1,
ho € H a predpokladejme ¢(h1) = @(h2). Z predchozi rovnosti dostavame o(h1)p(h2) ™! = e, coz
dava go(hlhgl) = e, takze hlhgl € Ker . Tim padem tedy hlhgl = e, coz okamzité dava h; = ha,
¢imz jsme hotovi.

Jak uz jsme ukazali, jadra i obrazy jsou podgrupy. O obrazech toho nyni v obecnosti vic nerek-
neme, nebot kazdou grupu lze ziskat jako obraz néjaké vhodné grupy ve vhodném homomorfismu.
Jadra ale nejsou jen tak ledajaké podgrupy.

Tvrzeni. Pro homomorfismus ¢ : G — H je Kerp < G.
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Diikaz. Oznaéme K = Ker ¢. Pokud k € K = Ker , potom pro libovolné g € G plati ¢(gkg™?!) =
e(9)p(k)p(g™") = w(g)ep(g)™" = @(9)p(9)~"! = e, tedy také gkg~' € K. Tim jsme dokazali,
7e pro viechna g € G je gKg~! C K. My ale potiebujeme pro nase pevné g dokézat rovnost
téchto dvou mnozin. To uz jsme si ale dokazali diive — predesly vztah totiz specidlné plati také
pro g~ ' € G, tedy g~ 1Kg C K, coz po vynasobeni g zleva a g~ ! zprava davda K C gKg~!, takze
dohromady skuteéné gKg~! = K.

Jak za chvilku uvidime, jadra nejsou normalni pro nic za nic.
Véty o izomorfismech

U nékterych grup je priSerné tézké poznat, jestli jsou, nebo nejsou izomorfni. Také jde o to, jakym
zpusobem ndm jsou zadany. V nékterych pfipadech je takovy problém dokonce algoritmicky ne-
rozhodnutelny, jindy trva jeho feSeni velmi dlouho. Nékteré dvojice grup jsou ale izomorfni uplné
jasné, a byli bychom hloupi, kdybychom si tim neulehcili praci.

Véta. (Prvni véta o izomorfismu)
Méjme grupy G, H a homomorfismus ¢ : G — H. Potom G/ Ker ¢ ~ Im ¢.

Dikaz.

Pro prehlednost ozna¢ime Ker ¢ = K. Grupa G/K mé za prvky skupinky prvka grupy G, které
odpovidaji ,,posunutym* kopiim K. Prvky grupy G jsou ty prvky H, na které ¢ néco zobrazi.

Nyni nahlédneme, Ze vSechny prvky z jednoho kosetu se zobrazi na stejny prvek H. Prvky v K
= Ker ¢ jsou pravé ty prvky z G, které se zobrazily na e. Dva rtzné prvky ze stejného kosetu se
ale 1isi pouze posunutim o néjaké k € K, které se pfi ¢ ztrati. Formalnéji, tyto prvky jsou tvaru
gk1, gka pro néjaké g € G a k1, k2 € K, takze ¢(gk1) = ¢(9)p(k1) = »(g) = ¢(g9)w(k2) = p(gk2).

Obrazy prvkl g, h z riznych koset se naopak lisit musi, nebot pokud by ¢(g) = ¢(h), pak
by ¢(h~lg) = e, takie by h~lg € K. Z této rovnosti ale okamzité vyplyva h~1gK = K, tedy
gK = hK a g, h by proto byly z tohoto stejného kosetu, jenz obsahuje jejich souéiny s e.

Funkce ¢ : G/K — Im, kterd posila gH — ¢(g), je tedy dobfe definovanou bijekci nosnych
mnozin!3 téchto grup.

Zjevné je to ale také homomorfismus, protoze pro libovolna g, h € G plati

Y(gKhK) = (ghK) = p(gh) = ¢(g)e(h) = Y(9K)P(hK),

13Nosnou mnozinou grupy G myslime mnozinu, na které je grupa G vybudovana.
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¢imz je dukaz dokoncen.

Jak fekl jeden moudry muz'4, vidime-li homomorfismus, vzdy bychom méli zagit slintat po jeho
jadru jako Pavloviiv pes, nebot znalost jadra a podateéni grupy ndm nas homomorfismus plné
popisuje.

Dodejme nékolik poznamek. Za prvé, nic z grupy H kromé Im ¢ nés vlastné viibec nezajimalo,
celou dobu nam slo pouze o Im v, kterym neni nutné celé H. Za druhé, zkusme se na chvili podivat
na predesly dikaz trochu obecnéji a netrvejme na tom, abychom vyrabéli izomorfismus. Misto toho
se spokojime s homomorfismem.

Uloha 4. Méjme homomorfismus ¢ : G — H a podgrupu K < G, ktera navic spliiuje K <
Kery. At 7 : G — G/K je piirozena projekce. Dokazte, Ze existuje pravé jeden homomorfismus
Y : G/K — H, ktery spliiuje 1) o ™ = ¢.

Véta. (Druhd véta o izomorfismu)1®

Méjme grupy N < H < G, pfic¢emz N, H 4 G. Potom (G/N)/(H/N) ~ G/H.

Diikaz. Nejprve si rozmysleme, ze uvedené faktorgrupy opravdu existuji. Protoze je N < G, je také
N < H. Zbyva si rozmyslet, ze také H/N < G/N. Vezméme tedy libovolné h € H, g € G. Potom
(gN)(RN)(gN)~! = (gN)(hN)(g~'N) = ghg !N € H/N, nebot ghg~! € H diky normalité H.
Tim jsme pro kazdé gN z G/N ukazali, ze (¢gN)(H/N)(gN)~' C H/N. Ze pak jiz musi nastat
rovnost, to jsme uz dvakrat dokazovali v jiném kontextu.

(G/N)/(H/N) ~G/H

Dale budeme chtit Fict, ze ve faktorgrupé (G/N)/(H/N) jsou splaclé dohromady stejné skupinky
prvki jako ve faktorgrupé G/H. To je ale jasné — grupa H rozdéluje grupu G na kosety velikosti
|H|, grupa N je jesté podrozdéluje déle na mensi kosety velikosti |N|. Protoze N < H, kopie N
podrozdéluji H, tim padem i ostatni kopie H jsou podrozdélené dalsimi kopiemi IV, takze spolecné
hranice obou rozdéleni splyvaji. Prvky grupy G/H odpovidaji kopiim H. Prvky G/N odpovidaji
(mensim) kopiim N, vyfaktorizovéni podle H/N je ale poslepuje v ramci jednotlivych kopii H.

Vnimame-li tedy faktorizovani jako slepovani prvku do stejné velkych skupinek, v obou pfipa-
dech jsme v grupé G poslepovali stejné hromadky — jednou pfimo, podruhé s mezikrokem. Pfitom
ale vime, ze po faktorizaci se grupové operace chovaji stejné jako na puvodnich prvcich — z pfi-
slusnych bloku stac¢i vzit libovolné reprezentanty, s nimi provést prislusné operace a nakonec se
podivat, v jakém bloku vysledek skonéi. Protoze ale obé nase grupy maji stejné bloky, shoduji se i
jejich operace. Jsme tedy hotovi.

14Byl to znamy algebraik a autor nékolika kvalitnich knih Joseph J. Rotman.
15 Jak uz to tak u ,druhych“ a ,tietich“ vét byva, vsichni se hddaji, ktera Ze je vlastné ta druha,
a ktera je ta treti.
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Vsimnéme si, ze pravé dokdzané tvrzeni se velmi podobad tomu, jak bézné kratime zlomky.
Pokud je G konecnd, po pouziti Lagrangeovy véty dostaneme na obou stranach vskutku stejné
éislo, protoze |N| se vykrati.

Pro procviceni si muzete zkusit druhou vétu o izomorfismu dokézat z té prvni pomoci volby
vhodného homomorfismu (ktery neni tézké tipnout, nebot znate jeho jadro i zdrojovou a cilovou

grupu).
Véta. (Treti véta o izomorfismu)
Necht G je grupa, a H < G a N 4 G. Potom je (HN)/N ~ H/(H N N).

Dikaz. Vénujme se nejprve vyrazu nalevo. Pro zacatek ukazeme, ze HN je podgrupa G. K tomu
si sta¢l vSimnout (mnozinové) rovnosti HN = NH. Skute¢né z normality N méame pro vSechna
n1 € N, h € H vztah hnih~ ! = ny € N, takze hni = ngh € NH, odkud HN C NH. Stejny
argument ale miZzeme pouzit i z druhé strany, ¢imz dohromady dostavame rovnost HN = N H. Pak
uz je ale HN nutné grupa.'® Asociativita plyne z rovnosti (HN)(HN) = (HN)(NH) = H(NH) =
HHN = HN, existence inverzniho prvku ze vztahu HN = NH = N-1H~1 identita je v HN
zjevné také. Protoze N < G, je také N < HN.

HN/N

Nyni se podivejme na pravou stranu. H N N je grupa jakozto prinik dvou podgrup G. Kazdy
prvek n € HN N piitom po zobrazeni n — hnh~! libovolnym h € H bude stale prvkem H (jakozto
soucin t¥i prvk z H) i prvkem N (nebot N je normélni dokonce v celé G), bude tedy stale lezet
v HN N, takze (HN N) < H.

Jak tedy (HN)/N vypada? Nosnd mnozina grupy HN sestava ze vSech prvki, které lezi v né-
jakém kosetu hN pro h € H. Prvky faktorgrupy (HN)/N jsou pak prévé tyto kosety. Koset hN
pfitom protind H v h(H N N), protoze nasobeni prvkem h € H posle do H pravé ty prvky z N,
které tam uz byly. Kosety h(H N N) jsou ale shodou okolnosti pravé prvky grupy H/(H N N).
Operace v obou grupach se navic museji chovat stejné, nebot se shoduji s operacemi na libovol-
nych reprezentantech ptislusnych kosett v G. My si tyto reprezentanty v obou pripadech mizeme
zvolit stejné, a to z koset uréenych grupou H N N. Bijekce ¢ : AN — h(H N N) tedy skute¢né
zprostredkovava hledany izomorfismus.

Stejné jako v predeslém pripadé lze tieti vétu o izomorfismu také odvodit z té prvni volbou
néjakého vhodného homomorfismu. Ackoli se mohou zdat véty o izomorfismu na prvni pohled
tézko uchopitelné, casto jsou velmi elegantnim vyjadfovacim prostfedkem.

Pellova rovnice

Na zavér si udélame jesté jeden kratky vylet do teorie ¢isel. Takzvand Pellova rovnice je nasledujici

16Tvrzeni HN = NH je tomu dokonce ekvivalentni pro libovolné podgrupy H, N < G.
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slavnd rovnice s dvéma neznamymi z,y € Z a pevnym koeficientem d € N:

z? —dy? = 1.

Nasim ukolem je hledat vSechna feSeni (z,y) v zavislosti na d. Jasné vidime, ze dvojice (%1, 0)
je vzdy FeSenim, které budeme nazyvat trividlnim. V§imnéme si, Ze rovnici mizeme upravit do (na
prvni pohled podivného) tvaru

(z + Vdy)(x — Vdy) = 1.

Smyslem Pellovy rovnice je to, zZe je-li (z,y) jeji kladné feSeni, pak racionalni ¢&islo 5 velmi dobte
aproximuje odmocninu z d.

Nyni je vidét, ze pokud je d druhou mocninou néjakého pfirozeného ¢isla, obé zavorky jsou cela
¢isla, a tak museji byt bud obé rovny 1, nebo —1. Okamzité pak dopocitame, Ze tyto podminky
spliiuji pouze trivialni feseni.

Dale tedy uvazujme pouze ta d, ktera ¢tvercem nejsou. Jak to dopadne potom? Uz Lagrange
dokéazal, ze pak ma Pellova rovnice vzdycky alespon jedno feSeni. Dikaz je vSsak mirné technicky
a moc nesouvisi s teorii grup, a proto se jim nebudeme zabyvat. Misto toho se budeme vénovat
otazce, kolik feseni tato rovnice ma a jaky mezi sebou maji vztah.

Nejprve si viimnéme, Ze z realného &sla z + v/dy lze zpétné urdit celd ¢isla = a y pravé jednim
zpisobem. Pokud totiz = + Vdy = u + V/dv pro néjaka z,y,u,v € Z, ekvivalentné dostavame
z—u=+d(v—y), coz ndm dava x = u a y = v. Dale tedy mtizeme misto dvojic (z,y) jednoznacné
kédovat Feseni pomoci realného &isla x 4+ v/dy.

Nyni provedeme trik. Pokud v souéinu dvou feseni (z 4+ v/dy) - (u 4+ v/dv) roznasobime zavorky,
dostaneme (zu + dyv) + Vd(zv + yu), tedy opét vyraz typu a + v/db, kde a, b € Z. Vynasobenim
zévorek (x — v/dy) - (u — v/dv) naopak dostaneme a — v/db. Celkem proto

a? — db? = (a + Vdb)(a — Vdb) = (x + Vdy)(u + Vdv)(z — Vdy)(u — Vdv) =

=@ -dyH)W?-dv?)=1-1=1,

takze a + V/db je také FeSenim. B&Zné nasobeni realnych &sel (které je asociativni bindrni operaci)
tedy ze dvou FeSeni (v nasi trikové reprezentaci) vyrobi opét feSeni. Co vic, trivialni Feeni 1 =
1+ +/d0 se chova jako identita a operace « 4+ Vdy — x —Vdy = = + \/a(fy) odpovida invertovani.
Je to tedy grupal

Cviceni 14. Rozmyslete si, ze jakmile ma Pellova rovnice néjaké netrividlni feseni, ma uz jich
nekone¢né mnoho.

Vyuzivame vskutku hanebného triku — misto toho, abychom vsechna feSeni Pellovy rovnice
poctivé zkoumali s pouzitim celych ¢isel, silou je nacpeme velmi podezielym zptisobem dovnitf jiné
algebraické struktury R, kterd je mnohem slozit&jsi, nebot kromé nasobeni zahrnuje jesté s¢itani
a lineadrni uspofadani. Znalost R nam pritom uSetfi praci, takze muzeme v klidu popsat, jak tu
nase grupa vypadd. Zminénou grupu ozna¢me P, plati tedy P < R (s béZnym nésobenim). Ta
feseni = + Vdy € P, ktera jsou (jako redlné &islo) kladna, tvoii podgrupu P+ < P. Samoziejmé
neni problém popsat celou P, nas ale vlastné ani celd nezajim4, nebot feseni z P\ Pt se od téch
kladnych 1isi jen znaménky, staci tedy popsat pouze PT.

Tvrzeni. Grupa vsech kladnych feseni Pellovy rovnice Pt je izomorfni grupé Z.

Dikaz. Podle znamének x,y € Z ve vyrazu x++/dy se prvky P déli na ¢ty¥i skupiny. Z téchto &ty¥

vyrazi jsou nutné dva kladné a dva zaporné, protoze se lisi pouze znaménkem. Ze vSech Ctyt voleb

je nejvétsi vyraz s x,y > 0, ktery je nutné kladny. Jeho inverzem je feSeni s x > 0, y < 0. Souéin

téchto dvou vyrazu je ale roven 1, takze prvni zminény vyraz je z intervalu (1; +00), zatimco druhy

pak nutné patii do intervalu (0; 1). Zbylé dva vyrazy se od pravé popsanych lisi pouze znaménkem.
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Vezméme nyni néjakd dvé kladna Feseni Pellovy rovnice (z1,y1), (z2,y2) z intervalu (1;+00). Pro
ta dostavame ekvivalenci

(x1 + Vdy1 < z2 + Vdy2) & (21 — Vdy1 > z2 — Vdy2) & (21 < 22) © (31 < ¥2).

Podivejme se nyni pouze na interval (1;+00), ktery oproti (1;400) neobsahuje pravé Feseni
1 € P. Mezi resenimi z tohoto intervalu tedy mtzeme najit to nejmensi. Je to presné to reseni, které
ma nejmensi prvni slozku z, pfiCemz v kazdé skupiné pfirozenych ¢isel umime najit to nejmensi.
Toto nejmensi FeSeni ozna¢me . UkdZeme, Ze € generuje v8echna feSeni z (1; +00). Pro spor méjme
n&jaké FeSeni n € (e;+00), které neni pfirozenou mocninou €. Potom ale existuje n&jaké k € N
takové, ze e” < 1 < e"t1. Jenze po vydéleni nerovnosti kladnym e dostaneme 1 < n"e~" < ¢,
coz je ve sporu s minimalitou €, protoze n"™e~" je také fesenim.

Pravé dokazané tvrzeni tedy fika prekvapivou véc — vSechna feSeni Pellovy rovnice umime za-
kédovat jedinym (nejmensim) FeSenim e, a to tak, Ze vSechna ostatni ziskdme aZ na znaménko jako
jeho mocniny. Triky pfedvedené napii¢ dikazem ale viibec nebyly ,ndhodné“. Obohaceni racional-
nich &isel o v/2, které jsme pravé piedvedli, se da zobecnit i pro jina realna é&sla. Tim vytvaiime
struktury, které predstavuji néco mezi raciondlnimi a realnymi ¢isly. A pravé studium podobnych
roz§itent racionalnich ¢isel vedlo matematiky po Abelovi k iplnému pochopeni nefesitelnosti poly-
nomu patého a vyssiho stupné. To uz je ale zase jiny pribéh, ke kterému se vratit nestihneme.

Navody ke cvicenim

1. Alespon jeden existuje z definice. Predpoklddejme pro spor, Ze existuji dva ruzné e; # ea.
Soudin e; - ez musi byt roven e, protoze ez je neutrdlni prvek; ale stejné tak musi byt roven eg,
protoze e je neutralni prvek, a tedy e; = ej - e2 = ea, coz je ve sporu s predpokladem, Ze e; # ea.
2. Alespon jeden existuje z definice. Pfedpokladejme pro spor, ze existuji dva razné prvky hi # ha
takové, ze gh1 = gha = e. MuzZeme nyni psat rovnosti hy = hie = hi1gha = eha = ha, coz je ve
sporu s piedpokladem. Existuje tudiz jen jeden inverzni prvek, takze symbol g~ méa jednoznaény
vyznam.

Nyni pokud gh = e, pak pfendsobenim tohoto vyrazu zleva pomoci ¢g—1 dostavame g~ lgh =
g~ 1, tedy h = g~ 1. Nyni vynasobenim zprava pomoci g dostaneme hg = g~ 1g = e, jak jsme chtéli.
3. Jelikoz je g~ inverzni k g, plati dvojice rovnosti gg—! = e, g~1g = e. Tyto rovnosti nam ale
fikaji piesné i to, ze je g inverzni prvek k g—!. Takze skuteéné (¢~ 1)~ ! = g.

4. Inverzni prvek ke g" (coz je n ,gééek“ vynasobenych po sobé) je (¢~ 1)™, protoze kdyz je
vynasobime, tak se vSechny prvky pokrati na identitu.

5. Chceme najit takovy vyraz, aby se ndm s tim nasim hezky kratil. Ukazeme, Ze mizeme zvolit
b~la~l. Musime ovéfit, Ze kdyZ jej vynasobime z libovolné strany ab (nebo s vyuzitim cviceni 3
jen z jedné strany), dostaneme identitu. Ale to je lehké: (ab)(b='a=1) = a(bb~N)a~! = aea™! =
aa~! = e. Obdobné po vynasobeni zleva.

6. Potfebujeme ovérit, ze je H N K uzaviend na vSechny grupové operace. Ale pokud uvazujeme
libovolné prvky z H N K, tak to znamen4, ze vSechny jsou jak v H, tak v K. Toto jsou podgrupy
uzaviené na vSechny grupové operace, takze pokud provedeme jakoukoliv operaci, tak bude vysledek
vHivK,atedyiv HNK.

7. At dosadime za prvni dva vyskyty H libovolné dva prvky z H, tak vysledkem bude néco z H,
nebot H je jako podgrupa uzaviend na nasobeni. Proto HH C H. Naopak kazdy prvek h z mnoziny
na pravé strané muzeme zapsat jako eh, protoze oba prvky e, h jsou jisté v H.

8. Potiebujeme ukazat, ze gHg~! = H pro viechna g € G. Jelikoz je G abelovska, nezéalezi na
potadi nasobeni, a to ani ve vyrazu s mnozinou. Plati tedy gHg™! = gg7'H = (99 ')H = eH = H,
coz jsme chtéli ukazat.
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9. Ukédzeme, ze pro kazdé g plati gHg—! = H. Vztah ze zadani totiz plati i pro g—1, pro které

dostaneme g~ 'Hg C H. A tedy po upravé H C gHg—!. Takze nutné gHg~! = H pro kazdé H.
10.
(1) V grupé G plati e- e = e, takze p(e) = p(e-e) = ¢(e) - ¢(e), protoze ¢ je homomorfismus.
Plati tedy p(e) = ¢(e) - ¢(e). To je rovnost mezi prvky v grupé H. Celou rovnost tedy
miZeme vynasobit (z libovolné strany) jednoznaéng uréenym inverzem (p(e))~ !, &¢imz

1

dostavame rovnost e = ¢(e), jak jsme chtéli.

(2) Receno slovy, mame dokazat, ze prvek p(g—!) je inverzem k ((g). Pfitom vime, Ze g -
g~ ! = e. Plati tedy (s vyuzitim (1) a definice homomorfismu) e = ¢(e) = p(g-g~!) =
©(g) - ¢(g~1). Stejné tak snadno dokazeme také e = p(g~ 1) - p(g).

11. Jak uZ jsme fekli dfive, ¢ o ¢ je zobrazeni z G do K. Pro vSechna g1, g2 € G mame (¢ o
©)(g1 - g2) = ¥(p(g1 - 92)) = Y(p(g1) - p(g2)) = P(p(g1)) - P(p(g2)) = (¥ 0 ©)(91)) - (¢ 0 ©)(g1)),

a tak je to homomorfismus.

12. Grupa (Q\ {0}, ) obsahuje prvek —1, jehoz fad je roven dvéma. Zbylé dvé grupy ale obsahuji
kromé identity pouze prvky nekoneéného fadu, pticemz kazdy izomorfismus fady prvki zachovava.
(To neni t&zké si rozmyslet.) Ani jedna z nich proto nemize byt izomorfni s (Q, -).

Podivejme se tedy na zbylou dvojici grup. Pokud by byly izomorfni, vezméme néjaky izo-
morfismus ¢ : (Q,4+) — (Q4,). Protoze je ,na“, existuje x € Q spliujici p(z) = 2. Pak ale
2=p(5 +35)=w(5) »(5) To ale dava p(5) = V2 € R\ Q, coz je spor. (Viimnéte si, ze w(3)
nemiize byt —v/2, nebot se pohybujeme v mnoziné Q...)

13. Uvéazime zobrazeni f, které prvku z pfifadi 2%. Toto zobrazeni je homomorfismem: f(z+y) =
27y = 272V = f(x)f(y), f(—x) =277 = (2%)~! = f(x)~!, a kone¢né f(0) = 2° = 1 — pouzivali
jsme zde jiz znaceni uvnitf jednotlivych grup, tim myslime —z pro inverzni prvek a nula pro
neutralni prvek vzhledem ke scitdni. Staci ndm ukazat, ze je f bijekce, a budeme mit hotovo.
Zobrazeni f je prosté, jelikoz pokud 2* = 2¥ pak z = y. A f je ,na“, protoze pro kazdé kladné
realné y staci zvolit * = log, y, abychom dostali 2¥ = y. Nasli jsme tedy mezi témito dvéma
grupami izomorfismus.

14. Jakmile ma Pellova rovnice netrivialni feseni, spliiuje toto feseni = + v/dy # +1. Pfitom
ale (z 4+ Vdy)(z — V/dy) = 1, take alespoti jedno z téchto redlnych &sel je v absolutni hodnoté
ostie vétsi nez jedna. Jeho mocniny proto tvori rostouci posloupnost realnych cisel, kazdy c¢len
této posloupnosti pfitom odpovida néjakému Feseni (a ta jsou riizna, nebot redlna éisla kéduji nase
feSeni jednoznaé¢né).
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Navody k Glohdm

1. Pro prehlednost budeme nékolikanasobné pouziti operace * znacit pomoci exponentu, jako kdy-
bychom mocnili. To opravdu muzeme pravé diky asociativité operace x. Vezméme néjaky libovolny
prvek b € M a podivejme se na bx b = b%. To je diky uzavienosti opét néjaky prvek M, takze se
miizeme kouknout na prvek b2 xb% = b?* a tak dale, ¢imz vybudujeme posloupnost b, b2,b%,... € M.
Protoze je M konecnéa, nékdy se musi né€jaky prvek zopakovat. Tento prvek oznacme c. Protoze se

(o4 k T4 e Py p . . . .
zopakoval, dostavame rovnost ¢2° = ¢ pro néjaké piirozené &islo k. Diky dokdzané rovnosti mame

k k k k
2 2% —2 2" -2 2(2°—1) =

k . S
c® *c =cx*xc 2"—1. To jsme ale piesné

2k _

, coz diky asociativité zapiseme jako ¢

chtéli, prvek a = ¢ 1 spliiuje rovnost a * a = a? = a.

2. Pohyb zaby rozlozime na osové soumérnosti. Kazdy skok odpovida stfedové soumérnosti, tedy
otoceni o 180° se stiedem na kameni. Toto otoceni lze proto rozlozit do dvou osovych soumér-
nosti podle os, které jsou na sebe kolmé a protinaji se na kameni. Pro jednoduchost zapisu budeme
oznacovat osy i odpovidajici soumérnosti stejné. Rozdélme kameny do dvojic (1,2),(3,4),...,(2n—
1,2n). Dvé stfedové symetrie odpovidajici jedné dvojici kamenti 1ze zapsat jako slozeni ¢tyt osovych
symetrii 04030201. Osy 02, 03 vS8ak muzeme volit tak, aby splyvaly s pfimkou uréenou odpovida-
jicimi kameny, takze oo = o03. Pak je ale 0302 = e identické zobrazeni, takze 04030201 = 0401,
pricemz obé tyto osy jsou kolmé na spojnici odpovidajicich kament, tedy rovnobézné. Zobrazeni
o401 je tedy n&jaké posunuti. (To neni tézké si rozmyslet.)

Pohyb zaby jsme tedy rozlozili do n posunuti, ktera zavisi pouze na pozici kameni. Slozeni
libovolného poctu posunuti je ale ziejmé také posunuti. Protoze se zaba prvni den vratila na své
ptivodni misto, m4 toto sloZzené posunuti pevny bod, takZe se musi jednat o identitu. At si tedy
zaba dalsi den stoupne kambkoli, preskdkani vSech kamenu v uréeném poradi na ni vzdy zaptsobi
stejné jako identické zobrazeni — nijak.

3. Jak si uz jisté hloubavy étendfr vsiml, takové grupy G, H nemohou byt koneéné, nebot pro
koneénou H plati |gHg~!| = |H| pro viechna g € G. Zkusime tedy zkonstruovat néjaké nekonecné.
Vezméme libovolnou nekone¢nou mnozinu X a odpovidajici nekone¢nou symetrickou grupu Sx.
Rozdélme nyni X na dvé nekoneéné mnoziny Y a Z. Grupa H bude obsahovat pravé ty permutace
z Sx, které nehybou zaddnym prvkem z Y. Ovérit uzavienost H na vSechny grupové operace je
snadné, takze H < (. Volme nyni g € G jako permutaci, kterda celou mnozinu Y zobrazuje do
sebe, pricemz do ni zobrazuje jesté néjaké z € Z. Diky nekonecnosti obou mnozin Y, Z takova g
skute¢né existuje. Permutace z gHg~! pak nechavaji na misté dokonce celou Y U {g}. Urcité ale
existuje néjakd permutace h € H, kterd z na misté nenechava. Tim jsme dokazali ostrou inkluzi
gHg~' C H, jak jsme chtéli.

Neduveérivy ctenar si mize predstavit napfiklad X = N, Y mnozinu sudych prirozenych ¢isel, Z

mnozinu lichych pfirozenych ¢isel. Vyhovujici g € Sy je pak tfeba permutace, kterd k sudym ¢islum
pric¢ita 2, od lichych cisel kromé jednicky odecitd 2, pricemz jednicku posila na dvojku. Permutace
z H fixuji v8echna suda ¢&isla, permutace z gHg~ 1 dokonce i jednic¢ku.
4. Dukaz je uplné analogicky dukazu prvni véty o izomorfismu. Podminka ¢ o m = ¢ totiz vy-
nucuje, aby hledané zobrazeni v posilalo gK +— ¢(g). Stejné jako v uvedeném dikazu prvni
véty o izomorfismu ovéfime, Ze 1 je korektné definované, tedy ze gK = hK = ¢(g9) = ¢(h).
To ale okamzité plyne z inkluze K < Kerp. Stejné jako minule, ¢ je homomorfismus, nebot
Y(gKhK) = p(gh) = ¢(9)p(h) = ¥(gK)yp(hK). To je vse. Na rozdil od dikazu prvni véty o izo-
morfismu ale nemiZeme zarucit, Ze je 1) na, ani Ze je prosté (nebot k diikazu prostoty potiebujeme,
aby K > Ker ¢, jenze tentokrat méame pouze ,nerovnost‘ K < Ker ).
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Mily priteli,

prvni seridlové série uz je davno za nami a my Té vitdme u druhého dilu seridlu o teorii grup.
Doufame, ze Té prvni dil zaujal a ze se Ti bude libit i ten druhy. Ani pokud jsi prvnimu dilu
porozumeél jen zcéasti, urcité nevés hlavu — ne vse je k pochopeni zbytku potfeba. Druhy dil by
urcité nemél byt oproti prvnimu tézsi na pochopeni. Pro toho, kdo uspésné vstiebal nejdulezitéjsi
pojmy prvni ¢asti, bude dokonce o dost snazsi.

V serialu se ale nachéazeji i pasaze, které Gplné€ snadné nejsou — predevsim kapitolka o Pélyovych
polynomech k pochopeni ostatniho textu (a feSeni soutéznich tloh) nutné potifeba neni. Pokud se
tedy v pravé zminéné Casti ztratis, muzes v klidu pokracovat dal.

Stejné jako v dilu prvnim je text proloZen spoustou cviéeni a tloh, jejichZ fesSeni jsou uvedena
na konci. Cviceni jsou typicky lehéi a slouzi k lep§imu pochopeni tématu. Urcité si je tedy zkus
vyresit dfiv, nez si jejich FeSeni najdes. Cviceni jsou na rozdil od tloh nedilnou soucasti textu, takze
pokud je nevytesi§ (coz neni zddnd tragédie, ne vSechna jsou Gplné snadnd), pfecti si jejich feSeni
dfiv, nez budes pokracovat ve ¢teni.

Prijemné a zadbavné cteni pieji
Filip Bialas a Kuba Loéwit



Teorie grup Il — Procitnuti symetrii

Group Theory is the branch of mathematics that answers the question, “What is symmetry?”
Nathan C. Carter

Prolog Il

S devatenactym stoletim prichéazeji novi lidé s novymi napady a ziskavaji trochu vic nadhledu nad
tim, co se to v matematice vlastné zrovna déje. Z hlediska déjin teorie grup je klicové, ze se Cauchy
intenzivné zabyva permutacemi a jako prvni je vnima jako funkce (které lze skladat).

Posléze prichazi mladi¢ky francouzsky matematik Galois. Navzdory velkému talentu mé s pfi-
jetim na univerzitu znacné potize, nebot jeho myslenky zkousejici nezvladaji sledovat. Navic do
Francie pfichazi politické vlnobiti, kterého se mlady Galois (ve stopach svého otce) ucastni. Mezi-
tim vyrazné prohlubuje Abelovu praci — dafi se mu dokonce pfesné klasifikovat polynomy, jejichz
kofeny se daji zapsat pomoci jejich koeficienti a zdkladnich aritmetickych operaci. P¥i tom v pod-
staté objevuje grupy jako takové. S vydanim své prace ma ale problémy — jednou je jeho spis
nepochopen, podruhé se ztrati, jindy je pozaddan o prepracovani.

Kvuli svym politickym aktivitdm se Galois dostava i do vézeni (kde pokracuje ve své praci). Ve
véku dvaceti let je vyzvan k souboji. P¥i¢iny jsou nejisté — mohlo jit o nestastnou lasku, mozna vsak
byly motivy ¢isté politické. Noc pred soubojem Galois travi psanim dopist, ve kterych se mimo jiné
snazi sepsat celé své dilo. Druhého dne je zastielen, v lese jej umirajiciho nachézi neznamy sedlak.

Béhem zbytku devatenactého stoleti pfichazi mnoho dalsich. Klein cilevédomé spojuje grupy a
geometrii, Cayley se blizi jejich abstraktni definici, podobné Burnside po ném. V Norsku plodné
pracuji Abelovi nasledovnici Sylow a Lie. Devatenacté stoleti vrcholi dilezitym pocéinem — vznikem
nasi dobfe znamé definice.

Navrat k normalité

Kdyz jsme si definovali normalni grupy, mohlo se nase pocéinani zdat trochu podivné a ndhodné.
Nyni uz ale mame dostatek znalosti na to, abychom normélnost lépe pochopili a docenili. Cim vic
budeme grupam rozumét, tim pfirozenéjsi tento pojem bude.

Uz jsme si algebraicky odvodili, ze podle norméalnich podgrup umime faktorizovat. Také jsme
vidéli, ze podle zddnych nenormaélnich podgrup faktorizovat nejde. Ukdzeme si nyni mnohem kratsi
argument. Pokud totiz pro néjakou podgrupu H < G umime korektné definovat faktorgrupu G/H,
dostéavame spole¢né s ni pfirozenou projekci 7 : G — G/H, jejimz jadrem Ker 7 je pfesné H. Jadra
jsou ale vzdy normdlni.

Normaélni jsou tedy presné ty podgrupy, podle kterych muzeme faktorizovat. Podobné mtuzeme
diky existenci faktorizaci fict, Ze normalni jsou presné ty podgrupy, které jsou jaddrem néjakého
homomorfismu. Znalost vSech norméalnich podgrup dané grupy G ndm podle prvni véty o izomor-
fismu fika, jaké obrazy mohou mit homomorfismy z G do libovolné jiné grupy — ty jsou totiz vzdy
izomorfni néjaké faktorgrupé grupy G. Grupy, které maji malo normalnich podgrup, jsou tedy
jistym zpusobem zajimavé.

Definice. Grupa G je jednoduchd, jestlize trividlni podgrupa {e} a celd grupa G jsou jeji jediné
normalni podgrupy.



K jednoduchym grupam jesté parkrat zabrousime, nyni se ale podivame na to, jak normalita
souvisi s jednim specidlnim typem izomorfisma.

Automorfismy a jejich grupy

Definice. Automorfismus grupy G je izomorfismus ¢ : G — G.

Automorfismy jsou tedy bijekce G — G, které navic zachovévaji strukturu grupy. Kazdé dva
automorfismy lze slozit, ¢imz ziskdme opét automorfismus G — G. Jak uz davno vime, sklddani
funkci je asociativni. Ke kazdému automorfismu ¢ navic zjevné existuje inverzni automorfismus
11, ktery je pouze jeho ,otoenim“ a spoleéné s nim se slozi na identickou funkci G — G. Identicka
funkce se pfitom vzhledem ke skladani chova jako neutralni prvek. VSechny automorfismy grupy G
tedy se sklddanim tvofi grupu! Tu budeme znacit Aut(G).

Jakkoli je tato myslenka krasnd, grupa automorfismi grupy G se obecné zkoumé dosti Spatné.
Nastésti ma jednu velmi bohatou podgrupu, se kterou se jesté mnohokrat setkdme — tzv. grupu
vnitfnich automorfismu.

Vyberme si libovolny pevny prvek g € G a definujme zobrazeni ¢4 : G — G predpisem h —
ghg~!. Vime, e obé funkce h — gh, h — hg—! jsou bijekce G — G, pii¢emz (g je jejich slozenim
(v libovolném pofadi), takze je to také bijekce G — G. Co vic, pro libovolné hi, ha € G plati
pg(hih2) = ghih2ag™! = gh1g lghag™! = pg(h1)pg(h2), takze ¢4 je dokonce automorfismus
grupy G.

Definice. Pro libovolné g € G oznacime ¢4 automorfismus tvaru h — ghg~—!. Takovym auto-
morfismim fikame vnitrni.

Tyto automorfismy nazyvame vnitini, protoze je ,zevniti“ zprostfedkovavaji samotné prvky
grupy G. Vnitini automorfismy odpovidajici riznym prvkiim grupy G mohou a nemusi byt uplné
stejné.

Identickd funkce na G je zjevné vnitinim automorfismem ¢e. Automorfismy ¢, a Pg—1 jsou
k sobé inverzni, nebot (¢,-1 0 ¢g)(a) = g tgagTlg = a = pe(a). Slozeni ¢g4 o ¢y, je pfitom rovné
©@gh, nebot (pg00p)(a) = ghah~lg=1 = @gn(a). Tim jsme dokézali, Ze vnitini automorfismy tvoii
podgrupu grupy vSech automorfismt grupy G.! Budeme ji znadit Inn(G).

Cviceni 1. Grupa G ma trivialni grupu vnitfnich automorfismu pravé tehdy, kdyz je abelovska.

Automorfismy pritom jakymsi zptusobem pusobi na celou grupu G a michaji jeji prvky. Protoze
vime, Zze obrazem kazdé grupy pfi jakémkoli homomorfismu je zase grupa, plati dokonce, ze auto-
morfismus zobrazi kazdou podgrupu grupy G na nékterou podgrupu G. Pfislusné podgrupy navic
museji byt izomorfni. Normalni podgrupy jsou presné ty podgrupy H < G, se kterymi zadny
z vnitfnich automorfismii ani nehne (pfestoze mize pfepermutovat jejich vnitfek). Formalngji:
Grupa H < G je normalni pravé tehdy, kdyz s kazdym h obsahuje i ¢4(h) pro kazdy vnitini
automorfismus g .

Cviéeni 2. Doka#te, Ze pro libovolnou grupu G je Inn(G) < Aut(G).

Jesté zminime, co presnéji provadéji vnitini automorfismy s prvky G.

Definice. Prvek a € G nazveme konjugovanym s prvkem b € G, existuje-li néjaky ¢4 € Inn(G)
takovy, ze pg4(a) = b.

Vsimnéme si, ze kazdy prvek je konjugovany sdm se sebou diky identickému automorfismu
e € Inn(G). Dale, je-li gag™! = ¢q4(a) = b, je také a = g~ 1bg = ¢4-1(b), konjugovanost je tudiz
symetricky vztah. Navic, je-li g (a) = b, pg(b) = c, je uz také g, (a) = gha(gh) ™! = ghah=1g~1 =
gbg~! = c. Pokud je proto a konjugovany s ba b s c, je i a konjugovany s c. Dohromady tedy vidime,

Dokonce jsme dokazali, ze zobrazeni G — Aut(G), které posild prvek g € G na g4, je homo-
morfismus, jehoZ obrazem je pravé Inn(QG).



ze konjugovanost rozdéluje vSechny prvky G do disjunktnich skupinek, ve kterych je kazdy prvek
konjugovany s kazdym.

Symetrické grupy a parita permutaci

Celych sto let se teorie grup zabyvala vyhradné symetrickymi grupami a s trochou nadsazky se da
Tict, ze celd tato teorie vznikla na a bydli v symetrickych grupach. Bylo by tedy krajné nezodpovédné
neprozkoumat je trochu detailnéji.

Pfipomenme nejprve, ze permutaci mnoziny X myslime zkratka jakoukoli bijekci X — X a ze
symetrickd grupa Sx je grupa vSech téchto permutaci. Déale se v tomto textu zaméfime pouze na
kone¢né mnoziny X. Uz jsme se bavili o tom, ze libovolnou takovou permutaci umime jednoznacné
rozlozit na cykly. Nyni prozkoumame, jak takovy rozklad souvisi s konjugovanim.

Tvrzeni. Dvé permutace jsou v Sx konjugované pravé tehdy, kdyz maji stejnou cyklovou struk-
turu®.

Diikaz. Méjme néjakou permutaci 0 € Sy a zkoumejme, jak vypadaji permutace To7~! pro

libovolné 7 € Sx . Permutace 7, 7! jsou k sobé inverzni, permutace 7071 tedy nejdiiv pFejmenuje
prvky X pomoci 771, poté je (podle jejich novych jmen) propermutuje vyuzitim o a nakonec je
zase prejmenuje nazpatek permutaci 7. Ovéite si sami, ze pokud napfiklad o zobrazuje 1 — 2, pak
To7~ 1 zobrazi 7(1) > 7(2).

To nam Fika dvé véci. Na jedné strané maji permutace o a 7o7 ! nutné maji stejnou cyklovou
strukturu, pouze s jinymi ,popisky*, které jsou pozménéné permutaci 7. Konjugované permutace
tedy maji stejnou cyklovou strukturu.

Protoze ale Sx obsahuje vSechny permutace, mizeme na druhé strané tyto popisky vhodnou
volbou 7 zmeénit, jak se nam zachce, ¢imz dokazeme vyrobit libovolnou jinou permutaci se stejnou
cyklovou strukturou. Kazdé dvé permutace se stejnou cyklovou strukturou jsou tedy konjugované.

Pokud se tedy zabyvame symetrickymi grupami, konjugovani odpovida pouhému pfejmenovani
prvkt mnoziny X. Pfejmenovavanim tak ziskdme nékteré automorfismy Sx — a to pravé vnitini
automorfismy této grupy. Norméalni podgrupy Sx jsou tedy pravé ty, které s kazdou permutaci
obsahuji i vSechny jeji kamarady se stejnou cyklovou strukturou.

Kromé rozkladu na cykly umime permutace rozlozit jesté jinym, neméné zajimavym zpusobem.
Tento druh zapisu sice nebude jednoznaény, pfesto ndm toho ale o permutac¢nich grupach hodné
fekne.

Tvrzeni. Kazdou permutaci o konecné mnoziny lze napsat jako slozeni konec¢ného poctu trans-
pozic (tj. cykli délky dva). Parita poc¢tu téchto transpozic pfitom nezavisi na konkrétnim rozkladu
puvodni permutace.

Dukaz. Nejprve si rozmyslime, ze néjaky takovy rozklad existuje. Vime, ze ¢ je jednoznac¢né urcena
tim, jak zamichda prvky prislusné kone¢né mnoziny. Kazdé takové zamichani pfitom mtZeme provést
postupnym prohazovanim vhodnych dvoji¢ek prvki.? To je ale jingmi slovy pravé slozeni koneéného
poctu transpozic.

Mohli jsme postupovat i o trochu explicitnéji. Permutaci o lze rozlozit na cykly, takze ji mu-
zeme zapsat jako slozeni permutaci odpovidajicich témto cyklim (v libovolném poradi). Cyklus
(araz2 . ..ay) pfitom lze zapsat jako slozeni k — 1 transpozic (aiag) - - (a1a3)(a1a2).

Nyni ukézeme, ze parita poctu transpozic v libovolném takovém rozkladu je skutecné stejna.
Na to pujdeme trosku oklikou. Dokazeme, ze pokud o € S, je néjakd permutace, ktera sestava z m
cykl, a T € S, néjaka transpozice, pak slozeni 7o sestdva z m — 1 nebo m + 1 cykla (pfi¢emz zde
zapoditavame i cykly délky 1). To je dobfe vidét z obrazku. Pokud totiz 7 prohazuje dva prvky

27j. kdyz je pocet jednocykltt v obou stejny, stejné tak i poéet dvojcykld, trojcykla atd.
3To je skuteéné snadné — dokonce bychom si napiiklad mohli usmyslet, ze budeme prohazovat
vzdy dva sousedni prvky.
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uvniti stejného cyklu permutace o, tento zasazeny cyklus se rozpadne na dva. Pokud naopak 7
prohazuje dva prvky z rtznych cykld, v permutaci 7o se tyto dva cykly spoji do jednoho. V obou
pripadech pfitom vSechny ostatni cykly zustanou nezménény.
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Po vynasobeni jednou transpozici se tedy zméni parita poctu cyklia v rozkladu o. Pokud by
tudiz o méla rozklad zaroven na sudy i na lichy pocet transpozic, tyto dva rozklady na sebe umime
prevést vynasobenim lichym poctem transpozic. Pak by ale 0 musela mit ve svém jednoznac¢ném
rozkladu na cykly zaroven sudy i lichy pocet cykli, coz je spor.

Diky pravé dokazanému tvrzeni si tedy permutace mizeme rozdélit na dva druhy — na ty, které
maji ve svém libovolném rozkladu sudy pocet transpozic, a na ty, které maji ve svém libovolném
rozkladu lichy pocet transpozic. Aby se nam o nich lépe mluvilo, budeme této vlastnosti permutace
tikat parita.

Definice. Parita* permutace o, kterou budeme znadit sign(c), je &islo 1 nebo —1 podle toho,
jestli ma o ve svém libovolném rozkladu sudy, nebo lichy poéet transpozic. Pokud je sign(o) = 1,
fikdme, ze je o sudd. V opa¢ném ptipadé o ni mluvime jako o liché.

Z dukazu predeslého tvrzeni navic vyplyva, jak paritu rychle zjistit. Pro permutace konecné
mnoziny velikosti n € N se totiz identickd permutace id € S, sklad4 pfesné z n (jednoprvkovych)
cykll, pricemz je suda. Je-li tedy n sudé, odpovida parita libovolné permutace o € Sj, parité poctu
jejich cyklu. Pokud je n liché, je parita permutace opacné nez parita poctu cykla o.

Je prirozené divat se na sign jako na funkci z kone¢né grupy S, do mnoziny {1, —1}. Jak se sign
chové pfi skladani permutaci? Pokud mame dvé permutace o, 7 rozlozené na transpozice, jejich
slozeni umime okamzité rozlozit jednoduse tak, Ze oba rozklady napiseme ve spravném poradi za
sebe. Parita o1 proto odpovida soucinu parit permutaci o a 7. Pravé jsme tedy ,,omylem*“ ovérili,
Ze sign je pro libovolné n € N homomorfismus z S, do grupy {1,—1} s b&nym ndsobenim. Ta
je pritom izomorfni aditivni grupé Zs. Z toho pak hned vidime, ze pro libovolnou o € Sy, je
sign(o) = sign(oc~1). Zfejmé také pro identickou permutaci plati sign(id) = 1.

Dalsim dulezitym pozorovanim je, ze slozenim dvou sudych permutaci opét dostaneme sudou
permutaci. Sudé permutace proto (na rozdil od lichych) tvoii podgrupu grupy Sy. Ta si zasluhuje
své vlastni jméno.

Definice. Pro libovolné n € N budeme podgrupu grupy Sy, sestavajici ze vSech sudych permutaci
oznacovat jako alternujici grupu An.

Cviéeni 8. Rozmyslete si, ze pro vSechna pfirozena n je An, < S,.

4Neékdy téz znamenko.



Z predeslého ale viibec neni jasné, kolik je lichych a kolik sudych permutaci mnoziny dané
velikosti. ZkousSet je pocitat pfimo by bylo trochu nepfijemné, s nasimi znalostmi je to ale hracka.

Tvrzeni. Pro pfirozené n > 2 je sudych permutaci v grupé Sy, stejné jako lichych.

Dikaz. Jakmile je n > 2, obsahuje S, alespoii jednu lichou permutaci 7. Nasobeni zleva permutaci
T je pak bijekci na nosné mnoziné grupy Sp. Diky vlastnostem parity ale tato bijekce paruje prvky
s jinymi znaménky. Tim padem je nutné sudych permutaci v S, stejné jako téch lichych.

Pojdme to samé dokazat jesté jednou.® Jakmile je n > 2, je zobrazeni sign : S, — {—1,1}
na, pfi¢emz A,, je jeho jaddrem. Podle prvni véty o izomorfismu S, /A, ~ {—1,1} ~ Zs, takze
[Sn : An] = 2. Vzhledem k podgrupé A, se tedy S, rozpada na dva kosety, a protoze jsou kosety
stejné velké, pozadovany vysledek je dokazany.

Jesté nez se vrhneme dal, bylo by celkem férové prozradit jednu malou pikantnost ohledné
alternujicich grup. Alternujici grupy A, pro n > 5 jsou totiz jednoduché, to jest nemaji zadné
vlastni normalni podgrupy. Jednoduché grupy jsou vcelku zajimavé objekty a alternujici grupy
jsou jejich péknym a ilustrativnim pi¥ikladem. Diikazu jejich jednoduchosti se ale vyhneme.% Piesto
si ale ukdzeme, k ¢emu je néco takového dobré. V nasledujicim cviceni proto zkuste jednoduchosti
Ap vyuzit (posléze se ho muzete pokusit vyfesit i bez ni).

Cviéeni 4. Pron > 5 je sign jediny netrivialni homomorfismus Sy, — {1, —1}.7

Proc vychvalujeme symetrické grupy?

To je dobra otazka. Uz nékolikrat jsme zminili jejich historicky vyznam, vibec jsme se ale nezaby-
vali otazkou, jaké postaveni maji vici jinym grupam. Nyni podame odpovéd — jejich postaveni je
vysostné.

Véta. (Cayleyho) Kazd4d grupa G je izomorfni nékteré podgrupé néjaké symetrické grupy.

Dukaz. Nejdfive si musime vybrat, do které symetrické grupy budeme G vnorovat. Vhodnym
kandidatem je Sg, grupa vsech permutaci nosné mnoziny grupy G. Nyni si musime rozmyslet,
jaké permutaci z Sg by mél odpovidat prvek g € G. My uz ale nastésti zname jednu skvélou véc.
Nasobeni zleva libovolnym prvkem g € G je bijekce G — G, coz je néjaky prvek Sqg. Zbyva dokazat,
ze toto trikové pfirazeni opravdu vyrobi podgrupu Sg, ktera je izomorfni s G.

Definujme si tedy zobrazeni v : G — Sg pravé popsanym zpusobem. Protoze pro g,h € G
odpovidaji obé zobrazeni 1 (gh) a 1(g)¥(h) permutaci indukované nésobenim prvkem gh, jsou si
rovna, takZe 1 je homomorfismus. Jeho jadro je pfitom trividlni, nebot kazdy prvek g € G, g # e
indukuje neidentickou permutaci (napfiklad protoze ge = g). Obraz Im1 < Sg je proto skutecné
izomorfni grupé G.

Ackoli se to muze zdat neuvéfitelné, zkoumani symetrickych grup a jejich podgrup je proto
stejné obecné jako zkoumani vSech moznych abstraktnich grup. Samoziejmé bychom neméli tplné
prehanét. Existuji i jiné stejné ,obecné“ druhy grup. Nékteré grupy navic odpovidaji i permutacim
mnohem mensich mnozin, nez jaké nam dava pravé uvedenad Cayleyho véta — naptiklad na S, se
radsi divame jako na grupu vSech permutaci na n prvcich nez jako na grupu vybranych permutaci
na n! prvcich.

THi, dva, jedna... Akce!

Jak jsme slibovali od zacatku, grupy muzeme chapat jako ,symetrie riznych véci“. Samotné symet-
rické grupy maji svou mnozinu, kterou si ve chvilich volna radostné permutuji. Pokud ale dostaneme

5A tvaime se pfitom mnohem svétaznaleji.

SNeni tézky, pouze trochu otravny. Je zkratka potieba dokazat, Zze jakmile néjaka podgrupa
A, obsahuje néco jiného nez identitu, umime invertovanim, sklddanim a konjugovanim vyrobit
kterykoli dalsi prvek.

7Jak uz jsme fikali, je dvouprvkova grupa {1, —1} s nasobenim izomorfni grupé Zs.
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pod stromecek néjakou abstraktni grupu, bude pro nas celkem slozité predstavit si, symetrie ¢eho
%e nam to Jezisek vlastné nadélil. Mozna bychom méli na Stédry veder mnohem vétsi radost, kdy-
bychom dostali soucasné s abstraktni grupou i néjaky predmét, na jehoZ symetrie by prvky nasi
grupy pasovaly. Navic by bylo urcité slusnosti dodat i navod, jak na onen predmét prvky pridélat.
A pravé tomu rikame akce. . .

Definice. Akci (nebo pisobenim) grupy G na mnoziné X nazyvame libovolny homomorfismus
a:G— Sx.

Mmnozina X je nasim pfedmétem, homomorfismus « je pfislusny navod k pouziti symetrii z grupy
G. Presto bychom si radi predstavovali, Ze mnozinu X permutuji pfimo prvky grupy G. Zavedeme
proto nasledujici znaceni. Pro libovolné g € G bude a4 znadit permutaci a(g) € Sx; pro libovolné
a € X pak je ag(a) ten prvek z mnoziny X, na ktery obraz prvku g pfi akci a posila a.® Casto nas
budou zajimat akce, kde kazdé dva prvky z G predstavuji jinou symetrii, coz odpovida podmince
Ker o = {e}. Takovym akcim se Fikd vérné.

Znalost néjaké akce ndm obecné muze byt na dvé véci. Za prvé, predmét X muze byt ve sku-
velmi elegantni zptisob prace s jeho symetriemi. Za druhé, znalost néjaké akce grupy G nam muze
prozradit mnoho o ni samotné — grupu G s akci si mizeme mnohem lépe predstavit, akce nam
poodhali néjaké jeji podgrupy, strukturu a podobné.

Pojdme si nyni ukdzat, jak néjaké akce mohou vypadat. Pomineme pfitom trividlni akci, kdy se
celd grupa zobrazi na identickou permutaci mnoziny X.

Priklad. Symetrickd grupa Sx vérné pusobi zfejmym zpisobem na mnoziné X. Homomorfismus
a pritom odpovidé identické funkci Sx — Sx, kterd skuteéné mé trividlni jadro.

Piiklad. Piipometime, ze Kleinova grupa?, kterou si ozna¢ime V', odpovida symetriim obdélni-
kového listu papiru. Na definici grupy V jsme pfesto zadny obdélnik ani symetrie nepotifebovali,
prvky grupy V jsou ,prosté jen pismena‘“. Nastésti ale existuje péknd vérnd akce o : V' — Sy, kterd
prvky V zobrazi na jisté permutace ¢tyf vrcholi obdélniku. Dokonce jsou to pravé ty permutace,
po jejichz provedeni dostaneme opét obdélnik (tj. pravé jeho symetrie).

Piiklad. Podobné vidime, ze dihedralni grupal'® Ds,, vérné piisobi na n-tici vrcholtl pravidelného
n-thelnika. To nam o ni napfiklad prozrazuje, ze ji 1ze nagenerovat dvéma prvky — nejmensi rotaci a
jednou reflexi, popiipadé dvéma vedlejsimi reflexemil!. Okamzité také vidime, ze obsahuje cyklickou
podgrupu R generovanou nejmensi rotaci, nebot R obsahuje pravé vechny piimél? symetrie n-
thelnika, coz jsou shodou okolnosti pfesné ty symetrie, v jejichz libovolném zéapisu je sudy pocet
reflexi. Parita po¢tu reflexi se navic ani po konjugaci libovolnym prvkem nezméni, takze R <] Day,.

Dalsi velmi pfirozené akce vsech moznych grup potkame pozdéji.
Burnsideovo lemma

Nyni se budeme snazit zkoumat symetrické objekty pomoci akci grup jejich symetrii. Zacneme
dvéma uzite¢nymi pojmy.
Definice. Méjme akci a grupy G na mnoziné X. Pro libovolny prvek a € X pak definujeme

(1) stabilizdator G, jako mnozinu téch prvkia g € G, pro které je ag(a) = a;
(2) orbitu O(a) jako mnozinu téch b € X, pro které existuje h € G spliujici ay, (a) = b.

8Znaceni akci velmi Gasto zalezi na konkrétni literatuie a kontextu, kazdé mé své vyhody a
nevyhody. My se budeme drzet toho pravé zavedeného.

9Viz prvni dil seridlu, kapitola Priklady grup.

10Tamtéz.

1 Vedlejsimi myslime osové symetrie, jejichZ osy sviraji nejmensi mozny kladny thel.

12Tj. bez zrcadleni.



Je snadné si uvédomit, ze stabilizator libovolného prvku a € X je podgrupou G. Skuteéné:
ae(a) = a, rovnost ag(a) = a pouzitim ag—1 pfechdzi va = a 1 (a), a nakonec, pokud g, h € G,
okamzité dostavame agp(a) = ag(ap(a)) = ag(a) = a.

Orbity jsou naopak podmnoziny X, které ji rozdéluji na disjunktni ¢asti. Pro kazdé a € X diky
identité plati a € O(a). Pokud déle oy posila a — b, inverzni bijekce Og—1 vraci b — a. Dale
vidime, ze kdyz ag : a — b a oy, : b+ ¢, pak sloZzené zobrazeni gy, posild a — c. Dohromady jsme
tedy ukazali, ze kazdy prvek a € X je v néjaké orbité a orbity kazdych dvou rtznych prvka jsou
bud stejné, nebo disjunktni.

Kdyz misto celé mnoziny X uvdzime pouze nékterou orbitu (pfipadné sjednoceni libovolného
poc¢tu z nich), 1ze mluvit o akci G na této mensi mnoziné — pfislusné permutace zkratka zGzime
jen na vybrané orbity. Na jingch podmnozinach Y C X naopak G takto pisobit nemutze, nebot by
nase permutace nékteré prvky posilaly ven z Y. Zakladnimi kousky néjaké akce grupy G jsou tedy
presné tyto mensi akce na jejich jednotlivych orbitach, jejichz ,slepenim® ziskdme puvodni akci.
Takové akce maji své jméno.

Definice. Akce se nazyva tranzitivni, jestlize ma jedinou orbitu.

Jak uZ jsme uvedli, je z0Zeni akce na kteroukoliv orbitu O(a) tranzitivni akci. Tranzitivni akce
se chovaji vcelku krotce. Pfedevsim maji vSechny prvky stejné velky stabilizator. Vezmeme-li totiz
dva prvky a, b € X, z tranzitivity existuje g € G, které posila a — b. Diky tomuto vztahu
ale snadno dostdvame ekvivalenci h € G <= ap(b) = b <= ap(ag(a)) = ag(a) <~
ag-1ap(ag(a)) =a <= a,-1,4(a) =a = g 'hg € G4. Tim jsme tedy odvodili mnozinovou
rovnost G4 = g~ 1Gyg.

Obecné je velmi snadné najit vztah mezi velikosti néjaké orbity, velikosti stabilizatoru jejiho
libovolného prvku a velikosti ptisobici grupy G.

Tvrzeni. Méjme akci o grupy G na mnoziné X . Potom pro libovolné a € X plati |O(a)| = [G : Ga].

Dikaz. Vezméme libovolné g € G a odpovidajici koset gG4. Libovolny prvek gk tohoto kosetu
(kde k € Ga) pak na prvek a piisobi stejnym zptisobem jako g, nebot ag(a) = ag(ax(a)) = ag(a).
Pokud jsou naopak kosety gGqa, hGq rizné, prvek g—1h nepatii do G, takze ag-15,(a) # a, coz
po provedeni ag dava ap(a) # ag(a). Rizna posunuti prvku a v rdmci jeho orbity tedy odpovidaji
jednotlivym kosetiim podgrupy G, — téchto posunuti (prvka O(a)) je proto presné [G : Gq).

Specidlné jsme si tim znovu ukazali, ze velikosti stabilizdtora vSech prvku z jedné orbity jsou
stejné. Nyni uz akce zname dost na to, abychom si ukézali zndmé Burnsideovo lemma.

Véta. (Burnsideovo lemma) At « je akce konecné grupy G na koneéné mnoziné X. Pocet orbit
této akce na mnoziné X oznacme ). Potom plati

1
Q=— Gal.
& G

aceX

Dikaz. Rovnost mizeme upravit do tvaru

Q-G =Y |Gal.

acX

Toto nyni nahlédneme kombinatoricky. Cislo Q odpovida poc¢tu orbit nasi akce, pokud si tedy
z kazdé orbity O(a) vybereme pravé jednoho zastupce a, bude téchto zastupct presné Q. Na kazdy
z téchto vybranych prvki nyni vypustime vSechny prvky G, ¢imz dostaneme celkem Q|G| ne nutné
ruznych prvka mnoziny X. Leva strana dokazované rovnosti proto predstavuje jeden zpusob, jak
spocitat, kolik prvki jsme dostali. UkdZeme, Ze i suma na pravé strané predstavuje pocet ziskanych
prvka.



Kazdy z naSich Q vybranych zastupct dostaneme pravé tolikrat, jaka je velikost jeho stabi-
lizdtoru v grupé G. Na kazdé z orbit pisobi grupa G tranzitivng, neboli kazdy prvek b € O(a)
dostaneme jako agy(a) pro néjaké g € G. Co vic, v ramci dikazu pfedchoziho tvrzeni jsme si roz-
mysleli, ze prvek b = ag(a) dostaneme presné |Gq|-krat. To je ale podle pfedeslého tvrzeni presné
velikost jeho stabilizatoru Gj. Leva strana je tedy skutecné rovna souctu velikosti stabilizatort
vSech prvki, tj. sumé na pravé strané. Tim je dikaz dokoncen.

Pri praktickém pouziti této véty, o kterém se doctete v pristi kapitole, se ¢asto hodi divat se na
pravou stranu trochu jinak. Suma na pravé strané odpovida poctu vSech dvojicek g € Gaz € X
takovych, ze ayq4 fixujel3 . Muzeme ji proto dostat také s¢itanim poétit takovych x pres vSechny
prvky g € G.

Pocitani nahrdelnika

Burnsideovo lemma je velmi elegantni a Casto z néj vyplyvaji dalsi zajimava obecnd tvrzeni, jesté
Castéji nam ale pomuze pocitat velmi konkrétni véci. Predstavme si nasledujici situaci. Popelka
dostala od macechy neptijemny tkol, ktery ji ma zakefné pripravit o navstévu plesu. Macecha totiz
z hrasku, cocky, ryze a lecceho dalsiho, co ji pfislo pod ruku, vyrobila vSechny mozné kruhové
naramky. Popelka mé za kol spocitat, kolik druhti ndramkt na zemi lezi. Holoubci jsou bohuzel
7 takové smési trochu zmateni; maji problém poznat, které ndramky jsou stejné, a které nikoli. Co
by mohlo zoufalé Popelce pomoci? Burnsideovo lemma!

Mmnozina X nyni nebude popisovat vnitini struktury néjakého objektu, misto toho v ni budou
lezet vSechna ,nakresleni“ nasich barevnych naramki. Akce vhodné grupy G pak bude fikat, které
obrazky zachycuji stejny naramek. Zvolime ji totiz tak lisadcky, aby dva obrazky zachycovaly stejny
naramek pravé tehdy, kdyz budou lezet ve stejné orbité. Znalost poctu vsech obrazkid a grupy G
nam spole¢né s Burnsideovym lemmatem pfesné fekne, kolik riznych naramkt na zemi lezi.

Pojdme si to tedy zkusit na piikladech.

Priklad. Méjme sedm ¢ernych a Sest bilych koralka. Kolik riznych naramka z nich lze vyrobit,
musime-li pouzit vSechny? Dva naramky povazujeme za ruzné, pokud je na sebe nelze prevést
pohybovanim v prostoru.

Reseni. Zajimame se o né&jaké naramky délky 13. Dva naramky podle zadéni povazujeme za
stejné pravé tehdy, kdyz na sebe jejich nakresleni lze prevést pomoci néjakych rotaci a reflexi.
Jinymi slovy, pocet takovych naramku je pfesné roven poctu orbit pfi ocividné akci grupy Dag
na mnoziné vSech trinactithelnikd se sedmi cernymi a Sesti bilymi vrcholy. Tato mnozina ma (173)
prvki.14 Identickd permutace fixuje pravé viech (173) prvki. Protoze je ale 13 prvocdislo, zadna jina
rotace zaddny ruznobarevny naramek fixovat nemuze. A kone¢né kazda z osovych symetrii fixuje
presné ty naramky, které jsou symetrické podle piislusné osy. Snadno si rozmyslime, Ze téch je (g)

Z Burnsideova lemmatu dostdvame celkem % ((173) +12-0+13- (g)) riiznych naramki.

Cvic¢eni 5. Mgéjme hromadu modrych, zelenych, cervenych a rtzovych koréalki. Kolik existuje
ruznych nahrdelnik z presné patnacti takovych koralka? Dva nahrdelniky povazujeme za razné,
pokud je na sebe nelze prevést pohybovanim v prostoru.

Cviceni 6. Mg¢gjme nekonecnou ¢tvercovou mrizku obarvenou ¢ernou a bilou. Pfitom vime, ze
pro kazdé celé z, y maji policka se soufadnicemi [z,y + 9], [z,y — 9], [z + 9,y] a [z — 9, y] stejnou
barvu jako policko se soufadnicemi [z,y]. Kolik takovych obarveni roviny existuje? Dvé obarveni
povazujeme za stejnd, pokud se lisi pouze posunutim.

13 Timto slovem myslime, e se dany prvek v daném zobrazeni zobrazi sam na sebe.
4 Pouzity symbol piedstavuje tzv. kombinacéni ¢islo, coz je velmi dileZity pojem z kombinato-
riky. Kdo se s nim je$té nepotkal, snadno si ho dohleda.
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Vysledky predchozich cvi¢eni velmi zavisely na prvociselném rozkladu zadanych ¢isel, coz neni
nahoda. Podobnym zpisobem bychom mohli vyfesit mnoho dalsich pfikladid. Zkusme si nyni néco
zajimavéjsiho. V néasledujici tloze totiz bude potieba lisacky vybrat mnozinu i ptisobici grupu.
Uloha 1. At m, n jsou libovolna ptirozena é&isla. Dokazte, Ze potom &islo n déli soucet!®

n
Z mNSD(ni)
i=1
kde NSD(a, b) znaci nejvétsiho spole¢ného délitele &isel a, b.

Pélyovy poly(a)nomy

Jesté nez opustime kouzelny svét Burnsideova lemmatu, ukazeme si jeho zobecnénou verzi. Uz
umime snadno spocitat, kolik riaznych nadhrdelniki pevné délky dostaneme kombinovanim neome-
zeného poctu koralka ruznych barev. Také umime spocitat, kolik ndhrdelniki dostaneme pouzitim
presné danych pocttu koralkt jednotlivych barev. Pro jiné rozlozeni barev koralkti bychom ale mu-
seli celou tlohu fesit znovu. Pdélyova véta nam fika, jak takovou ulohu vyfesit pro vSechna moznéa
rozlozeni barev naraz.

Definice. Méjme grupu G < Sx pro néjakou konecnou mnozinu X velikosti n. Pak polyano-
mem'® prvku g € G nazveme polynom Py(z1,...,2n) = x(ln a:gz -.zd"  kde x; jsou proménné a
qi znaci pocet cykla délky ¢ v permutaci g.

Vsimnéme si, ze pro prehlednost nemluvime o obecnych akcich, ale rovnou o podgrupach ko-
neénych symetrickych grup. Nebyl by samoziejmé problém vse definovat i pro obecné akce, pro své
potfeby bychom tim ale vibec nic neziskali. Jakmile mame polyanom pro jeden prvek grupy, nic
nam nebrani vSechny takové polyanomy secist.

Definice. Méjme grupu G' < Sx pro néjakou kone¢nou mnozinu X velikosti n. Polyanomem!'”

grupy G pak nazveme polynom

1
Po(z1,...,2n) = @ Z Py(z1,...,2n).
geG

Zduraznéme, ze opét pracujeme pouze s konecnymi grupami, tyto definice proto davaji dobry
smysl. Polyanom Pg pfitom jakymsi prazvlastnim zptisobem zachycuje, jakou strukturu maji per-
mutace z G.

V duchu pfedchozich tloh o barveni nyni budeme chtit barvit kousky (koralky) néjakého vét-
Tuto vnitini strukturu odrazi néjaka vhodné zvolené grupa G. Na barveny predmét se tedy divame
pouze jako na mnozinu X barvenych kouskii (koralkt), které budeme barvit pomoci barev z ko-
nec¢né mnoziny C. To ndm déva soubor vSech moznych obarveni mnoziny X, kterych je |C’\|X‘; ten
pithodné oznaéime CX. Nékteré prvky CX ale odpovidaji stejnému predmétu. Grupa G soucasné
ptisobi na CX tak, Ze prohazuje barvy jednotlivych prvka z X. Staéi tedy zvolit G tak, aby rizné
predméty odpovidaly riznym orbitdm, a nechat ji zapusobit.

Umluva. Af X je kone¢na mnozina, G < Sx a C koneéna mnozina barev. Potom ozna¢me /3
akci grupy G na mnoziné CX, kde pro g € G prvek B4 pfitazuje néjakému obarveni a € CX to
obarveni Bg4(a) € CX, v némz je kazdy prvek = € X obarven tou barvou, kterou je obarven jeho

15Ten lze pomoci Eulerovy funkce ¢ zapsat i jako Zd‘n t,p(%)md.
16 Jak uz si ¢tenaf mozna vsiml, autofi maji zalibu v hratkach se slovy. Tento pojem se bé&zné
nepouziva.
17V bézné literatuie se vyskytuje termin cyklicky index.
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vzor pfi permutaci g v obarveni a. (Lidsky Feceno: Vzdycky vezmeme obarveny predmét a pustime
na néj permutaci g.)

Doted jsme jen (dost formélng) shrnuli to, co uz jsme davno sami od sebe délali v minulé sekci.
Nasim cilem je nyni vyjadrit, kolik rizné obarvenych predmétti dostaneme z kterého rozlozeni
barev.

Definice. M&jme mnozinu C sestavajici z k barev ¢, ca, ..., ck. Potom si prokazdé ¢ € {1,2,...,k}
oznacme g; = cj +c5 + - -+ + ¢, kde vSechna ¢; vnimédme jako proménné.

Na prvni pohled se mize zdat nase poc¢inani trochu pomatené, ne-li podezielé. Jak mohou byt
barvy zaroven proménné? NaSe polyanomy ale nebudou uréené k tomu, aby se do nich nedej boze
néco dosazovalo. Jedna se o takzvané formdini polynomy. Budeme pouze zkoumat, co se déje s jejich
koeficienty pfi raznych vypoctech.

Véta. (Pdlyova) At X je néjakd koneénd mnozina velikosti n, G < Sx. Prvky X obarvujme

barvami z C = {c1, ..., ck}, soubor vSech takovych obarveni oznacme CX. Poéet téch orbit akce 3
grupy G na mnoziné CX | jejichz prvky vyuzivaji barvu c; pfesné r;-krat proi € {1,...,k}, je pak
roven koeficientu u ¢lenu ci* - - - ;¥ v polyanomu P (g1, ..., 9n).

Diikaz. Pro libovolné takova r; tedy musime dokdzat rovnost koeficientu u ¢lenu cj! - - - czk v po-
lynomu Pg(g1,-..,9n) a poctu orbit akce S, jejichz prvky vyuzivaji barvu ¢; pfesné r;-krat pro
kazdé i. Ozna¢me pro prehlednost R(g1,...,9n) = |G| - Pg(g1,..-,9n).

Zkoumejme déle akci 8 pouze na mnoziné Y sestivajici z té&ch obarveni z CX, kterad obsahuji
préavé r; prvkil barvy c; pro kazdé i. Tuto ofezanou akci ozna¢me 3’ — to dobie definované akce,
nebot Y je sjednocenim nékterych orbit akce 8. Diky Burnsideovu lemmatu nam pak staci ukazat, ze
koeficient { u €lenu cj* - - - c;" v polynomu R(g1, ..., gn) je roven souctu velikosti vSech stabilizdtorti
této akce f’.

To je ale to samé jako tvrdit, Ze koeficient [ je roven sumé deG F(g), kde F(g) znaci pocet
prvkt mnoziny Y, jez jsou fixovany permutaci 6;. Posledni zminénou rovnost nahlédneme dokonce
trochu jemné&ji. UkéZeme, Ze &islo F'(g) je rovno koeficientu u ¢j? - - - ¢;* v polyanomu Py (g1, - - ., gn)-
Tim budeme hotovi, nebot mame za kol dokdzat rovnost pro soucty takovych vyrazi pies vSechna
g € G, pficemz R(g1,...,9gn) je pFesné soucet Py(g1,...,gn) pies viechna g € G.

Z definice polyanomu prvku mame Py (z1,...,zn) = z{' - - - 2", kde g; znadi po€et cykla délky i
v permutaci g. Které prvky mnoziny C¥X takova permutace fixuje? Pfesné ty, které maji v kazdém
jejim cyklu vSechny prvky obarvené stejnou barvou.!® Nis ale zajima, kolik fixuje prvkid pouze
z mnoziny Y.

Dosazeni polynomu g; = c’i + -4 c}'c za x; kombinatoricky odpovida tomu, ze kazdy cyklus
zkousime obarvit kazdou barvou. Piesnéji, za kazdé x; dosazujeme polynom g; = czi 44 c};. Nez
roznasobeny polynom upravime séitanim, je pied kazdym clenem koeficient 1. Otazkou je proto
pouze to, kolikrat ktery ¢len pfi roznasobovani dostaneme. Za kazdy cyklus permutace g je navic
v soudinu praveé jeden ¢initel. Samotné roznasobovani pfitom probiha tak, ze z kazdé zavorky tvaru
(ci 4+ 4 c}e) vybereme jeden ¢len, coz kombinatoricky odpovida obarveni vSech ¢ prvku daného
cyklu permutace g vybranou barvou. Riznych obarveni, kterd pro vsechna i vyuzivaji barvu c;
presné r;-krét, je pak pravé tolik, kolik po roznasobeni dostaneme ¢lent cj! - - - CZ’“. To je po upravé
rovno koeficientu u tohoto ¢lenu.

Pojdme nyni okusit sladké plody své dosavadni prace na piikladé. Ten by byl uréité fesitelny
i méné pokrocilymi metodami, znalost polyanomu ho ale mnohonasobné zpiehledni. Navic tim
dostavame navod, jak fesit mnohem komplikovanéjsi priklady.

Priklad. Uvazme vsechny ritizné grafy!® na étyfech nerozlisitelnych vrcholech. Jeden z nich si

18Takovych prvki je k91t +an,
19K do nevi, co je to graf, nemusi zoufat. Odpovéd snadno nalezne tfeba v PraSed¢im serialu
Letem grafovym svétem.
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nahodné vybereme. Jaka je pravdépodobnost, ze ma pocet hran délitelny dvéma?

Reseni. Spocteme tedy pocet vsech takovych grafii a pocet vSech grafti se sudym poétem hran.
Graf B na n vrcholech je jednoznacné urcen vyctem hran, které ma. Moznych hran je pfitom
m = (;L) = w To, jestli hrana lezi v B, nebo ne, mizeme vzajemné jednoznacné reprezentovat
pomoci obarvovani — hrany z B budou ¢erné, ty ostatni bilé. Oznaé¢me proto X mnozinu vsech
moznych hran, dale at C = {a, b} je dvouprvkovd mnozina barev.

Dva grafy pfitom povazujeme dle zadani za stejné, lze-li vrcholy jednoho pievést na vrcholy
druhého permutaci, kterd zachovava hrany — tj. spojené dvojice vrcholi zobrazuje na spojené,
nespojené na nespojené. Hleddme tedy néjakou podgrupu G < Sp,, jejiz orbity by stejnost graft
vystihovaly.

Vezmeme-li libovolnou permutaci vrcholu g € Sy, ziskdme z ni jednozna¢né urcenou permutaci
hran ¢(g) € Sm, kterd posila hranu mezi vrcholy w,v na hranu mezi vrcholy g(u), g(v). Pfitom ¢
je prosty homomorfismus, takze Imp < Sy,

Ozna¢me G = Im ¢. Orbity ptisluiné akce 8 grupy Sp na mnoziné CX pak ale presné odpovidaji
riiznym grafim na &tyfech nerozlisitelnych vrcholech. Dva grafy B, B’ s nerozlisitelnymi vrcholy
jsou stejné pravé tehdy, kdyz existuje permutace vrchold g € Sy, kterda zachovava hrany, tj. pravé
tehdy, kdy# existuje permutace h € Im ¢, kterd posila barevnou reprezentaci B v mnoziné CX na
barevnou reprezentaci B’ v mnoziné CX.

Doted jsme pracovali obecné pro libovolné pevné n. Tak bychom samoziejmé mohli pokracovat,
radéji se ale vratime ke konkrétnimu pfipadu n = 4. Nejprve musime spocitat polyanom grupy
Im e < Sg, kterd obsahuje 24 = |S4| prvka. Pro S4 pfimo vime, jaké ,druhy“ prvka obsahuje:
identitu, 6 transpozic, 3 dvojtranspozice, 8 trojcykla a 6 ¢tyfcykli. My ale hleddme polynom grupy
Im . S tuzkou a papirem si neni tézké rozmyslet, Ze ¢ zobrazuje identitu na identitu, transpozici na
dvojtranspozici, dvojtranspozici také na dvojtranspozici, trojcyklus na dva trojcykly a ¢tyfcyklus
na Ctyfcyklus s transpozici. Dostavame proto polyanom

1
Pl (@1, 32,23, 24,5, 76) = o (2§ + 92723 + 823 + 63214) .

Zbyva dosadit x; = g; = a® + b® a podivat se na spravné koeficienty. Dostavame polynom

(a,b) = i ((a+5)° +9(a+ b)2(a® + 1) + 8(a® + b%)2 + 6(a® + b?)(a* + b)) =

= ab + a%b + 2a*b? + 3063 + 2a%b* + bPa + 5.
Pokud tedy tfeba b znaci Cernou a a bilou, mame celkem 1+ 2 + 2 + 1 = 6 riznych grafa
se sudym poctem hran. Pocet vSech grafi je naopak roven souctu koeficient, coz je 11. Hledana
6

pravdépodobnost je proto 7.

Predchozi priklad chvilku zabral, zejména protoze jsme dikladné zduvodiovali, co délame.
Vlastni vypocet byl ale pomérné kratky a efektivni.
Cviceni 7. Kolik existuje riiznych pravidelnych ¢tyrstént v prostoru, jejichz hrany jsou obarveny
azurovou a blankytnou? Kolik takovych étyfsténi ma modrych hran stejné jako blankytnych? A co
jind rozlozeni barev?

Ackoli to tak na prvni pohled viibec nemusi vypadat, Pélyova véta se v ,bézném zivoté“ opravdu
hodi. Jedna se o velmi prakticky nastroj napiiklad pfi urcovani poctl rtznych druht chemickych
sloucenin. Podobné ma disledky i pfi zkoumani hudebnich akordi. A to ani nemluvime o vSech
moznych pouzitich p¥i riznych kombinatorickych a algebraickych vypoctech, kterych jsme byli
svédky pred chvili.

Akce grupy na sobé samé

V predeslych ¢astech jsme si predvedli, jak ndm akce G na X muze fici hodné jak o grupé G, tak
o pfedmétu X. Co ale vyuzit obé vyhody akce naraz a pouzit ji na grupu samotnou? Takové akce
jsou velmi prirozené a dokonce jsme se s nimi uz nevédomky setkali. . .
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Definice. Méjme grupu G. Pusobeni grupy G translaci na sobé samé je akce o : G — Sq, ktera
prvku g pfifazuje permutaci z Sg odpovidajici nasobeni zleva prvkem g v grupé G.

Pfitom je tfeba si uvédomit, ze takto definovand « je skutecné akci, tedy homomorfismem G —
Sq. Uz vime, Ze nasobeni zleva prvkem g je skutecné permutace mnoziny G. Pokud jsou g, h € G,
chceme ukazat a(gh) = a(g)a(h). Leva strana odpovida té permutaci z S¢, kterd nasobi prvky
G zleva prvkem gh. Prava strana zase odpovida té permutaci, kterd vznikne slozenim nésobeni
zleva prvkem h a nasobenim zleva prvkem g v tomto poradi. Tyto dvé permutace jsou ale diky
asociativité operace - v grupé G stejné, coz jsme presné chtéli.

Tuto akci jsme jiz pred ¢asem nevédomky potkali. Je to pfesné ten homomorfismus z Cayleyho
véty, ktery vnotuje libovolnou grupu G do pfislusné symetrické grupy Sg. Jde o vérnou akci.

Vsimnéme si, Ze toto lze obecnéji provadét pro kosety néjaké pevné podgrupy H < G.

Definice. Méjme grupy H < G. Oznaéme X mnozinu vSech levych koseta H v G. Pusobenim
grupy G translaci na mnoziné X rozumime akci o : G — Sx, kterd prvku g € G ptifazuje permutaci
z Sx urcenou nasobenim kosetu zleva prvkem g.

Opét bychom si méli zkontrolovat, Ze takto definovana a je opravdu akce. Protoze prvek g € G
permutuje prvky G a koset zobrazi na koset, permutuje i kosety. To, Ze je & homomorfismus, opét
plyne z asociativity - v grupé G. Vibec ale neni jasné, zda je takova akce vérnd, ¢i nikoli. To zélezi
na konkrétni volbé G a H.

Pojdme si ukdzat, jak nd&m mohou nabyté znalosti pomoci s na prvni pohled velmi nepfistupnymi
ulohami.

Véta. At G je nekonecéna jednoducha grupa. Potom v ni neexistuje vlastni?® podgrupa H < G
s konecnym indexem.

Diikaz. At pro spor takovad H existuje. Provedeme drobné kouzlo. Uvazme ptisobeni o grupy G
translaci na mnoziné X vsech levych kosetti grupy H. Podivejme se na Ker a. Je-li g € Ker a;, musi
oy fixovat vSechny kosety podgrupy H. Musi proto fixovat také H samotnou, odkud gH = H. To
ale specialné znamend g = ge € H. Tim piddem mame Ker o < H, pficemz H je podle predpokladu
vlastni podgrupa G. TakZe nutné musi byt Ker o < G. Jadra jsou ale normalni, takze Kera < G.
Protoze Kera # G a G je jednoduchd, je uz pak nutné Ker a trividlni, takze a je prosté. Potom
je ale G ~ Ima < Sy, jenze |Sx| = [G : H]!; tim jsme vnofili nekoneénou G do koneéné Sx, coz
zfejmé nejde.

Podobné jako jsme definovali ptisobeni translaci, které mluvi o permutacich vytvorenych naso-
benim prvky grupy g zleva, mizeme si zavést akci, kterd bude rikat néco o konjugovani.

Definice. Méjme grupu G. Plusobenim G konjugaci na sobé samé myslime akci ¢ : G — Sg,
kterd prvku g pfifazuje permutaci danou konjugovanim prvkem g.

Tuto akci uz jsme také potkali. Permutace ¢4 prifazena prvku g je totiz pfesné vnitini automor-
fismus dany timto prvkem. Prifazeni ¢ je skute¢né homomorfismus, coz opét vyplyva z asociativity
binarni operace - na grupé G.

Pred néjakou dobou jsme také potkali pojem konjugovanych prvkia a ukazali si, Ze konjugace
rozdéluje prvky grupy G do skupinek, ve kterych jsou spolu kazdé dva navzajem konjugované. To
je nyni zfejmé, nebot to jsou pfesné orbity akce ¢g.

Navic jsme uz vidéli, Ze vnitini automorfismy zobrazuji podgrupy na podgrupy a normélni
podgrupy pritom nechévaji na misté. Specialné, je-li H < G, potom G pusobi konjugaci na mno-
ziné podgrup konjugovanych s H. Tyto vlastnosti konjugovani jesté bohaté vyuzijeme pfi praci se
Sylowovymi vétamsi, které elegantné mluvi o vnit¥ni struktufe kone¢nych grup.

20 Vlastni je takova podgrupa H, ktera se nerovné celé grupé G, tj. symbolicky H < G, H # G.
Tuto skutecnost znac¢ime prirozenym zpusobem jako H < G.
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Nez prejdeme k dalsim tématim, zaddme si jednu péknou a notné trikovou ulohu, kterad s pu-
sobenim konjugaci tzce souvisi.
Uloha 2. At G je kone¢nd grupa, A = {a1,...,an} néjaka jeji podmnozina. Dale vime, Ze kazdy
prvek g € G je v G konjugovany s néjakym prvkem mnoziny A. Dokazte, ze G = (A).

Direktni soucin

V matematice se Casto hodi uvazovat usporadané n-tice néjakych cisel — tfeba kdyz chceme po-
pisovat body v roviné ¢i v prostoru. Nabizi se otdzka, zda by usporadané n-tice prvki, kde by
v kazdé slozce byly prvky néjaké grupy, ndhodou netvofily novou grupu. Neni tézké vidét, ze tomu
tak skutecné je.

Definice. Direktnim soucinem grup G, H rozumime grupu G x H uspofadanych dvojic (g, h), kde
g € G,h € H. Dva prvky néasobime tzv. po slozkach: (g1, h1)(g2,h2) = (9192, h1h2), kde v prvni
slozce pouzivame operaci z grupy G a ve druhé operaci z grupy H.

Rychle si rozmyslime, Ze se opravdu jednd o grupu. Operace bude asociativni, protoze jsou
puvodni operace asociativni. Neutralnim prvkem bude zfejmé (e, e), kde v prvni slozce je neutralni
prvek G a v druhé neutralni prvek H. Jelikoz ale ze zapisu jednoznac¢né pozname, o ktery neutralni
prvek se jednd, mizeme je znalit pro zjednoduseni zapisii oba stejné. Inverznim prvkem k (g, h)
bude (g1, h71).

Neni tézké tuto definici rozsifit na vice nez dvé grupy. Zavedeme téz prirozené znaceni G =
G X G X -+ x G, kde G nasobime samo se sebou n-krat.

Piiklad. Vektory v klasickém prostoru R® spolu se séitanim vyhovuji nasi definici jako prvky
grupy R x R x R = R3.

Cvideni 8. Necht G’, H' jsou podgrupy G, H. Rozmyslete si, ze G’ x H' je podgrupa G x H.

Grupy G, H dostaneme prirozenym zpusobem jako podgrupy G x H. JednoduSe vidime, Ze
G ~ G x {e} < G x H; sta¢i ndm ztotoznit kazdy prvek g grupy G s prvkem (g,e) grupy G x H.
Obdobné muzeme vidét, ze H je izomorfni podgrupé {e} x H. Oznaéme tyto podgrupy jako G, H.
Neni tézké ukazat, ze se jednd dokonce o normaélni podgrupy G x H — muzete si to zkusit jako
cviceni:

Cviceni 9. Necht G, H jsou grupy. Pak GiH jsou normalni podgrupy G x H.

Navic vidime, 7e plati GN H = {(e,e)} a GH = G x H. Pro¢ to tu ale tak dlouho rozebirame?
Ukazeme, ze plati i v jistém smyslu opacné tvrzeni. Zatim jsme se totiz na problém koukali jen jako
na sklddani mensich grup, ale bylo by fajn, kdybychom zvladli nékdy i o n&jaké vétsi grupé zjistit,
ze je izomorfni direktnimu souéinu néjakych mensich. A k tomu se ndm bude hodit néasledujici
tvrzeni:

Tvrzeni. Necht G je grupa a K, H dvé jeji normalni podgrupy takové, ze KNH = {e}, KH = G.
Pak G ~ K x H.

Dikaz. Vime, ze KH = G. Kazdy prvek g € G miZeme tedy zapsat jako g = kh, kde k € K, h €
H. Dokézeme nejdiive, Ze je tento zapis jednoznaény. Necht g = kihy = kaho; pak ky “k1 = hahp L
Na levé strané je prvek podgrupy K, na pravé podgrupy H — jediny prvek lezici v obou podgrupéach
je ale e. Takze nutné k;lkl —e = Iwhl_l7 z ¢ehoz dostavame ko2 = ki,ha = hi. Proto je tento
zapis skutecné jednoznacny.

Uvazujme nyni zobrazeni ¢ : K X H — G takové, ze ¢((k,h)) = kh. Radi bychom ukézali, Ze je
toto zobrazeni izomorfismus. Jisté se jedné o zobrazeni na, nebot G = K H, a z pfedchoziho odstavce
plyne, Ze je i prosté. Stac¢i nam tedy ukazat, Ze se jednd o homomorfismus. Uvazme libovolné dva
prvky (k1,h1), (k2,h2) grupy K x H. Potom ¢((k1,h1)(k2,h2)) = @o((kika, h1h2)) = kikahiha,
zatimeco ¢((k1, h1))e((k2, h2)) = kihikaho. Chceme tedy ukdzat, ze k1kahi1ha = ki1hikaha. To lze
prepsat jako kohi = h1ka2 neboli kah1 k;lhfl = e. Ukazeme-li, zZe vyraz na levé strané patii do H
ido K, vime uz, ze se nutné musi rovnat e. Jelikoz je H normélni, dostaneme konjugaci A1 prvkem
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ko prvek z H a vynasobenim prvkem hfl znovu prvek z H. Obdobné z normality K méme, ze
hlkglhfl € K, takze i k’Q(hlk’;lhfl) € K, jak jsme chtéli ukazat. Dokazali jsme tedy, ze je ¢
homomorfismus, a tim i izomorfismus.

Cviceni 10. Ukazte, ze grupa Q* vSech racionélnich ¢isel kromé nuly s nasobenim je izomorfni
direktnimu soucinu Qi X Zz, kde Qi je grupa vsech kladnych racionalnich ¢isel s nasobenim.

Cvigeni 11. Necht G, H jsou grupy. Pak G ~ (G x H)/H a podobné H ~ (G x H)/G.

Cinska zbytkové véta

Cinské zbytkova véta je tvrzeni z teorie ¢isel, které se tyka situace, kdy mame n po dvou nesoudél-
nych ¢isel my, ..., my a pro zkoumané ¢islo m zname zbytek po déleni kazdym z téchto ¢isel. Tim
je totiz jednoznacné urceny zbytek &isla m po déleni jejich soucinem mj -+ my. (A samozfejmé
také naopak — tento zbytek jednoznac¢né urcuje zbytky po déleni jednotlivymi éiniteli.) Podivame
se na tuto vétu z pohledu teorie grup.

Tvrzeni. Necht mi,ma,...,my jsou po dvou nesoudélnd prirozena éisla. Pak Zmims-.-m, =
Ly X Ly X -+ X L, -

Diikaz. Oznatme G = Zmq X Zimg X -+ X Lm,, . Uvazme zobrazeni ¢ : Z — G, které ¢islu a € Z
pfifadi n-tici (r1,7r2,...,7n) € G, kde r; je zbytek a po déleni m;. Je lehce vidét, ze se jedna
o homomorfismus.

Jaké je jeho jadro? Aby se celé ¢islo zobrazilo na neutralni prvek v G, musi byt délitelné vSemi
¢isly m;. Jelikoz jsou po dvou nesoudélnd, nevyskytuje se zadné prvocislo v rozkladu vice nez
jednoho z nich. Pokud tedy chceme, aby bylo a délitelné vSemi z nich, musi byt délitelné jejich
soucinem. A také naopak — kdyz je a délitelné jejich soudinem, tak se zobrazi na identitu. Takze
jadro ¢ je cyklickd podgrupa generovand mims - - - mp, kterou oznacme K.

Z prvni véty o izomorfismu plati Z/K ~ Im . Ale v prvnim dilu jsme si pfimo definovali grupu
Zn jako faktorgrupu Z podle podgrupy generované n. Takze Z/K = Zm,msy---m,. Mame tedy
izomorfismus mezi Zm,my---m, @ Imyp, coz je podgrupa G. Jedna se o dvé konecné grupy, takze
Zmyms---my, @ Ime museji mit stejné prvka. To ale znamend, ze Im ¢ musi byt celé G (protoze
Zmymg---m, 1 G maji myma - --my prvka). Tim je tvrzeni dokazano.

Homomorfismus ¢ z dtikazu ma obraz celé Z.,; X Zmy X -+ X Zm,, a na kazdy prvek z této
grupy zobrazuje pravé jeden koset podgrupy K v Z. Ale z toho jiz plyne Cinské zbytkova véta,
nebot v jednom kosetu jsou pravé vsechna celd ¢isla, ktera davaji po déleni mimsa - - - m,, stejny
zbytek.

Konecné grupy

Ve zbytku druhého dilu se zaméfime na konecné grupy a ukadzeme si né€kolik tvrzeni, kterd nam
tikaji, co vSechno takové grupy museji spliiovat. O struktufe malych grup je toho znamo spoustu.
Vi se tfeba, jak vypadaji az na izomorfismus vSechny grupy az do fadu 2047. Kdyz tedy v praxi
narazime na néjakou grupu fadu n, miazeme i vyluéovacim zpusobem zjistit, s jakou zndmou grupou
je izomorfni.

Pokud bychom chtéli hloup€ najit vSechny mozné grupy, tak by nam to zabralo hrozné moc
Casu. Grupa je urcena svou multiplikativni tabulkou a nejjednodussi odhad na pocet grup fadu
n je tudiz ™. To je jiz pro dost mald n obrovské cislo, které bychom sice mohli diky svym
znalostem o dost zmensit, ale stejné€ se nejedné o zadnou lehkou praci. Hledat takové grupy tedy
nemuzeme ani pomoci pocitace uplné hloupé. V silach tohoto seridlu by bylo klasifikovat vsechny
grupy radu nejvyse 15, ale i to by zabralo spoustu Casu, takze to nebudeme délat. Misto toho si
ukézeme néjaké priklady vét a myslenek, které se pii hledani vsech moznych grup pouzivaji. Tyto
véty nejsou uziteéné jen ke klasifikaci koneénych grup, také nadm dévaji lepsi nahled na to, co se
v grupé vlastné muze dit.
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Zacneme kratkym tvrzenim, které uz ndm samo o sobé da vycet vSech grup fadu n pro nekonecéné
mnoho raznych n.

Tvrzeni. Pokud G je grupa prvociselného radu p, pak G ~ Zy.

Dikaz. Jelikoz ma G alespon dva prvky, existuje prvek, ktery neni neutrdlni. Jaky muze mit tento
prvek fad? Jeho fad musi podle Lagrangeovy véty z prvniho dilu délit p. Protoze se nejedné o ne-
utralni prvek, musi fad navic byt vétsi nez jedna. Proto je roven p. Cyklickd podgrupa generovana
timto prvkem mé tedy p ruznych prvka a jedna se pfimo o G. Grupa G je tedy cyklicka, a proto
izomorfni s Zy.

Pro grupy, které nemaji prvociselny rad, situace tak lehkd neni. V predchozim dikazu jsme
pouzili Lagrangeovu vétu. Pii pohledu na jeji znéni bychom si mohli polozit otazku: ,,Uz vime, ze
tad kazdé podgrupy déli fad puvodni grupy G; plati ale také, ze pro kazdy délitel fadu grupy G
existuje néjakd podgrupa takového rfadu?“ Bohuzel se ukazuje, ze svét neni tak krasny, aby tato
véta platila.

Cviceni 12. Ukazte, ze alternujici grupa A4 (grupa fddu 12) nemé zadnou podgrupu fadu 6.
(Nebo si muzete najit jiny vlastni protipfiklad.)

Obecné tvrzeni tedy neplati. Plati ale alespon néjaka jeho ¢ast? Co kdybychom se tfeba omezili
na prvociselné délitele? Existuje pro kazdé prvocislo p, které déli fad grupy, podgrupa s fadem p?
Uz jsme ukéazali, ze kazda takova podgrupa by musela byt cyklicka. Platnost tohoto tvrzeni nyni
ukédzeme tim, ze najdeme v grupé G prvek Fadu p, ktery bude hledanou podgrupu generovat.

Véta. (Cauchyho) Necht G je konec¢nd grupa a p prvocislo, které déli rdd G. Pak existuje a € G,
jehoz rad je roven p.

Dikaz. Uvazme mnozinu X vSech uspofaddanych p-tic (ai,as2,...,ap) prvkd z G takovych, ze
ajaz - -+ ap = e. Tato mnozina ma |G|P~! prvki, nebot prvnich p— 1 slozek miizeme zvolit libovoln&
a pro posledni mame potom vzdy pravé jednu moznost, jak ji zvolit, aby soucin vSech byl neutralni
prvek. Pro¢ si vybirdme takhle divnou mnozinu? Budeme chtit ukazat, ze v ni lezi néjaka p-tice,
ktera mé vsechny prvky stejné a rtizné od e. Pak fad tohoto prvku musi délit p, ale pfitom nemuze
byt roven jedné. A to je presné to, co chceme dokazat.

Uvazme nyni nasledujici akci o grupy Zp na této mnoziné. Prvek g € {0,...,p — 1} bude
plisobit jako jakasi rotace slozek: ag((a1,...,ap)) = (a14g,---,ap+g), kde dodefinujeme pfirozené
apti = a; pro kazdé i > 1. Ovéime, zZe se skutecné jednad o akci. Nejdfive neni viibec jasné, zda
pro kazdé g € G obraz kazdého prvku X znovu lezi v X, neni ale tézké to ukazat. Pokud plati
aiaz---ap = e, pak vynasobenim al_l zleva a a1 zprava ziskame as - - - apa; = al_lal = e. Obdobné
muzeme pokracovat dal a ukazat pro vSechny ,orotované“ p-tice, ze opravdu lezi v X.

Musime jesté ovérit, ze o je skutecné homomorfismus z G do Sx. Tedy, ze pro kazdé g,h € Zj
plati agoay, = agp. Prolibovolné (a1, ...,ap) € X mame (agoay) ((at,...,ap)) = ag ((a14h,---,
apth)) = (@14htgs - s Gprhtg) = 0gtn ((a1,...,ap)), jak jsme chtéli ukdzat.

Vime tedy, Ze je a skutecné akce. Prozkoumejme nyni jeji orbity. Pro velikost orbity prvku

a = (ai1,...,ap) mame |O(a)| = \%‘le = ﬁ. Proto |O(a)| = p nebo |O(a)| = 1. Jak ale vypadaji
p-tice, které maji orbitu o velikosti jedna? Kazdé g € Z;, je musi nechat na misté, takze museji
mit nutné vechny prvky stejné. A také naopak — pokud ma p-tice z X vSechny prvky stejné, pak
jeji orbita bude mit velikost jedna. Soucet velikosti vSech orbit je délitelny p, takze i pocet orbit
o velikosti jedna musi byt délitelny p (p dé&li vSechny ostatni orbity). Aspon jedna orbita velikosti
jedna existuje — orbita prvku (e,...,e), ktery zfejmé lezi v X. Proto jich musi existovat alespori
p, a musi tedy existovat n&jaké g # e takové, ze (g,...,g) € X. Takovy prvek bude mit ¥ad p, jak

jsme si uz zduvodnili v prvnim odstavci.

Obecné plati, ze pokud n | |G| a n je mocnina nékterého prvoéisla, pak v G existuje podgrupa
fadu n.2! Podgrupy jinych fadt sice grupa mit miize, ale u vSech to platit nemusi. Vidime ted, ze

21V serialu ale ukazeme jen, ze takova podgrupa existuje, kdyz je n nejvétsi mocninou prvoéisla,
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protipfiklad pro neexistenci podgrup vsech , ptripustnych® fadua z predeslého cviceni byl nejmensi
mozny — zadné prirozené ¢islo mensi nez 12 neobsahuje vlastniho délitele, ktery by nebyl mocninou
néjakého prvodisla.

Ve zbytku tohoto dilu si dokdzeme dalsi stfipek mozaiky — ukazeme, Ze pokud « je nejvétsi
mocnina p v prvodiselném rozkladu |G|, pak G obsahuje podgrupu Fadu p®. Pfitom si o tako-
vych podgrupach fekneme i néco vic. Zakladni véty o téchto podgrupach se jmenuji po norském
matematiku Sylowovi.

Sylowovy véty

Definice. Podgrupu H kone¢né grupy G nazveme sylowouvskou p-podgrupou, pokud je jeji fad
mocnina?? prvoéisla p a neexistuje zadnéd jind podgrupa G s faddem mocniny p, kterd ji celou
obsahuje.

Tvrzeni. Méjme konec¢nou grupu G a prvocislo p, které déli jeji Fad. Pak existuje netrividlni
sylowovska p-podgrupa.

Dikaz. Z Cauchyho véty vime, Ze existuje podgrupa G s fadem p. Vezméme nyni ze vSech podgrup,
jejichz fad je mocninou prvocisla p, tu s nejvétsim fddem a oznac¢me ji P. Tato podgrupa je
sylowovskou p-podgrupou, nebot pokud by jind podgrupa s fddem mocniny p celou P obsahovala,
pak bychom vybrali misto P ji.

Véta. (Sylowovy véty) Necht G je konec¢na grupa, p prvocislo, které déli jeji fad, a np pocet jejich
sylowovskych p-podgrup. Pak plati nasledujici:

(1) Pro kazdé dvé sylowovské p-podgrupy P, Q existuje prvek g € G takovy, e gPg~ ' = Q;
(2) p|np — 1 a zdroveni np, | |G[;
(3) kazdé sylowovské p-podgrupa ma fad p*, kde p* je nejvétsi mocnina p, ktera déli |G|.

Podgrupy, pro které plati podminka z prvni ¢asti tvrzeni, nazyvame konjugované v G. Z toho,
%e zobrazeni h +— ghg~! je (vnitini) automorfismus, plyne, Ze P a Q museji byt izomorfni. Ukazeme
si nejdiive na prikladu, co si pod uvedenymi pojmy a skuteCnostmi muzeme predstavit.

Priklad. Necht S, je symetrickd grupa na p prvcich, kde p je prvoéislo. Radi bychom nasli jeji
sylowovské p-podgrupy. Rad G je roven p!. Nejvétsi mocnina p, kterd déli tento ¥ad, je pravé p.
Kazd4 podgrupa s fadem p musi byt cyklicka. O jaké podgrupy se jednd? Rad permutace je roven
nejmensimu spoleénému nasobku délek jejich cykl,?? takze jediné permutace Fadu p jsou ty, kde
se nachazi pouze jediny cyklus, a to délky p. Pravé podgrupy generované néjakym takovym prvkem
budou tedy sylowovskymi p-podgrupami.

Ovérime, ze pro né opravdu plati zformulované tvrzeni. Pokud vezmeme dvé takové podgrupy
P, Q a né&jaké jejich generatory m, o, pak diky stejné cyklové struktufe nutné existuje néjaka
permutace v takova, ze mp~! = . Vynasobenim této rovnosti i-krat dostavame yriyp~1 = ot.
Takze 1) opravdu konjugaci zobrazuje prvky z P pravé na prvky z @Q — podgrupy P, Q jsou tedy
v Sp konjugované.

Kolik jich je? Mame p! zpusob, jak za sebe napsat ¢isla 1 az p, ale kazdy cyklus takto dostaneme
v p riznych otocenich. Takze cyklu o délce p existuje (p — 1)!. Navic kazd4 sylowovska p-podgrupa
obsahuje identitu a p — 1 takovych cykla. Kazdy z téchto cykla generuje celou podgrupu, a nemuze

proto patfit ani do zaddné jiné. VSechny cykly generuji tedy dohromady jen n, = % =(p—-2)!

ktera déli |G|. Potom by jiz stacilo pouze ukazat, Zze pokud mé grupa f4d mocniny prvodéisla, pak
uz obsahuje podgrupy vsech radu, které ho déli. To neni o nic tézsi nez zbylé dikazy v seridlu,
zabyvat se tim jiz ale nebudeme.

22Mocninou prvoéisla p myslime libovolné éislo ve tvaru p”, kde n je celé nezaporné.

23To si muzete rozmyslet jako snadné cvideni.
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podgrup. Z Wilsonovy véty plati v grupé Zy identita (p — 1)! = p — 1, z niz vyndsobenim (p — 1)1t
dostavame (p — 2)! = 1. Takze skuteéné p | np, — 1. Navic zfejmé np, | |Sp|, nebot (p — 2)! | pl.

Posledni éast tvrzeni je uz ziejma. Nejvétsi mocnina p, kterd déli p!, je totiz p! a nami popisované
podgrupy maji pfesné tento rad.

Priedtim, nez se pustime do samotného dikazu, zminme jesté jedno zajimavé tvrzeni plynouci
ze Sylowovych vét.

Tvrzeni. Necht G je konecna grupa a p prvocislo, které déli jeji rad. Pak sylowovska p-podgrupa
P je normalni v G prave tehdy, kdyz je jedina.

Diikaz. Pokud je P v G normalni, tak pro viechna g € G plati gPg~! = P. Nemiize tedy existovat

zadna dalsi sylowovska p-podgrupa, protoze by nebyla s P konjugovana.

Pokud naopak P v G normalni neni, existuje néjaké g € G takové, ze gPg~! # P. Ozna¢me
Q = gPg~1. Jedna se o grupu stejného ¥adu, nebot konjugace prvkem g d4vé vnitini automorfismus
G. Podle tfeti ¢asti Sylowovych vét ma také fad nejveétsi mocniny p, kterd déli rad G, takze je také
sylowovska. Nasli jsme tedy dalsi sylowovskou p-podgrupu, a tim ukazali, Ze jedina sylowovska
p-podgrupa existuje opravdu pouze tehdy, kdyz je norméalni v G.

Dokazme si nyni postupné vSechna tfi tvrzeni ze Sylowovych vét. Nenechte se vydésit délkou
tohoto diikkazu. Mohli bychom ho napsat kratsi — pouziva se v ném ale nékolik originalnich myslenek,
které jsme pro (snad) lepsi pochopeni rozepsali vice.

Diikaz. Necht X je mnozina vSech podgrup grupy G. Grupu G nechame na tuto mnozinu ptisobit
konjugaci. Oznaéme tuto akci o; pro libovolné g € G a H € X tedy bude ag(H) = gHg~!. (To, ze
je a skutecné akci, jsme jiz zminili dfive.)

Nasi metou bude ukézat, Ze vSechny sylowovské p-podgrupy lezi v jedné orbité této akce. To
je presné to, co chceme, nebot pokud lezi dvé podgrupy H, K ve stejné orbité, tak existuje néjaké
g € G takové, ze ag(H) = K. Jinymi slovy jsou tyto dvé grupy v G konjugované. K tomuto cili
budeme smétovat v nasledujicich asi sedmi odstavcich.

Jiz vime, Ze né€jaka sylowovska p-podgrupa existuje, vyberme si tedy libovolnou z nich a ozna¢me
ji P. Orbitu O(P) akce a ozna¢me O. V O budou jisté pouze sylowovské p-podgrupy. Piedpokla-
dejme totiz pro spor, ze by néjakd R € O sylowovskd nebyla — tedy, ze by pro néjakou R € O
existovala vétsi podgrupa V' s fddem mocniny p, kterd by R obsahovala. Jelikoz P, R lezi ve stejné
orbité akce «, existuje g € G takové, ze ay(R) = P. Potom ale ag(V') je podgrupa s fddem mocniny
p vétsim nez fad P, kterd obsahuje P. To je ve sporu s tim, Ze je P sylowovska.

Vezméme nyni libovolnou dal§i?* sylowovskou p-podgrupu @ a ukazme, ze Q lezi v O. K tomu
definujeme dalsi akci 3. Tentokrat ptjde o akci grupy @ konjugaci na mnoziné O. Pro kazdé q € Q
a R € O tedy definujeme B4(R) = qRg~!. Tato akce vypada na prvni pohled hrozné divné a neni
vibec jasné, zda je dobie definovand. U a nadm stacilo ovérit, ze obraz podgrupy v konjugaci je
znovu podgrupa. Zde ale mame jen nékolik podgrup, takze musime nejd¥ive Fict, ze Bq(R) vzdy lezi
v O.Pro g € Q a R € O se ale 8 chova Gplné stejné jako a, tj. B4(R) = aq(R). Navic O je orbita
akce a, takze skutecné B4(R) = aq(R) € O pro viechna g € Q a R € O. To, Ze je 8 homomorfismus,
by se ovérilo uplné stejné jako u normalni konjugace.

Zatim to vypada, ze jen definujeme ¢im dal tim divnéjsi véci a konec dukazu je v nedohlednu.
Neni tomu ale tak. Nyni ndm uZ jen stali spocitat poéet prvka v O. Ukdzeme, ze p | |O] — 1 a
zaroverni ze pokud by @ ¢ O, pak by |O| bylo délitelné p; z toho uz bude jasné, ze nutné Q € O.

Akce 8 méa dovoleno piuisobit pouze nékterymi prvky, muze se tedy stat, ze O se rozpadne na
vice orbit vzhledem k akci 3, protoze ta g € G, kterd podgrupy v O ,spojovala“, v Q nebudou. Jak
velké budou orbity akce 57 Kdyz jsme si definovali akce, dokazali jsme, ze velikost orbity obsahujici
prvek a je rovna indexu stabilizatoru tohoto prvku v grupé, kterou ptusobime. Takze velikost orbity
je rovna fadu této grupy déleného nééim. Rad Q je ale mocnina p, tim padem i velikost kazdé
orbity musi byt mocnina prvoéisla — je tedy bud délitelnd p, nebo rovna 1. Provéiime nyni, kdy se

24Muze ale byt i Q = P.
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muze stat, Ze je rovna jedné. Ukazeme, Ze pokud Q € O, stane se to pravé jednou, a pokud Q ¢ O,
nestane se to nikdy.

Predpokladejme tedy, ze existuje néjakd R € O takova, ze je v orbité sama. To znamena, ze
qRq™! = R pro viechna ¢ € Q. Pozdéji dokdzeme, ze potom kazdé q € Q nutné lezi v R. Véite
nam ale na chvili, ze toto opravdu plati.

Pak dostavame, ze je Q podgrupa R. Pokud by R # Q, pak by R byla vétsi podgrupa nez Q
s fddem mocniny prvoéisla, kterd @QQ obsahuje. Takova ale nemtiZe existovat, nebot je Q sylowovska.
Musi tedy byt R = Q. Na druhé strang, plati-li R = Q, pak ziejmé qRqg~! = R pro vsechna
ge R=Q.

Orbita velikosti jedna vznikne tedy pravé tehdy, kdyz je @Q € O, a v tom pripadé bude pouze
jedna. Vsimnéme si nyni, ze puvodni sylowovska podgrupa P v O lezi. Pokud zvolime QQ = P,
bude v O jedna orbita velikosti jedna a velikosti vSech zbylych budou délitelné p. Dostaneme tedy
p | |O] — 1. Pokud by nyni existovala @ ¢ O, tak by platilo také p | |O|, coz uz nelze. (Pak by
muselo p délit i rozdil t&chto dvou &isel, coz je jedna.)

A7 na jedno preskocené tvrzeni jsme tedy ukazali, Zze kazdé dvé sylowovské p-podgrupy jsou
v G konjugované (vSechny lezi ve stejné orbité) a ze plati p | |O| — 1. Ale |O| je rovno poctu vSech
sylowovskych p-podgrup np. Dostali jsme tedy p | np — 1. V dikazu zbytku se bohuzel neobejdeme
bez jednoho nového pojmu a par technickych lemmat. Slibujeme ale, Zze uz nic nebude tak dlouhé.

Normalizatory

Definice. UvaZzujme opét akci o grupy G na mnoziné jejich podgrup definovanou jako ay4(R) =
gRg ™! pro véechna R < G a g € G. To ndm umoziuje pro kazdou grupu G a jeji podgrupu P defi-
novat normalizdtor podgrupy P v grupé G jako stabilizator P vzhledem k této akci. Normalizator
je tedy podgrupou G a budeme ho znaéit Ng(P).

Normalizator neni tedy nic exoti¢téjsiho nez stabilizator v jedné konkrétni akci. Z jeho pojme-
novani muzeme odtusit, ze by mohl mit néco spole¢ného s normalitou. A opravdu maé:
Cviceni 13. Podgrupa P grupy G je normalni pravé tehdy, kdyz Ng(P) = G.

Cviéeni 14. Necht G je grupa a H jeji podgrupa. Pak H < Ng(H).

Na normalizator podgrupy H se tudiz muZzeme divat i jako na nejvétsi podgrupu, ve které je H
normalni. Re¢ené vlastnosti normalizatoru nyni aplikujeme v ditkazu Sylowovych vét.

Lemma. Necht G je konec¢nd grupa a P jeji sylowovskd p-podgrupa. Pak p{[Ng(P) : P].

Dikaz.  Jiz vime, ze P <] Ng(P). Uvazme tedy faktorgrupu H = Ng(P)/P. Pfedpokladejme pro
spor, ze p déli index grupy P v Ng(P) — tedy, Ze déli ¥4d H. Podle Cauchyho véty pak existuje
n&jaky prvek fadu p v H. Ozna¢me ho aP, kde a je néjaky prvek Ng(P) nelezici v P (jinak by
mél koset aP = P iad jedna). Ukdzeme, ze kdyz do P ,pfidame“ tento prvek a, dostaneme vétsi
podgrupu s fddem mocniny p. Forméalné definujme podgrupu @ generovanou mnozinou P U a.
Dokéazeme, ze ma tato grupa p - |P| prvki.

Podgrupa Q je uzaviend na grupové operace. Nachazi se v ni a i celd grupa P. Proto tam musi
lezet i prvky ze vsech kosetl tvaru a*P, kde i € {0,1,...,p — 1}. Koset aP m4 fad p — tim padem
jsou v8echny takové kosety rtizné a mame p|P| prvku, které musi lezet v Q. UkadZzeme, ze vznikld
mnozina uz je uzaviend na grupové operace. Neutralni prvek v ni lezi, protoze ten lezi uz v P.
Pokud jsou g,h € Q, tak g € a*P a h € a’ P pro né&jaka 4,j € {0,1,...,p — 1}. Inverzni prvek ke g
tedy lezi v aP~*P C Q a stejné tak gh € a**/P C Q. Tim padem je Q podgrupa, ktera ma pocet
prvkl rovny mocniné p, obsahuje P a je vétsi nez P. To je ale ve sporu se skutecnosti, ze je P
sylowovska p-podgrupa. Tim je dikaz lemmatu dokoncen.

Dikaz preskocCeného tvrzeni pofad chybi, ale pokud si na néj vydrzime jesté chvili pockat,
ukézeme jiz celkem jednoduse, ze Ffad sylowovské p-podgrupy je skuteéné ten nejvétsi mozny:
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Jelikoz je velikost orbity rovna indexu stabilizatoru libovolného jejiho prvku a stabilizator
v konjugaci podgrup je normalizitor, plati [G : Ng(P)] = |O|. Déle vime, ze p t [Ng(P) : P].

v . I . . . ‘oz 1G] _ |G| I[N (P)|
Pro konecné grupy je index roven podilu velikosti. Proto dostavame Pl = NaP) 1Pl

[G : Ng(P)] - [Ng(P) : P] = |O|[Ng(P) : P]. Ani jeden z ¢initeldts vpravo neni délitelny p (vime,
ze p | |O] — 1), takze |P| musi byt délitelné stejnou mocninou p jako |G|. Protoze navic vime, ze
|O| = np, dostadvame z uvedené rovnosti i dalsi pozadované tvrzeni: n, | |G|. A to je vSe, co jsme
chtéli dokazat.

K dokoncéeni nam tedy staci jiz jen dikaz onoho neustéle preskakovaného tvrzeni, které zformu-
lujeme jako nasledujici lemma:

Lemma. Necht G je kone¢nd grupa a p prvocislo, které déli jeji iad. Dale at R je sylowovska
p-podgrupa. Pokud mé q € Ng(R) fdd mocniny p, pak q € R.

Je to presné to, co potfebujeme? V dikazu Sylowovych vét ptsobime sylowovskou p-podgrupou
Q konjugaci na dalsi sylowovskou p-podgrupu R. Vime dale, ze ¢gRg~! = R pro vSechna q € Q —
tedy @ lezi uvnitf normalizatoru Ng(R). Navic z Lagrangeovy véty vime, Ze Fad kazdého ¢ € Q
musi délit |Q|, coz je mocnina p. TakZze i f4d ¢ musi byt mocninou prvoéisla p.

Dikaz. Pro spor predpokladejme, ze ¢ ¢ R. Ve faktorgrupé Ng(R)/R neni tedy gR neutralnim
prvkem. Oznacime-li jeho fad r, vime tedy, ze » > 1. UkazZeme, ze r déli fad q v @, ktery oznacime
s. Muzeme psat s = kr + 1, kde k € Z, 1 € {0,1,...,r — 1}. Mame ¢° = e, tedy ¢° € R a nutné
(gR)® = R. Ale i (qR)*" = ((¢R)")* = R* = R, takie (¢R)! = (¢R)*~*" = RR~! = R. Pokud
[ > 0, byli bychom ve sporu s tim, ze ma gR fad r. Proto [ = 0.

Rad r prvku gR v grupé Ng(R)/R je tedy délitelem fadu q v Q, coz je mocnina prvoéisla p.
Jelikoz r > 1, musi tim pddem p délit r. Vime tedy, Ze p déli fad qR € Ng(R)/R, a z Lagrangeovy
véty proto plyne, ze p dé&li i |[Ng(R)/R|. To je ale ve sporu s predeslym lemmatem.

Tim je dikaz Sylowovych vét konecné dokoncen. Vsimnéte si, ze v dikazu posledniho lemmatu
jsme vyuzili jen vlastnosti normalizatoru, rozhodné ne néco ze Sylowovych vét — to je dulezité,
jinak by totiz Slo o dikaz kruhem.

Sylowovy véty atoCi

Chvilku to trvalo, ale nyni se uz mizeme pustit do vyuzivani Sylowovych vét na konkrétni pripady.
Pokud si vérite, mizete si zkusit néasledujici piiklad sami.

Piiklad. Neexistuje zddna jednoduchd grupa radu 12.

Dukaz. Chceme ukazat, ze kazdd dvanéctiprvkova grupa ma néjakou normélni podgrupu. Jak to
muzeme udélat bez toho, abychom se divali na vSechny takové grupy? Pomoci Sylowovych vét! Staci
nam ukazat, ze vzdy existuje pouze jedna sylowovska 2-podgrupa nebo pouze jedna sylowovska 3-
podgrupa.

Kolik muze byt sylowovskych 3-podgrup? Trojka musi délit jejich poCet zmenseny o jedna a
navic jejich pocéet musi délit dvanactku. Muze se tedy jednat pouze o pfirozend ¢isla mensi nez 12
a z téch témto podminkdam vyhovuje pouze 1 a 4. Pokud n3 = 1, tak mame hotovo — sylowovska
3-podgrupa bude normalni, a protoze méa fad 3, bude také vlastni. Zbyva nam tedy vySetfit jiz jen
piipad n3 = 4.

V tomto pripadé ukadzeme, Ze existuje pouze jedna sylowovskéd 2-podgrupa. Kazda ze Ctyt sy-
lowovskych 3-podgrup ma ¥ad 3. Obsahuje identitu a dalsi dva prvky, které museji mit ¥ad 3. Zadné
dvé z téchto podgrup nemohou mit netrividlni prinik, nebot kazdy jiny prvek je generdtorem dané
podgrupy, takze by nam vysly dvé stejné. V grupé tedy existuje alespon 8 prvki fadu 3. Sylowovska
2-podgrupa ma rad nejvétsi mocniny dvojky, kterda déli dvanact — tedy 4. Nemuze ale obsahovat
zadny z prvkia fadu 3 — to by bylo ve sporu s Lagrangeovou vétou. Musi tedy obsahovat pravé ty
Ctyfi zbyvajici prvky, a proto je pouze jedna. Takze je normalni a vlastni — ani v tomto ptipadé
nedostaneme jednoduchou grupu.
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Toto vyuziti bylo velmi specifické. Stejny nastroj ale miuzeme pouzit i na nékteré nekonec¢né
t¥idy. Ukazali jsme si jiz, jak vypadaji vSechny grupy prvociselného fadu. Dalsim krokem by tieba
mohlo byt zkoumaéani, jak vypadaji grupy, jejichz fad je souc¢inem dvou ruznych prvocisel.

Tvrzeni. Necht G je grupa fadu pq, kde p < q jsou prvocisla a ptq — 1. Pak jiz G ~ qu.25

Dikaz. Nejdiive ukadzeme, ze np, = ng = 1. Vime ze Sylowovych vét, Ze np | pg i ng | pg. Jsou
ale jen Ctyfi ruznd pfirozena Cisla, ktera déli pg, a to 1,p, q, pq. Dale ze Sylowovych vét vime, ze
ng = kq+ 1 pro néjaké nezaporné celé k. Toto cislo neni nikdy délitelné g, takze ndm nemtze vyjit
q ani pg. Navic ng = 1 nebo ng > g+1 > q > p, takze nemiize vyjit ani p a musi byt nutné nqy = 1.
Stejné tak dostaneme, Ze np neni p ani pg. Pokud by bylo np = g, tak Ip + 1 = ¢ pro néjaké I.
Z toho ale plyne, Ze p | ¢ — 1, coz jsme si v pfedpokladu zakézali. Musi proto nutné byt i n, = 1.

Sylowovska p-podgrupa i g-podgrupa jsou tedy normalni — ozna¢me je P, Q. Maji prvodéiselny
fad, takze musi byt nutné P ~ Z,,Q ~ Z4. Pokud ukazeme, ze PN Q = {e} a zarovenn PQ = G,
dostaneme jiz z véty o direktnim soucinu, ze G ~ P X Q ~ Zp X Zq. A o té grupé jsme si jiz dokazali,
ze je izomorfni Zpq.

Pro¢ PN Q = {e}? VSechny prvky P kromé neutrélniho maji ¥ad p v G. Stejné tak v grupé Q
maji fad q # p. Zadné se tedy nemohou rovnat.

Ozna¢me a néjaky generator grupy P, b generdtor grupy @ (generatory existuji, protoze jsou
P, Q cyklické). Ukazeme, ze G = {a’7}, kde 0 < i < p, 0 < j < q. Popsali jsme pq vyrazi;
abychom dokéazali, ze nam takto vyjdou vSechny prvky G, sta¢i ndm ukazat, ze se zddné dva rtzné
nerovnaji. Necht tedy a’1b/1 = a’2b72. Pak vynasobenim b~J1 zprava a a2 zleva dostavame
a~2¢"1 = bi2b~—J1, Cislo vlevo pati do podgrupy P, ¢&islo vpravo do Q. Jelikoz maji pouze trivialni
prunik, tak se nutné obé strany rovnaji e. Tim padem i2 = i1, j2 = j1, neboli dva prvky se rovnaji
pouze tehdy, maji-li aplné stejné vyjadreni.

Konecné do PQ patii jisté vsechny prvky v tomto tvaru, takze G je ¢éasti PQ. Ale zadné dalsi
prvky dostat nemizeme. Nutné tedy PQ) = G a mame hotovo.

Sylowovy véty tedy davaji takovy ciselnéteoreticky vhled do konecénych grup. Velmi elegant-
nim zpusobem totiz postuluji pomérné silné podminky, které musi struktura konecné grupy dané
muzeme pomoci nich dokazat spoustu véci, které by bez nich byly velice obtizné. Dokazete si tieba
predstavit, jak byste se snazili dokazat minulé tvrzeni bez jejich znalosti?

Tim jsme diukladné prozkoumali symetrie a nékteré konecné objekty. Za dvefmi ale zatim lezi
obrovsky svét téch nekonecnych, které jsou neméné zajimavé, komplikované i uzitecné. Tésme se
na né.

25Grupy, jejichz fad je soudinem dvou rtznych prvodisel, se daji popsat i bez dodateénych
predpokladii, museli bychom ale vybudovat jesté dalsi nastroje, jako je naptiklad semidirektni
soucin grup. V takovych pripadech navic mohou existovat i grupy neizomorfni Zp, — jako tfeba
Doyg.
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Navody ke cvicenim

1. Grupa G je abelovska pravé tehdy, kdyz pro libovolné g, h € G plati gh = hg, coz je ekviva-
lentni faktu, Ze pro vSechna g,h € G plati p4(h) = ghg~! = h, coz znamena, ze viechny vnitini
automorfismy odpovidaji identité. Tim jsme dokazali celou ekvivalenci.

2. At ¢4 € Inn(G), ¥ € Aut(G). Potom homomorfismus 4% ~1 libovolny prvek h € G posila
na prvek (g1 (h)g™1) = ¥(g9)h(x(g)) !, toto slozené zobrazeni tedy odpovidd homomorfismu
©y(g) € Inn(G). Takze Inn(G) I Aut(G).

3. Protoze pro libovolné o,7 € S, plati sign(ro7~!) = sign(7)sign(o)sign(r—!) a sign(r) =
sign(71), zachovava konjugovani paritu (tedy specialné zachovava sudost), takze A, je normalni.

Trochu stylovéji, A, = Ker(sign) v naSem zobrazeni sign : S, — {1, —1} a jadra jsou normalni.
4. Kazdy homomorfismus ¢ do {1, —1} je uréeny svym jadrem Ker ¢, které je normalni podgrupou
Sn. My si ale s pomoci jednoduchosti A, dokdZeme néco mnohem silnéjsiho, a sice, ze jediné
normalni podgrupy S, pro n > 5 jsou {e}, An a S, samotna.

Pro spor at K je normalni podgrupa takové Sy, ale je rtizna od téch jmenovanych. Protoze
prinik normalnich podgrup je také normalni, je pak i KN A, < Sy, je tedy normalni i v A,. Diky
jednoduchosti je proto K N A, bud A, nebo {e}.

Pokud je ale K N A, = A, mame z piedpokladu A,, < K < S,,. JenZe potom ST"‘ = |An| <
|K| < |Sn|. To ale neni mozné, nebot |K| potom nemuze byt délitelem |Sy,|.

Pokud je naopak KNA,, = {e}, musi K obsahovat kromé identity pouze liché permutace. Protoze
je ale normalni, s kazdou permutaci obsahuje i vSechny dalsi permutace z S, se stejnou cyklovou
strukturou. Jakmile je tedy K netrividlni a obsahuje néjakou lichou permutaci, diky podmince n > 5
urcité obsahuje alespon 4 prvky. Potom z ni ale lze vybrat dvé liché permutace 71, 72, které k sobé
nejsou inverzni. Jenze potom je mima € K, mim2 # e a koneéné sign(mym2) = sign(m1) sign(me) = 1,
coz je spor.

Grupy {e}, An a Sy, jsou tedy skute¢né veskeré normalni podgrupy Sy. To zéroven charakterizuje
obrazy vSech homomorfisma z S, podle prvni véty o izomorfismu. Netrividlni homomorfismus
Sn — {1, —1} musi byt na, proto jeho jadro musi mit v Sy, index 2. Toto jadro je tedy nutné rovno
An = Ker(sign), tedy sign je skutecné jediny takovy homomorfismus (protoze homomorfismy do
dvouprvkové grupy jsou jednozna¢né urcené svym jadrem).

5. Dva néhrdelniky tedy povazujeme za stejné, pokud na sebe jejich nakresleni 1ze prevést pomoci
né&jakych rotaci a reflexi. Uvazme proto akci grupy D3¢ na mnoziné vSech patnactithelnik obarve-
nych étyfmi barvami; téch je 41°. Identicka permutace fixuje viech 415 prvki. Rotace o k prvki pro
k nesoudélna s patnacti fixuji pouze ta étyfi nakresleni, kterd maji vSechny koralky stejné. Rotace
o 3k pak fixuje pfesné ty nahrdelniky, ve kterych se periodicky opakuje sekvence t¥i koralka2%; téch
je 43. Podobné rotace o 5k fixuje 4° nahrdelniki. Kazda z patnécti reflexi potom fixuje pravé ta
nakresleni, kterd jsou symetricka podle piislusné osy. Téch je 48.
Z Burnsideova lemmatu tudiz plyne

1
O:%(4l5+8-4+4-43+2-45+15-48),

coz se rovna hledanému poc¢tu riznych nahrdelniki.

6. Diky zadanym podminkdm je kazdé takové dlazdéni jednozna¢né urceno svym vzhledem na
pevném ctverci 9 x 9. Trochu lépe FeCeno, ¢tverecky, které se lisi v obou soufadnicich o nasobky 9,

miizeme povazovat za stejné. To nam dava 281 zptisobtl obarveni. Néktera obarveni ale povazujeme

za stejnd. Uvazme grupu G, jejiz prvky odpovidaji posunutim ¢&tvercové miizky o i € {0,1,...,8}
dopravaaoj € {0,1,...,8} nahoru (pozdé&ji se v seridlu dozvime, Ze se tato grupa jmenuje Zg X Zg).

260, ze nefixuje zadné jiné nahrdelniky, plyne z toho, Ze pét je prvoéislo.
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Grupa G mé 81 prvki. Identita fixuje vSech 28! nakresleni. Posunuti o ¢ nahoru a j doprava
pak muze fixovat pouze takova nakresleni, ve kterych se opakuje obdélnik s rozméry ¢ x j. Navic
se ale musi opakovat cely ¢tverec 9 x 9. Snadno proto vidime, Ze posunuti o ¢ nahoru a j doprava
fixuje pravé ta nakresleni, ve kterych se opakuje obdélnik s rozméry NSD(%,9) x NSD(3,9). Pocet
takovych fixovanych nakresleni tedy zavisi pouze na délitelnosti ¢isel 4, j ¢isly 3 a 9. To ndm dava
9 raznych ,druhid“ prvkid z G. Z Burnsideova lemmatu pak dostavame pocet orbit jako

6-6-21+6-2-2246-2-2246-2946-22+4+2.2.2%4+2.227 4 2.227 4 281,
coz muzeme upravit do prehlednéjsiho tvaru
23 | 98 | 913 | 929 4 981

7. Ctyfstén ma Sest hran, nejprve je tfeba urc¢it vhodnou podgrupu Sg. Podobné jako minule,
symetrie Ctyfsténu jsou urCeny permutacemi jeho ¢tyf vrcholt. Nékteré z nich ale prevraceji jeho
orientaci (podobné jako osové symetrie prevraceji orientaci trojuhelniki v roviné). Dva nepfimo
shodné (obarvené) Gtyfstény v prostoru ale pro nés stejné byt nemusi, takové permutace nas proto
nezajimaji. Jednou nepfimou symetrii je reflexe podle roviny uréené dvéma vrcholy a stifedem
protéjsi strany, ta odpovida transpozici v S4. Takové transpozice pfitom generuji celou Sy, snadno
tedy vidime, Ze pFipustné permutace vrcholt tvori dvanactiprvkovou grupu A4. My ale opét musime
najit, jaké grupé permutaci hran G < Sg tyto permutace vrcholi odpovidaji.
Po chvilce rozmysleni dostavame polyanom

1
Pg(z1, 22,23, 74,25, T6) = o (x$ + 823 + 32323) .

Dosazenim barevnych polynomi g; = a’ + b’ a roznasobenim dostavame polynom
Q(a,b) = a® + a®b + 2a%b? + 4a3b® + 2a2b* + ab® + bE.

Koeficienty tohoto polyanomu pak odpovidaji po¢tiim ¢tyfsténu s prislusnymi rozlozenimi barev —
celkem je jich 12, t¥i hrany od kazdé barvy maji 4 rizné Ctyfstény atd.

8. Staci ovéfit, ze je G’ X H' uzavien4 na vsechny grupové operace. Identita (e, €) zde lezi; soucin
(91, h1)(95, hh) = (9195, hihy) € G' x H'; (g1, h7) ' = (9171 i1 € G/ x H'.

9. Ukéazeme to pro G (pro druhy pfipad se dikaz provede analogicky). V minulém cviceni jsme si
jiz rozmysleli, Ze se jedné o podgrupy. Nyni tedy ukdZeme normalitu. Necht (g, h) je libovolny prvek
GxH a(go, e) libovolny prvek G. Pak (g, h)(go, e)(g7 1 h™1) = (990971, heh™1) = (ggog~ 1, €) € G,
takze skutecné G < G x H.

10. Zvolme H = Qi, K podgrupu generovanou prvkem —1 (obsahujici jen —1 a 1), kterd je
zfejmé izomorfni se Zs. Chceme ukazat, ze H x K ~ Q*. Podle predchozi véty nam k tomu staci,
7e HK = Q*X,HN K = {1}, H < Q*, K < Q*. Ale kazdé racionalni ¢islo kromé nuly dostaneme
jako soucin kladného racionalniho cisla s jednickou nebo minus jednickou; z Cisel 1, —1 je kladné
jen 1; podgrupy jsou normélni, jelikoz je grupa Q* abelovska.

11. VyfteSime pouze prvni ¢ast tvrzeni. Staci zvolit zobrazeni, které prvku g pfifadi koset (g, e)H.
O tomto zobrazeni se jednoduse ukaze, zZe se jednd o izomorfismus.

12. Rozmyslete si, ze grupa A4 obsahuje kromé identity t¥i permutace, které prohazuji dvé dvo-
jice raznych prvki, a osm trojcykla fixujicich zbyly prvek. Hledand podgrupa by méla mit index
dva, takze podle cviceni z predeslého dilu by méla byt normélni. Aspon jeden trojcyklus musi
obsahovat (jinak by méla maximdlné 4 prvky) — oznac¢me ho (abc) a posledni ¢islo necht je d.
Musi tedy obsahovat i (abc)? = (ach). Pokud konjugujeme tyto dva trojcykly postupné prvky A4
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(ab)(cd), (ac)(bd), (ad)(bc), dostaneme, zZe vSechny trojcykly musi lezet uvnitt nasi podgrupy. Troj-
cyklu je ale osm, coz je ve sporu s tim, ze méa podgrupa 6 prvki. Zadna podgrupa fadu 6 tedy
existovat nemuze. (Pokud pfijmeme v seridlu nedokazany fakt, Ze jsou grupy A, pro n > 5 jed-
noduché, tak dalsimi pfiklady mohou byt pravé vSechny takové A,,, protoze neobsahuji podgrupu
!
=)
13. Pokud Ng(P) = G, pak pro kazdé g € G plati gPg~! = P, co# je piesné definice normality.
Na druhé strané, pokud pro kazdé g € G plati gPg—! = P, pak kazdé g € G nechava P na misté
— tedy patfi do stabilizatoru P v akci konjugace.

14. Pro kazdy prvek g grupy Ng(H) plati gHg~! = H. Proto je H v Ng(H) normalni.

fadu
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Navody k Glohdm

1. Uvazme vSechny mozné kolotoce s n sedatky obarvenymi m barvami. Dva takové kolotoce
budeme povazovat za stejné, jestlize se na sebe daji pfevést pouze otolenim (nikoli zrcadlenim).
Ruznym kolotoctim pak vzajemné jednoznacné odpovidaji orbity akce a grupy Z,, ktera prvku
k € Zy, prifazuje otoceni o k pozic po sméru hodinovych ruéi¢ek. Otoceni oy, 0 k pozic pritom fixuje
pfesné ty kolotoce, ve kterych se barvy sedatek opakuji s periodou NSD(n, k). (Takové otodeni totiz
fixuje pouze kolotoce s periodou k, kazda perioda ale musi délit délku celého kolotoce n.) Otoceni ay
tedy fixuje presné mNSP (k) pakresleni koloto&t, z Burnsideova lemmatu je proto pocet riznych
kolotoc¢t roven % >y mNSD(n,9) Poget ruznych kolotocu je urcité prirozené ¢islo, takze n zadanou
sumu skutecné déli.

2. Zacneme slibenym figlem — dokazeme nasledujici tvrzeni: Je-li G kone¢na grupa a H < G, po-
tom G neni rovno sjednoceni | J {gH971 lge G}, tj. sjednoceni véech mnozin gHg~! pfes viechna,
g € G. Jinak feCeno, je-li H néjaka ostfe mensi podgrupa G, nelze urcité jejim konjugovanim
vyrobit vSechny prvky G. Jak to dokdZzeme? Pomoci akci.

Ozna¢me X mnozinu vSech podgrup G, jez jsou konjugovany s H. Jejich pocet oznacme k.
Potom G ptisobi konjugaci na X a toto pusobeni je tranzitivni. Stabilizator H v této akci oznac¢me
Ng(H). Potom dle tvrzeni z kapitoly o akcich plati k = [G : Ng(H)] = %

Ptitom ale Ng(H) > H, nebot hHh™! = H pro kazdé h € H. Z ptedeslého vztahu proto mame
k< {5, tedy k|H| < |GI.

Pokud by bylo k = 1, plati Ng(H) = G, takze se H p¥i konjugovani ani nehne?” — a proto existuji
prvky G, které konjugovanim H nedostaneme. Pokud je vSak k > 2, mdme |U {gHg_1 g€ G}| <
k|H|, nebot sice sjednocujeme presné k mnozin velikosti |H|, kazd& dvé z nich ale obsahuji ve svém
primiku alespoti e, take nerovnost je ostré. Celkem potom méme |J{gHg™!|g € G}| < k|H| =
|G|, sjednoceni tedy nemohlo vytvofit celou G.

Vratme se nyni k tloze a ozna¢me H = (A). Pro spor at H < G. Dle pfedeslého potom
konjugovanim H nelze vyrobit celou G. Jenze kazdé g € G je konjugované s néjakym a; € A, takze
konjugovanim H skuteéné vznikne cela G. To je spor, takze H = G a jsme hotovi.

27Co# mimochodem znamena, e v takovém p¥ipadé je H normalni.
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Mily priteli,
jsme radi, ze jsi oteviel(a) i posledni dil seridlu. Nékteré kapitolky sice opét nejsou nejlehéi, ale
pokud jsi prosel (prosla) prvni dva dily, tak uz by pro Tebe ten t¥eti mél byt pfijemnym zadzitkem.
Oproti pfedchozim diltim vSak ted budeme mnohem vic pracovat s grafy, a to hlavné s témi orien-
tovanymi. Pokud ses s néjakymi grafy uz nékdy setkal(a), nemél by to byt zaddny problém. Pokud
ne, nevadi — orientovany graf jsou prosté jenom tecky a Sipky mezi nimi. Pro rychlé sezndmeni
s grafy pfipadné doporucujeme tfeba zacatek PraSeciho seridlu Letem grafovym svétem.

A na co se tentokrat muzes tésit? Kromé teoretickych ¢asti tykajicich se abelovskych grup a
nové definovanych volnych grup naptiklad i na zpisoby, jak se opravdu (ne)vyplati véset obraz na
zed.

Prijemné chvilky pri ¢teni preji
Filip Bialas a Kuba Loéwit



Teorie grup Il — Svoboda pro grupy

All of mathematics is a tale about groups.
Henri Poincaré

Prolog IlI

Ve dvacatém stoleti uz teorie grup odpovida na otazky napfi¢ matematikou. Grupy se dikladné
proplétaji algebrou, geometrii, kombinatorikou i analyzou. Rychle se rozvijeji dalsi oblasti algebry,
pri¢emz jedna z nejslavnéjsich matematicek Emmy Noetherova formuluje obecnéji napiiklad véty
o izomorfismu.

Je tu ale jedna pomérné paliva otdzka. Jaké vSechny grupy vlastné existuji (az na izomor-
fismus)? Jenze to je slozité, protoze nekoneéné neabelovské grupy mohou byt nesmirné pestré a
komplikované. S nekonec¢ny to ale byvalo slozité vzdycky, drzme se tedy pfi zemi. Bylo by alespon
uziteéné védét, jak mohou vypadat vSechny koneéné grupy. Césteénou odpovédi by ale asponi bylo
urcit vsechny konec¢né grupy bez netrividlnich normélnich podgrup — kone¢né jednoduché grupy.

Po polozeni této ,nevinné“ otazky nasleduje pres pil stoleti prace a vice nez patnact tisic stran
¢lanka od vice nez sta lidi. Vysledkem je uplna klasifikace vSech konecnych jednoduchych grup,
ktera obsahuje nekone¢ny pocet grup nékolika typi a na zavér hromadku dvaceti Sesti obrovskych,
divnych a (alespoii ve svétle toho, co je zatim zndmé) uplné ndhodnych grup v Cele s takzvanou
Monster simple group. Dikazu spravnosti této klasifikace ale dnes do vSech detailti na svété nikdo
nerozumi.! V teorii grup stale existuji neznamé véci. Uréité tedy nejsme na, konci. . .

Abelovské grupy

Zacnéme starym vtipem.
»What is commutative and purple?“ | An abelian grape.“

V této casti se budeme zabyvat abelovskymi grupami. Je konvenci pouzivat pfi studiu cisté
abelovskych grup aditivni notaci a i my se ji budeme déle drzet — grupa bude mit jednu binarni
operaci +, inverzni prvek k a je —a, neutralni prvek je 0. Nékolikandsobné secteni budeme znacit
intuitivné n - a, kde n je celé ¢islo a a je prvek grupy (zdporné n znamena, ze s¢itdme prvky —a).
Navic znaceni kosetti je ted smysluplné ve tvaru g + H misto gH a budeme ho takto pouzivat.
Pripomenme jesté, ze kdyz je grupa abelovska, tak je kazda jeji podgrupa normélni.

Nasim cilem bude abelovské grupy klasifikovat — presné popsat, jak vSechny vypadaji. AvSak
abelovské grupy mohou byt nekonecné a v matematice se nekonecné objekty ¢asto chovaji dost jinak
nebo slozitéji, takze s takto obecnym problémem si neporadime. Na druhé strané, starat se pouze
o konec¢né grupy by byla skoda — napfiklad bychom nemohli mluvit ani o celych ¢islech. Udélame
tedy takovy kompromis a budeme se zajimat pouze o koneéné generované abelovské grupy. (Tento
predpoklad je pro dalsi tvrzeni nutny — nedéldme ho jen proto, abychom si trochu zjednodusili
préaci.)

Definice. Grupa je konecéné generovand, pokud ma néjakou kone¢nou mnozinu generatoru.

LA kvili jeho délce se najdou dokonce taci, ktefi mu nevéii.
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Pfipomenme si, Ze grupa ma néjakou mnozinu generatort, pokud kazdy prvek této grupy mu-
zeme zapsat jako koneény soucin (nebo ted v piipadé abelovskych soucet) generatori nebo jejich
inverzi. Toto je ekvivalentni podmince, Ze kazda podgrupa obsahujici vSechny generatory uz musi
byt celd pivodni grupa.

Cviceni 1. Necht G je abelovskd grupa a X jeji podmnozina spliujici G = (X). Potom kazdy
prvek g € G muzeme zapsat ve tvaru ay - €1 + a2 - x2 + - - - + an - Tn, kde a; jsou cela cisla a x; po
dvou rizné prvky X.2

Cviceni 2. Pro kazdé pfirozené ¢islo n je Z™ koneéné generovana.
Cviceni 3. Abelovska grupa raciondlnich ¢isel se s¢itdnim Q neni koneéné generovana.

Tvrzeni. Abelovskd grupa G je kone¢né generovana s maximalné n-prvkovou mnozinou genera-
tort pravé tehdy, kdyz je izomorfni " /H, kde H je néktera podgrupa Z™.

Dikaz. Grupa Z™/H je generovand maximélné n-prvkovou mnozinou kosett
{(1,0,...,0)+ H,(0,1,...,0)+ H,...,(0,...,0,1) + H},

protoze kazdy prvek grupy Z™ je generovany mnozinou prvka s jednickami v jedné souradnici a
nulami ve zbytku. Druha implikace je jen o trosicku tézsi:

Generatory ozna¢me postupné z1i, ..., Z,. Uvazujme zobrazeni ¢ : Z"™ — G definované vztahem
p((a1,a2,...,an)) = a1 -x1 + a2 - T2 + -+ + an - Tn. Lehce se da ovéfit, ze je toto zobrazeni
homomorfismem (ale vyuzivame pfitom komutativitu s¢itaci operace).

Protoze x1,...,zn jsou generadtory, lze kazdé g € G vyjadrit ve tvaru a1 - x1 + -+ + an - Tn;
proto Im ¢ = G. Jadro ¢ ozna¢me H. Podle prvni véty o izomorfismu mame Z™/ Ker ¢ ~ Im ¢, coz
muZeme pfepsat jako Z"/H ~ G, a to jsme chtéli pfesné dokazat.

Pravé dokdzané tvrzeni nadm iika, ze kazdd konecéné generovand abelovskd grupa je faktor-
grupou Z™. Tuto skutecnost budeme potiebovat k dikazu nésledujici véty:

Véta. (Klasifikace kone¢né generovanych abelovskych grup) Kazd4d konec¢né generovand abelovskd
grupa je izomorfni direktnimu souc¢inu koneéné mnoha cyklickych grup.

Tato véta Fikd, ze struktura konecné generovanych abelovskych grup je vlastné hrozné jedno-
duché. Jednd se o direktni sou¢in cyklickych grup, takze kazdy prvek lze popsat pomoci n-tice
prvku lezicich v téchto cyklickych grupach. Kazdéa konecna cyklicka grupa je navic izomorfni Z,,
pro néjaké n a kazdé nekoneénd je izomorfni Z. Trividlni abelovskou grupu {e} miZeme v jistém
smyslu vnimat jako soucin nulového poctu cyklickych grup, ale to je stejné tak nanicovaty pripad,
ze se v diukaze jisté sta¢i omezit na grupy obsahujici alespon dva prvky.

Hledany direktni soucin samoziejmé nebude jednoznacny. Uz v minulém dile jsme si v kapitole
Cinska zbytkova véta ukazovali, Ze pro nesoudélnd p,q plati ZLpq =~ ZLp X ZLg. Diky tomuto tvr-
zeni bychom po diikkazu zminované véty mohli tvrdit i to, Zze kazda kone¢né generovana abelovska
grupa je izomorfni direktnimu soucinu koneéné mnoha cyklickych grup, z nichz kazda ma fad bud
nekonecny, nebo rovny mocniné néjakého prvodéisla. (Kazdou, kterd nema ¥4d mocniny prvodisla,
muZeme totiz izomorfné rozdélit na direktni soucin téch, které takovy fad maji.)

Dikaz. Jak jsme jiz ukazali, kazda koneéné generovana abelovskd grupa je izomorfni Z"/H, kde
H < Z"™, pro néjaké ptirozené mn. Staéi nam tedy dokazat, ze pro H < Z" je Z"/H izomorfni
direktnimu soucinu kone¢né mnoha cyklickych grup. Dtkaz provedeme indukci podle tohoto n.
Pro n = 1 si staci uvédomit, jak vypadaji vSechny podgrupy grupy Z. Pokud bude H = {0},
tak Z/H ~ Z je cyklicka (a tedy direktni soucin jedné cyklické grupy). Uvazujme tudiz pfipad, kdy
H neni triviadlni. Z nenulovych celych ¢isel z H vyberme to, jehoz absolutni hodnota je nejmensi.
Oznadéme toto &islo a. Pak jisté i —a € H, takZe také |a| € H. Protoze se jedna o grupu, musi navic

20vsem pozor, je-li X nekoneénéa, nejsou prvky z1,... ,z, uréeny pevné, nybrz zaviseji na tom,
ktery prvek g pravé vyjadiujeme.



do H patfit i kazdé k- a pro k € Z. Predpokladejme pro spor, ze se v H nachdzi i néjaké dalsi ¢islo
b. Pak zbytek &isla b po vydéleni |a| je roven pfirozenému éislu vétsimu nez nula a mensimu nez |al.
Toto ¢&islo navic dokdzeme zapsat jako b — k - |a| pro néjaké k € Z, takze patii do H. To je ale ve
sporu s minimalitou |a|. Proto H = {k-a | k € Z}. Tim paddem pfimo z definice plyne Z/H ~ Z,),
coz je cyklickd grupa.

Ptipad pro n = 1 jsme vlastné ani nemuseli fesit zvlast, jak bude vidno z indukéniho kroku.
Nicméné to byl jednoduchy priklad principu, ktery budeme pouzivat dale. V minulém odstavci
jsme ukézali, ze podgrupa H je generovana jen jednim prvkem a, a to pomoci snahy minimalizovat
jeho velikost. V obecném pripadé udélame néco podobného, jen budeme o nalezeni takového ,acka‘
usilovat jen v jedné soutadnici.

Meéjme nyni koneéné generovanou abelovskou grupu G, kterd je izomorfni Z"/H, kde n je
néjaké pevné piirozené ¢islo vétsi nez jedna. Pokud je podgrupa H = {e}, tak médme Z"™/H ~ 7Z™.
VySetfovana grupa je tedy direktnim soucinem n cyklickych grup.

V opaéném pripadé ma grupa H alespon jeden nenulovy prvek. Kazdy prvek h € H muZeme
psat jako h = (h1,...,hn). Pro H < Z™ ozna¢me symbolem m(H) minimalni nenulovou absolutni
hodnotu h;, kterd se vyskytuje v nékterém prvku h € H (tj. ,,nejmensi kladné ¢islo, které se kdekoli
v celé grupé H vyskytuje*). Z téch H, pro néz G ~ Z"/H, vyberme takovou H, aby vyraz m(H)
byl nejmensi mozny. Z této pevné grupy H nyni vezmeme prvek a, v némz pro nékteré i plati
a; = m(H). Bez Gjmy na obecnosti mizeme poprehdzet souradnice, takze dale predpoklddejme, ze
1 =1.

Nyni pro vSechna h € H musi nutné platit a1 | h1, nebot jinak bychom mohli obdobné jako
v pripadé n = 1 vydélit tato dvé cisla se zbytkem a dostat prvek grupy H, ktery bude mit prvni
soufadnici nenulovou a v absolutni hodnoté mensi nez a;.

Podobné ukazeme, ze mizeme zvolit generujici mnozinu X grupy H takovou, ze a € X a pro
vSechna ostatni z € X plati 1 = 0. Pro kazdé h € H rizné od a dejme do X prvek h/ = h — % -a.
Kdyz do X nakonec pfihodime i a, dostavame (obrovskou) generujici mnozinu, protoze kazdy prvek
h € H jde nagenerovat jako soucet h’ a koneéné mnoha a nebo —a.

Nyni provedeme opravdovy trik. Nasim cilem bude néjakym zptsobem zafidit, aby se a rovnalo
(a1,0,...,0). Nejdfive sporem ukazeme, Ze nase volba H zajistuje, aby a1 | a; pro vSechna 2 <14 <
n. Pokud by tomu tak pro néjaké ¢ nebylo, mohli bychom délit se zbytkem a psat a; = ga1 +r. Jak
nyni dojdeme ke sporu? Vezmeme jinou mnozinu generatoru! Uvazme zobrazeni ¢, které jde ze Z™
do Z™ a prvku (g1,...,9i—1,9i,Gi+1,- - -, 9gn) PHifadi (g1,-..,9i—1,9 —q91, Gi+1,- - - » gn). UkdZeme,
ze je ¢ automorfismus. To, Ze se jedna o homomorfismus, by se ovéfilo uplné snadno. Navic snadno
zjistime, ze x : Z™ — Z", které prvku (g1,...,9i—1, i gi+1,---,9n) Pritadi (g1,...,9i—1,9; +
q91,9i+1,---,9n), je k zobrazeni ¢ inverzni, takZe ¢ musi byt prosté i na. Ukazali jsme, Ze je ¢
opravdu automorfismus Z™.

Navic ¢ zobrazi generujici mnozinu X na mnozinu X', ve které se vyskytuje prvek (a1, ...,a;—1,
Ty Giq1,-..,an). Ziejmé také p((X)) = (X'), a tedy i Z"/H = Z"/(X) ~ @o(Z")/p({X)) =
Z™/{X'). Oboje plati diky tomu, Ze automorfismus Uplné zachovava strukturu grup. Ale timto
se dostdvame do sporu s volbou grupy H jako takovou, protoze a1 = m(H) mélo byt nejmensi
mozné, jenze v > m((X')) je jesté mensi.

Podobné jako pfi dikazu existence X, v niz je prvni slozka nenulovéd pouze u prvku a, nyni
ukézeme, ze muzeme predpokladat, ze mame X, v niz je a navic nulovy ve vSech ostatnich slozkach.
Uz vime, ze mizeme brat X tak, aby v prvku a platilo a1 | a; pro v8echna 2 < ¢ < n. UvaZme
nyni zobrazeni v, které prvku (g1,92,...,9n) € Z™ ptifadi prvek (g1, g2 — Z—? A1y, Ggn— ’;—T; -ay).
Dikaz, ze je v automorfismus Z", je obdobny jako u ¢. Navic zobrazi prvek a na (a1,0,...,0) a
ostatni prvky z X na prvky, které maji prvni slozku poiad nulovou. Existuje tedy grupa H = (X),
pro niz Z"/H ~ 7Z™/H a jejiz mnozZina generatord je ve tvaru X = {(a1,0,...,0)} UY, kde Y
obsahuje pouze prvky, které maji nulovou prvni slozku. Ve zbytku diikazu budeme bez ujmy na
obecnosti predpokladat, Ze jsme tuto Sikovnou grupu H zvolili jiz na zac¢atku, takze uz nebudeme
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pséat vinky nad H a X.3

Jiz jsme skoro u konce. Ukazeme, ze Z"/(X) ~ Z/{a1) x Z*~1/{Y"), kde Y’ je mnozina, ktera
obsahuje prvky z Y bez prvni slozky. Chceme tedy Z"/H =~ Z4,| X 7Z"n=1/{Y"), pfi¢emz posledni
grupa je z indukéniho predpokladu direktnim soucinem cyklickych grup a budeme ji nadale znacit
A. K dikazu tohoto izomorfismu nadm staci uvazit zobrazeni ® : Z" — Zjq,| X A, které prvku
(91, -.,9n) prifadi prvek (g1 + (a1),(g2,-.-,9n) + (Y')).

To, ze je ® homomorfismus, by se zase ovéfilo snadno. Navic je na, protoze na prvek (g1 +
(a1), (g2, --,9n) + (Y')) se zobrazi (g1, g2, - .., gn). Sta¢i ndm jiz jen ukazat, ze Ker ® = H. Prvky
g=(91,---,9n) € Z™, které se zobrazi na nulu, museji mit v prvni slozce nasobek a1 a ve zbytku
slozek néjaky koneény soucet prvki z Y nebo jejich inverzti. Ale pak musi byt ¢ € H, nebot
H = (X) = ({(a1,0,...,0)}UY). A naopak je také jasné, ze se vSechny prvky z H zobrazi na nulu.
Tim padem je skutecné Ker ® = H a z prvni véty o izomorfismu dostavame kyzeny izomorfismus
Z"[H =~ 7Zq,| X A, ¢imZ jsme s dikazem hotovi.

Diikaz byl trochu delsi, ale vysledek je skvély. Neumime sice klasifikovat iplné vSechny abelovské
grupy, ale tfeba ty konecné mame zvladnuté dokonale. Pokud chceme znat vSechny abelovské grupy
néjakého pevného fadu, tak ndm staci podivat se na prvociselny rozklad tohoto fadu a vyzkousSet
nékolik moznosti.

Cayleygrafy

V predchozich ¢astech seridlu nas uz grupy mnohokrat presvédcily o tom, Ze jsou symetriemi rozlic-
nych objekti. Predstavme si proto jesté jeden druh objektu, jehoz symetrie jsou prekvapivé bohaté.
Presnéji, budeme se zabyvat nékterymi orientovanymi grafy. Pojdme se tedy domluvit na nékolika
pojmech.

Umluva. Orientovanym grafem Q = (V, E) myslime mnozinu vrcholii V spoleéné s mnozinou
orientovanych hran E, jim# nékdy budeme fikat $ipky*. Je-li C mnoZina barev, barevngm oriento-
vanym grafem nazveme orientovany graf @, jehoz kazda hrana mé pravé jednu barvu z C'.

Po celou dobu pfitom povolujeme i nekoneéné grafy, prace s nimi v8ak v ramci seridlu nebude
skryvat zadné velké nastrahy.
Nyni si definujme takzvané Cayleyho grafy, zkracené cayleygrafy.

Definice. At G je grupa a C néjakd mnozina jejich generatori. Cayleygrafem grupy G vzhledem
k C nazveme orientovany barevny graf @, jehoz vrcholy odpovidaji prvkim G a z vrcholu u vede
do vrcholu v hrana barvy c¢ pravé tehdy, kdyz v = cu.

Ano, na prvky mnoziny C' se divame zaroven jako na generatory grupy G i jako na barvy, a viibec
nam to nevadi — pravé naopak. Pfechod po Sipce barvy ¢ v grafu odpovida nasobeni generatorem c.

Definice. At C je n&jakd mnozina barev. Zajimavym grafem nazveme jakykoli barevny oriento-
vany graf G = (V, E), ktery splituje nésledujici t¥i axiomy:

(1) mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G vede (ne nutné orientovand) cesta (souvislost),

(2) do kazdého vrcholu i ven z ného vede pravé jedna hrana od kazdé barvy (regularita),

(3) pro kazdé dva vrcholy u,v € V existuje néjakd permutace vrcholil, kterd zobrazuje u +— v
a pfitom zachovava barevné Sipky (homogenita).

3Komu tento piistup vadi, mize si bud vlnky vdude doplnit, nebo si piedstavovat, Zze jsme na
za¢atku jednak pozadovali, aby bylo co nejmensi m(H), jednak to, aby v prvku a byl co nejmensi
soucet absolutnich hodnot v ostatnich souradnicich.

4Povolujeme i ndsobné hrany a hrany se stejnym zacatkem a koncem. Druhé uvedené se bézné
nazyvaji ,smycky*, my vsak tento vyraz mame rezervovany pro néco jiného — budeme je proto
oznacovat jako ocka. Pfedem vsak prozradime, ze pro nas v této pasazi nijak zajimavé nebudou a
klidné bychom je mohli i zakazat.



Jesté by se sluselo trochu osvétlit tieti z podminek. Rikdme, Ze permutace o € Sy zachovdvd
barevné $ipky, jestlize z vrcholu = vede hrana barvy ¢ do vrcholu y pravé tehdy, kdyz z vrcholu
o(z) vede hrana barvy ¢ do vrcholu o(y). Homogenita vyjadfuje, Ze pokud nas nékdo postavi do
libovolného vrcholu u grafu G, chozenim barevnymi cestickami nemame Sanci urcit, do kterého
vrcholu jsme byli postaveni.

Pro¢ by nas ale mély zrovna zajimavé grafy zajimat?

Tvrzeni. Kazdy cayleygraf je zajimavy, kazdy zajimavy graf je cayleygrafem néjaké grupy.

Diikaz. Nejprve ukazme, ze kazdy cayleygraf je zajimavy. At tedy Q je cayleygraf grupy G. Pokud
se podivame na vrchol odpovidajici prvku e € G, mizeme z néj postupnym nasobenim zprava
prvky z generujici mnoziny C' a jejich inverzy ziskat libovolny prvek g € G. Proto z vrcholu e vede
cesta do vrcholu g; nalezneme ji tak, ze budeme postupné zprava ¢ist soucin odpovidajici prvku g,
za generator ¢ se posuneme ve sméru hrany c, za jeho inverz v protisméru. Kazdé dva vrcholy Q
jsou proto spojeny pfes vrchol e, tedy @ je souvisly.

Podivejme se na to, jak na sobé G pusobi levou translaci; toto pusobeni ozna¢me a. Specidlné
sledujme a. pro néjaké ¢ € C. Sipky barvy c v cayleygrafu @Q piesné odpovidaji permutaci a..
Protoze je a. bijekce, je @ regularni. Elementarnéji feceno, z daného vrcholu u vede pravé jedna
sipka barvy ¢, a to do vrcholu cu; do daného vrcholu u vede pravé jedna Sipka barvy ¢, a to z vrcholu
c_lu7 .

Koneéné, at u, v jsou n&jaké vrcholy Q. Vezméme si permutaci vrcholt, ktera je dand nasobenim
prvkem u~1lv zprava (tj. jedna se o plisobeni pravou translaci). Ta posild u — uu~"1v = v. Navic
tato permutace zachovava barevné Sipky: v cayleygrafu @ vede z vrcholu g do vrcholu h Sipka
barvy ¢ pravé tehdy, kdyz h = cg, coz po vynasobeni prvkem vu~! zprava dava ekvivalentni
rovnost hvu~! = cgvu~1. Z vrcholu gvu~1! tedy vede hrana barvy ¢ do vrcholu hvu~1, ¢imz jsme
ovérili homogenitu.

Nyni ukdzeme druhy smér tvrzeni: k libovolnému zajimavému grafu @ vyrobime grupu G tak,
aby Q byl jeji cayleygraf. Za grupu G vezméme jednodusSe grupu vSech symetrii grafu @ — tedy
grupu vSech permutaci jeho vrcholi, které zachovavaji sméry i barvy Sipek. Jak tato G vypada?
Zvolme libovolny vrchol grafu @ a oznacme jej e. Kazda symetrie grafu @ posild e na néjaky
vrchol Q. Diky homogenité vsak pro kazdy vrchol v skute¢né existuje symetrie prevadéjici e — v.

Souvislost a regularita ) vsak zarucuji, ze takova symetrie existuje nejvyse jedna: Do libovol-
ného vrcholu w se da dojit po hranach z vrcholu e. Protoze vsak nase symetrie zachovava barvy
i orientace hran, do obrazu v musime z vrcholu v dojit jednoznac¢né urcenou cestou po stejnych
barvi¢kach. Tim jsme sparovali vrcholy @ s jednotlivymi symetriemi z G. Symetrie odpovidajici
posunuti e do vedlejsiho vrcholu ve sméru néjaké Sipky jsou pfesné naznaceny sSipkami odpovi-
dajici barvy. Vezmeme-li tedy téchto |C| symetrii za generatory G, zkonstruovanim pfislusného
cayleygrafu dostaneme nazpatek graf Q. To je vse.

Pojem zajimavého grafu jsme zavedli jen proto, aby bylo v predchozi diskuzi jasné rozliseno,
kdy konstruujeme grupu z grafu a kdy naopak graf z grupy. Protoze jsme ale pravé nahlédli, ze
t¥ida zajimavych grafti presné odpovida t¥idé cayleygrafi vSech moznych grup, budeme dale misto
pojmu zajimavy graf pouzivat pojem cayleygraf.

Zduraznéme jednu skvélou véc, kterou jsme mimodék dokézali. Povedlo se ndm totiz ukazat, ze
libovolna grupa G je izomorfni grupé symetrii svého cayleygrafu. Takovy cayleygraf tedy dokonale
vystihuje svou grupu. Ziskdvame tak novy zpusob, jak si grupy predstavovat. Jednu grupu tak
muzeme znazornit mnoha velmi rozdilnymi grafy — staci volit rtizné mnoziny jejich generatort.
Tyto grafy sice museji mit vzdy stejny pocet vrcholi (ktery odpovida fadu grupy), Sipky v nich ale
mohou vypadat velmi odlisné.

Priklad. Grupa Dg ~ S3 s mnoZinou generdtori tvofenou minimalni rotaci r a translaci o ma
nasledujici cayleygraf se Sesti vrcholy:



Piiklad. Abelovskd grupa Zg mé také Sest prvki. Prvni z nésledujicich cayleygrafi odpovida
jednoprvkové mnoziné generatori obsahujici pouze ¢islo 1. Druhy odpovidéa volbé dvojice generatora
2, 3.

a~A

.\_/'.

V cayleygrafech je na prvni pohled vidét mnoho algebraickych vlastnosti pfislusné grupy. Treba
abelovskost grupy G je ekvivalentni nasledujici podmince: Kdykoli vezmeme dvé barvy c, d a
libovolny vrchol v, cesty z v po barvich cd a dc skonéi ve stejném vrcholu. K abelovskosti G totiz
zfejmeé staci, aby spolu komutovaly vSechny generatory grupy G.

Méjme napiiklad grupy H < G a vhodné zvolené mnoziny jejich generdtort po fadé C’,C
takové, aby C’/ C C. Vezmé&me si ptislusny cayleygraf grupy G. Pokud z néj smazeme vSechny hrany
s barvami z C'\ C’, rozpadne se na né&jaké mensi grafy. N&jaky vrchol grafu @ pfitom reprezentoval
identitu e € G. Komponenta obsahujici tento vrchol vznikld smazdnim hran s barvami z C \ C’ je
pak zfejmeé cayleygrafem grupy H. Jenze diky homogenité grafu @) mohlo byt e libovolnym vrcholem
Q. Graf se tedy rozpadl na mensi cayleygrafy odpovidajici kopim cayleygrafu grupy H, které presné
odpovidaji pravym kosetim podgrupy H v G.

Podobné je velmi snadné poznat, kdy je H < G. To nastava pravé tehdy, kdyz pravé a levé
kosety H v G splyvaji. Neni tézké si rozmyslet, ze to pfesné odpovida pfipadu, kdy akce G levou
translaci na sobé samé permutuje pravé kosety podgrupy H, coz staci ovérit pro generatory G. A to
se stane presné tehdy, kdyz vSechny Sipky kazdé barvy z C'\ C’ vedou z kazdého cayleygrafu grupy
H do pravé jednoho jiného. Kdyz se pak podivame na kopie cayleygrafu grupy H jako na vrcholy
a nechame v grafu Sipky s barvami z C \ C’, dostaneme cayleygraf faktorgrupy G/H.

Pravé uvedené ,obrazkové“ vlastnosti grup si muzete hezky rozmyslet na dvou cayleygrafech
znazornénych vyse. Pfi vhodné volbé generatoru je vidét, Ze se lisi pouze vzdjemnou orientaci
trojcykla. Pro jejich vlastnosti to vSak ma velké dusledky: Zg je abelovskd, zatimco S3 ani omylem,
Ze mé normalni podgrupy fadu 3 i 2, zatimco S3 ma jedinou normalni podgrupu fadu 3 atd.

Jak vyrobit. .. volné grupy!

Kdyz jsme se v predeslych dilech seridlu zabyvali néjakou konkrétni grupou, typicky v ni platilo

hodné ,bonusovych rovnosti“ mezi prvky, které abstraktni definice grupy nijak nevynucuje. (Na-

priklad spolu nékteré prvky mohly komutovat, néktery prvek mohl spliiovat g3 = e, pro trojici

generatoru g1, g2, g3 mohlo platit gIg;‘n’g;lgg = e apod.) Nyni se pokusime o vyrobu tplného
7



protikladu — zkonstruujeme grupy, ve kterych zadné vztahy ,navic“ neplati. Tyto prototypy grup
se nazyvaji volné grupy.

Predem vyslovime drobné varovani: s volnymi grupami budeme pracovat pomérné formalné a
opatrné. To se na prvni pohled muze zdat az pfehnané, nékterd tvrzeni o volnych grupach (jako
tieba jejich samotna existence) se mohou zdat Gplné zjevna. Cim vic toho ale o nich zjistime, tim
méné zjevna se ndm budou zdat. Néktera jind zfejma tvrzeni o volnych grupéach ve skutecnosti ani
neplati — opatrnost je proto na misté.

Konstrukce. (kracenim slov)

Méjme tedy neprazdnou (klidné i nekoneénou) mnozinu X, jejiz prvky budou jakési pismena.
Tato pismena budou predstavovat generatory nasi volné grupy F'. Pokud ma byt F' grupa, kazdy
jejl prvek musi mit inverz. Vezméme si tedy novou mnozinu stejné velkou jako X, kterou prihodné
oznac¢ime X ~!. Mnozina X! obsahuje pro kazdé pismeno z € X jednoznaéné uréené inverzni
pismeno, které budeme piihodné znacit 1. Zadné dalsi prvky v X1 nelezi.

Nyni pomoci disjunktnich X a X1 vyrobime mnozinu W, ktera sestava ze vSech koneénych
fetézcti symboltt z X UX ~L. Prvkéim W budeme fikat slova. Specialné W obsahuje i prazdné slovo,
které budeme znadit .5 Zduraznéme, 7e na W zatim neexistuji z4dné grupové operace.

Nasim snem je, aby W byla nosnou mnozinou grupy F'. Jako binarni operace se doslova nabizi
takzvané zretézeni — psani slov za sebe. Zfetézeni je na mnoziné W urcité asociativni, prazdné
slovo e se navic chova jako identita. Je tu ale maly zadrhel ohledné invertovani — napsanim dvou
slov za sebe nelze 74dné z nich zkratit. Chtéli bychom, aby slovo abcc=1b~1a~! bylo ve skuteénosti
prazdné slovo, z pohledu mnoziny W jsou to ale dva rizné prvky.

Jinymi slovy, mé-li pfifazeni  — x~1 odpovidat invertovani prvki pismen z X, samy axiomy
grupy uz vynucuji rovnosti nékterych slov. Naptiklad slova abaa~!, ab, b~ 1bab museji reprezen-
tovat stejny prvek grupy F. Oc¢ividnym feSenim této tézkosti je takové prvky za stejné skutecné
povazovat. Formalnéji, dva prvky uw,v € W budeme povazovat za stejné, pokud je na sebe lze
pfevést postupnym vepisovanim resp. mazanim sousedicich pismen zz~! resp. z— !z pro libovolné
z € X. Na mnoziné W' takovych skupinek bychom pak radi definovali grupové operace stejné jako
puvodné, coz uz opravdu jde.

A proc¢ ze to jde? Skuteéné totiz neni jasné, jestli vysledek zfetézeni ndhodou nezavisi na volbé
konkrétni slovni reprezentace. Stacilo by ukéazat, ze kazdy prvek W' lze reprezentovat jednoznacné
uréenym zkrdacenym slovem, tj. slovem, které neobsahuje zadnou sousedici dvojicku pismen tvaru
zxz~1 resp. z~1z. To ponechame jako hravé cviceni.

Cviceni 4. Dokaite, ze kazdy prvek W' lze reprezentovat jednozna¢né uréenym zkracenym slo-
vem.

Za nosnou mnozinu grupy F' tudiz muzeme jednodu$e vzit mnozinu vsech takovych zkracenych
slov a binarni operaci pak bude zietézeni s pfipadnym promazanim sousedicich dvoji¢ek za~! resp.
x~lz. Prazdné slovo e je potom skuteéné identitou, invertovani prvka X piifazenim z — ! lze
roztdhnout na vsechny prvky F' pomoci ptedpisu (ab)~! = b~la~1. Asociativita ted tplné jasna
neni, dikladnym rozborem nékolika moznosti by ji vSak nebyl problém dokéazat.

Podle potieby nékdy budeme vnimat volnou grupu jako ,grupu vsech zkracenych slov“, jindy
se na ni formalné budeme divat jako na ,grupu sestavajici ze skupinek ekvivalentnich slov“. Dle
pravé provedeného rozboru to ale vyjde nastejno.

Prestoze je volnd grupa sama o sobé docela intuitivni objekt, jeji vyrabéni skytalo nékolik
zaludnosti.® Jesté nez se posuneme dal, pfedvedeme si alternativni konstrukci volnych grup, a
to pomoci cayleygrafii. Tato konstrukce je méné pfimocard, zato je vsak neuvéritelné elegantni.
Nasledujicimu postupu se nékdy (podle jeho tviirce) prezdiva van der Waerdendiv trik.

Konstrukce. (van der Waerdentv trik)
5Nejlepsi by bylo znagit ji prazdny mistem, to je ale typicky $patné vidét.

SKombinatoricky rozbor asociativity jsme z lenosti a hlavné pro tsporu mista ani neprovedli.
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Opét zacneme s mnozinou X. Sestrojime nekone¢ny cayleygraf @@ jako na obrazku: Bude to
nekoneény strom?, z kazdého jeho vrcholu bude vychézet po jedné Sipce od kazdé barvy z mnoziny
X. Do kazdého vrcholu také bude vchéizet jedna Sipka kazdé barvy. Presnéji, zacneme jednim
vrcholem, nakreslime v8ech 2|X]| jeho sipek, na konec kazdé ddme novy vrchol... a tak budeme
pokracovat dal. Zadna nové vytvorend Sipka nevede do uz vytvoreného vrcholu — strom se neustale
rozrusta do dalsich a dalsich pater.

op-op-o
° A\ °
S
op-o—po—p oo
TP
o»é»o I o»é»o
y 5 1 Ty
0»%%‘%‘%‘%%’.
¢ 0 b b3
o>opo ‘ o»>opo
3 : 1 : 3
o»o%o‘%o»o
2 48
o>o‘>o

Je vecelku zfejmé, ze @ je cayleygraf (nejvétsi rozmysleni vyzaduje homogenita). Oznaéme tedy
F jeho grupu symetrii. Okamzité vime, ze F je skutecné dobie definovand grupa a jeji binarni
operace je skladani symetrii grafu Q. Zvolme si libovolny vrchol e grafu Q. Kazda symetrie Q
jednoznac¢né odpovida posunuti e do nékterého vrcholu v. V grafu @ jsou vsak kazdé dva vrcholy
spojeny jednoznacné urc¢enou posloupnosti hran. Kazdou symetrii g € F' tedy muzeme ztotoznit
s touto jednoznac¢né urcenou posloupnosti hran z e do v, kterou lze popsat jednozna¢né uréenym
slovem z pismen X U X ~! (pismena odpovidaji barvdm na zminéné posloupnosti hran, exponenty

jejich sméru). To je vse.®

Na zaveér si jeSté uvedeme nékolik prikladia volnych grup. Obecné budeme volnou grupu na

pismenech z mnoziny X znacit jako F'x. Pro m-prvkovou mnozinu X budeme nékdy pfislusnou
volnou grupu znadit jako Fj,.2

Piiklad. Zvolme jednoprvkovou bazi X, jeji jediny prvek ozna¢me a. Jak pak vypadad odpovi-
dajici volna grupa F1? Mnozina W vsech koneénych slov nad X U X ! obsahuje pouze koneéné
posloupnosti pismen a, a~1. Nosna mnozina grupy F pak odpovida zkracenym sloviim z W. Zkra-
cend slova ale nutné obsahuji nejvyse jeden ze symboltt a, a~!. Oznac¢ime-li napséani pismene a
presné k-krat za sebe jako a¥, napsani pismene a1 piesné k-krat za sebe jako a =% a prazdné slovo
jako a0, sestava nosna mnozina grupy F pravé ze slov tvaru a® pro k € Z. Okamzité tedy vidime,

7Stromem myslime graf, kterj neobsahuje Zadnou — ani neorientovanou — kruznici.

8Neduvéfivy ¢tenaf si snadno muze zkontrolovat, e jsme zkonstruovali tu stejnou grupu F jako
pavodné.

9Pro stejné velké mnoziny generatorti nam vyse uvedend konstrukce samoziejmé vyrobi izo-
morfni grupy. Volné grupy na stejné velkych mnozinach pismen tedy miZeme povazovat v podstaté
za stejné.



Ze volné grupa F' na jednom generétoru je izomorfni nekone¢né cyklické grupé Z (skrz izomorfismus
ak — k).
Cayleygraf této grupy predstavuje pouze nekoneénd orientovana cesta:

— e Ppo———Ppo———Ppo—— P
Jak uz jsme nastinili dfive, pro bézi s velikosti alespon dva je situace o poznani zajimaveéjsi.

Priklad. Vezméme dvouprvkovou bazi X = {a,b} a uvazme pfislusnou volnou grupu F>. Na
jeji nosnou mnozinu se muzeme divat jako na mnozinu vSech zkracenych slov nad pismeny a, b,
a~1, b—1. Takova slova u# ale na rozdil od minulého piikladu nijak lépe popsat neumime. Kdy#
budeme provadét jejich zietézeni, muze dochézet k dosti nepfehlednému kraceni pismen. Zkoumani
struktury F» uz tedy muze byt pomérné zajimavé. Jeji cayleygraf je zvéénén na obrazku uprostied
konstrukce volnych grup.

Popis grupy F> zakon¢ime nékolika cvicenimi, ze kterych by mélo byt patrné, s jakou opatrnosti
je potfeba k volnym grupam pfistupovat.
Cviceni 5. Grupa F» je ziejmé generovana dvéma prvky. Zduvodnéte, ze jeden generator nestaci.

Naopak ale plati nasledujici mirné pirekvapivé lumparny.
Cviceni 6. Najdéte vlastni podgrupu H < F» takovou, ze H ~ Fs.

Uloha 1. Najdéte podgrupu H < Fy takovou, ze H ~ F3.

Uloha 2. Ukaizte, Ze existuje podgrupa K < Fs, ktera je izomorfni Fix pro né&jakou nekoneénou
mnozinu X.

Diikazy predchozich dvou uloh bylo mozné provést bez pouziti néjaké hlubsi teorie. My se
nastésti v prubéhu seridlu nau¢ime mnohem sofistikovanéjsi finty, pomoci kterych budou tvrzeni
podobného razu mnohem jasnéjsi.

Grupa F» tedy obsahuje podgrupy, které jsou volné s bazi velikosti n pro libovolné n € N, a
dokonce i takové, jejichz baze svou velikosti odpovida mnoziné pfirozenych ¢isel. Jenze vSechny tyto
jeji podgrupy opét obsahuji podgrupu izomorfni s F» ... legraéni, ne?

Volné grupy zbavené pout

Kdyz uz jsme si dali tolik prace s vyrobou volnych grup, bylo by vhodné je chvili obecné zkoumat.
V predeslé ¢asti jsme je konstruovali velmi konkrétné (z dané mnoziny X jsme vyrobili p¥islusnou
volnou grupu). Volné grupy vsak lze ekvivalentné definovat nasledujicim mnohem abstraktnéjsim
zpusobem.

Tvrzeni. (univerzilni vlastnost volnych grup) Grupa F je volnd pravé tehdy, kdyz existuje pod-
mnozina X C F takova, ze pro kazdou grupu H a kazdé zobrazeni f : X — H existuje pravé jeden
homomorfismus ¢ : F — H, ktery se na prvcich X shoduje s f. (Podmnozina X se pak nazyva
volnd bdze).

Dikaz. Nejprve dokadzeme, ze libovolna volna grupa zkonstruovana v predeslé ¢asti spliuje pod-
minku z tvrzeni. At tedy X je libovolnd mnozina a Fx prislusnad volna grupa; mnozinu vsech slov
nad X U X! oznaéme opét W. Nahlédneme, ze X je volnou bazi F. Je tedy tieba ovéfit, ze pro
libovolné zobrazeni f : X — H existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : Fx — H, ktery rozsifuje
f. Protoze F = (X), takovy homomorfismus f miize existovat nejvyse jeden. Kazdé slovo w € W
je pouze kone¢nou posloupnosti pismen z X U X ~!. Ma-li bjt ¢ homomorfismus, musi nutné po-
silat 27! + f(z)~!, ozna¢me proto f’ zobrazeni X U X~1 — H, které timto zpiisobem rozsifuje
f ina prvky X—!. Déle musi byt prvek ¢(w) € H roven souéinu obrazt jednotlivych pismen w
v zobrazeni f’ (ve stejném potadi).

Pokud timto zptisobem ¢ muzeme definovat na vsech slovech z W, trividlné uz to bude homo-
morfismus F' — H. Je tedy tfeba ukazat, Ze rizné slovni reprezentace stejného prvku grupy F' toto
¢ opravdu posle na stejny prvek v H. To je ale jasné — takové slovni reprezentace se lisi pouze
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kone¢nou posloupnosti pfipisovani a mazani dvojicek zz~! a 1z, které se ale tak jako tak po

provedeni zobrazeni f’ v grupé H pokrati. Tim je prvni ¢ast dikazu u konce.

Nyni uZ jen vypozorujeme nasledujici: Pro kazdou velikost1? volné baze X existuje az na izo-
morfismus nejvyse jedna grupa s volnou bézi této velikosti. Potom uz budeme hotovi, nebot touto
jednoznac¢né urcéenou grupou je dle prvni ¢asti dikazu pravé Fx.

Meéjme tedy dvé grupy G, H s volnymi bazemi po fadé X, Y, mezi kterymi existuje bijekce (tu
ozna¢me f). Protoze je X volna béaze G, existuje homomorfismus ¢ : G — H rozsifujici f. Protoze
je Y volna baze H, existuje homomorfismus v : H — G rozsifujici f~1. Jenze homomorfismus
Yo : G — G rozdifuje identické zobrazeni f~! o f, tedy (opét diky vlastnostem volné béze) je
1 o ¢ identické zobrazeni na G. Obdobné je ¢ o1 identické zobrazeni na H. Z prvniho ze vztahi je
ale ¢ prosté, diky druhému je ¢ na. Tim jsme nasli izomorfismus grup G a H.

Z pravé provedeného dukazu plyne, Zze mnozina X jednopismennych slov z konstrukce volné
grupy F'x je volnou bazi této grupy. Nijak ale neni zaruceno, Ze je to jedind takovd mnozina.
Trochu néas vsak mutze uklidnit alespon nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. At Fx, Fy jsou volné grupy s bdzemi po fadé X, Y. Jsou-li X a'Y riizné velké, pak
grupy Fx a Fy nejsou izomorfni.

Dukaz. Tvrzeni budeme dokazovat jen pro konec¢né velké X, Y. Obecné funguje velmi podobny
argument, my se vSak nekone¢niim radéji vyhneme. Uvazme podgrupu K < Fx, kterd obsahuje
pravé vsechny prvky tvaru g2 pro g € Fy. Piitom K < Fx, nebot pro libovolné h € Fx plati
hg?h=! = (hgh™1)2 (coz plati zcela obecné v kazdé grupé). Faktorgrupa Fx /K je tedy dobie
definovana a kazdy jeji prvek ma fad 2, je tedy dokonce abelovskall.

Ukéazeme, ze Fx /K je izomorfni direktnimu souc¢inu |X| grup Za. Na to dle minulého dilu staci
sta¢i nalézt |X| jejich normalnich podgrup, které ji generuji a zarovenn mé kazda z nich trivialni
prunik s grupou generovanou vSemi ostatnimi. To je ale snadné, staci vzit cyklické podgrupy ge-
nerované jednotlivymi kosety tvaru K pro pismena x € X. VSechny tfi podminky pak trividlné
plati. |
rizné velikosti X je tedy Fx /K ruzné velka. Z cisla 21X1 1ze ale zpétné jednoznacné urcit velikost
| X, takze volné grupy s rtizné velkymi bazemi izomorfni byt nemohou.

Diky tomu je nutné F'x /K izomorfni direktnimu souéinu Z‘QX , ma tedy presné 21X| prvka. Pro

Jak uz bylo feéeno dfive, pokud je | X| = |Y|, volné grupy Fx a Fy izomorfni jsou (pouze se
pismena v jejich bazich jmenuji jinak). Riznych volnych grup tedy existuje pfesné tolik, kolik je
ruzné velkych mnozin — pro kazdou velikost jedna.

Podobné jako se kazda grupa dé& vnofit do vhodné symetrické grupy, kazda grupa se da vy-
faktorizovat z Sikovné volné grupy. Volné grupy jsou proto v jistém dal$im smyslu prototypem
grup:

Tvrzeni. Kazda grupa je izomorfni faktorgrupé néjaké volné grupy.

Diikaz. Vezméme si tedy libovolnou grupu G. Déle si vezméme (mozna dost velikou) volnou grupu
F s bazi velikosti G. Ta ma volnou bézi velikosti |G|, existuje tedy zobrazeni f z této baze do grupy
G, které je na. Diky univerzélni vlastnosti volnych grup pak existuje homomorfismus ¢ : F — G
roz§ifujici f. Zobrazeni ¢ je tedy tim spiSe na. Dle prvni véty o izomorfismu plati F//Kerp =~
Im ¢ = G, coz jsme chtéli.

V predchozim dukazu jsme na velikosti volné grupy ani v nejmensim nesetfili. VétSinou nam
pritom sta¢i mnohem mensi volna grupa. Pokud bude obraz f obsahovat néjakou mnozinu genera-
tort grupy G, bude uz nutné Im ¢ = G. Pro libovolnou mnozinu generatoru X lze tedy grupu G
vyfaktorizovat dokonce z volné grupy F'x.

10Dvé nekoneéné mnoziny jsou stejné velké pravé tehdy, kdyZ mezi nimi existuje bijekce — tak
je pojem ,velikosti“ definovén.
11 Jak by iesitelé prvni seridlové série méli védét.
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Tento abstraktni fakt vede k velmi praktickému zpusobu vytvafeni a zaznamenavani grup —
takzvanym prezentacim. Chceme-li zachytit néjakou grupu G, staci ji vyfaktorizovat z néjaké volné
grupy F' pomoci vhodného homomorfismu ¢ a zapamatovat si velikost grupy F' spole¢né s jeji
normalni podgrupou Ker ¢. Neni vSak nutné pamatovat si celou Ker ¢ — postac¢i zapamatovat si
néco jako jeji ,generatory“. Protoze je Ker ¢ normélni (a my lini), sta¢i si dokonce pamatovat jen
mnozinu jejich prvki, z nichz lze vytvofit celou Ker ¢ pomoci grupovych operaci a konjugovani
prvky z F.

Definice. Prezentace grupy sestava z mnoziny generdtoru X a mnoziny relaci R C Fx. Tato
dvojice pak definuje grupu G = Fx /K, kde K je nejmensi normélni podgrupa F' obsahujici mnozinu
R. To zna¢ime jako G = (X | R).

Na relace se muzeme divat i mnohem intuitivnéjsim zpasobem. Na celou grupu G nahlizime
jako na slova nad abecedou X U X 1. Nékter4 rtizna slova ale zachycuji stejny prvek G (tak tomu
je dokonce i v pfipadé, kdy je G volna). My bychom rédi poznali, kterad slova odpovidaji stejnym
prvkim. Je-li grupa G definovana jako G = (X | R), potom dvé slova odpovidaji stejnému prvku
G pravé tehdy, kdyz je na sebe lze prevést konecnou posloupnosti vepisovani a mazani dvojicek

zz~1, z7 1z a libovolné relace z R. Relace jsou vzorova slovicka, ktera pii faktorizaci zmizi.

V tomto smyslu jsou volné grupy grupami ,bez nadbytecnych relaci“ — jediné jejich relace jsou
ty, které jsou vynuceny axiomy grup.

Z historickych diivodu se relace dasto zapisuji pomoci rovnosti. Napiiklad relace a?b~! se obéas
zapisuje jako rovnost a? = b, pomoci které lze ,upravovat slova® bez toho, abychom ménili prvek
G, ktery pojmenovavaji.

Priklad. Zkusime nalézt néjakou prezentaci dihedralni grupy Da,. Tu lze nagenerovat dvéma
prvky — nejmensi rotaci r (v libovolném sméru) a néjakou reflexi o. Ur¢ité ji proto lze vyfaktorizovat
z volné grupy F>. Oznaéme si {a, b} volnou bazi F>. Budeme chtit, aby slovo a odpovidalo rotaci
r a slovo b odpovidalo reflexi 0. Vezméme si tedy zobrazeni f : {a,b} — Day, které posila a — r,
b — o; to lze rozsifit na homomorfismus ¢ : Fo — Day,.

Zbyva nalézt jeho jadro v Fa. V grupé Da,, plati diky jejimu geometrickému vyznamu identity
™ =1,02 =1aorc = r!, takze prvky a”, b2, (ba)? lezi v Ker p. Oznaéime-li K nejmensi
normdlni podgrupu F, kterd obsahuje tyto t¥i prvky, mame tedy K C Ker . Faktor Fp/K ale
obsahuje nejvyse 2n prvki, nebot diky uvedenym tfem relacim lezi v kazdém jeho kosetu alespon
jeden prvek tvaru a® & ca® pro k € {0,1,... ,n — 1}, a téch je dohromady jen 2n. Nutné tedy
[G : K] > [G : Kery], takie dokonce K = Ker . Celkem je proto {(a,b|a™,b?, (ba)?) skuteéné
prezentaci grupy Day,.

Prezentace grup je velmi silny prostifedek. Opravdu efektivné popisuje znamé grupy, a navic
dava navod, jak lze libovolnou grupu vyrobit — staéi si vybrat néjakou volnou grupu a mnozinu
nasich oblibenych relaci. Nevyhodou prezentaci je, Ze z nich muze byt velmi tézké urcit nékteré
vlastnosti vyrobené grupy, jako je tifeba uZ jenom jeji velikost. I kdyz bude generatoru i relaci
pouze kone¢né mnoho, nelze ani algoritmicky rozhodnout, zda zadané slovo reprezentuje identitu.

Jak nevé&3et obraz na zed

Pojdme si pro zménu hrat s tlohou, ktera s grupami na prvni pohled viibec nesouvisi. Chcete-li se
nad ni na chvili zamyslet sami, viele to doporuc¢ujeme — posléze bude FeSeni vyzrazeno.

Uloha. (Obraz na zdi) Ve zdi jsou zatludeny dva hiebiky, za které chceme provizkem zavésit
obraz. Oba konce provazku jsou pfitom pfipevnéné k obrazu. Lze to udélat tak, aby obraz na zdi
drzel, ale po vyndani libovolného hiebiku spadl?
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Pii feseni této ulohy nardzime na problém, jak si véSeni obrazu jednoduse pfedstavit. Jednim
z nejsilngjsich matematickych trikil je ale uméni zapominat. P¥i véSeni obrazu na zed ndm muze
byt plné jedno, jak daleko jsou od sebe oba hiebiky. MiiZze nam byt také iplné jedno, kudy presné
provéazek vede. Pfitom ale musime zapominat chytfe — musime si pamatovat, z jakych stran a
v jakém poradi provazek prochéazi kolem hrebiku.

Abychom mohli véseni obrazu dobfe uchopit, budeme se na néj divat nasledujicim zpusobem.
Sténu, na které ma obraz viset, si pfedstavime jako béznou eukleidovskou rovinu. Déle si pevné zvo-
lime bod O, ve kterém budou oba konce provazku pfipevnény k obrazu (obraz samotny nas o¢ividné
nezajima, sta¢i se zabyvat motdnim smycky z provazku okolo hiebikii). H¥ebiky pro nas budou dalsi
ruzné body v roviné. A koneéné — konkrétni omoténi provazku kolem hfebikii si pfedstavime jako
orientovanou kiivkul!? v roving, ktera zaéina i konéi v bodé O.

Dvé takové orientované kiivky pro nas budou ekvivalentni, jestlize je na sebe lze spojité pre-
transformovat bez projeti nékterym hiebikem. Navic tato spojitd transformace musi zachovat smér
kiivky. Pokud by v roviné zadny hiebik nebyl, budou vSechny krivky ekvivalentni. Jakmile v ni
vSak alespon jeden hiebik je, dostavame dokonce nekonecny pocet neekvivalentnich krivek — rtizné
pocty obtoceni provazku kolem nékterého hiebiku davaji neekvivalentni kfivky. Mnozinu vSech
skupin ekvivalentnich kfivek oznacme P.

Vsimnéme si, ze kazdé dvé z nasich krivek lze zretézit — jejich slepenim za sebe opét dostavame
néjakou orientovanou krivku, kterd za¢ind i kon¢i v O. To ndm zni trochu povédomé. Urcité navic
existuje trividlni kfivka, ktera zadny hiebik neobtaci, tedy je ekvivalentni degenerované jednobo-
dové kiivce odpovidajici bodu O. Vzhledem k zfetézovani se proto chova jako identita. Navic ke
kazdé krivce existuje k¥ivka opacného sméru, ty se spolu vzdy slozi na trivialni kfivku.

Pravé popsané operace pfritom lze provadét s celymi skupinami kfivek, tj. prvky z P. Staci
totiz vzit libovolné prvky z piislusnych skupinek a podivat se, do které skupiny vysledek padne. Ze

128 pojmem kiivky budeme ramci seridlu pracovat pouze intuitivné.
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vysledek nezavisi na konkrétni volbé kfivek, je intuitivné zfejmé. Dohromady jsme tedy na mnoziné
P definovali vSechny grupové operace.

Je-li ve zdi zatluGeno n hiebik, oznac¢me pro i € {1,...,n} symbolem a; skupinu kfivek odpo-
vidajicich jednomu obtoceni ve sméru hodinovych rucicek kolem i-tého hiebiku. Kazdé zamotani
provéazku kolem hiebikt lze dostat zfetézenim a; a jejich inverzi. Grupu P tedy je mozné vyfakto-
rizovat z F,. Intuitivné ale vidime, ze kazdé netrividlni zkracené slovo odpovida netrivialni kiivce.
Jadro této faktorizace je proto trivialni, dle prvni véty o izomorfismu je proto F,, ~ P.

Shrneme, co vime: neekvivalentni omotani provazku kolem n hfebikd jednoznac¢né odpovi-
daji riznym slovim v grupé F, s pismeny {ai,...,an}, pfi¢emz jednopismenna slova odpovidaji
smyckam kolem jednotlivych hfebikt. Nyni uz mame nabito na sestfeleni obecnéjsi verze motiva¢ni
ulohy.

Tvrzeni. Ve zdi je zatlu¢eno n € N hiebiku. Potom lze povésit obraz tak, aby spadl po odebréani
libovolného hrebiku.

Dukaz. Budeme hledat vhodné slovo wy v grupé Fy,, které odpovida hledanému odmoténi. Ode-
brani i-tého hiebiku zplisobi pravé zmizeni vsech vyskytd znaki a;, a; 1 2 tohoto slova, nebot se
tim kazda smycka okolo i-tého hiebiku stane ekvivalentni trividlni smyéce. Trochu pfesnéji (v feéi
prezentaci), odebrani i-tého h¥ebiku piesné odpovidé pfidani relace a; = 1.

Chceme tedy nalézt takové redukované slovo w, € F, které se po smazani vSech vyskyta a;,
ai_l pro libovolné dané ¢ zméni na slovo ekvivalentni prazdnému slovu 1. Pro n = 1 trivialné funguje
jednopismenné slovo w1 = ai1. Pro n = 2 funguje slovo wy = a1a2af1a51, které se skutec¢né po
vyndani libovolného hfebiku zkrati az na prazdné slovo. Induktivné neni problém pokracovat dal,
stacéi vzit w, = wn_1anw;11a;1. To je zkracené slovo, které ziejmé neni prazdné. Po odebrani

-1
n—1°

libovolného a; pro i € {1,...,n — 1} budou z indukéniho pfedpokladu obé slova wn_1, w,_4
ekvivalentni prazdnému slovu, takze i celé wy, bude ekvivalentni prazdnému slovu.

n-tého hiebiku dostaneme slovo wy,_jw které je ekvivalentni prazdnému slovu. Odebranim

Intuitivné je pfitom jasné, ze na konkrétni volbé pocatecniho bodu O viibec nezalezelo. Grupu P,
se kterou jsme pracovali, 1ze sestrojit i pro jiné prostory nez ,rovinu s dirami“. Jedna se o takzvanou
fundamentadln? grupu pFislusného prostoru a jde se o velmi dilezity nastroj pro zkoumani takovych
prostora.

Predchozi konstrukce vsak vyrabi velmi dlouhd slova, na povéSeni obrazu by pak byl tfeba
provazek exponencidlni délky v zavislosti na n (slovo wy, je totiz vic nez dvakrat delsi nez wy,_1).
Nabizi se otazka, jak moc je mozné usetfit.

Uloha 3. Naleznéte zamotani provazku kolem n hiebiki, které fesi nasi tlohu a pfitom pouziva
nejvyse 2n? otadek.

Volnost podgrup a kryci grafy

Tvrzeni o volnych grupach mluvi o kraceni uvnitf konecnych slov — jsou to tedy tvrzeni kombina-
torického razu. Jak uz jsme vidéli, nékdy mohou byt velmi pfekvapiva. Chovani volnych grup ma
navic dtsledky i v dalsich oblastech matematiky (vzpomenme si na véSeni obraz). Tfidu vSech
volnych grup pfitom zname velmi presné — pro kazdou velikost volné baze existuje pravé jedna.

Nabizi se zajimava otdzka: dédi podgrupy volnost? Po chvili zamysleni neni odpovéd viibec jasna.
Nic ndm na prvni pohled nezarucuje, ze by podgrupa volné grupy méla mit néjakou volnou bazi.
Jeji generatory totiz mohou byt velmi komplikovana slova, ktera spolu mohou podezielymi zpiisoby
interagovat. Volné grupy jsou velmi bohaté objekty (kazd4 grupa z nich jde vyfaktorizovat!), d4 se
tedy cekat, Ze i jejich podgrupy budou velmi rtiznorodé.

Prekvapivé ale podgrupy volnych grup ve skutecnosti opravdu volné jsou. Dikaz tohoto po-
znatku vSak vibec neni snadny. Samoziejmé je mozné jej celkem rychle provést pomoci teorie
zdaleka presahuji poznatky tohoto textu. Se zatnutim zubt a hromadou préace jej lze dokazat i
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¢isté kombinatoricky. My nastinime velmi pékny a trikovy dikaz, ktery nam ukéze dalsi souvislost
grup, grafl a geometrie.

Umluva. Souvislym orientovanym grafem!3 @ = (V, E) nyni budeme myslet mnozinu vrcholt
V spoleéné s mnozinou orientovanych hran E, pficemz kazdé dva vrcholy jsou spojeny néjakou
posloupnosti (libovolné orientovanych) hran. Opét povolujeme i ndsobné hrany a ocka.l4

Na graf se mizeme divat jako na hromadu ostravka spojenych mosty. Kazdy most je prichozi
v obou smérech, jeho orientace pouze Fiké, jak se tyto sméry jmenuji. Ostrivky a mosty tvori jakysi
prostor, ve kterém se mtizeme vydat na prochazku. V kazdém prostoru se ale skryva jedna grupa,
a to ta fundamentalni.

Na rozdil od roviny je ale graf dost hranaty objekt, pfi nasem vyletu bude nutné prejit dany
most vzdy cely naraz. Vylety po grafu miazeme kédovat velmi snadno. Kazdé hrané pritadime néjaké
pismeno z. Jeji projiti ve sméru orientace bude odpovidat symbolu x, projiti v protisméru symbolu
2~ !, Kazdou prochizku pak miizeme zakédovat slovem, jehoz pismena odpovidaji navazujicim
hranam.

Zvolme si néjaky pevny vrchol o € V' a uvazme vSechny prochéazky, které zacinaji i konéi ve vr-
cholu o. Takové vylety lze pfirozenym zpusobem Fetézit i invertovat, pficemz prazdna prochazka se
chové jako identita. Zretézeni dvou prochazek bude odpovidat napsani jejich slov za sebe zleva do-
prava. Prochazky odpovidajici ekvivalentnim sloviim budeme v jistém smyslu povazovat za stejné.
Dvé prochéazky tedy budou ekvivalentni, pokud je na sebe lze prevést pfidavanim a odebiranim
zachdzek typu ,tam a zpatky“, tj. navazujicich dvojic pismen zz~! resp. z~lz. Kazdou takovou
skupinu ekvivalentnich prochazek (které za¢inaji i kon¢i v bodé o) nazveme smyckou. Na mnoziné
smycek pak lze definovat pomoci zietézeni libovolnych reprezentantd grupu Pg.

Ta mé i pékny geometricky vyznam. Na ostrové o jsme se pred zacatkem vyletu privazali provaz-
kem, pak jsme se prosli a nakonec jsme opét skoncili v 0. Dvé prochazky odpovidaji stejné smycce
pravé tehdy, kdyz se provazek jedné z nich da v rdmci mostt pretvarovat na provazek druhé z nich.
Grupa Pg je tedy vlastné fundamentalni grupou nasich ostravka s mosty (grafu Q).

Pozdéji se nam bude hodit uvazovat i prochazky, které mohou zacinat i koncit v libovolnych
(klidng riznych) vrcholech grafu. To mé jediny problém — takové prochézky obecné neni mozné
fetézit, grupu z nich tudiz jednoduse vyrobit nelze. Pokud na sebe vSak nékteré dvé ndhodou
navazuji, zfetézit je muzeme. I takové (ne nutné uzaviené) prochazky lze rozdélit do skupinek
podle toho, zda jsou ekvivalentni. Témto skupindm budeme tikat polosmycky.

Je jasné, Ze grupa Pg viibec nezéavisi na tom, jak jsme si oznacili sméry jednotlivych cest.
Diky souvislosti Q dokonce Pg nezavisi ani na volbé pocatecniho vrcholu o — uzaviené smycky
z vrcholu o1 lze pomoci obousmérné prochazky mezi o1 a o2 prevést na uzaviené smycky z o2,
piicemz toto pievedeni respektuje ekvivalenci prochazek i grupové operace s nimi. Grupa Pg se
tim padem dokonce dé ziskat uvazovanim vsech moznych smycek v grafu Q, tedy bez fixovani
n&jakého konkrétniho vrcholu (pro Fetézeni je ovSem nutné obé smyc¢ky reprezentovat uzavienou
prochéazkou se stejnym zacatkem).

Tvrzeni. Fundamentalni grupa Py libovolného souvislého grafu Q je volna.

Dikaz. Nasim ukolem tedy je najit né€jakou jeji volnou bazi. Zacnéme volbou libovolného poca-
te¢niho vrcholu o. Zvolme si libovolnou neorientovanou kostrul® grafu @Q. Tato kostra T' diky sou-
vislosti grafu @ obsahuje vSechny jeho vrcholy — v opa¢ném pfipadé by bylo mozné pfidat hranu a
nevytvorit kruznici. Protoze T neobsahuje kruznice, vSechny smycky v ni jsou ekvivalentni.

L3Piivlastky ,souvisly“ a ,orientovany“ budeme v textu dale ¢asto vynechavat.

14Na rozdil od cayleygrafi se nam ale nyni o¢ka a nasobné hrany hodit budou. P¥ipomindme,
ze ockem myslime hranu, kterd vede do téhoz vrcholu, z néhoz vychazi.

15 Kostrou nazyvame libovolny podgraf, ktery neobsahuje zadné neorientované kruznice, ale po
pridani libovolné hrany uz kruznici obsahovat bude.
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Ozna¢me A mnozinu téch hran @, které nelezi v T'. Zvolme libovolné a € A. K jejimu pocéatec-
nimu vrcholu lze z vrcholu o dojit jednoznac¢né urcenou polosmyckou p v rdmci 7', podobné existuje
jednozna¢né uréend polosmycka p’ v rdmci T' z konce a do o. Prvku a pak ptifadime smyc¢ku tvaru
pa = pap’. Vytvorené smycky po urcité generuji celou Pg, nebot libovolnou prochizku umime
ziskat chozenim v ramci T' (které odpovidd identité) spole¢né s prochézenim jednotlivych pq.

Zbyva ukazat, ze mezi riznymi smyckami p, neexistuji zadné netrivialni relace. To lze snadno
nahlédnout ze slovni reprezentace jejich prochazek. Je-li totiz slovo odpovidajici nékteré prochéazce
ekvivalentni prazdnému slovu, musi se na néj dat pevést pridavanim a odebiranim dvoji¢ek za 1,
z~1z. Pokud se vSak mosty z mnoziny A nezkrati trividlné, dalsim vyletovanim po grafu T je

dokratit nelze. Smycky p, pak odpovidaji volné bazi grupy Pg.
Nyni si definujeme velmi dulezity grafovy pojem, ktery nam otevie dvefe ke krasnym trikam.

Definice. At Q = (V, E) je souvisly orientovany graf. Souvisly orientovany neprazdny graf Q' =
(V', E") nazveme krytim grafu G, existuje-li kryci zobrazeni f : V' — V spliiujici: Pro kazdy
vrchol v' € V'’ existuje bijekce g mezi hranami vychézejicimi z vrcholu v’ a hranami vychazejicimi
z vrcholu f(v’) takova, ze je-li b’ hrana z v’ do v/, potom je g(h’) hrana z f(v’) do f(u’); analogicky
pro hrany vstupujici do v’ a f(v’).

Pro jistotu jesté jednou zdiraznéme, Ze viechny uvazované grafy jsou souvislé. Kryci zobrazeni
vlastné omotava graf Q' na graf Q takovym zpisobem, Ze nejblizsi okoli kazdého vrcholu v’ € V'
vypadé stejné jako nejblizsi okoli f(v') € V.

Kazdy graf trividlné kryje sam sebe, méa vSak i vétsi kryci grafy. Pro kazdy graf @Q dokonce
existuje nekoneény kryci graf U, ktery neobsahuje zadné kruznice, tedy mé trividlni fundamentalni
grupu Py;. Sestrojit takové U je snadné — staci vzit Q a ,rozmotat ho, jak jen to jde“, tj. zacit
od jednoho pocatecniho vrcholu nulté arovné, k nému dokreslit vSechny potiebné Sipky a na konec
kazdé nakreslit vrchol prvni trovné; dale vzdy k vrcholim i-té irovné dokreslit vSechny schézejici
Sipky dovnitf i ven a na jejich opac¢né konce prikreslit nové vrcholy trovné ¢ + 1.

Abychom si uméli predstavit, jak kryti a kryci zobrazeni vlastné funguji, ukdzeme si nejprve
dva priklady.

Priklad. Graf Q na obrazku mé tfeba nasledujici kryti. Na poslednim z obrazku je jeho kryti U.

Priklad. Vsimnéme si, ze fundamentalni grupa grafu z pfedchoziho pfikladu je ve skuteénosti
davérné znama F>. Na nasledujicim obrazku je jiny graf @1, ktery ma F» za fundamentalni grupu,
néjaky jeho kryci graf Q2 a jeho Uplné rozmotani U. VSimnéme si, ze tento U je shodou okolnosti
presné cayleygrafem grupy F>. Tato souvislost neni nahodna.
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Nez se pustime dal, rozmysleme si nasledujici snadné cviceni.
Cvigeni 7. Kryje-li Q' graf Q pomoci kryciho zobrazeni f, potom je f na.

Zobrazeni f podle své definice funguje jenom na vrcholech grafu V', o¢ividnym zpusobem jej vsak
1ze rozsifit i na hrany — je-li d’ € E’ hrana z vrcholu v’ do v/, z vrcholu f(u') pak s pouzitim bijekce g
mezi hranami z vrcholu v a vrcholu v’ vede jednoznaéné urc¢end hrana d odpovidajici hrané d’, jejiz
koncovy vrchol je roven f(v’). Tuto skuteénost ndm nic nebrani oznacit jako f(d’') = d. Vsimnéte si,
ze toto rozsifené zobrazeni f se chova pékné k zacatkim a koncim hran, pfi¢emz dodrzuje i jejich
smér. Bez problému tedy muzeme f rozsifit dokonce na libovolné prochazky, jejich obrazy budou
opét prochazky. Pochopitelné toto f zobrazuje ekvivalentni prochazky na ekvivalentni prochéazky.
Déava tedy ptirozend vzniknout sikovnému zobrazeni f., které zobrazuje polosmy¢ky v grafu Q' na
néjaké polosmycky v @Q, priCemz obrazy smycek jsou opét smycky.

V predchozim odstavci jsme popsali, jak 1ze kryci zobrazeni f rozsifit na vSechno, co nas grafech
momentalné zajimé. Radi bychom vSak umeéli postupovat i v opa¢ném sméru. To jednoznacné
provést nelze, nebot kryti f typicky nebude prosté. Diky lokalni podobnosti obou graft je to ale
proveditelné alespon skoro.

Lemma. (zvedaci) At graf Q' = (V', E’) je krytim grafu Q = (V, E) skrz kryci zobrazeni f. Dale
at' o € V je jeho libovolny vrchol a o’ je néjaky jeho vzor v zobrazeni f. Potom lze kazdou prochazku
p z bodu o v grafu Q jednoznac¢né ,zvednout® na takovou prochéazku p’ z bodu o' v grafu Q’, Ze
f) =p.

Diikaz. Lemma je v zésadé t&z8i vyfknout nez dokazat. Takovou prochdzku p’ jsme nuceni zre-
konstruovat postupné po hranich. Protoze je ale zobrazeni f kryci, v kazdou chvili mdme na vybér
pravé jednu hranu, kterou nam daruje sama definice kryciho zobrazeni. Induktivné tak lze zkon-
struovat pravé jednu vyhovujici cestu p’.

Proceduru z predchoziho lemmatu si muzeme piedstavit jako ¢asteéné rozmotani prochazky v Q
na prochazku v Q’. Stejné jako pred chvili dava zveddni smysl i pro smyc¢ky a polosmycky.
Kdyz uz vime, co jsou kryci grafy, odhalime jejich vztah s grupami.

Tvrzeni. Je-li Q' = (V',E') kryti Q = (V, E), potom Py < Pq.

Dikaz. At f je néjakd kryci funkce Q' — Q. Zvolme si libovolné o’ € V', dale at o = f(o'),
piislusné fundamentalni grupy budou obsahovat smycky se zac¢dtkem a koncem v o, resp. o. Je-li
p € Pg, je to smycka se zacatkem i koncem v o, takze f(p) je smycka zacinajici i koncici v o, tedy
f(p) € Pg. Zobrazeni f respektuje zietézeni smycek, takze je to dokonce grupovy homomorfismus
PQ/ — PQA

Zbyva ukazat, ze je prosty, nebof pak bude Py, ~ f(Q') < Pg. To viak plyne ze zvedaci
vlastnosti kryti: Kazda smy¢ka p v grafu Q se zacatkem v o ma jednoznaény vzor v grafu Q' se
zacatkem v o’. Pozor, tento vzor uz nemusi byt smy¢kou, nebot mtize koncit v jiném vzoru bodu o.

Kazdopadné, je-li smycka p € Pg trividlni, d& se reprezentovat slovem, které se zkrati. Jeho
jednozna¢ny vzor v Q' se pak ale také musi zkratit, zvednuti trividlni smycky je tedy trividlni
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smycka. To ale znamena, Ze netrivialni smycky v Pgs homomorfismus f zobrazuje na netrivialni
smycky v Pg, tedy mé trividlni jadro, takze je prosty.

Tvrzeni intuitivné ¥k, %e v krycim grafu Q' jsou n&které kruznice grafu @ ,rozmotany*, takze
jejich netrivialni smy¢ky v Q se v Q' trivializuji. Jiné smy¢ky timto pfechodem nezmizi, tyto piezivsi
smycky pak nutné odpovidaji néjaké podgrupé ptivodni grupy Pg.

Uvedena korespondence vsak prekvapivé funguje i na druhou stranu, jak odhaluje nasledujici
silné a pékné tvrzeni.

Tvrzeni. At Q je souvisly graf. Potom pro kazdou podgrupu H < Pg existuje jeho kryti Q’
takové, ze H ~ Pq.

Dikaz. Nasim tkolem tedy je rozmotat graf @ ,tak akorat“ — takovym zpusobem, aby toto roz-
motani prezily pravé prvky H. Za¢néme tim, ze ho rozmotame uplné, tedy vyrobime nekonecny
strom U, jehoz fundamentalni grupa je trividlni. Oznac¢me si jesté p kryci zobrazeni, které zpro-
stfedkovava kryti grafu @ grafem U. Vyberme pocéatecni vrchol o grafu U, za pocéatecni vrchol Q
pak povazujme p(0). Diky zveddni mé kazda prochazka v @ z bodu p(o) jednoznaénou vzorovou
pochazku v U zacinajici v o.

Pokud byla grupa H trivialni, U je hledany graf. Pokud je H netrivialni, je nyni potieba graf U
zase trochu zmensit poslepovanim n&kterych vrcholti, &mz vznikne graf QQ’. Kde ho ale vyhrabeme?
Explicitné jej popsat by bylo obtiZné, my ho naopak fikané donutime, aby se vyrobil sam.

Definujme graf Q' nasledujicim zptisobem. Jeho vrcholy budou odpovidat skupindm vrchold
z U, podobné jeho hrany. Vezméme dva vrcholy u, v grafu U. Protoze je U strom, existuje v ném
jednoznacné zkracena prochazka mezi o a u a jednoznac¢na zkracend prochazka mezi o a v. Z nich
Ize vytvofit jednoznacnou polosmycku p, z o do u a jednoznac¢nou polosmycku p,—1 z v do o.
Vrcholy u, v ddme do stejné skupinky (coz ozna¢ime u ~ v) pravé tehdy, pokud lze smycky pus«(pu)
a p«(p,—1) v grafu Q zfetézit (tj. druha zac¢ina tam, kde prvni konéi, neboli p(u) = p(v)) a pokud
je toto zfetézeni dokonce prvkem H.

Davaji takové skupinky vibec smysl? Protoze H obsahuje identitu, kazdy prvek je ve skupince
se sebou samym. Diky existenci inverzi v H nastane u ~ v pravé tehdy, kdyz v ~ u. A je-liu ~v
a v ~ w, diky uzavienosti H na zfetézeni je i u ~ w. Rozdéleni na skupinky je tedy skutecné
smysluplné a lepeni se da provést.

Hrany v Q' pak zvolime pfirozenym zptisobem: pro dany vrchol v’ grafu Q' si vezmeme libo-
volného jeho reprezentanta w uvniti grafu U a podivame se na hrany z u. Pak projdeme vSechny
vrcholy s, do nich% vede hrana z u, a za kaZdou takovou hranu z u do s pak do Q' nakreslime
pravé jednu hranu z u’ do s’. Nezavisi vSak tento postup na volbé& reprezentanta u’? Skutecné ne.
Je-li u ~ v, bylo mozné slepit p¥islusné cesty v Q, takze u(u) = p(v). Ze zvedaci vlastnosti tedy
maji body u, v stejna okoli. Vede-li tedy z u hrana ds do néjakého jeho souseda s a zaroven u ~ v,
vede téz z vrcholu v né&jakd hrana d¢ do takového ¢, ze p(s) = p(t). Potom vSak lze polosmycky
w(ps) a p(pe) v grafu Q zretézit, pri¢emz vyslednd smycka je (smazanim trividlni zachdzky tvaru
p(ds)p(de) 1) ekvivalentni smyéce p(pu)p(p,—1) € H.

Fikané definovany graf Q' tedy skute¢né existuje, zobrazeni pfifazujici vrcholu uw € U jeho
skupinku v Q' je diky ptfedchozimu odstavci dokonce kryci. Ozna¢me 7 zobrazeni vrcholi Q' na
vrcholy @, které kazdému vrcholu v’ grafu Q' pfifadi pu(u), kde u je jeho libovolny reprezentant v U.
Jsou-li u ~ v dva vzory v’ v grafu U, smycky u(pu), u(p,—1) bylo mozné zietézit, takze specialné
u(u) = p(v), zobrazeni 7 tedy dava smysl definovat. Protoze U je krytim Q' a zobrazeni 7 se chova
jako p, je také kryci.

Konec¢né nahlédneme, %e Py, ~ H. Za pocatecni vrchol grafu Q' zvolme projekci o’ vrcholu o.
Rozmyslime si, jak vypadaji smy¢ky v Pp,. Vezméme si tedy néjakou polosmycku p’ v grafu Q’,
ktera zac¢ind v o’. At p je ji pfislusna jednoznacné uréend polosmycka v U, kterd zac¢ind v bodé o.
Polosmy¢ka p’ je prvkem Py prévé tehdy, kdyz také konc¢i v bodé o, coz nastane prave v piipads,
kdy jsme slepili zacatek a konec prochazky p. JenZe ty jsme slepili pravé v pripadé, kdyz w(p’) =
u(p) € H. Zobrazeni 7 indukuje prosty homomorfismus Py, — Pg, jehoz obraz je dle predeslého
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presné H, coz jsme chtéli.

Vsimnéme si, Ze diikaz pfedchoziho tvrzeni skute¢né nijak neiika, jak bude graf Q' piesné vypa-
dat. Namisto toho se ndm povedlo pomoci vlastnosti podgrupy H jeho existenci zafidit. Skute¢na
explicitni vyroba takového grafu by obecné byla slozité, nebot zahrnuje hromadu kombinatorického
kraceni slov, které geometricky odpovida kolabovani grafu U. Pfedem ohlasovanou vétu o podgru-
pach volnych grup nyni dostaneme jako snadny diusledek.

Véta. Kazda podgrupa volné grupy je volna.

Dikaz. Volna grupa s bazi X je fundamentalni grupou kytice | X| o¢ek — grafu @ s jednim vrcho-
lem, jehoz | X | hran v ném zacina i konéi. To je okamzité vidét, nebot takovy graf ma trividlni kostru,
takze vSechny jeho hrany odpovidaji generatorim prislusné fundamentalni grupy. Je-li H < G, po-
tom H je fundamentdlni grupou né&jakého grafu Q' (ktery dokonce kryje Q). Grupa H je tedy také
volné, nebot fundamentalni grupy vsech grafii jsou volné.

Pro ilustraci sily pravé dokazaného vyroku si na zavér rozmysleme nékolik fakti, které z néj
okamzité plynou.

Prestoze lze kazdou grupu vyfaktorizovat z néjaké volné, podgrupy volnych grup jsou pouze volné
grupy. Volné grupy v sobé skryté nesou struktury vsech jinych grup, aniz by je samy obsahovaly
jako podgrupy.

Také si vzpomenme, jak slozité je algoritmicky uchopit grupu zadanou néjakou prezentaci G =
(X | R). Piitom je ale normalni podgrupa K pfislusna relacim také volna. Sice tedy vime (az na
pocet generédtoru), jak bude K vypadat, pfesto algoritmicky neumime najit, jak se v F'x schovava.

Déavno uz vime, ze F» obsahuje podgrupy izomorfni volnym grupdm s mnohem vétsi bazi. Tento
prekvapivy fakt ale nyni dokdzeme pochopit hloubéji. Podgrupy volné grupy F> odpovidaji krytim
grafu Q, ktery je tvofen jedingym vrcholem a dvéma hranami (které zac¢inaji i konéi v onom vrcholu).
Podgrupy izomorfni s F1 a F» obsahuje trividlné. Pro n > 3 zvolme kryci graf Q' jako (n — 1)-
cyklus, ktery méa v kazdém vrcholu smycku, z jehoz existence plyne existence podgrupy grupy
F» izomorfni s F,,. Existenci podgrupy izomorfni s Fy dostavdme volbou kryciho grafu Q’, ktery
odpovid4 nekone¢né cesté se smyckou v kazdém vrcholu. Jingm péknym krycim grafem Q’, ktery
odpovida takové grupé, je tfeba nekonecnd ¢tvercova mrizka. Z téchto grafii pak lze zpétné ziskat
jim prislusné podgrupy.

;‘@%m

Pomoci popsané korespondence volnych grup a grafa dostavaji volné grupy krasny geometricky
vyznam, jehoz silu jsme pravé mohli okusit. Chceme-li napfiklad pro néjakou podgrupu volné grupy
najit velikost jeji baze, sta¢i najit kryci graf, ktery ji odpovid4, a podivat se, kolik hran v ném zbude
po odebrani maximalni kostry.

Sila vybudované teorie tkvi presné v tom, zZe jsme ziskali ,slovnik®, ktery nam umoznuje preklad
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mezi kombinatorikou na slovech a geometrii grafii. My zde vSak zkouméni volnych grup ukonéime.
Zavér

Pokud jste docetli az sem, citime se velice polichoceni. Ackoli je ndm to lito, budeme se nyni muset
rozlouéit. PFitom doufiame, Ze jste si nasi dobrodruznou prochazku teorii grup co nejvic uzili. Nasim
textem samoziejmé nic nekonci — pokud byste se chtéli dozvédét z teorie grup a moderni algebry

vice, muzeme vam doporudit tfeba péknou knizku od Josepha J. Rotmana ,,An Introduction to the
Theory of Groups*.

Tésime se na vaSe FeSeni tieti seridlové série a v tomto roce se s vami se seridlem louc¢ime.
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Navody ke cvicenim

1. Vime, ze muzeme kazdé g € G zapsat jako soucet konec¢né mnoha prvka z X a jejich inverzu.
Prvky X, které byly v daném souétu pouzity (bud pfimo, nebo v podobé svych inverzi), oznaime
po fadé x;. Jelikoz je G abelovské, sé¢itani komutuje. Tim pddem miizeme seskupit vSechny vyskyty
21 a —x1, za nimi shluknout vSechny vyskyty z2 a —x2 a tak dale. Cislo a; potom bude udéavat
pocet vyskyti x; minus pocet vyskyta —x;.

2. D4 se jednoduse ovéfit, ze Z™ = {((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)). Tim pddem m&
n-prvkovou, a tedy kone¢nou mnozinu generatoru.

3. Predpokladejme pro spor, Ze ma kone¢nou mnozinu generatortt X. Necht X = {Z—i, Z—;, R % ,
n

kde p; jsou cela a g; prirozend. Potom pro libovolna celad aip,...,an, bude mit raciondalni c¢islo

ai - % + ag - f;—; 4+ it an - % v zakladnim tvaru jmenovatel q1qs - - - ¢n nebo dokonce né&jaky

délitel tohoto ¢isla. Tim padem jisté nedokdzeme vygenerovat tieba a dostavame spor

1
q192--qn+1
s predpokladem, ze miZeme vygenerovat celé Q.

5. Ackoli se tvrzeni zda ziejmé, je tfeba najit rozumny davod, ktery jej vynuti. Jednou z moznych
argumentaci je ta nasledujici: Kdyby bylo mozné F> nagenerovat jednim prvkem, byla by cyklicks,
tedy i abelovska. Jenze zkracend slova a, b spolu nekomutuji — slova ab, ba jsou zkracena, jedna se
tedy o ruzné prvky Fb.

6. At F je vyrobena z mnoZiny pismen X = {a,b}. Volme H = (a?,b?). To je vlastni podgrupa
grupy Fb, nebot vsechna jeji slova obsahuji sudy podet znaku z {a,a_l} a sudy pocet znaku
Z {b, b_l} (pti¢emz kraceni ¢i vkladani dvojic vzdjemné inverznich pismen tuto paritu neméni).
Snadno navic mtzeme ovéfit, ze pfifazeni a® +— a, b — b lze rozsifit na izomorfismus v : H — F5.
7. Protoze je Q' z definice neprazdny, na néktery vrchol u grafu Q se néco zobrazit muselo. Protoze
je @Q souvisly, existuje v ném z vrcholu v prochazka do libovolného vrcholu u. Této prochéazce ale
diky lokalni podobnosti obou grafii odpovida né&jakd prochazka v Q’, jeji posledni vrchol je proto
vzorem v.

Navody k Gloham

1. Vezméme tfeba podgrupu H = <a2,b2,ab>, Prvni dva jeji generatory obsahuji sudy pocet
pismen z {a, ail} a sudy pocet pismen z {b, b’l}. Ten se ale pfi pridavani a mazani povolenych
dvojicek neméni, slovo ab pomoci nich tedy nagenerovat nelze. Nyni ukaZzeme, Ze pomoci prvka
a2, ab nelze nagenerovat b2. To bychom museli ziskat napsanim slov {a2, a~2, ab, b’lafl} za sebe.
Pro spor predpokladejme, e jsme vyrobili slovo w, které je ekvivalentni slovu b2. Protoze je b2
redukované a kazda tfida ekvivalentnich slov obsahuje pravé jedno redukované slovo, lze w prevést
na b2 pouze mazanim. Nejdiive tedy zkratme sousedni slova z mnoziny {a2, a=2,ab,b"1a"1! }, ktera
k sobé byla inverzni. MiZe se nyni nékteré pismeno b pokratit? Vezméme momentalné nejblizsi
dvojici pismen b, b~1, ktera se spolu mohou jesté nékdy pokratit. Potom ale mezi nimi je a v néjaké
sudé nenulové mocniné, pokud tedy uz jenom mazeme, nikdy se nepokrati. Posledni ze tii dvojic
nemtize generovat a? diky symetrickému argumentu. Zobrazeni ptifazujici prvkim a2, b2, ab prvky
volné baze F3 pak diky jejich nezavislosti umime rozsifit na homomorfismus. Ten je trividlné na a
diky nezavislosti nasSich generatorti méa trivialni jadro, tedy je to hledany izomorfismus.

2. To dokézeme pomoci predchozi tlohy. Uz umime nalézt podgrupu Hg < F3, kterd je izomorfni
s F3, takové tfi prvky jsou tfeba <a2, b2, ab>. Také uz vime Fp ~ F}) = <a2, b2>. Na F} tedy mizeme
predvedeny postup aplikovat znovu, coz dava podgrupu Hi < F definovanou jako <ab7 a?b?,a?, b4>.
Diky vlastnostem Hp vSak ab nelze nagenerovat pomoci zbytku, diky vlastnostem H; jsou na sobé
nezéavislé i prvky a2b2, a4, b*. Induktivné pokra¢ujme dal. Grupa K = <ozb7 a?b?, abt, .. > je pak
volna grupa s nekone¢nou bazi. Stejné jako minule totiz lze jeji generatory bijektivné zobrazit na
generatory volné grupy Fi, pfi¢emz vlastnosti H; jsou jeji generatory nezavislé.
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To samoziejmé neni jediny predpis takové divné podgrupy. Funguje tieba i <bab’1, b2ab—2, b3ab*3>
nebo <ab, a?b?,a3b3, .. > a mnoho dalsich, coz si s trochou opatrnosti neni problém rozmyslet.

3. Pro piehlednost zavedeme pro prvky x, y néjaké grupy znaceni [z,y] = zyz~ly~!. Predchozi
dlouhé FeSeni tedy mizeme zapsat ve tvaru wn = [[. .. [[a1,a2],a3],...], an]. Rapidné usetfit doka-
zeme nasledujicim trikem. Misto rozdélovani pismen a; v kazdém kroku na ,posledni“ a ,zbytek*
je zkusime rozdélit pfiblizné na poloviny.

Vyrobme tedy slova v, nasledujicim rekurzivnim zptsobem: Slovo v, bude tvofeno pismeny
z vhodné n-prvkové abecedy. Opét méjme v1 = aj. Mame-li uz vsechna slova v; pro i < n — 1,
nejprve oznaémel® m = ’—%-‘ am' = L%J a nésledné definujme vy, = [um,u. ,], kde um znaci
slovo vy, na prvnich m pismenech a u/ , znaéi slovo v,,, na poslednich m’ pismenech. Je-li tedy
27-1 < n < 27, je tfeba pfi této rekurzivni definici v,, pouZit hranaté zavorky nejvyse j-krat.
Spoctéme tedy, kolikrat se kazdé a; miuze nejvyse vyskytovat v v,. Pro n = 1 se tam vyskytuje
jednou. Kazdé dalsi pouziti zavorek nejvyse zdvojnasobi pocet vyskytt pevného a;, takovych kroka
je nejvyse j = logy n + 1, takze vyskytu a; je nejvyse 2logz nt+1 — 9p. Slovo v, pouzivad n pismen,
takze jeho délka je nejvyse 2n2.

16Symbolem [z] se oznacuje nejmensi celé &islo, které je alespoti tak velké jako x, podobné
symbolem |z| znacime nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez x.
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