Finalni mySmas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 14.KVETNA 2018

ULOHA 1.

(a) David mé doma v fadé za sebou polozenych pét krabic. Kazdou noc spi v jedné z nich, ale
odmita komukoli Fict ve které. David moc rad vstava brzo, a protoze jak znadmo ranni ptdce ddl
doskdce, kazdé rano preskoci do sousedni krabice, ve které ziustane az do nasledujiciho rana. Kacka
by rada Davida zase spatfila. Kazdé poledne se muze podivat do jedné z krabic a zjistit, jestli
v ni David je. Naleznéte strategii, diky niz Kacka Casem otevie krabici, ve které se David zrovna
schovava. (2 BODY)

(b) Bitevni pole mé tvar tabulky n X n, kde n je pfirozené éislo. Na kazdém policku pted bitvou
stoji jeden vojin. Vojaci se nepohybuji, v prubéhu bitvy ale miizeme opakované provadét nasledujici
taktickou operaci — vybereme si libovolné policko a na vSech poli¢kach sousedicich s nim hranou (ale
ne v ném samotném) vSechny vojiny povysime na generaly a vSechny generaly naopak degradujeme
na vojiny. Urcete, pro kterd n lze docilit toho, aby po bitvée byl kazdy generdlem. (3 BODY)

ULOHA 2.

(a) Rado vyhral v tombole nékolik t¥iprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n}. Pro kazdé
dvé jeho mnoziny A a B, které nejsou stejné, plati |[A N B| < 1. Dokazte, ze Rado nema vic nez
% mnozin. (2 BODY)

(b) Od své vyhry v tombole Rado nepfestal o oné mnoziné {1,2,3,...,n} pfemyslet. Proto se
jeho rodice rozhodli, Ze mu jeji co nejvétsi podmnozinu X zakazou. Zaroven mu ale nechtéli zkazit
radost z vyhry, a tak se dohodli, ze zakazou jen takové prvky, aby zadna z Radovych tfiprvkovych
podmnozin neméla vSechny své prvky zakazané. Dokazte, ze mohou vybrat podmnozinu X s alespon
|v2n] prvky.! (3 BODY)

ULoHA 3.

Méjme rovnostranny trojuhelnik ABC a bod @ uvnitt néj. Ozna¢me P, Py, P. paty kolmic vede-
nych z bodu Q na strany BC, AC, AB. Ukazte, ze obé trojice trojihelniki AP.Q, BP,Q, CP,Q
a P.BQ, P.CQ, P,AQ

(a) mayji stejny soucet obsahu, (2 BODY)
(b) mayji stejny soucet polomérii kruznic vepsanych. (3 BODY)
ULOHA 4.

(a) Ukazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje n ptirozenych &isel a1, as, .. ., an, jejichz soudet
je druhou mocninou pfirozeného ¢isla a soucin tfeti mocninou pfirozeného ¢isla. (2 BODY)

(b) Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel m,n takovych, ze n? + 3m i m? + 3n jsou druhé
mocniny prirozenych éisel. (3 BODY)

1Pro # € R znadime |z dolni celou ¢ast &isla z, tedy nejvétsi prirozené &islo, které neni vétsi
nez x.



ULOHA 5.

(a) Existuje nekone¢na posloupnost pfirozenych éisel a1, az, . .. takova, ze pro zadné dvé pfirozenda
Cisla @ # j nejsou zaroveii a; + j a a; + 4 délitelna 20177 (2 BODY)
(b) Existuje nekone¢nd posloupnost pfirozenych ¢isel a1, az, . . . takova, ze pro kazd4 dvé pfirozena
Cisla i # j jsou a; + j a a; + i nesoudélna? (3 BODY)
ULOHA 6.

(a) Na roving lezi krychle o hrané délky jedna. V dané vysce h nad touto rovinou (h > 1) je
zdroj svétla. Jakou nejmensi plochu miZe mit stin, ktery krychle vrha na rovinu? Do plochy stinu
pocitame i spodni podstavu krychle. (2 BODY)

(b) Slunce sviti rovnobéznymi paprsky kolmo na rovinu. Nad touto rovinou se v prostoru vznasi
krychle o hrané délky jedna, kterou je mozné libovolné otacet. Urcete, jaky nejvétsi stin muze tato
krychle na rovinu vrhat. (3 BODY)

ULOHA 7.

(a) Na kruznici o poloméru jedna lezi naproti sobé body A a B. Zarovei je na ni zacervenéno
nékolik dalsich bodi. Necht a je geometricky pramér? délek viech tsedek vedenych z A do Eervenych
bodu a b je geometricky primér délek vsech tsecek z B do Cervenych bodi. Ukazte, ze alespon
jedno z ¢isel a, b je mensi nebo rovno v/2. (2 BODY)

(b) Urcete nejmensi kladné realné ¢islo ¢ takové, Ze pro vSechna kladna realna ¢isla a, b plati

b T p2
a;r 2tvab+(1—t)\/%.

(3 BODY)

2Geometricky pramér nezapornych &isel ay,az,...,an je definovan jako /a1 -asz...an.



Finalni mySmas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

(a) David ma doma v fadé za sebou polozenych pét krabic. Kazdou noc spi v jedné z nich, ale
odmita komukoli Fict ve které. David moc rad vstava brzo, a protoze jak znamo ranni ptace ddl
doskdce, kazdé rano preskoci do sousedni krabice, ve které ziistane az do nasledujiciho rana. Kacka
by rada Davida zase spatrila. Kazdé poledne se miize podivat do jedné z krabic a zjistit, jestli
v ni David je. Naleznéte strategii, diky niz Kacka Casem otevie krabici, ve které se David zrovna
schovava. (Rado van Svarc)

(b) Bitevni pole m4 tvar tabulky n X n, kde n je pFirozené ¢islo. Na kazdém policku pred bitvou
stoji jeden vojin. Vojaci se nepohybuji, v priibéhu bitvy ale miizeme opakované provadét nasledujici
taktickou operaci — vybereme si libovolné poli¢ko a na vsech poli¢kach sousedicich s nim hranou (ale
ne v ném samotném) vSechny vojiny povysime na generaly a vSechny generdly naopak degradujeme
na vojiny. Urcete, pro ktera n Ize docilit toho, aby po bitvé byl kazdy generdlem.

(Marian Poljak)

RESEN(:

(a)  Ocislujeme krabice 1 az 5. Uvédomime si, ze pokud David spal danou noc v sudé krabici,
pak nasledujici noc preskoc¢i do liché krabice. Obdobné to plati, i kdyz bude spat v liché krabici.
David tedy kazdy den zméni paritu krabice, ve které se nachézi.

Nejprve budeme predpokladat, ze byl David prvni den v sudé oc¢islované krabici. Kacka se proto

podiva do krabice s ¢islem dva. Pokud v ni neni, musel byt ve ¢tvrté krabici. Druhy den ho proto
ocekdvame ve tieti nebo v paté krabici. Kacka se podiva do treti krabice, a pokud tam David neni,
vime, Ze je v paté krabici a nésledujici den se pfemisti do ¢tvrté. Kacka se do ni tedy néasledujici
den podiva. Pokud Kacka doposud Davida nenasla, byl na§ pocateéni predpoklad chybny a David
byl prvni den v liché krabici. Nyni je jiz jisté, ze v tuto chvili je v sudé krabici, a Kacka jen zopakuje
stejny postup.
(b) Nejprve ukaZzeme, Ze pro liché n neumime zajistit, aby po bitvé byl kazdy generdlem. Podi-
vame se na vojiny na jedné z hlavnich uhlopricek. Téch je lichy pocet. Oznac¢ime a pocet vojina a
b pocet generdlt na diagonéle. Vzdy, kdyz vybereme polic¢ko vedle hlavni diagonaly, zméni se (a, b)
na

(i) (a —2,b+ 2), pokud vedle zvoleného politka byli dva vojini;
(ii) (a,b), pokud vedle zvoleného policka byl jeden vojin a jeden general;
(iii) (a+ 2,b—2), pokud vedle zvoleného policka byli dva generalové.

Na pocatku jsme ve stavu (n,0), a abychom povysili vSechny vojiny na generaly, museli bychom
dosédhnout stavu (0,n). ProtoZe je n liché a my umime a zménit pouze pfi¢tenim nebo odeétenim
dvojky, bude prvni ¢islo vzdy liché, takze pozadovaného stavu nikdy dosdhnout nemutzeme.



Staci jiz jen ukazat, Ze pro sudd m existuje provedeni taktickych operaci tak, aby se vSichni
vojini generaly stali.

Abychom to ukéazali, obarvime si pole jako Sachovnici. ProtoZe ¢erna policka sousedi pouze
s bilymi poli¢ky, vybereme-li ¢erné polic¢ko, zménime vojiny na generdly (a naopak) pouze na bilych
polickadch. Obdobné to plati i pfi vybrani bilého policka. Umime-li zménit vSechny vojiny stojici na
bilych polickach na generaly, pak umime zménit i vSechny vojiny na ¢ernych polickadch na generaly.
Stacéi pouze provést tahy pootocené o 90° kolem stfedu.

Vybereme smér thlopricek tak, aby thlopficky délky jedna na krajich byly bilé. Bilych thlopfi-
¢ek v tomhle sméru je n a ¢ernych n — 1. Na kazdé liché bilé thlopficce vybereme vSechna licha
policka, tedy za¢neme krajnim (je jedno z jakého konce), vzdy jedno preskocime a nésledujici vybe-
reme, dokud nedojdeme na druhy konec. Protoze maji bilé thlopticky vzdy lichou délku, vybereme
prvni i posledni policko na kazdé thlopficce.

Kazda cerna thlopricka sousedi s pravé dvéma bilymi thlopiickami, tedy s pravé jednou lichou
bilou thloptickou. Kazdé policko na ¢erné thloptiéce sousedi bud se dvéma bilymi poli¢ky na liché
uhlopficce, nebo s jednim krajnim polickem na liché tthlopfiéce. Celkové pfi takovém vybéru policek
sousedi kazdé ¢erné policko s pravé jednim vybranim polickem.

(,madam Verc¢a“ Hladikovéd)

Uloha 2.
(a) Rado vyhral v tombole nékolik t¥iprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n}. Pro kazdé
dvé jeho mnoziny A a B, které nejsou stejné, plati |A N B| < 1. Dokazte, ze Rado nem4 vic nez

n("6—1>, mnozZin. (Rado van Svarc)

(b) Od své vyhry v tombole Rado nepfestal o oné mnoziné {1,2,3,...,n} pfemyslet. Proto se
jeho rodice rozhodli, Ze mu jeji co nejvétsi podmnozinu X zakazou. Zaroven mu ale nechtéli zkazit
radost z vyhry, a tak se dohodli, ze zakazou jen takové prvky, aby zadna z Radovych tfiprvkovych
podmnozin neméla vSechny své prvky zakazané. Dokazte, ze mohou vybrat podmnozinu X s alespori
|v2n| prvky.! (Marian Poljak)
RESEN(:
(a) Kazda dvojice prvkt muze byt jen v jedné t¥iprvkové mnoziné. Zaroven pro kazdou trojici
plati, Zze v ni jsou tfi rizné dvojice prvka.

Protoze moznych dvojic je celkem (g), zadné neni ve dvou trojicich a v kazdé trojici jsou tfi,

n) _ n(n—1)

2) = 6

(b)  Pro spor predpokladejme, Ze rodi¢e spravné zakazali m prvkd, m < v/2n — 1, a zadné dalsi
prvky uz zakdzat nemohou, aby tim nezakazali zadnou trojici celou.

muze trojic byt nanejvys %(

1Pro # € R znadime |z dolni celou ¢ast &isla z, tedy nejvétsi prirozené &islo, které neni vétsi
nez x.



To, ze zaddny dalsi prvek zakazat nemohou, znamenad, ze kazdy prvek mnoziny bud jiz zakazany
je, a nebo je v trojici s néjakymi dvéma jiz zakdzanymi prvky. Zaroven vsak kazda jiz zakazana
dvojice ur¢uje nanejvyse jeden prvek, ktery je s ni v néjaké trojici. TakZe prvki, které jesté nejsou
zakazané, je nanejvys tolik jako dvojic zakazanych prvki, neboli (ZL) To znameni, zen < m+ (7;)

Po tpravé dostavame, Ze plati (m + 1)m > 2n. Ale pokud m < v/2n — 1, tak (m + 1)m <
\/ﬂ(\/ﬁ— 1) < 2n, coz je spor.

POzNAMKY:
Vétsina z vas si troufla jen na prvni ulohu. Méli jste ji vétSinou dobfe. (Kuba Svoboda)

Uloha 3.

Méjme rovnostranny trojihelnik ABC' a bod Q uvniti néj. Oznacéme P,, Py, P paty kolmic vede-
nych z bodu Q na strany BC, AC, AB. Ukazte, Ze obé trojice trojuhelnikii AP.Q, BP,Q, CP,Q
a P.BQ, P,CQ, P,AQ

(a) maji stejny soucet obsaht,

(b) mayji stejny soucet polomérii kruznic vepsanych. (Kuba Léwit)

RESENI:
(a) Bodem Q vedeme rovnobézku se stranou AC, kterd protne strany AB a BC v bodech B, a
B,. Analogicky sestrojime body Ay, Ac, Cq a Cy.

Diky souhlasnym thlim u rovnobézek vime, ze trojuhelnik A, QC} je rovnostranny. Pfimka QP
je jeho vyskou, takze ho déli na dvé ¢asti o stejném obsahu. Tedy, pokud budeme obsah trojuhelniku
XY Z znacit jako [XY Z], plati [A,P,Q] = [CpPoQ] (a analogicky také [BqaPaQ] = [CaPaQ] a
[AcPeQ] = [BePeQ))-

Ctyiuhelnik QA.BC, je rovnobéznik, takze jeho thlopiicka ho déli na dvé stejné ¢asti. Proto
plati [QA:B] = [QCqB] (a analogicky také [QA,C] = [QB.C] a [QCrA] = [QB:A]).

Timto jsme pokryli trojihelnik Sesti tvary — tfemi rovnoramennymi trojahelniky a tfemi rov-
nobézniky — takovymi, ze kazdy lezi z pulky ve sjednoceni prvni trojice trojuhelnikti a z druhé
pulky ve sjednoceni druhé. Tim paddem maji tyto trojice stejny soucet obsahii.

B Y

N

A Cy P, A C X T Z

b Nejprve si vSimnéme, ze kdykoliv je XY Z pravouhly trojihelnik s pravym thlem u X, pak
) y J y troj Y

polomér jeho kruznice vepsané je roven IXYI=|Y ZIH1Z2X] pomy je tak proto, ze pokud si dotyky

kruznice vepsané se stranami XY a X Z oznacime jako S a T a stfed kruznice vepsané jako I, pak

je XSIT ¢tverec, a tedy polomér kruznice vepsané bude dle znadmého vzorce pro vzdélenost mezi

. . XY|-|YZ|+|ZX
vrcholem a dotykem kruZnice vepsané roven |XT| = WA

3



Proto je soucet polomériu kruznic vepsanych AP.Q, BP,Q, CP,Q roven
1
5 (APc| + |BFa| +|CPy| + |QFa| + |QFs| +[QFc| - |AQ| — |BQ| - |CQ)
a soucet poloméru kruznic vepsanych P.BQ, P,CQ, P,AQ je roven

3 (AP + BP + 0Pl +1QPa] + QP + 1QP] ~ 14Q] - [BQl - 10Q)

Sta¢i nam tedy ukézat, ze |AP.| 4+ |BPqs| + |CPy| = |APy| + |BP.| + |CPa|.

Protoze trojuhelnik CpQA; je rovnostranny a QP, je jeho vyska, plati |A,Py| = |PCh| (a
analogicky |Cq Po| = |PaBa| & |AcPe| = |PeBel).

Protoze B.B, || AC a Ghly B;AC a B,CA maji stejnou velikost, je AB.B,C rovnoramenny
lichobéznik. Proto je |AB.| = |BaC| (a analogicky |ACy| = |CouB| a |BA:| = |AC)).

Timto jsme pokryli obvod trojuhelnika Sesti dvojicemi stejné dlouhych usecek, kde v kazdé
dvojici lezi jedna v jedné cCasti obvodu a druha v druhé. Tim padem maji tyto ¢asti obvodu stejny
soucet délek.

Jinak feceno:

|APc| + |BPa| + |CPy| = (JABc| + |BePe|) + (IBCal + [CaPal) + (ICAs| + [ApPo|)
= |CBa| + |AcPe| + |ACy| + |BaPa| + |BAc| + |Cy Py
= (IACy| + |CuP]) + (|BAc| + [AcPe]) + (ICBal + | Ba Pal)
= |APy| + |BP:| + |CP,|.

POZNAMKY:
Céast (a) se dala fe$it mnoha rozmanitymi zptisoby, krom vzorového naptiklad pomoci hybani
s body nebo pomoci dokreslovani vhodnych obdélnikt. Proto se také feseni ¢asti (a) seslo mnoho.

vepsané vcelku hezky tvar. S timto pozorovanim uz se tloha stala podobné snadnou jako ¢ast (a).
(Rado van Svarc)

Uloha 4.
(a) Ukazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje n piirozenych ¢isel a1, a2, . . ., an, jejichz soucet
je druhou mocninou prirozeného cisla a soucin tfeti mocninou prirozeného cisla.

(Rado van Svarc)

ajdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel m,n takovych, ze n® + 3m i m* + 3n jsou druhé
b) Najdéte vsechny dvojice pii ych cisel takovych, ze n? + 3m i m? + 3n jsou druhé
mocniny prirozenych &isel. (Michal Tépfer)
RESEN(:
a Reseni existuje vic, nejpfimocatejsi je volba aj = n® pro vsechna k. Potom totiz

R j ip j8i je volb. 3p hna k. P

a1+ Fan=n-12=0*%a1-... an = ()" = (n")3.

Jelikoz n? i n™ jsou pfirozena &isla, jsme hotovi.
(b)  Uvazme piirozena éisla a, b takova, ze

n? +3m = (n+a)?,m? 4+ 3n = (m +b)%.
Roznéasobenim a tpravou rovnic dostaneme

3m = 2na + a2, 3n = 2mb + b>.
4



Tuto soustavu vyfesime, vyjadiime m a poté ho dosadime do druhé rovnice. Dostaneme

4nab + 2a3b
n—= ——

+ b2,
3
coz da
9n — 4nab = 2a%b + 3b2,
tedy
2a2b + 3b?
n—= ————
9 — 4ab

Protoze n je prirozené Cislo a citatel je vzdy kladny, musi byt i jmenovatel kladny. Diky tomu vime,
ze ab < 2.

Bud nastane situace a = b = 1, nebo je jedno z téchto ¢isel rovno jedné a to druhé je rovno
dvéma. V prvnim pfipadé dostaneme n = m = 1, v druhém piipadé n = 16, m = 11, respektive
n = 11, m = 16. Vic moznosti neni a vSechny tyto dvojice vyhovuji, nebot

14+3=4=221124+3-16 =121 +48 = 169 = 132,162 + 3 - 11 = 256 + 33 = 289 = 172.

POZNAMKY: )
V &ésti (a) vétsina fesitelt volila bud vyse popsané feseni, nebo ap = k3. Soudet pak je (%
(jedna se o znamy vzorec, ktery se da dokdzat tfeba indukci), coz je ¢tverec pfirozeného éisla, nebot
vzdy jedno z &isel n, n + 1 je délitelné dvéma, a souéin je (n!)3.

V ¢&asti (b) se sesla celd skala feSeni, ktera vice ¢i méné vyuzivala rizné odhady vyrazu (typicky
n? < n? +3m < (n + 3)2) doplnéné o rozbor piipadii. Réda bych upozornila na to, Ze pokud se
odvodi rovnice, které musi feSeni splnovat, pak jejich reseni jesté automaticky nemusi fesit ptivodni
zadéani. Je tedy nutné provést zkousku nebo jinak zdtvodnit, pro¢ se jedna o feseni.

(Anic¢ka Dolezalovd)

Uloha 5.

(a) Existuje nekoneénd posloupnost pFirozenych &isel a1, a2, . .. takovd, Ze pro Zddna dvé pFirozend
¢isla i # j nejsou zéaroverni a; + j a aj + 1 délitelna 20177

(b) Existuje nekonec¢nd posloupnost pfirozenych ¢&isel a1, az, ... takova, ze pro kazda dvé pFirozend
Cisla i # j jsou a; + j a a; + i nesoudélna? (Rado van Svarc)
RESEN(:

(a)  Vezméme si posloupnost (an) takovou, ze kazdé a,, € {1,2,---,2017} a zdrovenn a; =1 — ¢

(mod 2017). Ukazeme, Ze tato posloupnost splituje zadéni. Je zfejmé, ze kazdy ¢len této posloup-
nosti je jednoznacné urceny a ze kazdy clen je prirozené ¢islo. Nyni pro spor predpoklddejme, ze
existuji ¢ # j takova, Ze a; 4+ j a a; + ¢ jsou obé délitelna 2017. Pak

0=(ai+j)+@j+i)=1—i+j)+(1—j+i)=2 (mod 2017),

coz je pozadovany spor. Posloupnost (an,) tedy splituje zadani.
(b) Dokazeme sporem, Ze takova posloupnost neexistuje. Pfedpokladejme tedy, ze (an) je po-
sloupnost spliujici zadani.

Vezméme libovolnou dvojici sudych indexti 4, j. Pak a; +j a a; +i jsou nesoudélna, a tak nejsou
obé suda. To znamena, Ze alespon jedno z a;,a; je liché. A protoze toto plati pro vSechny dvojice
sudych i, j, pak pro sudé i jsou vSechna a; aZ mozné na jedno licha.

Obdobné vezméme libovolnou dvojici lichych indext i, j. Pak a; + j a a; + 7 jsou nesoudélna,
a tak nejsou obé suda. To znamend, Ze alesponl jedno z a;,a; je sudé. A protoze toto plati pro
vSechny dvojice lichych i, j, pak pro licha 7 jsou vSechna a; az mozna na jedno suda.

Takze urcité existuje néjaké sudé i takové, Ze a; je liché, a alespon jedno liché j takové, ze a; je
sudé. Pak ale a; 4 j a aj 4 ¢ jsou obé sud4, a tudiz soud€lna, a to je pozadovany spor. Posloupnost
spliiujici zadéni tedy neexistuje.



POZNAMKY:

Skoro vSechna feseni, ktera jsem at uz k prvni nebo k druhé ¢asti tllohy dostal, dosla ke spravnému
vysledku a pouzila velmi podobnou myslenku jako vzorové feseni. V prvni ¢asti se obcas objevily
celkem zajimavé posloupnosti, zaujala mé naptiklad posloupnost Samuela Kraj¢iho. Ten indexiim
i = 2015 (mod 2017) pfifadil a; = 3, indextim ¢ = 2016 (mod 2017) pfifadil a; = 2 a vSem ostatnim
1 prifadil a; = 1. Dukaz, ze posloupnost spliiuje zadani, ale az zas tak elegantni a jednoduchy neni,
a proto jsem tuto variantu ve vzorovém reSeni neuvadel.

Nékolika resitelim jsem doporucil podivat se na néjaky text o kongruencich — urcité se bude
jesté mnohokrat hodit védét, co viechno umi a jak se daji pouzit. Néco malo je o nich v Uvodnim
textu ke 3. sérii 34. ro¢niku a nebo v seridlu o Teorii ¢isel ze 33. ro¢niku. Zkuste si texty procist,
trochu si s kongruencemi pohrat a tfeba vam uz brzo usnadni néjakou dalsi tlohu.

(Jéchym Solecky)

Uloha 6.

(a) Na roving lezi krychle o hrané délky jedna. V dané vysce h nad touto rovinou (h > 1) je
zdroj svétla. Jakou nejmensi plochu muzZe mit stin, ktery krychle vrha na rovinu? Do plochy stinu
pocitame i spodni podstavu krychle. (Martin ,E.T.“ Sykora)

(b) Slunce sviti rovnobéznymi paprsky kolmo na rovinu. Nad touto rovinou se v prostoru vznasi
krychle o hrané délky jedna, kterou je mozné libovolné otacet. Urcete, jaky nejvétsi stin muze tato
krychle na rovinu vrhat. (David Hruska)

RESENI:

(a)  Zdroj svétla si oznacime Z. Z krychle si zatim pfedstavime jen jeji horni sténu, jejiz vrcholy si
oznacime po fadé A, B, C' a D. Tato sténa vrha na rovinu ¢tvercovy stin, jehoz vrcholy si ozna¢ime
stejnym zpiisobem A’, B/, C' a D'

Protoze jsou jehlany ZABCD a ZA'B’C’'D’ stejnolehlé, nezavisi plocha stinu na poloze zdroje.
Koeficient stejnolehlosti vypocitdme z poméru délek vysek. Vyska jehlanu ZA’B’C’ D’ je vzdalenost
zdroje svétla od roviny, tedy h. Jehlan ZABCD ma vysku o jedna mensi. Protoze délka usecky AB
je jedna, délka tsecky A’B’ je 1 - % Plocha ¢tverce A’ B'C'D’ je tedy

h2
(h—1)2

To je ale také miniméalni mozny rozmeér stinu, protoze horni sténa vrha takovyto stin vzdy, kdyz
je zdroj svétla pfimo nad krychli, zadna dalsi sténa jiz stin nevrhé.
(b) Nejprve je potfeba udélat dvé pozorovani. Prvnim pozorovanim je, Ze nejvyse tfi stény
krychle budou vzdy vrhat stin. To plati proto, Zze nikdy nemiize byt osvicena soucasné sténa a
sténa s ni rovnobézna. Druhym pozorovanim bude fakt, ze zkoumame-li stin rovinného utvaru,
bude mit maximé&lni plochu, pokud je jeho rovina rovnobézna s rovinou, na niz se promita.
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Nyni tedy vezmeme vrchol, kolem kterého jsou tfi osvicené stény, a oznacime si ho B. Podle
prvniho pozorovani je takovy vrchol nejvySe jeden. Pokud by nebyl zadny, predstavime si, Ze stin
s nulovym obsahem vrhaji i nékteré ze stén, které jsou kolmé na rovinu, na niz krychle vrha stin
(této roviné budeme naddle Fikat primétna a pro kazdy bod X budeme X’ znadit jeho stin).
Ostatni vrcholy krychle si oznac¢ime jako na obrazku. Stiny vsech tfi osvicenych stén jsou nutné
rovnobézniky. To plati naptiklad proto, ze projekce zachovava pfislusnost bodu k pfimce a poméry
vzdalenosti, tedy i stifedovou symetrii. Protoze strany krychle jsou ¢tverce, musi i jejich stiny byt
stfedové symetrické ¢tyituhelniky, coz jsou pravé rovnobézniky.

Nyni si v§imneme, Ze stin krychle bude pravé sestithelnik A’D'C'G'F'E’ v ném% moZné né-
které vrcholy splyvaji. Podivejme se nyni na t¥i dvojice shodnych trojuhelnikti: A’D'C’ a C'B’ A/,
C'G'F'a F'B'C’', F'E'A’ a A’ B’ F'. To nadm tik4, Ze obsah Sestitthelniku A’ D’'C'G’'F'E’ je pravé
dvojnasobek obsahu trojuhelniku A’C’F’. Ten je ale maximalni, kdy% je rovina ACF rovnob&zné
s primétnou. Pak jsou trojuhelniky ACF a A’C’F’ shodné. Trojihelnik ACF je rovnostranny,
jeho strana je sténovéa thlopficka krychle, jejiz délka je v/2 a obsah trojuhelnika ACF je tedy @
Maximalni mozny obsah stinu krychle je tedy /3.

POZNAMKY:

S ¢asti (a) si vétsina Fesiteldi poradila hladce. O ¢asti (b) se ale to samé bohuzel Fict neda. Spousta
fesiteltl viibec nedokazovala, Ze nejlepsi natoceni krychle je pravé toto. Takova feseni, neudélala-li
zadnou dalsi chybu, typicky ziskala jeden bod. Pouze Samuel Krajéi a Kldra zvana Kldtra Perni-
cova se vydali stejnou cestou jako vzorové feseni a jenom Samuel tuto cestu dovedl az do zdarného
konce. Oba dva byli za eleganci ocenéni +:. Ostatni se pokouseli o riizné pocitani pomoci goniome-
trickych funkci. Tento pFistup typicky vedl téz k cili, a¢ Casto pfes spoustu vypoctiu a technickych
obtizi. V pripadech, kdy se fesitel navic neobesel bez derivaci, linedrni algebry a jinych, primarné
vysokoskolskych technik, jsem se nakonec rozhodl udélit —q. (Viki Némecek)

Uloha 7.

(a) Na kruznici o poloméru jedna lezi naproti sobé body A a B. Zarover je na ni zadervenéno
nékolik dalsich bodt. Necht a je geometricky primér? délek vsech tsecek vedenych z A do éervenych
bodi a b je geometricky primér délek vSech tusecek z B do cervenych bodu. Ukazte, ze alespon
jedno z é&isel a, b je mensi nebo rovno v/2. (Kuba Léwit)

2Geometricky pramér nezapornych &isel ay,az,...,an je definovan jako /a1 -asz...an.
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(b) Urcete nejmensi kladné redlné éislo t takové, ze pro vSechna kladnd redlnd cisla a, b plati

2 2
a;rb Zt\/cgﬁ-(l—t)\/%.

(Rado van Svarc)

RESENI:

(a) Necht X1, X2, ... Xy jsou Cervené body ze zadani. Jsou-li a;, resp. b; vzdalenosti X; od A,
resp. B, z Thaletovy véty jsou vSechny trojuhelniky AX;B pravouhlé, takze z Pythagorovy véty
plyne a? + b2 = 22. Z AG nerovnosti pro a? a b? (nebo rozepsanim (a; — b;)2 > 0) dostavame
2a;b; < a? + b?, neboli a;b; < 2. Proto

ab= {/ar-az---an- Vb1 b2 -bp = Varbi-asbz---anby < V27 =2.

Alespoii jedno z &isel a, b tedy musi byt mensi nebo rovno v/2, jinak by jejich soucin byl ostie vétsi
nez 2.

(b) Dokazeme, Ze nejmensi takové ¢ je % Ekvivalentnimi apravami puvodni nerovnosti osa-
mostatnime ¢. Pfedpoklddejme, Ze a # b (pro a = b plati nerovnost vzdy):

a2 + b2 a2+b2 a+b
t T —Vap | >y ,
( 2 a) 2 2
[a24b2 _ atb
>y 2 2
- 2+b2
\/ g — Vab

Povsimnéme si, ze znaménko nerovnosti se nezménilo, protoze jmenovatel je vzdy kladny, coz plyne
z AG nerovnosti pro a? a b2.

Posledni zlomek rozsifime vyrazem (\/ # + vV ab) <\/ @ + “T+b> a vyuzijeme vztahu

X+(X-Y)=X2-Y2

2 2 2 2 2 2 2
LI e [EELG [EELa (v

- a2+4b2 (a—b)2 a2+4b2 a+b T2 a?4b2 a+b T2 a2+4b2 a+b
Vi — Vab PRV s I N s T %

Z AG nerovnosti je zfejmé posledni zavorka mensi nez 1, takze t = % jisté vyhovuje. Pro dikaz
toho, ze zadné mensi ¢t nevyhovuje, bychom potfebovali ukazat, ze posledni zlomek miize nabyvat
libovolné malych kladnych hodnot. Necht tedy € > 0 je libovolné, dosadme a =1+xz ab=1—2x do
zminéného zlomku a pokusme se ekvivalentné nerovnost, kterou potfebujeme, upravit tak, abychom
nalezli podminku pro z, ktera zajisti jeji platnost:

% —V1—22 1—+v1—22 <
= €
(1+x)24+(1—=x)2 L2 Vi+z2+1
2 2

Pokud zvolime z tak, aby 1 —v/1 — 2 < €, budeme zfejmé hotovi, protoZze jmenovatel je vétsi nez
jedna. To ale znamend volit 0 < z < /1 — (1 —¢)2. Na pravé strané mame kladné éislo, takze
takové = opravdu najit 1ze a jsme hotovi.



POZNAMKY:
Nerovnost a;b; < 2 v prvni ¢4sti lze dokdzat mnoha zplisoby. Mezi algebraické (vyuzivajici pak

21,2
Pythagorovu vétu jako vzorové feseni) patfi napfiklad nerovnost 4/ % > /xy, kterad plati pro
vSechna nezaporna x, y a jejim zobecnénim je tzv. KAGH nerovnost: jsou-li x1, ..., x, kladna ¢isla a

o . . - [ 44a2 . c 0 _ oz tetxg .
oznacime-li kvadraticky pramér K = |/ ~L———= aritmeticky pramér A = =L—T=n geometricky
n n
prumér G = Yx1 - x2 - - Tp, a harmonicky pramér H = ﬁ, pak plati K > A > G >
a; Tag an

H. Dalsi moznosti je vSimnout si, ze a;b; je obsah obdélnika vepsaného do jednotkové kruznice, jehoz
thlopricka je primérem té kruznice. Jeho obsah proto muze byt nejvyse dvojnasobkem vzdélenosti
bodu X; od pruméru AB, tedy opét a;b; < 2- 1.

Reseni druhé ¢asti nebylo tolik, ale i mezi nimi se nasly rtizné p¥istupy, které si casto vyslouzily
kladné imaginarni body. Napfiklad platnost nerovnosti pro t = % l1ze zvlast dokézat Jensenovou

nerovnosti, konstrukei vychazejici z geometrického znazornéni nerovnosti KAGH nebo prosté dvéma
1
2
az do specialniho dosazeni za a a b. Pak z toho, Zze pro a = b (takovou dvojici pfimo dosadit

nemtizeme, protoze bychom v pfedchozich Gpravach kratili nuly) nabyva zlomek

/a2J2rb2 +ab
2+b2 +b
Ve

hodnoty jedna, se zda byt jasné, ze nabyva pro a # b i hodnot libovolné blizkych jedné. Za pomoci
zdkladi matematické analyzy (bez kterych se zadné spravné feSeni neobeslo) to v tomto pfipadé
opravdu jasné je, ale podobné intuice nas ¢asto i zklame. (David Hruska)

umocnénimi a dal§imi tpravami. Odhad t > = vétSina feSeni provadéla podobné vzorovému feSeni



